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Kapitel 1

MaB- und Integrationstheorie

§01 MaBtheorie

§01|01 Mengensysteme

$01.01 Definition. Ein Mengensystem & C 2 heif3t
N-stabil (sprich: schnittstabil), falls fiir je zwei Mengen A, B € & gilt, dassauch AN B € &

o-N-stabil (sprich: sigma-schnittstabil), falls fiir jede Folge (A,,)nen von Teilmengen aus & gilt,
dass auch N,,cnA, € &

U-stabil (sprich: vereinigungsstabil), falls fur je zwei Mengen A, B € & gilt, dass auch AUB €
&

o-U-stabil (sprich: sigma-vereinigungsstabil), falls fiir jede Folge (A, ),en von Teilmengen aus
& gilt, dass auch U, enA, € &

\-stabil (sprich: differenzmengenstabil), falls je zwei Mengen A, B € & gilt, dass auch A\ B €
&

komplementstabil, falls mit jeder Menge A € & auch A° € & gilt. 0

§01.02 Bemerkung.
(i) Fiir ein komplementstabiles Mengensystem & C 2% folgen aus den de Morgan’schen Regeln
die Aquivalenzen von U-stabil und N-stabil als auch von o-U-stabil und o-N-stabil.

(i) Sei & C 2% \-stabil. Dann ist & auch N-stabil. Falls & o-U-stabil ist, dann ist & auch o-N-
stabil. Jede abzéhlbare Vereinigung von Mengen aus & lésst sich als abzidhlbare, disjunkte
Vereinigung von Mengen in & schreiben. O

$01.03 Definition. Ein Mengensystem & C 2 heift

Semiring, falls (i) 0 € &, (ii) fiir je zwei Mengen A, B € & ist A\ B endliche Vereinigung von
paarweise disjunkten Mengen aus &, und (iii) & ist N-stabil,

Ring, falls (R1) ) € &, (R2) & ist \-stabil, und (R3) & ist U-stabil;
o-Ring, falls & ein o-U-stabiler Ring ist;

Algebra, falls (A1) Q € &, (A2) & ist \-stabil, und (A3) & ist U-stabil;
o-Algebra, falls & eine o-U-stabile Algebra ist;

Dynkin-System, falls (D1) Q € &; (D2) & ist komplementstabil; (D3) fiir paarweise disjunkte
Mengen (A, )nen aus & gilt [, . An € & o

§01.04 Bemerkung.
(i) Fiir Q # 0 sind {0, Q} und 2 triviale Beispiele fiir Algebren und Dynkin-Systeme. Triviale
Beispiele fiir Semiringe und Ringe sind {{)} und 2.

(ii) Ein (Mengen-)Ring # bildet mit der symmetrischen Differenz A als Addition und dem
Durchschnitt N als Multiplikation einen Ring (%, A, N) im Sinne der Algebra.

Wahrscheinlichkeitstheorie 1 1



Kapitel 1 MaB- und Integrationstheorie §01 Maltheorie

(iii) Ein Mengensystem .7 C 2 ist eine Algebra genau dann wenn .«7 komplementstabil und
N-stabil mit 2 € 7.

(iv) Ein Mengensystem .7 C 2% mit () € <7, das komplementstabil und o-U-stabil ist, ist somit
eine o-Algebra.

(v) Sei 2 C 2% ein Dynkinsystem. Die Bedingung (D2), das & komplementstabil ist; kann
dquivalent ersetzt werden durch die scheinbar stirkere Bedingung (D2’) fiiralle A, B € ¥
mit A C B gilt B\ A € 2. Dajedes Dynkin-System auch (D2’) erfiillt. Denn fiir A, B € &
mit A C B sind A und B¢ disjunkt und es gilt B\ A = (Al B°)° € 2.

(vi) Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System. Die Umkehrung gilt nicht, da (D3) nur fiir Fol-
gen paarweise disjunkter Ereignisse gefordert ist. Zum Beispiel fir Q@ = {1,2,3,4} ist
2 ={0,{1,2},{1,4},{2,3},{3, 4}, Q} ein Dynkin-System aber keine o-Algebra. Der Un-
terschied ist allerdings nicht sehr grof3. O

§01.05 Skizze.
(1) Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System, eine Algebra und ein o-Ring.
(i1) Jeder o-Ring ist auch ein Ring, jeder Ring ein Semiring.

(iii) Jede Algebra ist auch ein Ring. Eine Algebra auf einer endlichen Menge () ist auch eine
o-Algebra.

Zusammenhang zwischen den Mengensystemen & C 2%,

o-U-stabil N-stabil
WQeg

Algebra Dynkin-System

QO EX _ %—Stabil

U-stabil

Semiring

Die Abbildung wurde auf der Grundlage von Klenke [2020, Abb.1.1, S.7] erstellt. O

\

$01.06 Lemma. Ein Dynkin-System 9 C 2% ist genau dann N-stabil, wenn es eine o-Algebra ist.
§01.07 Beweis von Lemma §01.06. In der Vorlesung EWS. O

$01.08 Lemma. Es sei & C 2% ein System von Teilmengen von ). Dann ist
(&)= m {o | o ist o-Algebra auf Qund & C o } und
(&) = ﬂ {92 |9 ist Dynkin-System auf Q und & C 9}

die kleinste o-Algebra bzw. das kleinste Dynkin-System auf Q2 mit & C o(&) bzw. & C 6(&). &
heifit Erzeuger und o (&) die von & erzeugte o-Algebra bzw. §(&) das von & erzeugte Dynkin-
System auf ().

§01.09 Beweis von Lemma §01.08. In der Vorlesung EWS. O

§01.10 m=-A-Satz. Sei & N-stabil. Dann gilt (&) = §(&) und fiir jedes Dynkin-System 2 mit & C &
also o(&) C 9.
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§01 Maltheorie Kapitel 1 MaB- und Integrationstheorie

§01.11 Beweis von Satz §01.10. In der Vorlesung EWS. O

§01.12 Definition. Sei & C 2% ein beliebiges System von Teilmengen und A C () eine nicht-leere Teil-
menge. Das Mengensystem & | L= E8NA={ANB|B € &} heilt Spur oder Einschrinkung
von & auf A.

§01.13 Bemerkung. Ist & ein Semiring, (o-)Ring oder (c-)Algebra so ist & | , €in Mengensystem auf
A vom gleichen Typ. Fiir ein Dynkin-System gilt dies im Allgemeinen nicht. Desweiteren gilt

U(£)|A :0<£’A)' O

§01|02 Mengenfunktionen
$01.14 Definition. Sei & C 2°. Eine Mengenfunktion z : & — R = [0, oc] heiBt
monoton, falls fiir je zwei Mengen A, B € & mit A C B gilt, dass pu(A) < p(B);
additiv, falls fiir je endlich viele paarweise disjunkte Mengen (A;) e[, aus & mit 4 A; € &
j€ln]
gilt, dass p( |4 A;) = > u(4;);
j€ln] Jjelnl
o-additiv, falls fiir je abzéhlbar viele paarweise disjunkte Mengen (A;) ey aus & mit |4 A; € &
jEN
gilt, dass ,u(L—Ij Aj) = Z p(A;);
jEN jEN

subadditiv, falls fiir je endlich viele Mengen A und (A;);cp, aus & mit A € | J A; gilt, dass

J€ln]
p(A) <> u(Ay):
J€ln]
o-subadditiv, falls fiir je abzahlbar viele Mengen A und (A;);ey aus & mit A C | J A; gilt, dass
JEN
p(A) <D ul4y). 0
JEN

501.15 Definition. Sei & C 2% ein Semiring. Eine Mengefunktion 11 : & — R’ mit 1 ((}) = 0 heift

Inhalt, falls p additiv ist;

Primaf3, falls p o-additiv ist;

Mayf3, falls p ein Pramal ist und & eine o-Algebra;

Wahrscheinlichkeitsmaf3, falls o ein MaB ist und p(€2) = 1.

Wir bezeichnen mit M (&) die Menge aller PrimaBe auf (€2, &). Ein Inhalt ;1 auf & heif3t

endlich, falls u(A) € R fiir jedes A € &;

o-endlich, falls es Mengen (£;), ey aus & gibt mit 2 = U Q; und p(Q;) € R fiir jedes j € N.
jeN

Wir bezeichnen mit M (&) und M (&) die Menge aller endlicher bzw. o-endlicher PrimaBe auf

(92, &). Weiterhin, fiir eine o-Algebra &7 € 2 bezeichnet W(«) die Menge der Wahrschein-
lichkeitsmaBe auf (€2, 7).

§01.16 Beispiel.
(a) Fiir A € 2% bezeichnet [l : @ — {0,1} mit 1;'({1}) = A und 1;'({0}) = A° die
Indikatorfunktion auf A. Fiir jede o-Algebra o/ C 2% und jedes w € () ist das Einpunki-
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Kapitel 1 MaB- und Integrationstheorie §01 Maltheorie

oder Diracmay3 c o/ — {0,1} mit ,,(A) := 1,(w) ein WahrscheinlichkeitsmaB, also
0 € M ().

(b) Sei 2 # () abzdhlbar unendlich und & := {A € 2 : (JA| A |A°|) € R}, dann ist & eine
Algebra. Sei u : & — {0,00} fir A € & gegeben durch p(A) = 0 fir |[A|] € R* und
wu(A) = oo fiir |A¢| € R*. Dann ist p ein Inhalt, das nicht o-additiv ist, da (£2) = oo aber
> wea ({w}) = 0. p ist also kein PrimaB ist.

(c) Sei Q # () abzihlbar und p : @ — R*. Dannist & : 2% — R mit A — pu(A) :=
> eq P(w)d,(A) ein o-endliches MaB auf 2, also 1 € M, (2?). Wir bezeichen p als Zihl-
dichte von ji. Zur Erinnerung, erfiillt p zusitzlich ) ., p(w) = 1 dannist 4 € W(2%) =

M (29) ein diskretes WahrscheinlichkeitsmaB. Im Spezialfall p(w) = 1 fiir jedes w €
heiBt [ := 11 das Zéihlmap auf Q.

§01.17 Lemma. Sei & ein Semiring und p ein Inhalt auf &.

(i) Ist & ein Ring, so gilt (AU B) = u(A) + u(B\ A) und n(B) = u(ANB) + pu(B\ A),
also (AU B) + u(AN B) = p(A) + u(B) fiiralle A, B € &.

(ii) p ist monoton. Ist & ein Ring, so gilt u(B) = u(A) + pu(B\ A) fiir A, B € & mit A C B.
(i11) p ist subadditiv. Ist p sogar o-additiv, so ist |1 auch o-subadditiv.

(iv) Ist & ein Ring, so gilt fiir paarweise disjunkte Mengen (A;);en aus & mit |t} A; € & stets
jEN

> u(A) = u(lH Ay <l A)) fiir jedes n € N, also Y~ u(A;) < p(lH A)).
j€ln] J€ln] JeN JeN JeN
(v) Ist & ein Ring, so gilt fiirn € Nund (A;) jefn) aus & mit f(U,ep,q A;) € R* die Einschluss-

Ausschlussformeln (Poincaré und Sylvester) ju( Uical A;) = > 0£7C[n] (=D)P (Mg 4)
und ,u( mz‘e[[nﬂ Ai) = Z@#Zg[{n]] (=Dt ( Uiez Ai)'
§01.18 Beweis von Lemma §01.17. Ubung. 0
§01.19 Definition. Ein Inhalt ;o auf einem Ring # C 2% heift
stetig von unten, falls fiir alle A,, T A aus Z gilt lim,, o, 1(A,) = p(A).
stetig von oben, falls fiir alle A,, | A aus Z mit u(A;) € R* gilt lim,, o, p(A,) = p(A).
()-stetig, falls fiir alle A,, | 0 aus Z mit u(A;) € R gilt lim,, o (A,) = 0= u(0).
$01.20 Lemma. Ein Inhalt i auf einem Ring # C 2%. Betrachte die Eigenschaften; (i) u ist o-additiv,

also i € M(%) ein Priimaf3; (ii) p ist o-subadditiv; (iii) p ist stetig von unten; (iv) p ist ()-stetig;
(V) w ist stetig von oben. Dann gelten die Implikationen (1)< (i1)<(111)=-(1v)<(v). Ist u endlich,

so gilt auch (iv)=-(ii1). O
§01.21 Beweis von Lemma §01.20. In der Vorlesung. O
§01.22 Beispiel (Beispiel $01.16 (b) fortgesetzt). u ist ein (-stetiger Inhalt, aber kein PrimaB. |

§01.23 Definition.

(a) Ein Paar (€2, /) bestehend aus einer nichtleeren Menge ) und einer o-Algebra &7 C 2%,
heilit messbarer Raum oder Messraum. Die Mengen A € &/ heillen messbare Mengen. Ist
Q) hochstens abzihlbar und .7 = 2, so wird (2, 2%) diskret genannt.

(b) Ein Tripejam heiit Mafraum, wenn (€2, &7) ein Messraum ist und 1 € M (<) ein
MaB auf 7. O

4 Wahrscheinlichkeitstheorie 1



§01 Maltheorie Kapitel 1 MaB- und Integrationstheorie

§01|03 Fortsetzung von MaBen

§01.24 Lemma (Eindeutigkeit). Seien (Q2,.2/) ein Messraum, & ein N-stabiler Erzeuger von </ und
v € M (o) zwei o-endliche Mafle auf <7, die auf & iibereinstimmen, d.h. (E) = v(E)
fiir alle E € &. Es gebe weiterhin (€2,)nen in & mit |, o Q2 = Qund pn(2,) € R* fiir jedes
n € N. Dann stimmen | und v auch auf <7 iiberein.

Sind p,v € W(a) Wahrscheinlichkeitsmafle, so gilt die Folgerung auch ohne die Existenz der
Folge (S, nen-
§01.25 Beweis von Lemma §01.24. In der Vorlesung. O

§01.26 Bemerkung. Mit anderen Worten, unter den Annahmen von Lemma §01.24 ist x durch die Wer-
te u(E), E € &, eindeutig festgelegt. Die Eindeutigkeit ohne die Existenz der Folge (2,,),en
gilt im Allgemeinen nicht, falls i € M (<) ein endliches Maf ist. In diesem Fall ist die Gesamt-
masse 4(€2) im Allgemeinen nicht eindeutig festgelegt. Sei Q@ = {1,2}, dann ist & = {{1}}
ein N-stabiler Erzeuger von 2. Ein WahrscheinlichkeitsmaB y ist durch Angabe von p({1})
eindeutig festgelegt. Andererseits sind = 0 und v = d, zwei endliche Malle, die auf & tiber-
einstimmen. O

50127 Definition. Eine Mengenfunktion s : 2% — R heiBt cuferes Map, falls (GM1) 1(9) = 0,
(AM2) 1+ ist monoton, und (iM3) . ist o-subadditiv. Eine Menge A € 2 heiBt 1*-messbar, falls

1 (ANB) + 1 (A°NB) = p(B) fiir jedes B € 2. Setze o) := {A € 2 : Aist '-messbar }.

o

§01.28 Bemerkung. Wegen () = 0 ist stets Q € o(p*). Da y* subadditiv ist, gilt A € o(y) genau
dann, wenn (AN B) + p(A°N B) < p(B) fiir jedes B € 2. O

50129 Lemma. Sei & C 2 ein Mengensystem mit ) € & und ju - & — R eine Mengenfunktion mit
1(0) = 0. Fiir A € 22 sei U(A) = {F C & : Fist abzihlbar und A C \Jp» F'} die Menge
der abzdihlbaren' Uberdeckungen F von A mit Mengen F aus &. Setze

2% — R mit A ' (A) = inf { Z p(F): FeU(A)},
FeF
wobei inf () = co. Dann ist i ein dufleres Maps. Ist i zudem o-subadditiv, so gilt j'(E) = u(E)
fiiralle E € &.
§01.30 Beweis von Lemma §01.29. In der Vorlesung. O

§01.31 Lemma. Sei i ein dufleres Maf3. Dann ist o (11*) eine o-Algebra und die Einschrinkung von |i*
auf o(p*) ein Map.
§01.32 Beweis von Lemma §01.31. In der Vorlesung. O

33 Fortsetzungssatz fiir MaBe. Sei & ein Semiring und - & — R eine additive, o-subadditive,
o-endliche Mengenfunktion mit () = 0.

§0

Dann existiert ein eindeutig bestimmtes, o-endliches MaB Ji : 0(&) — R mit [i(E) = p(E) fiir
jedes E € &.
§01.34 Beweis von Satz §01.33. In der Vorlesung. O

§01.35 Beispiel.
(a) Es existiert ein eindeutig bestimmtes MaB X" auf (R"™, 2") mit der Eigenschaft X'((a, b)) =
[Ticgny (b — @) fiir alle a,b € R™ mita < b. heiit Lebesgue-Maf3 auf (R™, A™) (vgl.

leine hochstens abzihlbar unendliche (d.h. endlich oder abzihlbar unendliche) Menge

Wahrscheinlichkeitstheorie 1 5



Kapitel 1 MaB- und Integrationstheorie §02 Integrationstheorie

Vorlesung Analysis 3).

(b) Sei F : R — R monoton wachsend und rechtsseitig stetig. Es existiert ein eindeutig
bestimmtes MaB p, auf (R, %) mit der Eigenschaft p, ((a,b]) = F(b) — F(a) fir alle
a,b € R mit a < b. heiBt Lebesgue-Stielties-Maf3 auf (R, %) (Ubung). Gilt weiter-
hin lim, . (F(z) — F(—z)) = 1, so ist x, ein Wahrscheinlichkeitsma8. O

§01.36 Definition. Sei (€2, 7, ;1) ein MaBraum.

(a) Eine Menge N € & heiBt pu-Nullmenge, oder kurz Nullmenge, falls 1 (N) = 0. Mit A/
bezeichnen wir das System aller Teilmengen von p-Nullmengen.

(b) Eine Aussage gilt u-fast iiberall (p-f.ii.), wenn es eine -Nullmenge N € A/ gibt, so dass
die Aussage fiir alle w € Q\ N = N¢ gilt. Ist A € &/ , so sagen wir, eine Aussage gilt
p-fast iiberall auf A, falls N € A, gibt, so dass die Aussage fiir alle w € A\ N gilt. Ist
=P € W(«) ein Wahrscheinlichkleitsmal, so sagen wir dann auch, dass die Aussage
P-fast sicher (P-f.s.) gilt, beziehungsweise [P-fast sicher auf A.

(c) Der MaBraum (9, o7, ;1) heiBt vollstindig, falls N C o . O

§01.37 Bemerkung. Sei (€2, ¢/, ;1) ein o-endlicher Maraum. Dann heiBt (Q, o (1), p1*| | (u*)) die Ver-
vollstindigung von (€2, o7, 1u). Unter allen o-Algbren .«7*, die .o/ enthalten, und Fortsetzungen
p von p auf o7*, derart dass (€2, o7*, p*) vollstindig ist, ist o () die kleinste o-Algebra. Ferner
isto(p) =o(Z/ UN)={AUN: A€ & N €N} undp(AUN) = p(A) fiir jedes A € o
und N € N,. O

§01.38 Definition. Sei (€2, o7, 1) ein Mafiraum und B € /. Dann wird durch /L}B(A) = pn(A) fir

A € o mit A C B ein Mal} auf der Spur ,@/|B von &/ iiber B (vgl. Beispiel A01.02 (g))
definiert. Dieses Mal} wird Einschrdnkung von p auf B genannt. O

§02 Integrationstheorie

§02|01 Das Integral

§02.01 Erinnerung. Seien (2, <7, ;1) ein MaBraum und (S, .¥) ein Messraum.

(i) Eine Funktion f : Q — S heiBt o7 -. -messbar (kurz messbar), falls o(f) := 1) :=
{f719)]| S € &} C & gilt. Jede solche messbare Funktion wird auch ((S, .7 )-wertige)
Zufallsvariable genannt. o () wird die von [ erzeugte o-Algebra genannt und ist die kleinste
Teil-o-Algebra aus 22 50 dass f messbar ist.

(ii) Eine messbare Funktion f : (2,./) — (S,.) heiit

numerisch, kurz [ € o/, falls (S,.7) = (R, A);
positiv numerisch, kurz [ € </, falls (S,.7) = (R", 2" );
reell, kurz f € o7, falls (S,.) = (R, A);
positiv reell, kurz f € o7, falls (S,.) = (R*, B").

(ii1) Eine reelle messbare Abbildung f € .7, die nur endlich viele Werte annimmt, heif3t ein-
fach oder elementar. Ist f € of einfach, so gibt es ein n € N, paarweise disjunkte, messbare
Mengen (A;);c[, aus <7 und reelle Zahlen (a;);cp,) aus R mit f = jen) @ L, Wir be-

zeichnen mit <7, , und @/ﬁ die Menge der Elementarfunktionen bzw. positiven Elementar-
funktionen auf (2, .&7). Sind f = >, 1 a;Ly, und f =", b;ls zwei Darstellungen

von f € .o, so gilt > jetn) GH(A) = 3 icpmy bin(B;) (Nachrechnen!).

6 Wahrscheinlichkeitstheorie 1



§02 Integrationstheorie Kapitel 1 MaB- und Integrationstheorie

(iv) Ist f € A positiv numerisch, dann gibt es eine isotone Folge positiver Elementarfunktio-
nen (f, )nen aus @, mit f, T f (vgl. Eigenschaft A02.06 (v)).

(v) Sind f,g € .o/ numerische Funktionen, so schreiben wir f < g, falls f(w) < g(w) fiir
jedes w € () gilt. Hingegen schreiben wir [ < g p-fast iiberall (p-f.ii.), falls die schwichere
Bedingung gilt, dass eine p-Nullmenge N existiert mit f(w) < g(w) fiir jedes w € N¢. O

§02.02 Satz. Fiir jedes Maf3 | auf einem Messraum (2, of) heifst Integral beziiglich p das eindeutig
bestimmte Funktional |, ./ = R, das die folgenden Bedingungen erfiillt:

(I1) Fiiralle f,g € E und a,be R giltl,(af +bg) = al,(f) +0l.(9); (linear)
(12) Fiir alle (fy)nen T f in o gilt L,(fn) T 0.(f); (monoton konvergent)
(I3) Fiir jedes A € of gilt1,(1,) = pu(A). (normiert)

Fiir jedes f € o' heij)’t :=1,(f) das Integral von f beziiglich . Fiir A € <f schreiben

wirkurz:: J(f1,)dp. o

§02.03 Beweis von Satz §02.02. Der Satz fasst die Hauptaussage dieses Abschnittes zusammen, der
Beweis der Aussage erfolgt in mehreren Schritten. Wir zeigen zuerst in Satz §02 05 die Ein-
deutigkeitsaussage, und geben dann in Satz §02.09 ein Funktional [, d =B explizit an,
fiir das wir die Bedingungen (I11)-(13) nachweisen. Zusammenfassend zeigen wir damit dann in
Satz §02.09 auch die Existenzaussage. 0

§02.04 Schreibweise. Fiir f € o/ und A € o schreiben wir auch = [ fdp = [, flw)u(dw)

sowie pu(f14) = [, fdu = [, f(w)p(dw). O

§02.05 Eindeutigkeitssatz. Das Integral ist eindeutig bestimmt.
§02.06 Beweis von Satz §02.05. In der Vorlesung. 0

__ Erinnerung §02.01 (iv) erlaubt es, die folgende Definition zu treffen, da der definierte Wert
I.(f) nicht von der gewihlten Darstellung von f abhingt.

§02.07 Lemma. Die Abbildungﬂ[lvﬂ . — R mit
f= Z a;l,, =1 (f) = Z ajpu(A;).
Jjelnl Jjeln]

ist normiert, positiv linear und monoton:

(i) Fiir jedes A € o gilt1,(1,) = p(A). (normiert)
(i) Fiiralle f,q € gz;f und a,b € R* gilt 1 (af + bg) = al,(f) + bl,(g); (linear)
(iii) Fiiralle f,g € <. mit f < g giltm(f) <iu(g). (monoton).
§02.08 Beweis von Lemma §02.07. Ubung. O
§02.09 Existenzsatz. Das Funktional |, : 7 = R mit f—0.(f):=sup {V A g < f }
ist ein Integral bzgl. i, das heif’t, es erfiillt die Bedingungen (Il) (13) aus Satz 5}02 02:
(i) Fiir jedes A € of gilt],(1,) = u(A). (normiert)
(ii) Fiiralle f,g € o mit f < g gilt],(f) < 1,(g). (monoton)
(iii) Fiir alle (fp)nen T f in o gilt L(fn) T0.(f). (monoton konvergent)
(iv) Fiiralle f,g € & unda,b € R gilt I.(af +bg) = al,(f)+0bl,(g), (linear)

wobei wir die Konvention oo - 0 = 0 benutzen.
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§02.10 Beweis von Satz §02.09. In der Vorlesung. O

§02.11 Bemerkung. Nach Lemma §02 07 (iii) gllt fir f € <, die Identitit [ L(f) = 1 L(f), sodass [,
eine Fortsetzung der Abblldung von 7, auf die Menge der positiven numerischen Funktionen
ist. O

§02.12 Anmerkung. Eine Partition P := {A;|i € Z} C & von () nennen wir endlich, wenn die
nicht-leere Indexmenge Z endlich ist. Fiir jedes A € P gilt also ) # A € /. Setzen wir
P .= {P C 4 | P endliche Partition von 2} so erfiillt das Funktional [, : &/ — R’ mit

Fe () =sup{ D ( inf f(w) (A):Pe P}
AeP

ebenso die Bedingungen (11)-(13) aus Satz §02.02 und ist somit eine alternative aber dquivalente
Definition des eindeutigen Integrals bzgl. . O

§02.13 Schreibweise. Fiir beliebige MaBe p1, v € M () schreiben wir » < i, wenn v(A) < p(A) fiir
alle A € o7 gilt. Offensichtlich, implizieren v < g und p < v gemeinsam p = v. m

§02.14 Lemma (Eigenschaften). Sei (€2, o7, 1) ein beliebiger Mafsraum und ( f,,)nen eine Folge aus A
(i) (Lemma von Fatou) Dann gilt u(li;gigf fn) = (hm inf fn) dp < hm mff frndu. Ins-
besondere fiir jede Folge (A,,)nen von Mengen aus <f gllt L ( hﬂgf An) llr{gégf ] (An)
Ist p € M (<) endlich, so gilt auf3erdem lim sup p (An) < p ( lim sup An).
n—oo n—oo

(i) Es gilt e fo € ' und (e ) = [ (Zen fn) dit = e (f2)-

Seien weiterhin f,g € "

(iii) Genau dann ist f = 0 p-f.ii., wenn p(f) = [ fdp = 0 gilt. Ist u(f) € R*, so gilt f € R*
w-f.i. und die Einschrinkung von i auf { f# O} ist ein o-endliches Map.

(iv) Die Mengenfunktion fi - o/ — R mit A — fu(A) = p(1,f) = [(14f) dp ist ein Maf
auf (2, o7 ). Fiir alle A € of mit u(A) =0 gilt fu(A) = 0.

(V) Ist f < g (bzw. [ = g) p-fid, so gilt fu < gu (bzw. fru = gp).
Ist (cl) f p-integrierbar, oder (c2) n € M (&), oder (c3) gu € M (o) o-endlich, so gilt
auch die Umkehrung.
Insbesondere, gilt u(f) = [ fdu < [ gdp = p(g) (bzw. pu(f) = u(g)).

(vi) Genau dann ist i € M (<) o-endlich, wenn es h € 527\; mit j1(h) € RY (u-integrierbar)
gibt. Insbesondere, exisitiert zu jedem o-endlichen |1 € M (o) ein h € ,;a/\: , derart dass
hp € M (o) endlich ist und hy besitzt die gleichen Nullmengen wie fu.

(vil) Fiir f € of mit f > 0 p-f.i. gilt ZneN,u({f > n}) < [ fdp < > neng M ({f > n})
und [ fdp = fooou({f > t})dt.

§02.15 Beweis von Lemma §02.14. In der Vorlesung. O

502.16 Definition. Seien ({2, 27, ;1) ein MaBraum und f € &/ . Wir sagen, dass das durch v(A) :=
J(1,F) dp fiir A € o7 definierte MaB := v die Dichte dv /du = d” = f beziiglich p
besitzt.

§02.17 Lemma (Eigenschaften). Seien pn € M (<) ein Maf3 auf (2, &7 ) und v = £ mit g—: =fed .

(i) Fiir jede Funktion g € <7 gilt [ gdv = [(gf)du = pu(gf) = F1u(g) = v(g).
(i) Sei p:= qu mitq € & . Dann gilt p = qu = q(fu) = (qf ).

8 Wahrscheinlichkeitstheorie 1
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(iii) Die pi-Dichte dv /dp von v ist eindeutig bis auf Gleichheit ji-fast iiberall, wenn v € M (o)

oder |1 € M (o) o-endlich ist.
(iv) Istv € M (o) o-endlich, so ist j—: = f € R* p-f.ii.. Die Umkehrung gilt, wenn . € M (o).
§02.18 Beweis von Lemma §02.17. In der Vorlesung. O

§02.19 Schreibweise. Ist f € o/ eine numerische Funktion, so sind /¥ := f V0, /= = (—f)F, fT +
f~ =1/ € & positive numerische Funktionen (vgl. Eigenschaft A02.06). O

$02.20 Definition. Seien (£2,.27, ;1) ein MaBraum und f € .27 eine numerische Funktion.

(a) Ist hochstens eines der beiden Integrale | f* dy und [ f~ du nicht endlich, dass heift,
p(f) A u(f) € R, so definiert = [ fTdu — [ f~ dp das Integral von f
beziiglich 1 mit den iiblichen Konventionen co+2z = oo und —oco+x = —oo fiiralle z € R.
In diesem Fall wird f quasiintegrierbar genannt. Das Integral von f ist nicht definiert, wenn

[fHdp=o00=[f dugilt
(b) Falls [ |f|du € R, also falls [ f*dy € R und [ f~dp € R, gilt, dann heiBt f y-
integrierbar. Die Menge aller p-integrierbaren numerischen Funktionen bezeichnen wir mit

= L) = Lt p) = {f e : [|fldp e R}

(c) Fir p € Ry definiere || f| »:= (f(|f|p)du)1/p und || f|lg:= inf{z € R* : pu({|f| >
z}) = 0}. Firp € R heiBt f Z-integrierbar, wenn || f|| 5 € R*. Die Menge aller .Z-
integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit = L) = Lo, p) = {f € o
| fll.z € R"}. Fiir p € [1, 00] ist ||-|| « eine Pseudonorm auf dem Vektorraum .%Z.

d (-, )% L x Lp) — Rmit (f,g9) — (f,9)% = [ fgdu ist eine positive semidefinite
symmetrische Bilinearform. O

§02.21 Lemma (Eigenschaften). Seien f,q € £ (o, ).
(i) Fiiralle a,b € Rgiltaf +bg € L(w)und [(af +bg)dp=a [ fdu+0b [ gdu; (linear)

(i) Seih € . Isth = f p-f.ii., dann gilt h € L () und [ hdu = [ fdp.
Ist |h| < g p-f.., dann gilt h € L (u).
<

(iil) Ist f < g p-fii, soist [ fdp < [ gdp. (monoton)
Insbesondere aus f € R p-f.ii. folgt [ fdu € R (positiv)
(iv) Esgilt| [ fdul < [|f]dpu. (Dreiecksungleichung)

(v) Esgilt f =0 p-f.ii. genau dann, wenn fA fdu =0 fiiralle A € o gilt.
(vi) Ist o € M, (o) endlich und h € <7 beschrinkt, also sup,,cq, |h(w)| < oo, so gilt h € L ().
(vii) Fiir p,v € M(«) ist h € L (u+v) genau dann wenn h € Z () N L (v) gilt. In diesem
Fallist [hd(p +v) = [hdu+ [ hdv.
(viii) Sei v = mit g—: —f € /. Eine Funktion g € 4 ist genau dann v-integrierbar, wenn
g p-integrierbar ist. In diesem Fall gilt v(g) = p(gf) = [(gF)du = [gd(fp) = [ gdv.
§02.22 Beweis von Lemma §02.21. In der Vorlesung. O

§02.23 Korollar (Eigenschaften). Seien nun f, g € .
(i) Seip € RY. Genau dann ist f € L), wenn |f|P € Z (). Es gilt n({|f] > |f=}) =0.
(ii) Seip € @\t. Genau dann ist || f|l¢ = 0, wenn f = 0 p-fii. Fira € R gilt |laf]|¢ =

alllFl 50 £ € 200 und £ = g -3, 50 gile | F] < 00 -, sowie | Pl = 19l
$02.24 Beweis von Korollar §02.23. Ubung. 0
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§02.25 Lemma (Eigenschaften). Seien weiterhin (X, Z") ein Messraum, X : Q — X eine o/ -2 -
messbare Funktion und ;¥ := y1 0 X' € M(2) das Bildmaf3 von y unter X auf (X, Z"). Fiir
h € 2 giltdann [h(X)dp = [hdy*. Genau dann ist h € Z integrierbar beziiglich 11",
wenn h(X) € < integrierbar beziiglich 1 ist, und dann gilt ebenfalls [ h(X)dp = [ hdy*.

X

(2, o) (&, 27)
hX) € Z { o
(R, %)

Ist speziell X eine Zufallsvariable auf (), o7 ,P), so gilt

/ h(z)PX (dz) = / hdP* = PX(h) = P(h(X)) = / h(X)dP = / h(X ()P (dw).

§02.26 Beweis von Lemma §02.25. In der Vorlesung. O

§02|02 Konvergenzarten
$02.27 Definition. Sei (£2,.27, ;1) ein MaBraum. Eine Folge (f,, ), aus .7 konvergiert gegen f € .o/

p-fast iiberall (p-f.i.), kurz f, i f, wenn lim sup,,_, | f, — f| = 0 p-f.i.. gilt. Es also eine
p-Nullmenge N € o7 gibt, sodass fiir jedes w € N¢:= Q \ N gilt, dass lim,, 0| fn(w) —
f(w)] = 0.

p-fast vollstandig (u-£.v.), kurz f, 1%, f, wenn fiir jedes A € .o/ mit yu(A) € R* und fiir jedes
eeRLgilt Y, yu({lfa—fI >} NA) eR

p-stochastisch (oder dem MaBe 1 nach), kurz f,, £ f, wenn fiir jedes A € of mit u(A) € R*
und fiir jedes € € R}, gilt lim,, 0 st ({| f — f| > e} N A) = 0.

+

im p-ten Mittel (oder in Z(1)), p € R,
und es gilt lim, || fn, — f|l.z = 0.

L
kurz f, 20, f, wenn (fy)nen und f aus Z(u) sind

Gelegentlich verwenden wir abkiirzend f,, SN f oderauch [, z, / wenn das zu Grund liegende
MaB p aus dem Kontext hervorgeht. O

§02.28 Bemerkung. Konvergenz im p-ten Mittel als auch j-fast tiberall legen ihren Grenzwert eindeu-
tig fest bis auf Gleichheit p-fast tiberall. Ist 1 € M () o-endlich, so gilt dies auch fiir Konver-
genz dem MaBe  nach. Ist f,, & fund f, & ¢, dann gilt (wegen | f — g| < |f — ful + g — fa])
fiir jedes ¢ € R} und A € &/ mit u(A) € R*

n({If —gl > ey A) <p({If = ful > /20 A) + u({lg — fa] > €/2} N A) 2225 0.

Alsoist u({|f —g| > e} N A) = 0. Damit gilt aber auch u({f # g} N A) = 0 unter Verwendung
von {f # g} N A = Upendlf — 9/ > 1/k} N A . Wihlen wir nun A,, 1 Q mit 11(A,) € R* (da
p € M («)), so folgt auch f = g p-f.i.. Ist weiterhin ¢ € M (o) endlich, dann ist f, B 7
dquivalent zu der Bedingung lim,, o p£({|fn — f| > €}) = O fiir alle ¢ € R}, Ist dagegen
pu € M (<) o-endlich, so gilt die Umkehrung nicht. In der Tat betrachten wir auf (N, 2V) das
o-endliche Mall € M (2V) mit Zdhldichte p(n) = 1/n, n € N, beziiglich des ZdhlmaBes ¢,
(vgl. Beispiel §01.16 (¢)). Fiir A, := [n,00) "N, n € N gilt 1, % 0, da fiir jedes ¢ € (0,1)
gilt {1,, > e} = A, und wegen A,, | () (und Stetigkeit von oben) auch p(A, N A) | 0 fiir jedes
A € o mit u(A) € R*. Dagegen gilt ;1(A,) = oo fiir alle n € N. O
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02.29 Lemma. Sei (), o7, 1) ein beliebiger Mafsraum.
(i) (Monotone Konvergenz) Sei (fu)nen aus L (u) und f € of mit f, 1 f p-fii.. Dann gilt
[ fadpt [ fdp.

(i) (Dominierte Konvergenz) Sei (f,)nen aus o/ p-f.ii. konvergent und es gebe g € £ (u) mit
SUp,en | ful < g p-fil. Dann existiert ein f € o mit lim, o f, = f p-fii, (fo)nen
und f sind aus Z(u) und es gilt lim,_,o [(|f — fu|)dp = 0 sowie lim, o [ frdp =
[ fdp. Ist g € L) fiir p € [1,00) dann sind auch (f,)nen und [ aus L (u) und es gilt
iy, o0l fr — f”% = 0 sowie hmn—mOan“% = Hf”»%

(iii) (Satz von Scheffé) Seien ( f,)nen und f aus o/ integrierbar und es gelte f, LN | sowie
[ fudp 2= [ fdu. Dann gilt f, AW, f.

(iv) (Satz von Riesz) Seien (fn)nen und f aus Z(u) mit p € [1,00) und es gelte f, LN f.
Dann gilt [ | fn|P dp ——=

71 o0, j
== ['|fIP du genau dann, wenn f,, iGN f.

(V) Fiir f und (f)nen aus <7 gilt f, LaiN f=fn 5 f="1 A, foIstp € M () o-
endlich, dann gilt auch f, LaiiN f=r el f. Weiterhin gilt f, N f genau dann, wenn
zu jeder Teilfolge von (f,,)nen eine gegen f u-fast iiberall konvergente Teilfolge existiert.

§02.30 Beweis von Korollar §02.23. In der Vorlesung. O

$02.31 Erinnerung. Eine Folge (f,)nen aus Z(u) heift Z(u)-Cauchy-Folge, wenn fiir jedes ¢ € R,
ein n, € N exisitiert, so dass fiir alle m,n € NN (ng,o00) gilt ||f, — fillg < e, kurz
imy, ;oo fn = fmll 2 = 0. Wir halten fest, dass jede in .Z(1) konvergente Folge unter Verwen-
dung der Minkowski Ungleichung (vgl. Lemma §02.50 (iii)) eine £ (u)-Cauchy-Folge ist. O

$02.32 Lemma. Jede £ (11)-Cauchy-Folge (f,)nen konvergiert im p-ten Mittel gegen ein f € 2 (u) fiir
p € [1,o0]. Eine geeignete Teilfolge von ( f,,)nen konvergiert u-f.i. gegen f.

§02.33 Beweis von Lemma §02.32. In der Vorlesung. O

$02.34 Korollar. Eine Z(u)-Cauchy-Folge ( f,)nen konvergiere p-f.ii. gegen ein f € < fiirp € [1, o],
Dann liegt f in £ (u) und die Folge ( f,,)nen konvergiert auch im p-ten Mittel gegen f.
§02.35 Beweis von Korollar §02.34. In der Vorlesung. O

§02.36 Vorbemerkung. Seien (2,.<7, i) ein beliebiger MaBraum, p € [1,00) und f € /. Dann
ist f p-integrierbar genau dann, wenn fiir jedes ¢ € R} ein g € ZL(u) N o/ existiert mit

(| f115) < € oder dquivalant dazu inf { sup s (| f]Ls50) : 9 € L) N A } = 0. Ist
1(f]) € Ry, so wihle g = 2|f|. Dann ist {|f| > g} = {f = 0} U {|f| = oo} und somit
gemil Korollar §02.23 (v) auch p(]f|Lys,) = 0. Umgekehrt gilt p(|f]) = p(|f|Lisq) +
11 Lgs<py) < €+ plg) € RY, also auch p([f|) € RY. D

§02.37 Definition. Eine Familie F aus .Z(u) heilt gleichgradig ji-integrierbar, wenn
inf { sup,u(|f|]l{‘f|;g}) tg € L) HE? =0.
feF
Ist 4 € M (=) endlich, so ist die gleichgradige p-Intergrierbarkeit dquivalent zu

inf { sup p¢(|fLye) @ € R*} =0. O
feF
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§02.38 Bemerkung.
(i) Ist F gleichgradig y-integrierbar und € € R, so existiert eine -Schranke g € £ (n) N ra

mit sup ;e 7 1t (| f|Lys-0)) < €. Jede Funktion h € .Z(u) N &/ mit h > g ist dann auch eine
e-Schranke fiir F.

(ii) Eine Familie (f;);cz aus o7 heiBt gleichgradig ji-integrierbar, wenn die Menge {fi:ieT}
gleichgradig p-integrierbar ist.

(iii) Sind F;, i € [n], endlich viele gleichgradig p-integrierbare Mengen aus .27, dann ist auch
J := NicpnpFi gleichgradig pi-integrierbar. In der Tat fiir e € R und e-Schranke g; fiir 7,
i € [n],ist gy V - -V g, auch eine e-Schranke fiir F.

(iv) Ist F C &/ und g € ZL(u) N " mit |f| < g p-fil. fiir alle f € F, dann ist 7 := {|f|? :
[ € F} gleichgradig p-integrierbar. Fiir ¢ € R ist jede e-Schranke A fiir {g”} auch eine
e-Schranke fiir 7, da fiir alle f € F gilt p¢ (| f|PLyony) < p(|91PLgpany) < e O

§02.39 Lemma. Sei (2, o7, i) ein beliebiger Maf3raum.
(i) Eine (f;)ier aus £ () mit endlicher Indexmenge T ist gleichgradig integrierbar.
(i) Sind die Familien (f;);cz und (g;)jcq aus Z(u) gleichgradig integrierbar, dann sind auch
(fi + 95)iezjeq, (fi — gj)iez.jeq sowie (| fi|)icz gleichgradig integrierbar.
(iii) Ist F gleichgradig integrierbar und existiert zu jedem g € G ein f € F mit |g| < |f
auch G gleichgradig integrierbar.

(iv) Sind p € M, () endlich, p > 1 und F beschrinkt in £ (), das heifit sup 7| f|lz € R,
dann ist F gleichgradig integrierbar.

, SO ist

$02.40 Beweis von Lemma §01.08. Analog zur Vorlesung EWS / Ubung. O

§02.41 Satz. Sei (2, .27, 1) ein beliebiger Mafraum. F C o ist genau dann gleichgradig ji-integrierbar,
wenn die folgenden zwei Bedingungen gelten:

(¢ll) F ist beschrinkt in Z(n), d.h. sup;c 7 pu(|f]) € RY;
(¢I2) Ve € R} :3h € L) Ne' 3¢ R VA€o : u(hly) <0 = supscrp(|flli) < e

§02.42 Beweis von Satz §02.41. In der Vorlesung. O

§02.43 Satz. Sei (2,27, 1) ein beliebiger Mafsraum. Sei (f,)nen reellwertig aus ZL(u), p € [1,00).
Dann sind dquivalent:

() (fn)nen konvergiert in £ (),

(1) (|fn|P)nen ist gleichgradig ji-integrierbar und ( f,,)nen ist konvergent dem Mafe 1 nach.

§02.44 Beweis von Satz §02.43. (1)=-(ii1) in der Vorlesung, fiir die Umkehrung siehe Bauer [1992, Satz
21.4,S.142] O

§02.45 Bemerkung. Der Satz §02.43 garantiert nur die Existenz einer p-fach p-integrierbaren Funktion
unter den moglichen stochastischen Limiten der Folge ( f,,)nen- O

§02.46 Korollar. Sei yu € M () o-endlich. Konvergiert eine Folge (fn)nen aus Z(u), p € [1,00),
p-stochastisch gegen ein f € <7, und ist die Folge (| f,|")nen gleichgradig p-integrierbar, so
liegt f auch in £ (1) und die Folge ( f,,)nen konvergiert im p-ten Mittel gegen f.

§02.47 Beweis von Korollar §02.46. In der Vorlesung. 0

§02.48 Zusammenfassung. Seien (§2,.o7, 1) ein beliebiger Mafiraum, p € [1,00| und (fn)nen aus
Z(n). Dann sind die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(i) Es gibt ein f € Z(u) mit f, ﬂ f.

(i) (fn)nen ist eine Z(n)-Cauchy Folge, also limy, ;o0 || fr — fimll.z = 0.
Ist p < cound jn € M (o) o-endlich, so sind (1) und (ii) zudem dquivalent zu
(i) (| fn|?)nen ist gleichgradig intergrierbar, und es gibt f € of mit f, < f.

Die Limiten in (1) und (ii1) stimmen iiberein.

gleichgradig integrierbar

EZ/L)
LY ULS
N A
N /
N /
N ’

Teilfolge "~ +" gleichgradig integrierbar

. N
Jio =0 Jf

Die Abbildung wurde auf der Grundlage von Klenke [2020, Abb.6.1, S.159] erstellt. O

§02|03 L -Raume

§02.49 Bemerkung. Zur Erinnerung fiir p € @\t und f,g € </ haben wir gezeigt, dass genau dann
|f — gllz = 0 gilt, wenn f = g p-f.i.. In diesem Fall sehen wir f und g als dquivalent an.
Sei nun N = {f e f=0 u—f.ii.}, dann ist V' ein Untervektorraum von .Z(u), so dass
wir formal den Quotientenraum :: L(u) = L(o ) := {[ = f +N:feZ } bilden
konnen. Fiir [f] € L (n) setzen wir ||[f]||r, := || f||« fiir ein f € [flund [[fldu = [ fdpu,
falls der Ausdruck fiir f definiert ist. Dabei héngt ||[f]||r, nicht von der Wahl des Reprisentanten
f € [f] ab. Analog fiir [f], [g] € Ly(u) definieren wir ([f], [¢])1, := ([, 9).%, wobei f € [f] und
g € lgl- 0

§02.50 Lemma. Sei (2, o7, i) ein beliebiger Maf3raum.

(i) (Holder Ungleichung) Seien p, q € [1, 0] mzt = + == 1. Dann gilt || fg|l « < || fll2]lg|l.2-
(Cauchy-Schwarz Ungleichung) Insbesondere gllt |(f Dzl < Ifllzllgll.z

(ii) Seien ju € M () endlich, q € R, und p € (0,q). Dann gilt 1(Q)"|| f||5 < (Y[ f]
und somit £, C Z,.

(iii) (Minkowski Ungleichung) Fiir p € (1, 00] gilt || f + gl < || fll% + l9]| «-

(iv) (Fischer-Riesz) Fiir p € [1,00] ist (L (), ||-||1,) ein Banachraum.
Insbesondere ist (Ly(1), (-, -)1,) ein reeller Hilbertraum.

§02.51 Beweis von Lemma §02.50. (i) und (iii) wie in der Vorlesung EWS oder Bauer [1992, Satz
14.1/14.2, S.85.86]. (ii) in der Vorlesung und fiir (iv) siehe Klenke [2020, Satz 7.18, S.171] o

§02.52 Bemerkung. Sei (V, (-, -)) ein Hilbertraum. Dann besagt der Darstellungssatz von Riesz-Fréchet,
dass eine Abbildung F' : V' — R genau dann stetig und linear ist, wenn es ein f € 1/ gibt mit
F(z) = (f,z) fur alle x € V. Dabei ist das Element f € V eindeutig bestimmt. Die Aus-
sage des Satzes gilt auch fiir einen linearen Vektorraum mit vollstindiger positiv semidefiniter
symmetrischer Bilinearform (vgl. Klenke [2020] Abschnitt 7.3). O

§02.53 Lemma. Die Abbildung F : £ (1) — R ist genau dann stetig und linear, wenn es ein f € £ ()

gibt mit F(g) = [ gf du fiir alle g € Z(n)
§02.54 Beweis von Lemma §02.50. siehe Klenke [2020, Satz 7.28, S.174] 0
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Kapitel 1 MaB- und Integrationstheorie §03 Male mit Dichten - Satz von Radon-Nikodym

§03 MaBe mit Dichten - Satz von Radon-Nikodym

§03.01 Definition. Seien v, u € M (<) Male auf (2, «7).

: v heillt (absolut-)stetig beziiglich i, kurz ji-stetig, oder dominiert durch i, wenn jede
p-Nullmenge aus o7 auch eine v-Nullmenge ist, also fiir jedes A € & mit u(A) = 0
gilt auch v(A) = 0. Die MaBe p und v heiBen dquivalent (kurz p <> v), falls v < 1 und
<.

. heilt singuldr zu v, kurz v-singuldr, wenn es eine p-Nullmenge N € o7 gibt mit
v =1yv,alsov(A) = v(ANN) fur alle A € &7, oder dquivalent dazu N¢ := Q \ NV ist
eine v-Nullmenge. m

§03.02 Bemerkung. Offenbar gilt genau dann ;v | v, wenn Q,,, 2, € o existieren mit 2 = Q,, [ Q,
und £(€2,) = v(Q,) = 0, und somit genau dann wenn v L p. Daher werden MaBe p, v €
M (o) mit o L v auch zueinader singulédr genannt. Die Forderung v | 1 besagt, dass das Maf}
v = lyv von einer p-Nullmenge N € o7 getragen wird. Aus v < g und v L p folgt v(N) =0
daher v = 0. O

§03.03 Lemma. Seien v, € M(o/) Mafle auf (2, 7). v heift totalstetig beziiglich p, falls es fiir
jedes e € R} ein § € R gibt, so dass fiir jedes A € o/ mit pu(A) < 6 gilt auch v(A) < e. Ist v
totalstetig bezuglzch 1, dann istv < p. Ist v € M (<) endlich, so gilt auch die Umkehrung.

§03.04 Beweis von Lemma §03.03. In der Vorlesung. O

§03.05 Lemma. Sind v, € M(«) endliche Mafle mit v < p, so gibt es eine mef3bare Funktion
h:Q —[0,1] mit v = hp.
§03.06 Beweis von Lemma §03.05. In der Vorlesung. O

§03.07 Satz von Radon-Nikodym. Seien i € M (<) ein o-endliches Maf3 und v € M(«) ein -
stetiges Maf auf (90, o), also v < pi. Dann hat v eine Dichte = dv/dy € o/ beziiglich
d.h. es gilt v = fp.

§03.08 Beweis von Satz §03.07. In der Vorlesung. O

§03.00 Bemerkung. Es seien u,v € M («/) o-endliche MaBe und f = dv/du € " eine pu-Dichte
von v < ji. Dann folgen aus Lemma §02.17 direkt die iiblichen Kettenregeln:

(i) Ist g € & quasiintegriebar, so gilt [, gdv = [, gf dy fiiralle A € 7.

(i) Ist p € M (&) ein o-endliches MaB mit p < v < p so gilt 32 d = g;’ g: p-f...
(iii) Ist h : Q — [0, 1] messbar mit h = VW) pu-f.i., so gllt = - pefii. O

§03.10 Beispiel.

(a) Stetige Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R¥, 2%) (vgl. Definition A01.04 (f)) sind somit ge-
rade die beziiglich des Lebesgue-MaBes X' absolutstetigen WahrscheinlichkeitsmaBe mit
entsprechender (Radon-Nikodym-) Dichte.

(b) Bezeichnen wir mit (,, das Zdhlmaf} auf einer abzihlbaren Menge €2, so sind diskrete Wahr-
scheinlichkeitsmafe auf (€, 2) (vgl. Definition A01.04 (e)) absolutstetig beziiglich ¢, und
ihre Zihldichte entspricht gerade der (Radon-Nikodym-) Dichte beziiglich (,. Ist 2 C R
und P ein Wahrscheinlichkeitsmal auf (R, %) mit Zahldichte p wie in Beispiel A01.06 (b),
dann ist P absolutstetig beziiglich des ZahlmaBes ¢, auf (2 aufgefasst als Maf auf (R, %)
und p gerade die (Radon-Nikodym-) Dichte von P beziiglich (,. m
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§03.11 Lebesgue’scher Zerlegungssatz. Seien j1,v € M (o) o-endliche Maf3e auf (2, &7). Dann gibt
es genau eine Zerlegung v = v + v von v in zwei Mafie v, v € M (<), derart dass v, < p der -
stetige Anteil und v L p der p-singuldre Anteil von v beziiglich p ist. Dabei sind v, v € M ()
o-endlich, und genau dann v,v € M (o) endlich, wenn v € M (<) endlich ist. v besitzt eine
p-Dichte dv /dp € ", die w-fast iiberall rellwertig ist.

§03.12 Beweis von Satz §03.11. In der Vorlesung. O

§03.13 Bemerkung. Wir konnen in Satz §()3 11 die numerische Funktion f = dv /du € /" durch die
reelle Funktion f := fly.a, € 7 ersetzen, da f = f y-f.i.. Mit anderen Worten f € o7~
ist ebenfall eine Festlegung der Radon-Nikodym Dichte von v beziiglich p. Sind v, p € M ()
o-endlich, so werden wir stets dv /dju € </ annehmen. Weiterhin definieren wir noch eine
numerische Funktion L := f1y. 4+ coly € &/ mit u(N) = 0 = v(N¢), so ist {L=oco} =N
und die Lebesgue-Zerlegung schreibt sich in der Form v = Ly + 1;_.yv, d.h. fiir alle A € &/
giltv(A) = [, Ldu+v(AN{L = oco}). O

§03.14 Definition. Seien v, € M (&) o-endliche Maf3e auf _(Q, /), wobei nicht notwendig v < p
gilt. Dann heift jede positive numerische Funktion L € </ " mit

p(L=00)=0und v =Ly + 1;_,v (03.01)
ein Dichtequotient (DQ) von v beziiglich . O

§03.15 Lemma. Seien v, € M (o) o-endliche MafSe. Dann ist der Dichtequotient L. € " von v
beziiglich . eindeutig bis auf Gleichheit v + pi-fast iiberall.

§03.16 Beweis von Lemma §03.15. In der Vorlesung. O

Alternative Formulierung des Satzes von Radon-Nikodym

$03.17 Definition. Seien (€2,.27, ;1) ein MaBraum und F C .«7 eine Menge numerischer ./-messbarer
Funktionen. Wir bezeichnen eine Funktion g € o7 als p-wesentliches Supremum iiber F, kurz
g = p-esssup,.r f, wenn (a) f < g p-f.i. firalle f € F gilt, und (b) erfiillt & € o fiir alle
feF: f<hu-fi.,sogiltauch g < h p-fi.. m

§03.18 Bemerkung. Das p-wesentliche Supremum 146t sich als Erweiterung des iiblichen Begriffs des
Supremums auffassen. Ist / abzéhlbar und p1 € M, () o-endlich, so erfiillt g := sup;. » [ die
Bedingungen §03.17 (a) und (b), es gilt also sup;.» f = p-ess SUp pe x f p-f.a.. Ist dagegen F
iiberabzihlbar, etwa F = {1,z € B} mit iiberabzihlbarem B € % und A\(B) € R}, so ist

das A-wesentliche Supremum vom {iiblichen Supremum verschieden. In diesem Spezialfall gilt
supper f =15 #0 = A-ess supscr f. m

$03.19 Lemma. Seien ji € M (/) und F C <f eine Menge numerischer Funktionen. Dann gilt:
(1) g := p-esssup,x [ existiert und ist ji-f.0. eindeutig, d.h. mit g € o sind Losungen von
Definition §03.17 (a) und (b) genau diejenigen Funktionen g € </ mit u({g # g}) = 0.
(ii) Es gibt eine Folge (fy,)nen aus F mit g = sup,,cy fn p-f.i..
(iii) Ist F aufsteigend filtrierend (fiir alle h, k € F existiert ein f € F mit f > hV k), so gibt
es eine isotone Folge (f,)nen aus F mit f, 1 g p-f.i..
§03.20 Beweis von Lemma §03.19. Die Aussage wird in Witting [1985, Satz 1.102, S.105] gezeigt. ©

§03.21 Lemma. Seien p,v € M (o) endliche und zueinander nicht singulire Mafse auf (2, <7). Dann

e

gibt es ein Q, € &/ mit pu(§),) € R und ein e € RY mit elg,pu < 1o, v
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§03.22 Beweis von Lemma §03.21. Die Aussage wird in Klenke [2020, Lemma 7.46, S.184] mit Hilfe
der Hahn-Zerlegung fiir signierte Mafle gezeigt. Einen alternativen Beweis der Aussage ist im
Beweis von Bauer [1992, Satz 17.10, S.117] gefiihrt, wobei dieser Bauer [1992, Lemma 17.9,
S.114] benutzt. 0

$03.23 Lemma. Seien v,y € M) endlich mit v < p. Setze F == {f € & : fu < v} und
g i= [L-€SS SUpP f. Dann gilt v = gu, d.h. g ist eine Festlegung der -Dichte von v.

§03.24 Beweis von Lemma §03.23. In der Vorlesung. O

8§04 MaBe auf Produktraumen

§04|01 Endliche ProduktmaBe

§04.01 Erinnerung. Seien (S,,.%), i € Z, messbare Riume mit beliebiger, nicht-leerer Indexmenge
Z. Die Menge S, := X,z S aller Abbildungen (s;);er : Z — U;ezS; sodass s; € S, fiir alle
1 € T gilt, heiBt Produktraum oder kartesisches Produkt. Sind alle S, gleich, etwa S, = S, dann
schreiben wir S := S,, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz & := S”. Fir jedes J C T
bezeichne [1. : S; — S, mit (s;);ez — (8;),jes die kanonische Projektion und speziell fiir j € Z
die Koordinantenabbildung mit 11, : S; — S, mit (s;);ez > s;, sodass X7 £; = (., 11 (£;)
firk; CS,iel. O

§04.02 Definition.
(a) Fir eine Familie (<7 );c7 von Teil-o-Algebren von <7 mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-
ge T bezeichnet \,.; & = (,c7 & und \/,.; & := 0(U,o; &) die grofite o-Algebra, die
in allen .7, i € Z, enthalten ist, bzw. die kleinste o-Algebra, die alle <7, i € T, enthilt.

(b) Die Produkt-o-Algebra .7, := ®i61 . auf dem Produktraum S7 ist die kleinste o-Algebra,
sodass fiir jedes 7 € 7 die Koordinantenabbildung IT; .- -messbar ist, d.h.

L= QS =\ o) = \/ 1L ().
ieT ieT ieT
Sind alle (S,,.%) gleich, etwa (S,,.%) = (S,.), dann schreiben wir . := .#, im Fall
n = |Z| < oo, auch nur ." := .7".

§04.03 Lemma. Fiir jedes i € [n] sei & ein Erzeuger der o-Algebra . auf S, welcher eine Folge
(Eir)ken von Mengen mit Ey, T S, enthdlt. Dann wid die Produkt-o-Algebra ./, = ®ieﬂn]] 54
vom System aller Mengen {XZ»GM E,:E,e&,ic [[n]]} erzeugt.

§04.04 Beweis von Lemma §04.03. In der Vorlesung. O

§04.05 Bemerkung. Seienn = 2, . = {0,S8,}, & = {@} und & = .¥ eine mindestens 4 Elemente
enthaltende o-Algebra in einer Menge S,. Dann ist das System aller Mengen {(7) xE:FEeé& }
kein Erzeuger der Produkt-o-Algebra ., ® .#. Damit kann auf die einschrinkende Vorrausset-
zung iiber die Erzeuger in Lemma §04.03 nicht ohne weiteres verzichtet werden. Andererseits
wird die Produkt-o-Algebra .,, = & ieln] - nach Lemma §04.03 vom System aller Mengen

{Xie[[n]] A Ajed i e [[n]]} erzeugt. O

§04.06 Definition. Sei y, € M () ein MaB auf (S,,.%) fiir jedes i € [n]. Ein MaB p,, € M(%,)
auf (S, 7,;) heiBt Produkimafs, wenn fiir alle E; € 7, i € [n] gilt p,, (Xicpy Bi) =

“M(mie[[n}] I, (E;) = [ Ticgay :(Es). In dem Fall schreiben wir @);c,,; 14, := f,;- Sind alle
p, = v gleich, so schreiben wir p*":= p . m
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§04.07 Lemma (Eindeutigkeit eines endlichen Produktmafes). Jeder Erzeuger & von %, i € [[n]], sei N-
stabil und enthalte eine Folge (E;)ren von Mengen mit Ey, T S, und p(Ey,) < oo fiir jedes
k € N. Dann gibt es hichstens ein Maf i, € M(#,) auf (S, S,,) mit ,u[[n]](xie[[nﬂ E;) =
[Licpu 1(E3) fiir alle E; € &, i € [n].

§04.08 Beweis von Lemma §04.07. In der Vorlesung. O

§04.09 Bemerkung. Die Voraussetzungen von Lemma §04.07 haben zur Folge, dass fiir jedes i € [n]
das MaB u, € M () o-endlich ist. O

§04.10 Schreibweise. Seien (S,,.7/), i € [2], Messrdume. Fiir jede Menge A C S, x S, und jedes
s1 € 8 bzw. 59 € S, wird Ay, = {s2 € S, : (51,82) € A} und A% := {s; € S, : (51,52) € A}
der s1- bzw. so-Schnitt von A genannt. 0

§04.11 Lemma. Fiiralle A € /1 ® .7, s1 € S und s, € S, gilt As, € .7, und A* € ..

§04.12 Beweis von Lemma §04.11. In der Vorlesung. O

§04.13 Bemerkung. Seinun (S,,., p.) ein beliebiger MaBraum, ¢ € [2]. Firalle A € ¥ ®.%, 5, € S,
und sp € S, sind nach Lemma §04.11 dann p,(As,) und , (A%?) definiert. O

§04.14 Lemma. Fiir i € [2] sei p, € M (%) ein o-endliches Maf3 auf (S,,.7). Dann ist fiir jedes
A€ A ® S die Abbildung j1,(A.) @ 51+ p,(As,) baw. j1,(A*) @ s = 1, (A%2) auf S, bzw. S,
definiert und aus . bzw. 7, ( positiv numerisch).

§04.15 Beweis von Lemma §04.11. In der Vorlesung. O

§04.16 Satz (Existenz eines Produktmafles). Sei jedes j. € M () ein o-endliches Maf3 auf (S.,.7),
i € [2]. Dann existiert genau ein Produktmaf3 i, auf (S, 7). Dabei ist i, € M () auch
o-endlich und fiir jedes A € F,; gilt i, (p,(As)) = p (A) = 1, (11, (A%)).

§04.17 Beweis von Satz §04.16. In der Vorlesung. O

§04.18 Bemerkung. Die letzte Aussage kann problemlos auf endlich viele Faktoren ausgedehnt wer-
den. Dabei ist zu beachten, dass die Produkte beliebig umgeklammert werden diirfen. For-
mal identifizieren wir die Produktmengen S, ,, x S, und §,; wie iiblich mit Hilfe der Bi-
jektion ((s;)icn—1], 5n) + (5i)ic[s)- Die somit vereinbarte Gleichheit der Mengen impliziert
dann sofort die Gleichheit der entsprechenden Produkte von o-Algebren ., ,; ® ., und .7,.
Zusammenfassend erhilt man allgemein die Assoziativitdt der Produktbildung (@), ) ®

(Qicpnomy o) = Ricpy & firm € [n —1]. 0

§04.19 Korollar (Existenz eines Produktmafes). Sei jedes p. € M (7) ein o-endliches Maf3 auf (S,,.7),
i € [n]). Dann existiert genau ein Produktmaf i, auf (S, #,). Dabei ist y,, € M (%,) auch
o-endlich.

§04.20 Beweis von Korollar §04.19. In der Vorlesung. O
§04.21 Bemerkung. Fiir nicht notwendig o-endliche Malle ldsst sich zwar noch die Existenz, nicht
mehr aber die Eindeutigkeit eines Produktmal3es beweisen. 0

§04|02 Projektive Familie

§04.22 Erinnerung. Sind (£2;, 7;), ¢ € Z, topologische Rdume, so ist die Produkttopologie 7 auf {27 die
grobste Topologie, beziiglich der alle Koordinatenabbildungen I, stetig sind. O
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§04.23 Lemma. Sei Z abzdihlbar, fiir jedes i € T sei S, separabler und vollstindiger metrischer Raum
(polnisch) mit Borel-o-Algebra B, := B und sei B die Borel-o-Algebra beziiglich der Pro-
dukttopologie auf S; = Xic1 S.. Dann gilt Bs = B, = Q.1 B, also insbesondere B, = A"

§04.24 Beweis von Lemma §04.03. siehe Klenke [2020, Satz 14.8, S.303] O

§04.25 Definition. Fiir jedes J C T heiBt Z; = {II;'(E) : E € %} C .% Menge der Zylin-
dermengen mit Basis J. Weiterhin heift Z% = {II;(Es) : E; = Xjes E; € &} C .7
Menge der Rechteckzylinder mit Basis J. Fiir jedes i € Z sei weiterhin & C .. Dann schrei-
ben wir 25" == {II;'(Ey) : E; = X;jes E;, E; € &,5 € J} C %. Wir setzen weiterhin
Z :=|J{Z7: J C T endlich} und definieren analog Z* und Z¢~.

§04.26 Bemerkung. Jedes Z; ist eine o-Algebra. Z ist eine Algebra und es gilt ., = o(Z). Weiterhin,
ist jedes & N-stabil, so ist Z%°% auch N-stabil (Ubung). O

§04.27 Lemma. Fiir jedes i € T sei & ein Erzeuger von ...
(i) Fiir jedes abzihlbare J C T gilt ./, = 0(Xjeg E; : E; € § U{S,},j € J)
(i) Es gilt S = o(Z%) = 0(Z5F).

(iii) Seien (Al) p € M (%) ein o-endliches Maf3 auf (S;,.7%), (A2) jedes & N-stabil und
(A3) ZER enthalte eine Folge (E,,)nen von Mengen mit E,, © S, und p(E,,) < oo fiir jedes
n € N. Dann ist j durch die Angabe von ji(A) fiir jedes A € Z°°F eindeutig festgelegt.

§04.28 Beweis von Lemma §04.27. Ubung. O

§04.29 Anmerkung. Die Bedingung (A3) in Lemma §04.27 (iii) ist erfiillt, wenn p € M (%) endlich
ist und fiir jedes ¢ € Z ist S, € & (vgl. Lemma §01.24). Insbesondere, ist ein Produktmaf
i, € M(#) auf (S;,.%) eindeutig festgelegt, wenn es o-endlich ist. O

§04.30 Schreibweise. Fiir 7 C K C 7 definiere die Koordinatenabbildung IT}: S, — S, mit (s )rex —
(sj)jes, wobei offensichtlich 11, := I1; = IT; gilt. 0

§04.31 Definition. Fiir jede endliche Teilmenge J C Z sei Z € W(.#,) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(S;,-7). Die Familie (B, J C Z endlich) heilt projektiv oder konsistent, falls fiir alle endlichen
JCKCTglth=Ro(II) " o

§04.32 Kolmogorov’scher Erweiterungssatz. Sei 7 eine beliebige nicht-leere Indexmenge und fiir je-
des i € 1 sei S, ein separabler und vollstindiger metrischer Raum (polnisch) mit Borel-o-
Algebra B, .= HBs. Sei (B € W(4,), T C T endlich) eine projektive Familie von I Wahrschein-
lichkeitsmafsen. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf P € W (%,) auf
(S, %) mit B =P oIl fiir jedes endliche J C T.

§04.33 Beweis von Satz §04.32. siehe Klenke [2020, Satz 14.39, S. 319] O

§04.34 Definition. Sei P € W() ein Wahrscheinlichkeitsmal auf (S, .7) fir jedes ¢ € Z. Ein
Wahrscheinlichkeitsmal B € W(.%) auf (S;,.%) heiBt Produktmaf3, wenn fiir alle endlichen
JCZund E; € .7, 5 € Jgilt [P}(ﬂjej I, (E;)) = [1;c7 P(E}). In dem Fall schreiben wir
&),z P := B. Sind alle = P gleich, so schreiben wir P**:= P und im Fall n := |Z| € N auch
Per.= RB. O

§04.35 Bemerkung. Sei Z eine beliebige nicht-leere Indexmenge. Fiir jedes ¢« € Z sei S, ein separabler
und vollstindiger metrischer Raum (polnisch) mit Borel-o-Algebra %, := %; und P € W(%)
ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (S, £,). Fiir jedes endliche J C T sei [}:= @), ; P’ das Pro-
duktmaB} der P, j € J. Offenbar ist die Familie (B, J C Z endlich) projektiv. Unter Ver-

18 Wahrscheinlichkeitstheorie 1



§04 Male auf Produktraumen Kapitel 1 MaB- und Integrationstheorie

wendung von Satz §04.32 existiert also genau ein ProduktmaB P = &),.,P € W(#,) auf
(S:, %4;). Unter P ist die Familie der Koordinatenabbildungen unabhingig, 1., TI; (sieche Ab-
schnitt A03). O

§04|03 Integration beziglich ProduktmaBen

§04.36 Schreibweise. Bei gegebener Abbildung h : §; X S; — S3 bezeichnen wir fiir jedes s; € S
und sy € S; mit hy, : So — S3 bzw. h%2 : & — S die Abbildung sy — hy, (s2) := h(sq, S2)
bzw. 51— h%2(s1) := h(sq, S2). O

§04.37 Lemma. Fiir beliebige Messrdume (S;,.), i € [3] und jede ] ® .%,-.%,-messbare Abbildung
h 81 x S — Ssist fiir jedes sy € Sy und sy € Sy die Funktion hg, .7,-.%,-messbar und die
Funktion h®2 ¥ -.%,-messbar

§04.38 Beweis von Lemma §04.37. In der Vorlesung. O

§04.39 Satz von Tonelli. Seien (S;, 7, ,), i € [2], o-endliche Mafirdume und sei h € # ® 7
positiv numerisch. Dann ist i, (h*) : S, — R mit sy — p,(h*2) aus 7, und p,(h.) : S, - R"
mit sy — ju,(hs,) aus .7, . Es gilt

@) = mu () = [ 0nlsa) = [ [ blon. sy (dsoadss)
= [ ) (dse) = poouhe)

§04.40 Beweis von Satz §04.39. In der Vorlesung. O

§04.41 Definition. Seien (2, &7, ;1) ein MaBraum, (S,.7’) ein Messraum und N € o7 eine p-Nullmenge.
Eine Abbildung h : N¢ := Q\ N — S heilt u-fast iiberall definiert sowie <f - -messbar, falls
() C o gilt.

$04.42 Bemerkung. Sind h,g € o p-fast-iiberall endlich, so ist die Funktion g — h p-fast iiberall
definiert und .27 -Z-messbar. Insbesondere gilt dies, wenn ¢ und h i pi-integrierbar sind. Ist f
nun R-wertig, p-fast-iiberall definiert mit ;-Nullmenge N und .o -Z-messbar, so konnen wir
f (w) := 0 fiir w € N und andernfalls f(w) := f(w) definieren. Dann ist f € . numerisch. Ist
f weiterhin y-integrierbar, so definieren wir fiir f das Integral w(f)=[fdu:= [ fdu. 0

§04.43 Korollar (Satz von Fubini). Seien (S;, 7, ), i € [2], o-endliche Mafirdume und h € £ (u, @ p,).
Dann ist ji,(h.) : sy = p,(hs,) p,-fast iiberall definiert und . -%-messbar und ji,(h°) : sy —
w, (h®2) w,~fast iiberall definiert und .%,-%-messbar. Es gilt

10 = [ 0a(dse) = @ ) = [ )i (ds2) = ()

§04.44 Beweis von Korollar §04.43. In der Vorlesung. O

§04.45 Bemerkung. Die letzten Aussagen konnen wie in Bemerkung §04.18 problemlos auf endlich
viele Faktoren ausgedehnt werden. O

§04.46 Satz. Fiir jedes i € [n] sei (S;, -, u,) ein o-endlicher Mafraum, §, € /" und v := f . Dann
ist das Produkimaf} v, = ®i€[[n]] v definiert, und absolut stetig beziiglich des Produktmafies
Hyy = Qyepag # mit Produkidichte [ [, T, d-h. es gilt vy, = (] Licpy ©) iy

§04.47 Beweis von Lemma §04.49. In der Vorlesung. O
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§04.48 Erinnerung. Seien nun v = [P und p = B Wahrscheinlichkeitsmalie auf (S,.”), wobei
nicht notwendig P <« P> gilt. Dann heif3t jede positive, numerische Funktion L. € 7 mitP =
LR + 1, -, und R(L € R") = 1 Dichtequotient von P> beziiglich B (vgl. Definition §03.14).
Bezeichnet 1 € M () ein o-endliches MaBl mit P < pu, i € [2], (z.Bsp. das endliche MaB ;1 =
P +P) und bezeichnen f, € . p-Dichten von P, i € [2], soist I := %]l{flem} + 00l o sery €

7" eine spezielle Festlegung des Dichtequotienten. In dem speziellen Fall R < P stimmt der
Dichtequotient von R beziiglich B mit der B-Dichte von P iiberein und ist B-bestimmt. )

§04.49 Lemma. Fiir jedes i € [n] seien B,,R, € W(>) Wahrscheinlichkeitsmafe auf (S;,.) mit
Dichtequotient L, von B, beziiglich B.. Dann ist das Produkt L(z) := [[,cp Li(z:) fiir z =
(%)ic[n] eine Festlegung des Dichtequotienten von B := ®ieM R, beziiglich B := ®i€[[nﬂ B..

§04.50 Beweis von Lemma §04.49. In der Vorlesung. O

§04/|04 Integration beziiglich Ubergangskernen

§04.51 Definition. Seien (€2, .%%) und (Q5, %) messbare Rdume. Eine Abbildung x : Q; X &, —
R heiBt (o-)endlicher Ubergangskern von (€, <) nach (Qy, 27), falls sie die folgenden zwei
Bedingungen erfiillt:

(Uk1) firallew, € Qistr, : 9% — R’ mit Ay > K, (A2) := K(wy, As) ein (o-)endliches Maf}
auf (o, %), kurz K, € M (%) bzw. K, € M (o4);

(Uk2) fiir alle Ay € o ist £ : Q; — R mit wi = K" (wy) = k(wi, Ay) eine positive,
numerische .7 -messbare Abbildung, kurz = ,fo.

Ist fiir jedes wy; € Q das MaB in (Ukl) ein WahrscheinlichkeitmaB, x, € W(%), so heiBt
Markovkern. O

§04.52 Bemerkung. Es geniigt die Bedingung (Uk2) nur fiir Mengen aus einem N-stabilen Erzeuger &
von <, der (), oder eine Folge (E,),en von Mengen mit £, T €25 enthilt, zu fordern. Es ist
dann nidmlich 2 = {4, € &, : k™ € Ef} ein Dynkin-System (Ubung) mit & C 2 C . und
aus m-A-Satz §01.10 folgt Z = 0(&) = 4%, O

§04.53 Lemma. Sei k ein endlicher Ubergangskern von (1, <) nach (Q, 4,), und sei h € o, @ A
positiv numerisch. Dann ist die Funktion r.(h.) : Q1 — R mit w; — £, (hy,) = [ heoy dis,
wohldefiniert und aus o

§04.54 Beweis von Lemma §04.53. In der Vorlesung. O

§04.55 Schreibweise. Fir 1, € (& ® )", also A € & ® 4, ist nach Lemma §04.53 die Funktion
f{,(A.) = H_((]IA).) () — R mitw; — K, (Aw,) = K, ((]lA)wl) wohldefiniert und aus 7, . ©

§04.56 Lemma. Sei (S, 9, i,) ein endlicher MafSraum, (s, <,) ein Messraum und k ein endlicher
Ubergangskern von (1, o) nach (Qa, #,). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes, o-endliches
MaB |IRENE € M (o © o) auf dem Produktraum (1 x Qa, o, @.4,) mit 11 & k(A) = p(k,(A.))
fiir A € o7, ® o, wobeli fiir alle A, € <7, und Ay € <7, gilt

[ k(A X Ag) = ,u(]lAlliAQ) = /

IiAQdLL:/ kw1, Ag)p(dwy).
A1 Al

Ist k ein Markovkern und i ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so ist t©r ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.
§04.57 Beweis von Lemma §04.56. In der Vorlesung. O
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$04.58 Satz von Tonelli/Fubini fiir Ubergangskerne. Sei (Qy, .47, 1) ein endlicher Mafiraum, (Qs, 7,)
ein Messraum und k. ein endlicher Ubergangskern von (0, &) nach (Qy, &4). Ist h € /), ® oy
oder h € £ (1 © k) dann gilt

po () = lath) = [ (i) = [ ([ oy di Jaldon)
= [ [ hrenm(on doutdn).

§04.59 Beweis von Satz §04.58. In der Vorlesung. 0

§04.60 Schreibweise. Betrachte einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, <7, P), einen Messraum ({22, .47 ),
einen Markovkern x von (€2, % ) nach (€22, o%) und mit Lemma §04.56 das eindeutig bestimmte
Wahrscheinlichkeitsmaf} auf - (1 x Q9, 9 ® o). Dann bezeichnen wir mit

KP(Ay) =P (k") = //-fA2 dP = /n(wl,Az)P(dwl), fir alle Ay € &,

die durch P ® « auf (€2, o%) induzierte Randverteilung |12 € W (). O
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Kapitel 2

Bedingte Erwartung

§05 Diskret- oder stetig-verteilte Zufallsvariablen

§05.01 Erinnerung. Sei (€2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir B € ./ mit P(B) € R heilt

P (A‘B) = sz;B die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei gegebenem B. O

§05.02 Eigenschaft.

(i) Sei (S, X) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit Werten in (S x X, 25*%) und gemeinsa-
mer Zihldichte p® : S x X — [0, 1] (beziiglich des Produktzihlmafes (s @ (). Fiir jedes
s € S mit strikt-positiver Randzdihldichte von S in s, also p®(s) € IR?;, ist die Abbildung

p ) (z, s)

P X = [0,1] mit x — p*T () =
0.1 0=

(05.01)

eine Zdhldichte (beziiglich des Zdihlmafes (., ).

(ii) Sei (S, X) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte £ : R™" — R*
(beziiglich des Lebesgue-Mafles X''"). Fiir jedes s € R™ mit strikt-positiver Randdichte
von S in s, also T5(s) € R}, ist

\0?

X (s, z)
f5(s)

eine Dichte (beziiglich des Lebesgue-Mafles \'). O

X5 R" = R mit x — 5= () := (05.02)

§05.03 Bemerkung. Da die Mengen {s € S : p°(s) = 0} bzw. {s € R™ : f¥(s) = 0} Nullmengen
bzgl. der Verteilung P* von S sind, sind die Abbildungen p**=* und £¥°=* tatséichlich P*-fast
iiberall, also nur auBerhalb einer P°-Nullmenge, definiert. Wir konnen auf diesen Nullmengen
beliebig Dichten, zum Beispiel die Randdichten p**=* = p* und £~°=* = ¥, wihlen. O

§05.04 Definition.
(a) Sei (S, X) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit Werten in (S x X', 25*%), Fiir jedes s €
S mit strikt-positiver Randzéhldichte von S in s heifit die Verteilung 35l mit Zihldichte

@ in (05.01) bedingte Verteilung (mit bedingter Zihldichte) von X gegeben S = s.

Fiir b € 2% bzw. h € ZL(P¥~) wird IS OY = PX5=(h) = > h(z)p*=(z) =
[ hp*'5=dC, bedingter Erwartungswert von h(X) bei gegebenem S = s genannt.

(b) Sei (S, X) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit Werten in R™*™. Fiir jedes s € R™ mit
strikt-positiver Randdichte von S in s heit die Verteilung |zt mit Dichte in
(05.02) bedingte Verteilung bzw. bedingte Dichte von X gegeben S = s. Fir h € 7
bzw. h € Z(P*s=) wird [SESEN = P*5=(h) = [ h(x)F¥5=(2)X'(dz) = [ hf¥I5=dX"
bedingter Erwartungswert von h(X) gegeben S = s genannt. O

§05.05 Bemerkung. Betrachten wir den stetigen Fall (fiir den diskreten Fall folgen die Aussagen ana-
log). Da fiir h € .Z(P*) auch auBerhalb einer P°-Nullmenge [ |h|f*) dX" < oo gilt, ist fiir jedes
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s auBerhalb einer P*-Nullmenge der bedingte Erwartungswert E*'*~*(h) = PX1=*(h) von h(X)
gegeben S = s, wie auch zuvor die bedingte Dichte, definiert, und auf der Nullmenge kdnnen
wir diesen beliebig fortsetzen. Verschiedene Versionen (Festlegungen) unterscheiden sich damit
nur auf einer Nullmenge. Wir sehen spiter, dass wir eine Festlegung derart wihlen konnen, dass
die Abbildung s — ¢(s) := EX**(h) = P¥5=*(h) messbar ist. In diesem Fall gilt fiir alle
B e %™

E’(15p) = PS(1p0) = /]lng 9 dN" = /m 15(s) /R” h(x)FE (s, 2) X (dz) X" (ds)

R L

= / LA EE0 AN = PEY(1,h) = BV (1,R)

Die Messbarkeit und die letzte Gleichheit sind der Ausgangspunkt fiir den folgenden allgemeine-
ren Zugang, der uns erlaubt, auch den diskreten sowie den stetigen Fall abzudecken. Die folgen-
den Resultate und Eigenschaften lassen sich dann auf die bisher vorgestellten bedingten Dichten,
Verteilungen und Erwartungswerte iibertragen. O

§05.06 Beispiel.

(a) Sei X = |W; — Ws|und S = W, + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe
der Augenzahlen von zwei unabhéngigen fairen Wiirfeln (W5, W5). Dann ist (.S, X) diskret-
verteilt mit Werten in [0, 5] x [2, 12] und bedingten Zihldichten von X gegeben S = s:

S
p¥s=(z) |2 3 456 7 8 9101112 | p*(x)
0 tolototolo1] &
1 1 1 10
1 01o0toltolo1o| L
2 2 2 2 8
6
3 oootoltoloool| &
4 00002020000]| 4
1 2
5 00000200000]| 2
P°(s) |35 3 3 36 36 36 36 3 36 3 3% | 1

(b) Seien X und S Zufallsvektoren mit

X . 175’ EX EXS
Y = ~ N mit p = ER"™und ¥ = > 0,
(S) o) TR (M5> (ZSX X )

also X ~ N, vy, S ~ Nug5g) und Cov(X,S) = Xxg = X§y. Dann ist die bedingte

Verteilung von X' gegeben S = s eine N, o v ,_,)-Verteilung mit

fix|s=s = pix + Lxs3g (s — p1s) € R™ und Tyjs—s := Tx — xsX5' Ssx > 0.

DefinitionsgemiB ist j1x|s—s gerade der bedingte Erwartungswert von X gegeben S = s.
Zum Beweis der Aussage benutzen wir, dass fiir > > 0 gilt X x > 0, Xg > Ound F :
Yx — YxsXg Ssx > 0 sowie mit F := YxgXg" auch

B ~EF
-1 _
= <—FE1 e +FtE1F) >0

Fiir die gemeinsame Dichte f,  von Y = (X', 5%) und die Randdichte f,,__  von S gilt

(1,%)
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mit y = (2!, s') und Normierungskonstante ¢

f\:m,x)(y)) _ cexp{ . %(y . M)tz—l(y B ,U) + %(S _ Iug)tzfl(s — MS)}

— cexp{ — Lz — (ux + Fls — 1)) E™ @ — (ux + Fs — ps)))}.

Da fix|5=s = ptx + F(s — pg) und X x|s—, = E folgt die Behauptung. O

ﬂ:N(uS,zs)(

§06 Positive numerische Zufallsvariablen

Seien im Folgenden stets (€2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E die Erwartung bzgl. P und
ZF C of eine Teil-o-Algebra von 7.

§06.01 Erinnerung. Wir schreiben kurz X € . o/, wenn X eine positive numerische Zufallsvariable
auf (Q, &), al_so X : Q — R eine o7-Z -messbare Abbildung, ist. Insbesondere, ist Z - o
und fiir Y € .Z somit E(Y) definiert. O

§06.02 Satz. Zu jedem X € o existiert eine LosungY € Z " der Radon-Nikodym-Gleichung E(1,Y") =
E(1:X) fiir jedes F' € .7, wobei Y bis auf Gleichheit P-f.u. eindeutig ist.

§06.03 Beweis von Satz §06.02. In der Vorlesung. O

$06.04 Definition. Fiir X € o/ heift jede Abbildung Y : Q — R Festlegung (Version) des bedingten
Erwartungswertes von X gegeben .7, symbolisch [S®4EZ8N := Y, wenn sie die folgenden
zwel Bedingungen erfiillt:

(bEl) Y ist # —@Jr—messbar, alsoY € Z und

(bE2) E(1,Y) = E(1,X) fiir jedes F' € .Z#. (Radon-Nikodym-Gleichung)
Jede Abbildung o/ — F mit X — E(X|F) heibt Festlegung der bedingten
Erwartung bzgl. P gegeben .7 . Die von [E (e|.% ) implizierte Abbildung A = F

mit A — P (A!ﬁ ) =E (]l A|§ ) wird Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben .%
genannt. Mit (bE2) ist jede Festlegung P (A’f ) Losung der Radon-Nikodym-Gleichung, d.h.
E(1:P(A|7)) = [ P(A|F)dP =P(FNA)firalle F € .Z. D

§06.05 Bemerkung. Nach Satz §06.02 unterscheiden sich fiir jedes X € o Festlegungen des be-
dingten Erwartungswertes von X gegeben .# nur auf einer P-Nullmenge. Diese Eigenschaft
tibertrigt sich im Allgemeinen nicht auf Festlegungen der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben
%, da wir zu jedem X € o eine Ausnahmemenge erhalten, und deren Vereinigung im All-
gemeinen keine Nullmenge mehr ist. Betrachten wir eine Festlegung IP( ° ‘9 ) der bedingten
Verteilung von P gegeben .7, so ist eine wiinschenswerte Eigenschaft, dass fiir jedes w € 2 die
entsprechende Abbildung P (e |.7)(w) : & — R mit A — P (A|.7)(w) ein Wahrscheinlich-
keitsmaB auf (€2, &) ist. O

§06.06 Erinnerung (vgl. Definition §04.51). Seien (21, .27 ) und (2o, 2% ) messbare Rdume. Eine Abbil-
dung k : 0y X o, — [0, 1] heiBit Markovkern von (£, <7 ) nach (04, %), falls sie die folgenden
zwei Bedingungen erfiillt:

(Mk1) fiiralle w; € Q istk, : % — [0, 1] mit Ay — £, (As) := k(w1, A2) ein Wahrscheinlich-
keitsmaB auf (Qq, &), kurz x, € W(4%) ;

(Mk2) fiir alle Ay € o ist £ : Q — [0,1] mit w; — £ (w1) = Kk(wi, A2) eine H-B,, -
messbare Abbildung, kurz <™ € o7 O
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§06.07 Schreibweise (vgl. §04.60). Betrachte einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .27, P), einen messba-
ren Raum ({2, .2%) und einen Markovkern x von (2, .27 ) nach (€22, .2%). Dann existiert nach
Lemma §04.56 ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (Qq X Qy, H®.9,)
mit

P® H(Al X Ag) = P(]IAIKVAQ) = / /@(wl,Ag)P(dwl), fiir alle Al € M,AQ S Jyz
A
Isth € o ® o, oderh € Z(P ® k) dann gilt
B o (k) = P((h)) = / / B, wa) s (wn, dws)P (doy)
o Jo,

(vgl. Satz §04.58). Weiterhin bezeichnen wir mit die durch k ® P auf (Qy, %) induzierte
Randverteilung, also <[P (Ay) = fQ (w1, A2)P(dw,) fiir alle Ay € . o

§06.08 Definition.

(a) IP( . ‘J’) heilt reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben .%, wenn die
Abbildung (w, A) — P (A‘J ) ) die Eigenschaften (Mk1) und (Mk2) erfiillt, also IP( }J
ein Markovkern von (2, %) nach (Q, ) ist.

(b) E ( ° |ﬁ’ ) heilt reguliire Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7, wenn die
implizierte Festlegung P( e |.#) der bedingten Verteilung von P gegeben .# regulir ist
und fiir jedes w € €2 die Abbildung X — E(X|.#)(w) die Erwartung bzgl. P( e |.%)(w
ist. O

§06.09 Schrelbwelse Ist [E( ‘ ) eine regulire Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben
7, und IP( ° |/ d1e implizierte Festlegung der bedingten Verteilung bzgl. P gegeben %, so

verwenden wir fiir X € &/ wie bisher auch beide Schreibweisen [E( F ) = IP’( (| F ) O

§06.10 Satz.

(i) Zu jeder reguliiren Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben . existiert eine sie
implizierende reguliire Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben %

(ii) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R*, %%) und Teil-o-Algebra & C B von HB*
existiert eine reguldre Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben .7

§06.11 Beweis von Satz §06.10. (i) unter Verwendung der Beweisstrategie durch Approximation mit
einfachen Zufallsvariablen, (ii) Klenke [2020] Satz 8.37, S. 206 O

§06.12 Bemerkung. Bevor wir Eigenschaften der bedingten Erwartung festhalten, werden wir in ein-
fachen Situationen konstruktiv Versionen der bedingten Erwartung bzw. Verteilung bestimmen.
Dabei zeigt sich, dass auch eine regulire Festlegung der bedingten Verteilung nicht eindeutig ist,
aber in vielen fiir uns interessanten Situation bis auf P-f.ii. Gleichheit eindeutig bestimmt ist. ©

§06|01 Einfache Bedingungen

Wir betrachten zunéchst eine Teil-o-Algebra .% von o7, die nur von einer einzelnen messbaren
Menge erzeugt ist, dass heift, # = {0, B, B,Q} = o({B}) mit B € .

§06.13 Erinnerung. Sei (€2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zu P existiert nach Definition A04.01
(oder alternativ Satz §02.02) eine eindeutig bestimmte Erwartung E : A R, die (E1) linear
und (E2) monoton konvergent ist mit (E3) E(1,) = P(A) furalle A € <. O
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§06.14 Bedingte Erwartung. Sei B € ./ mit P(B) € R}. Dann ist

P(ANB)

P (e P(B)

B): o — (0,1 mit A P(A|B) =

ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (2, <7 ). Entsprechend existiert zu P( . }B) eine eindeutig be-
stimmte Erwartung, die wir mit [E( . }B) bezeichnen. Mit (E3) erfiillt diese

P(ANB) _E(Lly)

vAed s E(L|B) =P(A|B) = —5 5~ = prg

P(14]B).

Da fiir jedes X € o " weiterhin gilt X1, € o erfiillt die Erwartung [E( . |B) auch

E(X15)
(D) P(X|B).

VX € : E(X|B) =

Falls fiir B = Q\ B € & auch P(B°) € R}, gilt, so konnen wir analog das Wahrschein-
lichkeitsmaf3 P ( « | B¢) auf (Q, ) und die entsprechende Erwartung E (| B%) bzgl. P( « | B°)

betrachten. Fiir jedes X € " ist dann

[E(X|ﬁ) Q=R mitw— E(X|Z)(w):= [E(X|B)]IB(w) + [E(X|Bc)]ch(w)

messbar bzgl. der Teil-o-Algebra F = {B} {(7) B, BC Q} C &/, also eine einfache

numerische Zufallsvariable auf (2, F), kurz E (X ‘J) € 7. Fiir ]edes w € () ist entweder
wEBundE(X‘ —E(X‘B odeerBcsowzeE(X‘ ) —[E(X’BC sodass

E(e|Z) :E+ — 7 mit X = E(X|.F) = E(X|B)1; + E(X|B°) L. (06.01)

Wir halten fest, dass gegeben w € B, gilt [E( |B) = [E( |J) . Fiir jedes X € AR
(X ‘J ) insbesondere Losung der Radon-Nikodym-Gleichung (einfaches nachrechnen!)

VF € F : E(IE(X|.F)) =E(1:X). (06.02)

Damit erfiillt die Abbildung E ( . ‘ﬁ) in (06.01) die Bedingungen (bE1) sowie (bE2), und sie ist
somit eine Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7 . O

§06.15 Regulare Festlegung. Wir halten weiterhin fest, dass die von der Festlegung E ( ¢ ( ’ ) in (06.01)
implizierte Festlegung der bedingten Verteilung

P(e|7): o = F mit A P(A|.F) = E(1,|F)
ein Markovkern von (2, F ) nach (2, o) ist. In der Tat erfiillt die Abbildung Q2 x </ — R* mit
(w, A) — [P’(A|ﬁ)(w) = [P’(A!B)]IB(w) + [P’(A‘BC)HBC(W),

die Bedingungen (Mk1) und (Mk2). Betrachte (Mk1). Fiir w € () ist entweder w € B, und
somit P( ‘ﬂ (w) = P( ‘B) oder w € B® und P( o }ﬁ’)(w) = P(e }BC). In beiden
Fillen ist P( s |.7 ) (w) € W(&Z) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, < ). Wir halten fest, dass
gegeben w € B, gilt P( o |B) = P( ! 7 ) (w). Andererseits, gilt (MK2). Da fiir jedes A € o
nach Konstruktion die Zufallsvariable P (A‘,/) =E (]lA|9 ) die Bedingung (bEl) erfiillt, die
Abbildung [P’(A|J :Q — [0,1] mit w — [FD(A‘J) also .F -messbar ist. Folglich ist die
Festlegung [P’( ‘J) der bedingten Verteilung von P gegeben F reguliir. Andererseits ist per
Konstruktion fiir jedes w € () die Abbildung E( ‘J) ) die Erwartung bzgl. P( ’ )(w) S0
dass auch die Festlegung ﬂE( } ) in (06.01) reguldr lst O
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§06.16 Bedingte Verteilung gegeben eine Nullmenge B. Fiir B € o mit P(B) = 0 ist P( « |B)
und damit auch [E( . ‘55 ) sowie P( . |ﬁ ) bisher nicht definiert. Wir vereinbaren im Folgenden
IP( o }B) := P und somit E ( o ‘B) = [E. Die Abbildung (06.01) wird dann zu

E(e|7): o —F mit X E(X|F) :=EX)L +E(X|B) L. (06.03)

[E( . ‘ﬂ) erfiillt fiir alle X € " weiterhin die Bedingungen (bE1)-(bE2), d.h. E (X‘gz) e F
sowie E(1.E(X|Z)) = E(1.X) fiiralle F € F. Damit ist E (|7 ) in (06.03) eine Festlegung
der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7 . Auflerdem sind (Mk1) und (Mk2) immer noch von

IP’(- 3‘7) :437—>§+mitA»—>[P’(-

F) =P(A)l; + P(A|B°) 1 (06.04)

erfiillt. Damit ist [P’( . ‘f ) weiterhin eine reguldre Festlegung der bedingten Verteilung von P
gegeben % . Per Konstruktion ist fiir jedes w € €) die Abbildung [E( . }ﬁ ) (w) die Erwartung
bzgl. [P’( . }ﬁ) (w), so dass auch die Festlegung E( . !ﬁ) in (06.03) reguliir ist. O

§06.17 Anmerkung. Alle bisher getroffenen Aussagen fiir E( » |.#) und P« |.#) gelten damit fiir
beliebige Teil-o-Algebren von &7 der Form .% = a({B }) mit B € «/. Offensichtlich ist in der
Situation P(B) = 0 die Wahl P ( . ‘B ) = [P willkiirlich. Die Aussagen gelten genauso, wenn wir
P (+|B) = P fiir ein beliebiges P € W(«) und mit der Erwartung E bzgl. P auch E (+|B) = E
setzen. Es ist wichtig zu bemerken, dass in der Situation P(B) = 0 eine andere Wahl [E( . }ﬂ’ )
und P« |.%) nur auf der Nullmenge B bzgl. P éndert, also E( » |.#) und P( s |.#) eindeutig
sind bis auf Gleichheit P-f.ii.. O

§06.18 Skizze. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), %j0.1), Ujo,1)). Die néchsten Graphiken
stellen eine positive numerische Zufallsvariable X : [0,1) — R sowie fiir # = o({B}) mit
B =10,0.5) und B¢ = [0.5, 1) die vorgestellte regulire Festlegung des bedingten Erwartungs-
wertes von X gegeben .# dar.

E(X|B) &

77 777 777
1707707777 707777777777777777
s
/////////////////////////////
Zr77277272772727727277272272,

0 0.5 1
Q=0,1)
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R . R
—X 7 /
E(X|B%) {

— X
f[E(X\U({B}))
0 0.5 1
Q=10,1) Q=10,1)

O

§06/02 Abzahlbare Bedingungen

Wir betrachten nun eine Teil-o-Algebra .% von .7, die von einer abzdhlbaren und messbaren
Partition { B;,i € Z} von () erzeugt ist, dass heift .# = o({B;,i € Z}).

§06.19 Bedingte Erwartung. Fiir eine abzdihlbare und messbare Partition {BZ, 1€l } von €}, wobei
wir wie bisher [P’ ‘B ) = P fiir [FD( ;) = 0 setzen, sei fiir jedes i € T weiterhin [E |B ) die
Erwartung bzgl. [P’( |B ) Fiir # = o {Bi,i € I}) erfiillt dann die Abbildung

E(e|7): /" = F mit X —E(X|F):=> E(X|B)l,, (06.05)
€L
die Bedingungen (bE1) und (bE2). Betrachte (bEl). Fiir X € o gilt [E(X’ﬁ) € 7 . Inder

Tat sind die Abbildungen f : Q — I mitw — f(w) =i w € Biundg : T — @+_mit
i [E(X’B J 2T bzw. 2Z-B' -messbar, so dass E(X‘J) —gof e .F eine F-B -

messbare Abbildung ist. Andererseits, ist F' € F, so existiert J C I mit ' = |4 e jB und
(bE2) gilt, da
[E(]lF[E(X}ﬁ)):Z[E(IIBj[E( Z[E 1, E(X|B;))
JjeT JjeT
=Y P(B)E(X|B)) =Y E(15X) = E(L:X).
JjeT jeJ

Damit erfiillt die Abbildung E ( . ‘9) in (06.05) die Bedingungen (bEl) sowie (bE2), und sie ist
somit eine Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben % . Wir halten weiterhin fest,
dass die von der Festlegung [E ( } ) in (06.05) implizierte Festlegung der bedingten Verteilung

P(s

F) i = F mit A P(A|F) =E(L|F) =) _ P(A|B)1 (06.06)

1€l
ein Markovkern von (), .7 ) nach (2, <) ist. In der Tat die Abbildung Q) x </ — [0, 1] mit

(w,A) = P(A|Z)(w) = > P(A]B;)1,,(w)
i€
erfiillt die Bedingungen (Mk1) und (Mk2). Betrachte (Mk1). Da fiir jedes w € €) genau eini € T
mit w € DB; existiert, ist nach Konstruktion [P’( . ‘ﬁ )(w) = [P’( . |BZ) ein Wahrscheinlich-
keitsmafs auf (2, o). Andererseits erfiillt fiir jedes A € </ nach Konstruktion die Zufallsva-
riable [P’(AL@) = [E(]IA‘LQZ) die Bedingung (bE1), die Abbildung IP(A!?) : Q — [0,1] mit
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w— P (A‘J) ) ist also F -messbar. Folglich ist die Festlegung [P’( ‘9) in (06.06) der be-
dingten Vertellung von P gegeben .7 reguliir. Andererseits ist per Konstruktion fiir jedes w € 2
die Abbildung [E( ‘ﬁ) ) die Erwartung bzgl. IP( . ‘33) (w), so dass auch die Festlegung
[E( . }ﬁ) in (06.05) reguliir ist. m

§06.20 Skizze. Betrachte wie in Skizze §06.18 den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), (o 1), Ujg 1)). Die
néchsten Graphiken stellen die vorgestellte reguldre Festlegung des bedingten Erwartungswertes
von X gegeben F = a({B(J M), j € [2], fiir die zwei Partitionen B( =[=4,4) i € [4] und

B® ==L 1) i ¢ [8] von [0, 1) dar.

- X —_— X
— [E(Xra<{B“>}>> — [E(Xra<{B<”}>>
0 025 05 075 1 0 025 05 075 1
Q Q0

§06|03 Induzierte bedingte Verteilung

§06.21 Erinnerung. Ist X eine Zufallsvariable auf (2, <7, [P) mit Werten in einem messbaren Raum
(X, Z),s0heiBt PX =P o X! =P(X!(s)) die von P auf (X, 2") induzierte Verteilung. o

§06.22 Definition. Sei X eine Zufallsvariable auf (2, o7, [P) mit Werten in einem messbaren Raum

(X, Z)und .F C & eine Teil-o-Algebra.

(a) Zu jeder Festlegung P ( . ‘ﬁ ) der bedingten Verteilung von P gegeben ., heifit die von X
induzierte Abbildung . X — F mit B PY(B) =P (X~Y(B) ’ﬁ) Festlegung
der bedingten Verteilung von X gegeben %, wobei fiir alle F' € .% und B € 2  somit
E(1y-1p1p) = E(PY7(B)1,) gilt. Ist weiterhin

(w, B) = P*7(B)(w)
ein Markovkern von (€2,.% ) nach (X, Z"), so wird diese Festlegung reguldiir genannt.

(b) Zu jeder Festlegung E ( . ‘ﬁ ) der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7, heift E~X” (h)
=F (h(X )| F ) firh e 27 Festlegung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gege-
ben .Z und die von X induzierte Abbildung [Ze&l : 27 — F mit h — EXI7 (h) Festle-

gung der bedingten Erwartung von X gegeben .7, wobei fiir alle F' € % und h € 2" die
Radon-Nikodym-Gleichung (bE2) gilt E(h(X)1,) = E(E (h(X)|F)1,) = E(EXIZ (h)1}).
Die Festlegung E~X7 heiBt regulir, falls die induzierte Festlegung P*'” regulir ist, und fiir
jedes w € Q, EX1¥ (¢)(w) die Erwartung bzgl. P¥'” (e)(w) ist. O
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§06.23 Bemerkung. P*I” erfiillt definitionsgemiB die Bedingung (Mk2). Sei zusitzlich die Festlegung
P (e |.7) regulir, so dass (Mk1) erfiillt ist, also fiir alle w €  die Abbildung

A P(ALF)(w)

ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, kurz P( s |#)(w) € W(&/). Damit ist auch P17 (e)(w) =
P(X~1(e)|F)(w) € W(Z) fiir jedes w € . Die Festlegung P¥' erfiillt also auch (Mk1). Sie
ist somit ein Markovkern, also regulér. Fiir eine regulidre Festlegung [E( . ‘34’ ) ist definitions-
gemil die induzierte Festlegung IP( . }3’ ) und somit auch P*1¥ regulir. Fiir jedes w €  ist
nach dem Transformationssatz (Eigenschaft A04.05 (viii)) die induzierte Festlegung EX” (o) (w)
gerade die Erwartung bzgl. P¥17 (¢)(w). O

§06|/04 Bedingte Erwartung gegeben eine Zufallsvariable

§06.24 Erinnerung. Sei .# = o(95) fiir eine Zufallsvariable S auf (2,.o7,[P) mit Werten in einem
messbaren Raum (S,.7). Wir bezeichnen wie bisher mit P* das BildmaB und mit E* die ent-
sprechende Erwartung. Ist Y eine o(S)-messbare, positive numerische Zufallsvariable, also
Y € 0(S)+, so existiert nach Eigenschaft A02.06 (iv) ein ¢ € .7 mit Y = ¢(S), also
Y(w) = ¢(S(w)), w € Q. Die Abbildung ¢ ist durch Y nur auf S(§2) eindeutig festgelegt,
fiir s ¢ S(Q2) kann sie beliebig (messbar) fortgesetzt werden. O

$06.25 Definition. Fir S : (Q, &) — (S,.) sei E(X|0(95)) € (S) eine Festlegung des be-
dingten Erwartungswertes von X € ./ gegeben o(S) und ¢ € 7" wie in §06.24, also
E(X|o(9))(w) = ¢(Sw)), w € Q. = pund E(X|S = s):= ¢(s) firs € S,
heiBBen Festlegung des bedingten Erwartungswertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s. Jede
Abbildung o — 7 mitX — E (X ’S) heilit Festlegung der bedingten Erwar-
tung bzgl. P gegeben S. Die von E ( +|S) implizierte Abbildung of = 7 mit A
P(A|S) := E(14]S) sowie P( o |S =s): & — R mit A — P(A[S = s) := E(1,]S = s)
wird Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben S bzw. gegeben S = s genannt. Die
entsprechende Radon-Nikodym-Gleichheit (bE2) lautet E*(1,P(A[S)) = [, P(A[S)dP* =
P(S~'(B) N A) fir alle B € . und A € . Die Festlegung P ( s |.S) heiBt reguldr, falls
(s,A) — P(A|S = s) ein Markovkern von (S,.#) nach (€2, &) ist. Analog wird die Festle-
gung E (- ‘S reguldir genannt, wenn die implizierte Festlegung P (o }S ) regulir ist, und fiir jedes
s € S, E(«|S = s) die Erwartung bzgl. P (s |S = s) ist. O

§06.26 Eigenschaft. Fiir X € " seien ©(S) und p(S) mit p, g € 7 zwei Festlegungen des beding-
ten Erwartungswertes E(X|o(S)) von X gegeben o(S). Nach Satz §06.02 gilt p(S) = ¢(S)
P-f.i. und damit auch ¢ = ¢ P*-f.i.. Im Gegensatz zu E (X|0(S)) héingt o nicht nur von o(S),
sondern auch von der speziellen Wahl der Zufallsvariable S ab. O

§06.27 Bemerkung. IP’( . |S ) erfiillt definitionsgemif die Bedingung (Mk2). Sei zusitzlich die Festle-
gung P (e |(S)) regulr, so dass auch (Mk1) erfiillt ist, also fiir alle w € €2 die Abbildung

A P(A|o(9))(w) = P(A]S = 5(w))

ein Wahrscheinlichkeitsma8 ist, kurz P( s [S = S(w)) € W(«). Damit gilt P(+ |S = s5) €
W (&) fiir jedes s € S(€). Fir jedes surjektive S erfiillt die Festlegung P (' |.S) also auch
(Mk1). Sie ist somit ein Markovkern, also regulir. Ist S nicht surjektiv, aber S(£2) € ., so ist
zum Beispiel die Festlegung P (| 5) L) + P1s 5 ein Markovkern. Analog, ist die Festlegung
E( e |0(S)) regulir, also P( e |0(S)) ist regulér und fiir jedes w € Qist E( » |0(5))(w) =
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E(e|S = S(w)) die Erwartung bzgl. P(A|o(5))(w) = P(A|S = S(w)). Ist S surjektiv, so
ist auch E( s |S) regulir, falls S(Q) = & gilt. Ist S nicht surjektiv, aber S(2) € ., so ist die
Festlegung E ( » |:S) g + E(*)Ls\5(0) reguldr. Andererseits, ist die Festlegung P« |S) regulir,
also ein Markovkern von (S,.#) nach (€, &), dann ist auch (w, A) — P(A]S = S(w)) =
P (A‘O’(S )) (w) eine regulidre Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben o(.S), also ein
Markovkern (€2, o(.S)) nach (£2, .«7). Offensichtlich gilt (Mk2), da die Hintereinanderausfiihrung
messbarer Abbildungen messbar ist. Weiterhin gilt fiir alle w € Q auch P(A4[S = S(w)) €
W(</), also (Mk1). O

$06.28 Beispiel. Seinun S : (Q ) = ({0 1},2{01}) eine einfache Zufallsvariable, also {S =1} =
({1}) € # und 0(S) = o({S7'({1})}) =: Z. Eine Festlegung der bedingten Erwartung
bzgl. P gegeben o(.S) ist somit

E(+|o(S)): & = o(S) m
X = E(X|0(9)) = X}S {11) sy + E(X[ST'({0})) Ts-rqopy = ©(S5)
und p € 203" mit
s = @(s) = E(X|STH({1})) Ly (s) + E(X[ST({0})) Ly (5).
Damit ist[E(o|S) E( {S ({11) Ly + E( [S7'({0})) Ly und E(+ |S = 5) = E(
|S7H{1})) Ly(s) ( B {O}))]l{o}( ), s € {0,1} eine Festlegung des bedingten Er-

wartungswertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s. Wir halten fest, dass insbesondere
E(s|S=1)=E(«|[S7'({1})) undE(s|S=0) =E(«[S'({0})) gilt. O

§06|05 Induzierte bedingte Verteilung gegeben eine Zufallsvariable

§06.29 Erinnerung. Sei (S5, X) eine Zufallsvariable auf (€2, <7, P) mit Werten in dem Produktraum
S x X versehen mit der Produkt-o-Algebra . @ £ . Wir bezeichnen mit P die von (S, X)
auf (§ x X, ® Z7) induzierte gemeinsame Verteilung. Seien wie bisher ], : S x X —
Xund Il : § x X — S mit (s,2) — II.(s,x) := x bzw. (s,z) — IL(s,z) = s die
entsprechenden Koordinatenabbildungen. Fiir die Randverteilungen von X und S gilt dann P¥ =
PoX ! =Po(IL,(S, X))™! = PS¥oll," bzw. P® = PX¥o[];". Die Statistiken IT, und [T, sind
offensichtlich surjektiv. Unser Ziel ist eine bedingte Verteilung von X gegeben S einzufiihren
unter Verwendung der Definitionen §06.22 und §06.25. Geben wir uns eine Festlegung IP’( o
!a(S )) vor, so impliziert diese mit Definition §06.22 eine Festlegung P*I) mit Werten in TSY,
welche weiterhin mit Definition §06.25 eine Festlegung P*'* mit Werten in i impliziert. Ist
die Festlegung P( |J(S )) regulir, so auch P**¥), aber wie wir in Bemerkung §06.27 gesehen
haben, ist im Allgemeinen P*® nicht regulir. Andererseits, kénnen wir uns eine Festlegung
PY) (e |o(ITs)) vorgeben, so impliziert diese mit Definition §06.22 eine Festlegung P¥”0" mit

Werten in 0’(]_[5)+, welche weiterhin mit Definition §06.25 eine Festlegung P*'* mit Werten in

2 impliziert. Da T, surjektiv ist, folgt die Regularitit der Festlegung P*1°, falls wir mit einer
reguldren Festlegung P (o !0(115)) angefangen haben. O

§06.30 Definition. Sei P die gemeinsame Verteilung von (S, X) auf (S x X,. @ Z7).

(a) Zu jeder Festlegung P (‘e |o(IT;)) auf (S x X,.7 @ 27) der bedingten Verteilung von
P%) gegeben o (T1,), heift die Abbildung

B . 27— 7 mit A PY9(A) := o und
P (A) = PYO(IL (A)|o(Ts) = ¢(Ils)
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Festlegung der bedingten Verteilung von X gegeben S und [BESWWN — (s) Festlegung
der bedingten Wahrscheinlichkeit von X € A bei gegebenem S = s. Die entsprechende
Radon-Nikodym-Gleichheit (bE2) lautet P*(PX1¥(A)1,) = [, PY5(A) dP% = P(X'(A)N
STH(B)) = P¥(B x A) firalle A € 2 und B € .. Ist weiterhin (s, A) — P**=(A)
ein Markovkern von (S,.7) nach (X, 2"), so wird diese Festlegung regulcr genannt, wo-
bei dann auf Grund der Definition §06.04 (bE2) P ® P*I¥ = P& gilt (vgl. Schreibwei-
se §06.07). Besitzt in diesem Fall fiir ein s € S die Verteilung P**=* ein endliches erstes

EY(id,) = [y PX5=2(dx).

u jeder Festlegun e oIl er bedingten Erwartung bzgl. ’ egeben o(Il;),
(b) Zu jeder Festlegung E“ der bedingten E g bzgl. PY gegeb
heift die Abbildung

absolutes Moment, so schreiben wir auch [ SSSO@N : —

B 7 — 7 mith— E(h) = und
EY(h) = B (ML) |0 (1)) = ¢(TT)

= (s) Festlegung der bedingten Erwartung von X gegeben S bzw. Fest-

legung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S = s. Die Festlegung E*”
heiBt regulcir, falls die induzierte Festlegung P*' regulir ist, und fiir jedes s € S, E¥*=" die

Erwartung bzgl. P~*15=* ist. O

§07 Integrierbare Zufallsvariablen

§07.01 Erinnerung. Seien (2, o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, .# C .o eine Teil-o-Algebra
und X € .o/ eine numerische Zufallsvariable. Mit Hilfe der Zerlegung X = X+ — X~ mit
X+, X~ € o/ haben wir in Definition A04.03 (b) fiir X mit E(]X]) € R* also E(X') € R*
und E(X ™) € R" den Erwartungswert E(X) := E(X") — E(X ™) definiert. Im Folgenden
sei L(,P) = {X € o : E(|X|) € R*} und zu P bezeichne F : £ («,P) — R die ein-
deutig bestimmte Erwartung. Da auch .% C & ist £(#,P) C L(«.P). Sei X € L(,P),
dann gilt E(X™) € R* und fiir jede Festlegung [E(X*‘J) gilt (bE1), (Xﬂﬁ) € Z und
(bE2), E(1,E(X"|.#)) = E(L.X") fiir alle F € .%, also insbesondere mit /' = () auch

E(E(X*|#)) =E(X") € R*. Somitkann [E(X*!ﬁ) eF' undanalog E(X~|F) € F ge-
wihlt werden. Damit erfiillt Y := E X +} X ]9‘ ) # , als auch die Radon-Nikodym-
Gleichung (bE2), wobei insbesondere Y € Z/(.7, P) O

§07.02 Definition. Fir X € 4(<7,P) heiBit jede Abbildung YV : Q@ — @ Festlegung (Version) des
bedingten Erwartungswertes von X gegeben .%, symbolisch := Y, wenn sie die
folgenden zwei Bedingungen erfiillt:

(bE1) Y ist .Z-%-messbar, also Y € .Z und

(bE2) E(1,Y) = E(1,X) fiir jedes F' € Z#. (Radon-Nikodym-Gleichung)
Jede Abbildung [E( . }ﬁ’) Lo P) = F mit X — E (X|ﬁ) heiBt Festlegung der bedingten
Erwartung bzgl. P gegeben 7 . [E( . i i
bzgl. P gegeben .#, wenn die implizierte Festlegung IP( . ‘gZ ) der bedingten Verteilung von P
gegeben .# regulir ist, und fiir jedes w € 2 die Abbildung E( |ﬁ) (W) : L(,P) — R die
Erwartung bzgl. [P’ }J ) ist. O

§07.03 Bemerkung.

(i) Sei X eine Zufallsvariable auf (€2,.o7[P) mit Werten in einem messbaren Raum (X', 2")
und .% C &/ eine Teil-o-Algebra. Dann definieren wir analog zu Definition §06.22 (b) nun
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fir h € £ (2, p¥) eine Festlegung "' (1) € ? des bedingten Erwartungswertes von i (X)
gegeben .# sowie eine (reguliire) Festlegung C L2 P¥) — F mith— EX (h) der
bedingten Erwartung von X gegeben .7

(i) Fir S : (Q, ) — (S,.7) definieren wir nun fir X € £(2°,P) wie in Definition §06.25
eine Festlegung E (X|S5) € % und E(X|S = s) € R des bedingten Erwartungswertes von
X gegeben S bzw. gegeben S = s sowie eine (reguldre) Festlegung [E( |S ) L ,P) —
' mit X — E (X|S) der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben S.

(iii) Sei (8, X) : (Q,4) = (S x X, ® Z7) mit gemeinsamer Verteilung P>*). Analog
zu Definition §06.30 (b) definiere fiir h € £(2,P¥) eine Festlegung E*°(h) € .# und
E*"7*(h) € R des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S bzw. gegeben S = s
sowie eine (regulire) Festlegung L L2 pY) = Z mit h — EY(h) der beding-
ten Erwartung von X gegeben S. Ist analog zu Definition §06.30 (a) PX® eine reguliire

Festlegung der bedingten Verteilung von X gegeben S, und besitzt fiir ein s € S die Ver-
teilung P**=* zum Beispiel ein endliches erstes absolutes Moment, so schreiben wir auch

EEOC) = B (id,) = [, aPYS(da). O

§07.04 Satz. Seien X|Y € L(o,P) und F C o eine Teil-o-Algebra. Fiir jede Festlegung der
bedingten Erwartung bzgl. P gegeben % gelten die folgenden Aussagen P-f.s.,

(i) Fiir alle a,b € R gilt [E(aX + bY}ﬁ) =akE (X|£5) + OE (Y|ﬂ) (linear)
(ii) Fiir X <Y gilt E(X|Z) < E(Y].); (monoton)
(i) |E(X|.#)| < E(|X||Z); (Dreiecksungleichung)
(iv) Fiir S € o mit E(|S||.7) € B gilt P(|S] = o0) = 0. (endlich)
(v) Fiir gb R — IR konvex mit (X ) € L (<, P) (Ungleichung von Jensen)

gilt o(E(X|.7)) < E((¢(X))|-Z).
(vi) Fiir X, T X P-f.u. gilt sup,,cn E (X }?) =E (X‘ﬁ) (monotone Konvergenz)
(vii) Fiir X,, - X P-fii. mit | X,,| <Y,neN, (dominierte Konvergenz)
gilt lim,,_, o E X | = [E(X} ) P-f.s. und in £ (/| P).

Ist die Festlegung regulc'ir, also [E( . ‘ﬁ )(w) eine Erwartung fiir alle w € ), so gelten die
Aussagen (1)-(vii) fiir alle w € €.

§07.05 Beweis von Satz §07.04. In der Vorlesung, fiir die reguldre Festlegung folgt die Behauptung
direkt aus den Eigenschaft A04.05. O

§07.06 Satz. Seien X,Y € Z(/,P)und G C F C of Teil-o-Algebren. Fiir jede Festlegung der
bedingten Erwartung gelten die folgenden Aussagen P-f.s.,

(i) FirE(|XY]) <ocoundY € .F gelten
E(XY|F) =YE(X|.Z) und E(Y|F) =E(Y|o(Y)) =Y

(i) E ([E (X!gf) |€4) =E ([E (X’%) }ﬁ) =E (X‘%) (Turmeigenschaft)
(iii) Sind 0(X) und F unabhngig, so gilt E(X|F) = E(X); (unabhiingig)
(iv) Fiir 7 :={A e @ |P(A) € {0,1}} gilt E(X|.T) = E(X).

(v) E(E(X|Z)) =E(X). (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)

Seien weiterhin S und T' Zufallsvariablen von (), &) nach (S, 5” ) sowie (T, 7).
(vi) Fiir h € . mit E(|h(S)X|) < oo gilt E(h(S)X|S) = h(S)E(X|S) P*-fs.
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(vii) Sind (X, S) und (Y, T) unabhdngig, so gilt E(XY|(S,T)) = E(X|S)E(Y|T) P& fs..
§07.07 Beweis von Satz §07.06. In der Vorlesung. O

§07.08 Satz. Es seien R, € W(«) Wahrscheinlichkeitsmafle mit B < P. Fiir jede Zufallsvariable
S:(Q,)— (S,.7) gilt:
(i) B <R~

AR (AR |

(11) dﬂ:lDS =P (ﬁ S> P -f.s.

— e g . . dR dps
(iii) Ist h € <, fiir die R (h) existiert, so gilt P P S| = H%’(h|5) P P°-f.s.. Insbeson-

R (4 5)
P (f]S)
Bezelchnet € W(«) ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmafs mit ﬁ’ < B, L einen Dichtequotien-
ten (DQ) von [P’ beziiglich R, I einen DQ von [P’S beziiglich B®, sowie N bzw. N7 die singuliiren
Bereiche von [P’ beziiglich ® bzw. von [E?S beziiglich B®, so gilt mit o := [P’ (NC}S)
(iv) R(N) = BS(WV®) + R(LX(S)(1 = 9(9))),
(v) R(L|S) =Ly Rfs.
§07.09 Beweis von Satz §07.08. (1)-(iii) in der Vorlesung, (iv),(v) Witting [1985, Satz 1.121, S.121] ©

dere gilt R (h|S) = RS-f.s. mit f := dR /dR.

§07|01 Regulare Festlegungen

§07.10 Erinnerung. Sei (S, X) eine Zufallsvariable auf (2, o/, [P) mit Werten in dem Produktraum
S x X versehen mit der Produkt-o-Algebra . @ 2 . Eine regulédre Festlegung der beding-
ten Verteilung P¥¥ von X gegeben S, wenn sie existiert, ist aufgefasst als Abbildung (s, A) —
PX15=2( A) ein Markovkern von (S, .%) nach (X', 2"), der Losung der Radon-Nikodym-Gleichung
PS © PYS = PEY jst, d.h. fiir jedes A € 2~ gilt

PSY(B x A) = P(S™H(B)NX"1(A)) = / PYE(A) dP® = P*(1,P*¥(A)) VBes

Héufig ist es niitzlich, neben P~'* auch eine regulire Festlegung der bedingten Verteilung P51
von (S, X) bei gegebenen S zu betrachten, also einen Markovkern (s, D) +— P©®Y15=(D) von
(S, )nach (§ x X,.¥ @ Z), der fiir jedes D € .¥ ® 2" Losung der entsprechenden Radon-
Nikodym-Gleichung

P(S,X)(D N(B x X)) =P((S, X)’l(D) N 571(3)) = / n:D(S,X)\S(D) dPS
= PP (D)1;) VBeS

ist. Dann ergibt sich die bedingte Verteilung P*1*=* aus der bedingten Verteilung P*Y)15=* wieder
als Randverteilung gemi P*15=2(A) = PEYIS=(§ x A), A € 2 . Wir bezeichnen weiterhin
mit D, :={x € X : (s,x) € D} bzw. [.(r) := f(s,x) den s-Schnitt von D C § X X bzw.
f:8 x X — R, jeweils bei gegebenem s € S. m

§07.11 Satz. Sei (S, X) eine Zufallsvariable auf (2, o7 , ) mit Wertenin (S x X, ¥ @ Z"). Es existiere
eine reguliire Festlegung P*° der bedingten Verteilung von X bei gegebenen S.
(i) Dann ist (s,D) — PEXS=(D) := PX5=(Dy) eine reguliire Festlegung der bedingten
Verteilung von (S, X) bei gegebenen S.
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(i) Fiir jede Funktion [ € % @ 2, fiir die P (f) = E(f(S, X)) existiert, gilt
PSS (f) = / fodPYS= = PYS(f) fiir PS-fas €S,

sowie fiir alle A € & und B € . gilt
PO (flpa) = P (LPEYS(L,f)) = / ( / fs dPY=)PS(ds).
B Ja

§07.12 Beweis von Satz §07.11. In der Vorlesung. O

§07.13 Bemerkung. Intuitiv liegt es nahe, P*¥( fg) fiir P™95( f) zu schreiben. Das ist jedoch nicht
gerechtfertigt, da sich P*¥( f) nicht als .¥’-messbare Losung einer Radon-Nikodym-Gleichung
gewinnen lisst, und somit nicht in der tiblichen Weise als bedingter Erwartungswert formuliert
werden kann (siehe Witting [1985, S.125] fiir eine weiterfithrende Diskussion). Andererseits
kann zur vereinfachenden Berechnung im Integranden f(.S, X) durch f(s, X) ersetzt werden,
also die symbolische Schreibweise S = s als ein Einsetzen verstanden werden. Die Rechtferti-
gung eines derartigen Einsetzens folgt daraus, dass (s, D) — P**=*(Dy) unter den Vorausset-
zungen von Lemma §07.27 eine Version der regulédren Festlegung P18 ist. Fiir D = {s} x X
gilt damit P®Y5=(D) = P¥¥=(X) = 1 fir P°-f.a. s € S. Die bedingte Verteilung P
konzentriert sich also fiir P*-f.a. s € S auf der Menge {S = s}. O

§07.14 Beispiel.
(a) Seien X, S € Z (<, P) unabhingig. Dann gilt P-f.s.
E(X + S|a(9)) = E(X|o(5)) + E(S]o(S)) =E(X) + S.

Allgemeiner, sei f € . @ 2, fir die P (f) = E(f(S, X)) existiert. Da X 1L.S (siehe
auch Satz §07.15) ist der Markovkern (s, A) — P*(A) von (S,.#) nach (X, 2") eine
reguldre Festlegung der bedingten Verteilung von X bei gegebenen S. Unter Verwendung
von Satz §07.11 (ii) gilt damit E (f(S, X)|S = s) = PEYE=(f) = PX(f,) = E(f(s, X))
fir P9-fa. s € S.

(b) Sei (X;)ic[n] eine unabhingige Familie aus . (<, P) mit E(X;) = 0, € [n]. Fir m € [n]
setze .7, = 0((X;)icpmy) und S, == X;, dann gilt P-f.s.

1€[m]
E(S.|Z) =Y E(Xi|Z)=) X;+ >  E(X;) =5
i€n] 1€[m] i€[m+1,n]

Da o(S,,) C %, folgt mit Satz §07.06 (ii) auch P-f.s.

E(Su|o(Sm)) = E(E(Sh

Z)

m

U(Sm)) = [E(Sm|0(Sm)) =5,,. O

§07.15 Satz. Sei (S, X) eine Zufallsvariable auf (), o/ ,P) mit Werten in (S X X, & Z"). Existiert
eine reguliire Festlegung P*S der bedingten Verteilung von X bei gegebenen S, so sind die
folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) X und S sind unabhdingig, kurz X 11.S, unter P.
(ii) Es gibt eine Festlegung P*° die unabhdingig von S ist.
(iii) PY¥ =PX  PS5-Aflii.
In dem Fall X 11.S unter P gibt es fiir jedes g : (Sx X, S QX)) — (T,.7) eine P°-Nullmenge
N derart, dass Po5Y15=2(C') = P/eX5=(C") fiir alle C €  und s € N° gilt.
§07.16 Beweis von Satz §07.15. (1)< (ii)<>(iii) Ubung, Zusatz Witting [1985, Satz 1.129, S.130] O
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§07|02 Bedingte Dichten

§07.17 Vorbemerkung. Eine explizite Darstellung einer regulidren Festlegung der bedingten Verteilung
PXIS von X bei gegebenem S, und somit eine Moglichkeit des Nachweises der Existenz, konnen
wir angeben, wenn die gemeinsame Verteilung eine Dichte beziiglich eines ProduktmalBes o-
endlicher Mafle besitzt. Wir bezeichnen weiterhin mit D, := {x € X : (s,z) € D} bzw.
fo(x) == f(s,x) den s-Schnitt von D C 8§ x X bzw. f : S x X — R, jeweils bei gegebenem
s€eS. O

§07.18 Definition. Seien (S, X) eine Zufallsvariable auf (€2, o7, P) mit Werten in (S x X',.¥ ® Z)
und P®Y <« v @ p mit v ® p-Dichte £ € (. @ 27)" fiir o-endliche MaBe p € M. (27) und
v € M. (). Weiter bezeichne ¥ € 2" und ¥ € .#" Festlegungen der Randdichten (bzgl.
pbzw. v), d.h. £5(s) = [(FE9) dp = p((FS9)5) v-fii und () = v((f*9)*) p-fii.. Die
S @ X -R*- bzw. 2 -R*-messbaren Abbildungen

= (ﬂ:(axvﬂrs)]l{fsemt} + ﬂ:X]l{th:O} S X A — R mit
&9 (s, x)

(S,l’) — _ﬂ:X|S:s(x) = —ﬂ_:s(s) ]l{fs(s)e[R{t‘

) + fX(x)]l{ﬁs(s)zo} (07.01)
und f*15=* : X — R* heiBen reguliire Festlegungen der bedingten ji-Dichte von X bei gegebe-
nem S bzw. S = s. O

§07.19 Satz. Unter den Annahmen von Definition $07.18 gilt
(i) Es gibt reguliire Festlegungen P*® und P von X bzw. (S, X) bei gegebenem S. Diese
lassen sich explizit angeben und zwar bei festem s € S mit PX15=* = tXI5=*1, € W(2") und

PENIS= € W(s @ 27) mit D — PEYS=(D) = p(1, £55=) = [, £¥=dp.
(i) Fiir jede Funktion h € (.7 @ ), fiir die X (h) = E(h(S, X)) existiert, gilt
PEI=(h) = u(h 455 = £¥15=u(h,) fiirP°-fa.s € S,
sowie fiirall A € 2" und B € .7 gilt

PO (hl,,,) = y(]leSﬂj’(S’X)'S(]lAh)) _ / 1 (LaREX57) €5 (s)w (ds).
B

§07.20 Beweis von Satz §07.19. In der Vorlesung. O

§07.21 Bemerkung. Die in der Definition §05.04 (a) und (b) eingefiihrten Begriffe konnen wir nun
in den allgemeineren Ansatz einbetten. Dazu sei (S5, X) eine Zufallsvariable mit gemeinsamer
Verteilung P auf (S x X,.¥ @ Z).

(i) Seien S x X abzihlbar, also (S, X) diskret-verteilt, wie in Definition §05.04 (a). Fiir jedes
s € S bezeichnen wir die Zihldichte p** : 2% — [0, 1] (bzgl. des ZéhlmaBes (,) mit

s pYIs=(z) = p(s,x)
p*(s)

Ziihldichte von X bei gegebenem S = s. Dann ist (s, A) — PY5=*( A) ein Markovkern von

(S8,2%) nach (X,2%), der (bE1), also PXI5(A) : 25 — [0, 1], als auch die Bedingung (bE2)

erfiillt. In der Tat, fiir jedes A € 2% und jedes B € 2° gilt

PO (1,(X)1(S)) = 3 1(s) 3 Lulw)pt Oz, 5)

SES reX

]l{ps(s)em} + px(x)]l{ps(s):o} als reguldire Festlegung der bedingten
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(ii) Seien (S, X) stetig-verteilt mit Werten in (R™+" 2™, wie in Definition §05.04 (b). Fiir
jedes s € R™ bezeichnen wir die Dichte £¥=* € (%")" (bzgl. des Lebesgue-MaBes \')
mit z — 7 (z) = _f(S;:((;)’z) {rs()ems

dingten Lebesgue-Dichte von X bei gegebenem S = s. Dann ist (s, A) — PX*=*(A) ein

Markovkern von (R™, 2" nach (R", %"), der (bEl), also P¥I¥(A) € (#™)", als auch die

Bedingung (bE2) erfiillt. In der Tat, fiir jedes A € %" und jedes B € A™ gilt

! + fx(x)ﬂ{w(s):o} als reguliire Festlegung der be-

P (1, (X)1,(S)) = / 1,9 / L) s, a)dnds
_ / Ly (s)F5 (s)P¥5=(A)ds = E*(P¥S(A)1,).

§07.22 Korollar. Unter den Annahmen von Definition §07.18 sind X und S genau dann unabhdngig,
kurz X 1LS, unter P, wenn X5 = % PS-f.ii. gilt.
§07.23 Beweis von Korollar §07.22. Die Behauptung folgt direkt aus den Sétze §07.11 und §07.19. ©

§07.24 Beispiel.
(a) Unter Verwendung von Korollar §07.22 sind im Beispiel §05.06 (a) X und S somit nicht
unabhingig, da zum Bsp. p**=? # p* mit P¥({2}) = p®(2) = 1/36 > 0 gilt. Andererseits
im Beispiel §05.06 (b) sind X und S unabhingig, d.h. p** = p* gilt P*-f.s., genau dann,
wenn X xg = 0 gilt, also wenn X und .S unkorreliert sind.

(b) Fir a € R}, seien X ~ Exp, und Y ~ Exp, unabhéngig. Dann sind X und S = X +Y
abhingig, und es gilt P**=" = Uy fiir A\-f.a. s € R*. Dagegen sind W := X/(X +Y)
und S unabhingig, und es gilt P"¥ = U ;) A-f.ii.. (Ubung.) O

§07|03 Beste Vorhersage

§07.25 Vorbemerkung. Sei (H, (-, -)y) ein Hilbertraum versehen mit der induzierten Norm ||-||y und
U ein abgeschlossener linearer Unterraum von H. Fiir jedes Element i/ € H existiert dann ein
eindeutig bestimmtes Element u;, € U mit ||h — up||w = inf,cy||h — u||y. Die Abbildung IIy, :

H — U mit h — Iy(h) = uy heiBt orthogonale Projektion. Bezeichnen wir mit Ut das
orthogonale Komplement von U in H, so gilt fiir alle i, g € H:

(1) Hy oy = Iy, (Projektion)
(i) h — Iy(h) € UL, (orthogonal)

(ili) h = My(h) + (h — Hy(h)) die eindeutig bestimmte Zerlegung von A in eine orthogonale
direkte Summe von Elementen aus U und U+,

(iv) IIy ist linear und selbst-adjungiert, also (IIy;(h), ¢)u = (h, u(g))u. O

§07.26 Eigenschaft. Fiir jede Teil-o-Algebra F C o ist (% ,P) ein abgeschlossener linearer Un-
terraum von 2t ,P). O

§07.27 Lemma. Sei ¥ C < eine Teil-o-Algebra und E ( . |ﬁ ) eine Festlegung der bedingten Erwar-
tung. Dann ist E( « |7 ) : L(o,P) — Z(F,P) eine orthogonale Projektion, also fiir alle
X e 4(d,P)undY € L(F,P) gilt

IX = Y% =E(X - Y[") > E(IX - E(X|7)]") = | X — E(X|7)|%,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn Y = [E (X‘ﬂ’) P-f.s..
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§07.28 Beweis von Lemma §07.27. Ubung O

§07.29 Anmerkung. Fiir jede Statistik S : (Q, &) — (S,.%) und Z = o(S5) ist E(X|0(5)) = ¢(5)
nach Lemma §07.27 in Z(o(S),P) die beste Vorhersage von X, da fiir alle h € Z(v,p%)
gilt E|X — E(X|0(5))|" < E|[X — n(S)|". Nach Eigenschaft A04.12 ist Z* = E(X) +
Cov(X, S)(Cov(S))"(S—E(S)) fiir Zufallsvektoren X und S in .% die beste lineare Vorhersage
von X durch S'ist, also fiir alle A und b gilt E |X—Z* 2 < E(X—(AS+D) ‘2 (Definition A04.10).
Offensichtlich ist eine beste Vorhersage, die auch linear ist, eine beste lineare Vorhersage, aber
die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. O

§07.30 Beispiel.

(a) Seien X und S wie in Beispiel §05.06 (b) gemeinsam normal-verteilt. Dann stimmt die
beste Vorhersage E (X |0(5)) = p1x +ExsE5' (S — ps) mit der besten linearen Vorhersage
in Eigenschaft A04.12 tiberein.

(b) Seien U und S unabhiingig und identisch N g 1)-verteilt, und X := S 2+ S + U. Dann ist
fiir die beste Vorhersage E (X }U(S )) = S? + S (benutze Beispiel §07.14 (a)) der mittlere

quadratische Vorhersagefehler E|X — E(X|o(S5)) !2 = E(U)? = 1. Die beste lineare Vor-
hersage von X durch S ist in diesem Fall Z* = S 4 1, da Cov(X,S5) = 1, E(X) = 1,
Var(S) = 1 und E(S) = 0 ist. Damit gilt E|X — Z*|” = E(5%) + E(U2) — 2E(5?) + 1 =
3>1=E|X —E(X]|a(5))]". 0

§07.31 Lemma. Sei p € [1,00], # C & eine Teil-o-Algebra und E( o L@) eine Festlegung der
bedingten Erwartung. Dann ist die lineare Abbildung [E( . ‘ff) D ZL(d,P) — ZL(F,P) eine
Kontraktion, also ||E (X |ﬁ ).z < || X||.%, und damit beschrinkt und stetig. Folglich fiir jede in
L (o ,P) konvergente Folge (X )nen ist (E (any))neN ebenso in Z(7,P) konvergent.

§07.32 Beweis von Lemma §07.31. In der Vorlesung. O

§07.33 Erinnerung. Eine Familie (X;);cz von Zufallsvariablen in .Z/(.<7, P) mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge Z, fiir die gilt

inf { sup IP(\XA]I{‘XA%}) ca € R*} =0.
i€l

heilt gleichgradig integrierbar (Definition §02.37). O

§07.34 Lemma. Fiir beliebige nicht-leere Indexmengen T und J seien (X;);cz eine gleichgradig in-
tegrierbare Familie von Zufallsvariablen in £(o/ ,P) und (F ;);eg eine Familie von Teil-o-
Algebren von <7. Dann ist die Familie ([E (XZ- ‘ ﬁj) ) ieT.ied gleichgradig integrierbarin £ (<, P).
Insbesondere fiir X € L(</,P) und J = {F : Fist Teil-o-Algebra von < } ist die Familie
([E (X‘ﬂ))yej in L (o, P) gleichgradig integrierbar.

§07.35 Beweis von Lemma §07.34. Klenke [2020, Korollar 8.22 , S.199] O

§08 Bayes-Ansatz

§08.01 Vorbemerkung. Betrachten wir ein statistisches Experiment (X', 2", B), so gilt definitionsge-
mib B € W(Z") fur jedes § € ©. Nehmen wir zusitzlich an, dass (©,.7) ein messbarer Raum
ist, und dass fiir jedes F' € 2" die Abbildung P(F) : © — [0,1] mit 0 — B(F) T -PByy-
messbar ist, so sind die beiden Bedingungen (Mk1) und (Mk2) (vgl. Erinnerung §06.06) eines
Markovkernes von (©,.7) nach (X, 2") erfiillt, den wir mit [? bezeichnen. O
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§08.02 Definition. Es seien (X', 2", B) ein statistisches Experiment, (0, .7 ) ein messbarer Raum und
R mit (6, F') — B(F) ein Markovkern von (0, .7 ) nach (X, 2"). Sei 9 eine (O, .7 )-wertige
Zufallsvariable, so dass die Parameter § € O als Realisierung von 9 aufgefasst werden konnen.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P? € WW(7) von ¢ auf dem messbaren Raum (O, .7) wird a-
priori Verteilung des Parameters @ genannt und wir bezeichnen mit E’ die Erwartung beziiglich
P?. O

§08.03 Erinnerung. Ein Markovkern P von (0, .7) nach (X, 2") und eine a-priori Verteilung P’ €
W(7) bestimmen eindeutig (vgl. Lemma §04.56) die gemeinsame Verteilung P = PP OR €
W(7 @ 2°) auf dem messbaren Raum (O x X', .7 ® Z"), wobei firalle B € .7 und alle A € 2

PON(B x A) = P 0 B(B x A) = P?(1L,B(A)) = / R(A)P? (df)

gilt. Die durch P®) auf (X, 2 ) induzierte Randverteilung P* := PP? von X ist gegeben
durch P¥(A) = PP?(A) = P*(R(A)) = [R(A)dP? = [R(A)P’(dY) firalle A € 2" (vgl.
Schreibweise §06.07). O

§08.04 Definition. Seien (X', 2", B) ein statistisches Experiment, (O, .7 ) ein messbarer Raum, (9, X)
eine (O x X,.7 @ 2 )-wertige Zufallsvariable, P” eine a-priori Verteilung von 9 auf (©,.7),
R mit (0, F') — B(F) ein Markovkern von (0, .7) nach (X', 2"). Die gemeinsame Verteilung
PP = P? © B von (¥, X) ist durch die regulire bedingte Verteilung P*” := B von X
bei gegebenem ¥ sowie P? festgelegt. Eine reguldre Festlegung der bedingten Verteilung
von 9 bei gegebenem X, falls sie existiert, heillt a-posteriori Verteilung des zufilligen Parame-

ters 1. Entsprechend wird eine regulire Festlegung der bedingten Erwartung von ¥ bei
gegebenem X, falls sie existiert, a-posteriori Erwartung des zufilligen Parameters ¥ genannt.
Besitzt fiir ein € X die a-posteriori Verteilung P?*=* ein endliches erstes absolutes Moment,
so wird E”"77(9) := E"" 7 (ide) = P *(id,) = [, OP?¥=*(d6) a-posteriori Erwartungswert
des zufilligen Parameters 19 bei gegebenem X = z genannt. Existiert ein endliches erstes abso-
lutes Moment fiir alle 2 € X so heifit die (messbare) Abbildung [N mit z — E** (1)
a-posteriori Erwartungswert des zufilligen Parameters 9 bei gegebenem X. m

§08.05 Schreibweise. Seien (X', 2, R) ein statistisches Experiment, B eine beziiglich eines o-endlichen
MaBes i1 € M (2°) dominierte Verteilungsfamilie (2 < p fiir alle € ©) mit entsprechenden -
Dichten (f,)pco und (0, .7 ) ein messbarer Raum. Fordern wir zusitzlich, dass f, : © x & — R*
mit (0,z) — f,(z) eine (7 ® 2 )-% -messbare Funktion ist, dann ist mit Fubini P mit
(0,F) = B(F) = p(1:f,) = [.f,du ein Markovkern von (©,.7) nach (X, 2"). In dieser
Situation bezeichnen wir f, als (;.-) Dichte des Markovkernes I? beziiglich des dominierenden
MafBes 1. Betrachte eine (© x X,.7 @ £ )-wertigen Zufallsvariable (1, X). Die a-priori Ver-
teilung P? besitze eine v-Dichte f? beziiglich eines dominierenden MaBies v € M (7). Die ge-
meinsame Verteilung P = P? © P*"”, die durch die regulire bedingte Verteilung P*? := P
und P? festgelegt sei, ist dann dominiert durch das Produktmal v ® u, besitzt die v © ji-Dichte
6, : (0,2) — ﬁﬂ(e)@(m) und 7 i= Plgg, € 27 mit z — F5(z) = v(f(2)f?) =
J () dv = [, ,(x)F°(0)v(dP), ist eine ;i-Dichte der Randverteilung P~ = BPP? von X. Die
Abblldung

X X © = R mit

. fi,(2)F°(6)
(z,0) — F2X=(9) = fx—(a:)]l{fwem + fﬂ(@)l{m):o} (08.01)
ist dann eine (2" ® 7 )-8 -messbare Funktion und eine v-Dichte des Markovkernes P” von
(X, 2" ) nach (©,.7) mit (z, B) — P?*="(B) := v(1,F°%=") (vgl. Satz §07.19 (i)). O
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§08.06 Korollar. Seien (X, 2", B) ein statistisches Experiment, (0, .7 ) ein messbarer Raum und P
ein Markovkern von (0, .7 ) nach (X, Z") mit Dichte f, beziiglich eines dominierenden Mafies
. Betrachte eine (X x ©, 2" ® T )-wertigen Zufallsvariable (X ,9). Die a-priori Verteilung P°
besitze eine v-Dichte t° beziiglich eines o-endlichen Mafies v € M (7) und P*? .= P° © P
sei die gemeinsame Verteilung von (X, V). Der Markovkern P°X von (X, Z") nach (©, 7 ) mit
v-Dichte t°* gegeben in (08.01) ist dann eine reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von
Y bei gegebenem X, also eine a-posteriori Verteilung.

§08.07 Beweis von Korollar §08.06. Folgt direkt aus Satz §07.19 (). O
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Stochastische Prozesse und Stoppzeiten

8§09 Stochastischer Prozess und Filtration

Im Folgenden sei (€2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, 2") ein Messraum und T eine
nicht-leere Indexmenge.

§09.01 Definition. Ein Familie (X;);cr von Zufallsvariablen auf (§2,.e/,P) mit Werten in (X', 2")
heiBt stochastischer Prozess mit Zeitbereich T und Zustandsraum X'. (X;);er wird stochasti-
scher Prozess in diskreter (oder Zeitreihe) bzw. stetiger Zeit genannt, wenn T € {N,Ng, Z}
bzw. (a,b) C T C R fiira,b € R mita < b ist. Fiir festes w € ) wird die Abbildung ¢ — X;(w)
Pfad, Trajektorie bzw. Realisierung von (X;),c1 genannt. O

§09.02 Beispiel. Sei (Y;);en eine Folge von unabhingigen und identisch-verteilten (u.i.v.) Rademacher-
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, P), d.h. Y; ist {—1, 1}-wertig mit
PY1 = —1) = 1/2 = P(Y1 = 1). Setze X := Ound X, := >, Y] firn € N. Der
stochastischer Prozess in diskreter Zeit (X, ),ecn, mit Zustandsraum (Z, 2%) wird symmetrische
einfache Irrfahrt auf Z genannt. i

§09.03 Bemerkung. Da wir uns fiir das Verhalten der zufdlligen Funktion t — X, und nicht einer ein-
zelnen Zufallsvariable X, interessieren, fassen wir X = (X}t als Zufallsvariable mit Werten
im Produktraum (X', 2°") auf (vgl. Definition §04.02). Dann ist die Abbildung X : Q — X"
mit w — X(w) = (Xy(w))er -2 -messbar. Wir bezeichnen wie bisher mit ** := P o X!
die Verteilung von X, d.h. das BildmaBl von P unter X auf (X A T). Die uns im Folgenden
interessierenden Fragen werden nur von dieser Verteilung abhiingen, also ist es keine Einschrin-
kung, wenn wir annehmen, dass (X L T, P¥) der zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum
ist und dass die Komponenten X; des Prozesses gerade den Koordinatenabbildungen IT,,, ent-
sprechen (vgl. Erinnerung §04.01 und Schreibweise §04.30). Falls X ndmlich ein stochastischer
Prozess auf einem abstrakten Wahrscheinlichkeitsraum (2, <7, P) ist, so bilden die Projektio-
nen [, : . " — X einen auf (X AN 2 ) definierten Prozess, der die selbe Verteilung wie
X besitzt. Die Beschreibung der Verteilung eines stochastischen Prozesses ist hidufig kompli-
ziert und im Allgemeine nicht durch eine explizite Formel gegeben. Deshalb, sind wir an ihrer
Charakterisierung mit Hilfe der Verteilung der einzelnen Zufallsvariablen X, interessiert. 0

$09.04 Definition. Sei X = (X,).cr ein stochastischer Prozess mit Verteilung P* auf (X', 2""). Fiir
jedes endliches 7 C T sei B* := P* o [I,' die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen
(Xt)tes = II, o X. Die Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien {B*, 7 C T endlich} heif3t
Familie der endlichdimensionalen Verteilungen von P~ m

§09.05 Bemerkung. Sei P* die Verteilung eines stochastischen Prozesses X auf (X T7 Z T) dann ist
die Familie der endlich dimensionalen Verteilungen {B*, 7 C T endlich} eine projektive Fa-
milie (vgl. Definition §04.31). In der Tat fiir alle 7 C K C T endlich gilt B* = P¥ o H;l =
P o (I oll,) ' = P¥oll' o (Il;)"! = P¥ o (II;) ' Andererseits, unter Verwendung des
Kolmogorov’schen Erweiterungssatzes §04.32 bestimmt die Familie der endlich dimensionalen
Verteilungen eindeutig das Wahrscheinlichkeitsmaf3 B*, wenn X’ ein polnischer Raum versehen
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mit der Borel-o-Algebra 2 = A, ist. O

§09.06 Definition. Stochastische Prozesse X und Y auf (€2, o7, P) mit Zeitbereich T heifien
ununterscheidbar, wennes N € o gibt mit P(N) = 0 und {Xt #+ Y}} C N fiirjedest € T,
Modifikationen (oder Versionen) voneiander, falls fiir jedes ¢ € T gilt X, = Y, P-fs.. O

§09.07 Bemerkung.
(i) Offenbar sind ununterscheidbare Prozesse auch Versionen voneinander. Die Umkehrung gilt
im Allgemeinen nicht.

(i1) Sind X und Y Modifikationen voneinander, dann besitzen X und Y die selben endlich-
dimensionalen Verteilungen.

(i11) Seien X und Y Modifikationen voneinander. Ist der Zeitbereich T abzihlbar, dann sind
X und Y ununterscheidbar. In der Tat setzen wir V; := {Xt #+ Yt} firt € Tund N :=
Uren /Ny, wobei nach Voraussetzung gilt P(V;) = 0 fiir jedes ¢t € T. Ist T abzihlbar, so ist
N € o/ messbarund P(N) < ),y P(IVy) = 0. O

§09.08 Definition. Ein stochastischer Prozess X mit Zeitbereich T C R und Zustandsraum X heif3t

reellwertig (numerisch, positiv reellwertig, usw.), falls ¥ = R (X = R, X = R*, usw.),

Prozess mit unabhdngigen Zuwdchsen, wenn X reellwertig ist und fiir jedes n € N, ¢ty € T und
allet; € T\ (—oo,t;_1], j € [n], gilt 1L, (X, — X;,_,) (unabhéngig),

Gauf3’scher Prozess, wenn X reellwertig ist und fiir jedes n € N, und alle t; € T, j € [n],
besitzt (th) je[n) €ine multivariate Normalverteilung (vgl. Definition A05.02),

integrierbar (bzw. .Z-integrierbar), wenn X numerisch ist und P(|X;|) € R' (bzw. X; €
Z(P)) fiir jedes t € T gilt.

Sei nun zusitzlich T C R abgeschlossen unter Addition (z.Bsp T = N). Definiere fiir s € T den

Shift (-Operator) 9, : X' — X" mit 2 = (z)ser — 0,(2) := (Z44s)ser. Dann heibt X

stationdir, falls P* = P*X) fiir jedes s € T,

Prozess mit stationdiren Zuwdichsen, wenn X reellwertig ist und P%X):+=%&)r — PXetr=Xr fijr
allet,s,r € T.(Ist0 € T, so geniigt es » = 0 zu betrachten.) O

§09.09 Beispiel.
(a) Sind Xy, t € T, u.i.v. Zufallsvariablen, dann ist (X;):c7 stationr.
(b) Sei X = (X.).cz reellwertig und stationir, und seien £ € Nund ¢; € R, i € [0, k. Dann
definiert Y, := Zie[[o,k]] ¢; X ,_; einen stationdren Prozess Y = (Y,).cz. Gilt zusitzlich ¢; €
R*, i € [0,k] und } ;o4 i = 1, so wird Y das gleitende Mittel von X (mit Gewichten

(¢i)ic[o,k]) genannt. O

§10 Adaptierte stochastische Prozesse und Stoppzeiten

Im Folgenden sei der Zeitbereich T C R eine Teilmenge der reellen Zahlen und X = (X;);ct ein
stochastischer Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, °) mit Zustandsraum (X', Z")
und BildwahrscheinlichkeitsmaB P~ auf (X', 2°").

§10.01 Definition. Eine Familie .# = (.% )t von Unter-o-Algebren mit .% C o fiir jedes t € T,
heiit Filtration, wenn % C 7 fiir alle s,t € T mit s < t. In diesem Fall wird (2, &, P, %)
filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum genannt. m
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§10.02 Definition. Ein stochastischer Prozess X = (X;);e1 heiit adaptiert an die Filtration .# =
(% )iet, wenn X beziiglich .% messbar ist firjedes t € T.Gilt % = g(X) := 0(X,,s € T,s < t)
fiir alle ¢t € T, so nennen wir .% = o(X) die von X erzeugte oder natiirliche Filtration. Wir de-
finieren weiterhin .7, ;, := \/,.¢ & als auch 0,,,,(X) := 0(X,,s € T). O

sup{T}

§10.03 Bemerkung. FEin stochastischer Prozess ist stets an seine erzeugte Filtration adaptiert. Die er-
zeugte Filtration ist die kleinste Filtration, an die ein Prozess adaptiert ist. Wir schreiben kurz,
o(X)C Z#,wenng(X)C % firallet € T gilt. O

§10.04 Beispiel. Seien Y = (Y},),en reelle Zufallsvariablen, o(Y) = (0,(Y) = o(Y;,j € [n]))nen die
von Y erzeugte Filtration, sowie X = (X, := > . il Y;)nen. Dannist X an o(Y') adaptiert, d.h.
o(X) C o(Y). Offenbar ist (Y;),c[,) auch messbar beziiglich 0,(X) = o(X;, j € [n]), also auch
o(Y) C o(X), und daher gilt o(Y) = o(X). Seinun Z, := 311 La:(Y;). Dann ist Z,, an o(Y')
adaptiert, jedoch ist im Allgemeinen (%) ; o(Y). O

§10.05 Definition. Sei T € {No, N}. Ein stochastischer Prozess X = (X,,)et heit vorhersagbar
(oder previsibel) beziiglich der Filtration .# = (% ),en,, wenn X, konstant ist (sofern 0 € T ist)

n

und fiir jedes n € N ist X, .% ,-messbar. Ein numerischer Prozess X auf ({2, &7, P, .%) wird
wachsend genannt, wenn er .% -vorhersagbar ist und X,, < X, P-f.s. gilt fiir jedes n € N. Ist
— X wachsend, so heilt X fallend. O

§10.06 Definition. Eine 7 -%-messbare Zufallsvariable 7 mit Werten in T U {sup{T}} = T C R
heilt Stoppzeit beziiglich der Filtration .7, kurz (% -)Stoppzeit, wenn fiir jedes ¢t € T gilt, dass
{7’ < t} € %, d.h. der Prozess (1, ):cr ist an .# adaptiert. |

§10.07 Bemerkung. Fiir alle t € T gilt offensichtlich {7 > ¢t} = {7 <t¢}" € .Z. Auf dem Ereignis
{T < t} ist die Stoppzeit bis zum Zeitplunkt ¢ schon eingetreten, und im Gegensatz dazu auf
dem Ereignis {7’ > t} wird sie erst noch eintreten Daes (t,)neny aus T mit ¢, T ¢ := sup{T}
gibt, gilt auch {7‘ €T} = Upen{r <tn} € Z,,. ImFall ¢ ¢ T gilt somit auch {7 =1} =
{r € T} € Z,,,, Insbesondere ist damit 7 auch .Z, ,,-%-messbar. O

sup{T}

§10.08 Lemma. Sei T abzihlbar. Dann ist T genau dann eine ¥ -Stoppzeit, wenn {7' = t} € % fiir
jedest € T gilt.
$10.09 Beweis von Lemma §10.08. Ubung. O

§10.10 Beispiel.
(a) Seit, € T, dannist 7 = t, (konstant) eine Stoppzeit Da fiir alle t € T entweder {7 <t} =
) €.Z imFallt <t,oder {r <t} =Q € .Z imFallt, < tgilt.

(b) Sei X = (X,,)nen, €in stochastischer Prozess mit Zustandsraum (X', Z"), der an die Filtra-
tion .% adaptiert ist. Fir B € 2" betrachten wir den Zeitpunkt (Treffzeit / hitting time), zu
dem X erstmals in B ist, d.h. fiir w € Q)

() = min{n € No : X,,(w) € B}, fallsw € e, X5 ' (B),
P o0, sonst.

Dann ist 7, eine Stoppzeit beziiglich .#, wobei 7, = oo und 7, = 0. O

§10.11 Lemma. Seien T und o Stoppzeiten. Dann gilt:
(1) 7 Vo und T N\ o sind Stoppzeiten.
Sei zusdtzlich T C R* abgeschlossen unter Addition.
(i1) Dann ist auch T + o eine Stoppzeit.
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(ii1) Ist s € RY, dann ist T + s eine Stoppzeit, jedoch im Allgemeinen nicht T — s.
§10.12 Beweis von Lemma §10.11. Ubung. 0

§10.13 Bemerkung. Die Eigenschaften (i) und (iii) erwarten wir von Stoppzeiten. Fiir (iii) ist zu be-
achten, dass 7 — s um s Zeiteinheiten in die Zukunft blickt (denn, {7 — s < t} € .%,,), wihrend
T 4+ s um s Zeiteinheiten in die Vergangenheit schaut. Stoppzeiten ist aber nur der Blick in die
Vergangenheit erlaubt. O

§10.14 Beispiel (§/0.10 (b) fortgesetzt). Fiir By, By € 2 betrachte die Treffzeiten 7, and 7,,. Gilt By C
By, dann ist 7;, > 7;,. Insbesondere, gilt damit 7, A 7, = 705, UNd T, 05, = T, V T, O

§10.15 Definition. Sei 7 eine Stoppzeit auf (2, /) beziiglich der Filtration .% . Dann heift

F={AeZ,, An{r <t} € Z firjedest € T}

sup{T} -
die o-Algebra der T-Vergangenheit. O

§10.16 Bemerkung. Offensichtlicht ist % C .Z ., komplementstabil und o-U- stabil und es gilt ) €
%, sodass .Z eine o-Algebra ist. Da {7 < sup{T}} = Q gilt fiir alle A € .%,_,, automatisch
An{r <sup{T}} = A € Q%upm, und somit auch die nur scheinbar stirke Bedingung . =
{4 € Jbupm AN{r <t} € Z fiirjedest € T}. Weiterhin gilt {7 € T} € .Z, da nimlich
{reT}e .2, (val Bemerkung §10.07)und {7 € T} N {7 <t} = {r <t} € .Z fiir jedes
teT. IstT 1nsbesondere abzdhlbar, dann ist die o-Algebra der 7-Vergangenheit auch gegeben
durch Z ={A € Z,,, An{r =t} € Z firjedest € T}. O
§10.17 Beispiel. Fiir eine konstante Stoppzeit 7 = t, mitt, € T gilt & = .Z. In der Tat, es gilt

F = FNn{r<t, } C .Z. Andererseits, sei A € .Z undt € T.Istt > t,, dann gilt AN

<

{7’ t} Ae Z CZ ,undfurt<tlstAﬂ{T th=0e . AlsoAE 7 und somit

auch #Z C 7. O
§10.18 Lemma. Sind 7 und o .7 -Stoppzeiten, so gilt: (i) Z N {J < 7'} CZ, =ZNZ, ()T ist
gf-messbar, (i) & = 7 auf{T = t}, d.h. 7 N {T = t} =N {T = } fiir allet €T, und
(iv) Z,, = % V Z%. Insbesondere, folgt aus (i), dass {a < 7'} € ZNZ und & = F auf
{o = 7'} sowie fiir o < 7 auch % C .%.
§10.19 Beweis von Lemma §10.18. In der Vorlesung. O

§10.20 Definition. Fiir eine Stoppzeit 7 und einen Prozess X = (X});cr auf (£2,.o7) definieren wir
X, QD {r €T} = X mit X;(w) := X;()(w) firallew € {7 € T} oder dquivalent dazu
X, = Xtauf{T:t} firallet € T . O

§10.21 Bemerkung. Zur Erinnerung eine Funktion 4 : 2 D B — X mit B € &/ heifit &/ -2 messbar,
wenn h~1(27) C & gilt (vgl. Definition §04.41). Ist T nun abzihlbar und 7 eine .% -Stoppzeit,
soist f : Q@ D {reT} — X eine Z-2 -messbare Funktion, wenn fiir alle ¢ € T, die
Einschrinkung von f auf {7' =t} eine .% - 2 -messbare Funktion ist, d.h. { f E B}ﬂ{r =t} =

fYB)N {7' =t} € Z fir Jedes B € Z . In der Tat gilt dann auch f~'(B) N {7 <t} =

User. S<tf )N {T = s} € % fir jedes B € 2 und jedes t € T. Nach Deﬁnmon §10.15

gilt somit f~ ( ) C .% oder mit anderen Worten f ist .% -.Z -messbar. O
§10.22 Lemma. Sei T abziihlbar, X adaptiert und T eine Stoppzeit. Dann ist X, % -2 -messbar.
§10.23 Beweis von Lemma §10.22. In der Vorlesung. O
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§10.24 Bemerkung. Fiir iiberabzihlbares T und festes w ist die Abbildung T — X mit ¢t — X;(w) im
Allgemeinen nicht messbar, also ist auch die Zusammensetzung X, nicht immer messbar. Unter
zusitzlichen Annahmen an die Regularitit der Pfade ¢ — X;(w) wie zum Beispiel Rechtsste-

tigkeit kann die Messbarkeit der Zusammensetzung X, gewihrleistet werden (siehe Kallenberg
[2002, Lemma 7.5, S.122)). )

§10.25 Korollar. Sei T abzdhlbar, X adaptiert und (7,)ict eine isotone Familie endlichen Stoppzeiten,
d.h. 7 <7, € R fiir alle s,t € T mitt < s. Der Prozess (X )iet ist adaptiert an die Filtration
(F )iet. Insbesondere ist (X, n )T adaptiert an beide Filtrationen (%)t und (F )ev.

T

§10.26 Beweis von Korollar §10.25. In der Vorlesung. O

§10.27 Definition. Sei T abzédhlbar, X = (X))t -# -adaptiert und 7 eine .% -Stoppzeit. Wer definieren
den gestoppten Prozess X™ = (X| := X, a¢)ter, der an beide Filtrationen .# = (% )yt und
F' = (F" = Z,,)et adaptiert ist. O
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Im Folgenden seien stets T C R eine nichtleere Indexmenge, .# = (.% )7 eine Filtration und
(Q, o, P,.7) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir Y € o bzw. Y € Z(P) und Teil-
o-Algebra . C .o/ bezeichnet wie bisher E (Y|<5” ) sowie auch P (Y‘Y ) eine Festlegung des
bedingten Erwartungswertes von Y bei gegebenem .7 .

§11 Positive (Super-)Martingale

§11.01 Definition. Ein positiver (numerischer) adaptierter stochastischer Prozess X = (X)) 7 auf
einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, P, .% ) heift (beziiglich .%)

positives Supermartingal, wenn X, > E (Xt ,95) P-f.s. fir alle s, € T mit¢ > s,

positives Martingal, wenn X, = E (Xt|ﬁ:) P-f.s. firalle s,t € T mit¢ > s.

Ein @d—wertiger adaptierter stochastischer Prozess X = ((X},..., X®))ier auf (Q, o, P, F)
heiBt positives (Super-)Martingal falls jeder Koordinatenprozess X* = (XF),ct ein positives
(Super-)Martingal ist. O

§11.02 Bemerkung.
(i) Ist X = (X})ser ein % -Supermartingal, dann gilt [E(XT‘%) > [E(Xt‘%) P-f.s. fiir alle
s,r,t € Tmits < r < ¢, und somit ist die Abbildung ¢ — E(X};) monoton fallend, und im
Fall eines Martingals konstant.

(i) Ist T € {N,Np, Z}, dann geniigt es, jeweils nur ¢ = s + 1 zu betrachten. In der Tat, fiir
jedes s € T gilt E(X,1]|Z) > E(E(Xei2|Z,)|-Z) = E(Xsi2|-Z) P-fs. unter Ver-
wendung der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung (Satz §07.06 (i1)). Somit, wenn die
definierende Ungleichung (beziehungsweise Gleichung) in einem Zeitschritt gilt, dann bei
Induktion gilt diese auch fiir all anderen Zeitschritte.

(iii) Geben wir die Filtration .%# nicht explizit an, so nehmen wir stillschweigend an, dass .7 =
o(X) die von X erzeugte Filtration ist.

(iv) Sind .# and .#° Filtrationen mit .%# C .%°, und ist X an .# adaptiert und ein posi-
tives .% °-(Super-)Martingal, dann ist X auch ein positives .% -(Super-)Martingal. In der
Tat, fiir s,t € T mit s < t und den Fall, in dem X ein .%#°-Supermartingal ist, gilt
[E(Xt|%) = [E([E (Xt}ﬁ) ﬁ) < [E(XS|%) = X, P-f.s.. Insbesondere ist ein positives
# -(Super-)Martingal X auch ein (Super-)Martingal beziiglich seiner eigenen natiirlichen
Filtration o(X). O

§11.03 Beispiel.
(a) SeiY = (V,,)nen eine Folge unabhiingiger positiver Zufallsvariablen aus 7 mit E(Y;,) = 1
fir alle n € N. Weiterhin sei .# = o(Y) die von Y erzeugte Filtration, so dass o,(Y) und
Y11 unabhéngig sind. Dann ist (X, := [[,cp, Yi)nen ein positives .7 -Martingal, denn
E(Xni1]|-Z) = E(XaYni1|Z) = XoE(Yii|Z) = XoE(Yaq1) = X, Pfs..

Wahrscheinlichkeitstheorie 1 49



Kapitel 4 Martingale §11 Positive (Super-)Martingale

(b) Sei Z € " eine positive Zufallsvariable. Dann ist (X, := [E(Z ﬁ;))neN ein positives
% -Martingal, denn E(XnH ’ﬁ) =E ([E (Z‘gﬁﬂ) 35) =E (Z L%‘) =X, P-fs.. O

§11.04 Lemma.
(i) Seien X undY positive (Super-)Martingale und a,b € R*. Dann ist aX + bY = (aX; +
bY})ier auch ein positives (Super-)Martingal.
(i1) Seien X undY positive Supermartingale. Dann ist 7 := X \Y := (X;A\Y})iet ein positives
Supermartingal.
(iii) Ist (X,)nen ein positives Supermartingal mit E(X;) > E(Xy) fiir ein k € N, dann ist
(Xn)new) ein positives Martingal. Existiert eine Teilfolge (ky,)nen aus N mit k,, 1 oo und
E(Xy,) = E(Xy), n € N, dann ist X ein positives Martingal.
(iv) Sind (X,)nen und (Yy,)nen positive Supermartingale und T eine Stoppzeit mit X, (w) >
Y, (w) fiir alle w € {T € N}. Dann ist Z := (Z,, :== X, 1.y + Y, 1,y )nen ein positives
Supermartingal.
§11.05 Beweis von Lemma §11.04. In der Vorlesung. O

§11.06 Proposition (Maximalungleichung). Sei (X,,)nen ein positives Supermartingal. Dann ist sup,,cy X,
P-f.s. endlich auf dem Ereignis {X1 € IR*} und fiir jedes a € R gilt

\0

I]:D ( sup Xn 2 a‘t%.) - [E (]l{supneN Xn>a}

neN

Z) < min(X;/a,1) P-fs..

§11.07 Beweis von Proposition §11.06. In der Vorlesung. O

§11.08 Bemerkung. Die letzte Aussage gilt weiterhin, wenn die Konstante a € R, durch eine posi-

tive .% -messbare Zufallsvariable A € ., ersetzt wird, d.h. auf dem Ereignis {A € @g} gilt
ebenfalls P sup,ey X = A|Z) < min(X;/A, 1) P-fs.. Insbesondere folgt damit:

(i) Fiir jede positive .% -messbare Zufallsvariable A € Z mit A < sup,,cy Xp, folgt 1 =
I]J’(supnEN X, = A|£€) < min (%, 1) P-f.s. auf {A € @;} und, somit A < X; P-f.s..In
anderen Worten, X is die grofite .% -messbare untere Schranke von sup,,cy Xp,.

(ii) Allgemeiner ist max,cx) Xn, & € N, die groBte .7 -messbare untere Schranke von sup,, oy Xo.
In der Tat (max,cpr) Xpn, Xpt1, Xpt2, ... ) ist ein an die Filtration (Fj4n)nen, adaptiertes
Supermartingal, und, unter Verwendung von Proposition §11.06 gilt fiir jede positive .% -
messbare Zufallsvariable A € ?;f mit A < sup,,cn Xy, dass A < max,eppy X, P-fs..

O

$11.09 Definition. Sei (x,,),cn eine Folge in R. Fiir a,b € R mit a < b definiere induktiv 7, := 1,
o =inf{fneN:n>7, ANz, <a}und7 :=inf{n € N:n > g Az, > b}, k € N (wobei
inf ) = 0o). Die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen des Intervalls [a, b] durch die Folge
(@ )nen bezeichnen wir mit 5, := sup{k € Ny : 7, € N}. O

§11.10 Bemerkung. Sei X = (X,,),en an die Filtration .# adaptiert. Dann ist 7, (und o,) definiert in
Definition §11.09 eine .7 -Stoppzeit fiir jedes & € N. In der Tat fiir jedes n € N ist {7; = n}
(und auch {O‘k = n}) ein .7 -messbares Ereignis. Insbesondere gilt auch 7, < 7., kK € N. )

n

§11.11 Lemma. Sei X = (X,,)nen eine Folge numerischer Zufallsvariablen auf Q) und a,b € R mit
a < b. Fiir jedes w € Q) bezeichne B, ,(w) die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen des
Intervalls [a,b] durch die numerische Folge (X, (w))nen. Dann ist B,y : © — Ng € R eine
0..(X )—@+—messbare Zufallsvariable.

§11.12 Beweis von Lemma §11.11. Ubung 0
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§11.13 Bemerkung. Wenn lim inf,,_, z,, < a < b < lim sup,,_,, @, gilt, so ist offensichtlich 3,;, =
oo. Andererseits aus 3,;, = oo folgt lim inf, ,, 2, < a < b < lim sup,,_,, . In anderen
Worten, die Folge (z,),en aus R ist genau dann konvergent, wenn Bap < oo fiir alle a,b € R
(oder in Q) mit a < b gilt. O

§11.14 Lemma. Eine Folge (X,,),en numerischer Zufallsvariablen konvergiert genau dann P-f.s., wenn
die Anzahl der assoziierten aufsteigenden Uberquerungen 3, , P-f.s. endlich ist fiir alle a,b € Q
mit a < b.

§11.15 Beweis von Lemma §11.14. Ubung 0

§11.16 Lemma (Dubin’sche Ungleichung). Seien (X, )nen ein positives & -Supermartingal, k € N und

a,b € R mit a < b. Fiir die Anzahl der assoziierten aufsteigenden Uberquerungen (3, gilt

P(ﬁmb > k‘gf) < (a/b)kmin <%, 1) P-fs..

Insbesondere ist damit (3, P-t.s. endlich.
§11.17 Beweis von Lemma §11.16. In der Vorlesung. O

§11.18 Bemerkung. Sei (X,).cz ein positives Supermartingal. Dann gilt auch [P’(Bal, > k;|ﬁf ) <
(a/b)k min (M, 1> P-fs..
P-fs.

§11.19 Satz. Jedes positive Supermartingal (X, )nen konvergiert P-f.s., d.h. X,, — X .. Der P-f.s.
Grenzwert X, ist insbesondere .%_-messbar und erfiillt X,, > E (Xoo ‘34;) P-f.s. fiir alle n € N.

§11.20 Beweis von Satz §11.19. In der Vorlesung. O

§11.21 Bemerkung.

(i) Da X, > E(Xw|#,) P-fs.firallen € N gilt, ist X, P-f.s. endlich auf dem Komplement
des Ereignisses (), oy {Xn = oo}. In der Tat, fiir jedes n € N ist X, P-integrierbar auf
dem Ereignis {[E (Xoo‘ﬁ) < a} fiir a € R*. X ist damit P-f.s. endlich auf dem Ereignis
{[E (Xoo 7, ) € [R+} und folglich auch auf dem Ereignis {Xn € R* }

(i) Ist (X, )nen ein integrierbares positives Supermartingal, d.h. X,, € Z(p) fur alle n € N,
dann impliziert X,, > E(X|.Z) auch X, € Z(P). Im Allgemeinen konvergiert aber ein
integrierbares positives Supermartingal nicht in .Z/(P) gegen X .

ﬂ;) P-f.s. gilt fiir alle n € N, dann

(iii) Ist (X, )nen ein positives Martingal, d.h. X,, = E (Xn+l

folgt aus Satz §11.19 X, &) Xound X, > [E(XOO ?) fiir alle n € N, wobei im Allge-
meinen die Ungleichungen nicht Gleichungen werden. Die nichste Aussage charakterisiert
eine Situation, in der dieses Phinomen nicht auftritt. O

§11.22 Proposition. Seip € [1,00). Fiir jedes Z € Z*(P) := Z(P) N ist der stochastische Prozess
(Zy = E(Z|.Z.) )nen ein positives Martingal, das P-f.s. und in £(P) gegen Zy, := [E(Z‘%o)
konvergiert.

§11.23 Beweis von Proposition §11.22. In der Vorlesung. 0

§11.24 Bemerkung.
(i) Ein positives Martingal (Z,,),en Wie in Proposition §11.22 und sein P-f.s.-Grenzwert Z,
erfilllen die Gleichung 7, = E(Zy|.%) P-fs. firallen € N, da Z, = E(Z|.Z) =
E ([E (Z‘ﬁ;) ﬁ’) =E (ZOo }%) P-f.s. unter Verwendung der Turmeigenschaft (Satz §07.06
(i1)).
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(i) Sei (X, )nen €in positives Martingal, das in Z(P) gegen X, € Z(P) konvergiert. Die
Martingalgleichung X,, = E(X,, |/ ) P-f:s. fir m € NN [n,00) und die Stetigkeit der
bedingten Erwartung auf % (P) implizieren dann zusammen X,, = E (X |Z) P-f.s. fiir alle
n € N. Folglich impliziert Proposmon §11.22, dass die Martingale der Form ([E( ))neN
mit Z € £*(P) genau die positiven in £ (P) konvergenten Martingale in £ (P) sind. Ein
positives Martingal (X,,),en Wird abschlieffbar (closable) in Z(P) genannt, wenn X €
£ (P) existiert mit X,, = E(X|.Z) P-f:s. fiiralle n € N.

(iii) Fir Z € Z(p) gilt eine zu Proposition §11.22 entsprechende Aussage unter Verwendung
der iiblichen Zerlegung Z = Z+ — Z~. O

s11.25 Korollar. Fiir jedes Z € o gilt E (Z 3‘;) Pl E (Z!gfo) auf dem Komplement des Ereignis-
ses N, {E(Z|Z) = oo}

§11.26 Beweis von Korollar §11.25. Ubung 0

§11.27 Bemerkung. In Korollar §11.25 wird nicht Integrierbarkeit vorausgesetzt. In Neveu [1975, S.
31] wird eine .%, -messbare Zufallsvariable Z konstruiert, die P-f.s. endlich ist und E Z ‘ ) =

oo P-f.s. fiir alle n € N erfiillt. In diesem Fall gilt E (Z 3{) Ps (Z}?) = Z nur auf einer
Nullmenge. O

§11.28 Erinnerung. Seien B, P € W(Q, <) WahrscheinlichkeitsmaBe auf einem Messraum (2, ),
wobel nicht notwendig ? < P gilt. Dann heif3t jede positive, numerische Funktion L & /" mit
R =LP + 1;_,R und P(L € R*) = 1 Dichtequotient von P beziiglich > (vgl. Definiti-
on §03.14). In dem speziellen Fall P <« B stimmt der Dichtequotient von P2 beziiglich P mit der
P-Dichte dR /dR von B iiberein und ist PP-bestimmt. O

§11.29 Eigenschaft. Seien P, € W(Q, ) Wahrscheinlichkeitsmafle und L. € o ein Dichtequotient
von B beziiglich B. Dann gilt defintionsgemdfp R(L) = R(L € R") € [0,1] and R(L = 00) = 0,
und somit R(L =0) =LR(L=0)+RH{L =0} n{L =o0}) =0.

R LPsJAec o :P(A) =0 (somit LR(A) = 0) und R(A) = 1 (somit R(AN{L =
wo}) = 1) & B(L = 00) = 1 B(L) = 0;

() P LR < VAc o :R(A) = 0impliziert R(A) € [0, 1) (insbesondere fiir A = {L. = o0})
S B(L=o00) € [0,1) & B(L) € (0, 1]

(i) P<P & VA€ o (A) 0 impliziert R(A) = 0 (inbesondere fiir A = {L. = c0}) <

§11.30 Lemma. Seien R, € W(Q, «7) Wahrscheinlichkeitsmaf3e und .% = (ﬁ )nen eine Filtration in
o . Fiirn € N bezeichne B,, R, € W(Q, %) die Restriktionen von B, R auf 7.

(i) Fiirn € N sei L, € Z. ein Dichtequotient von B, bezugllch > . Dann ist (L,)nen ein
positives . -Supermartingal auf dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (), o/ |R, F ).

(i) Fiirallen € Nsei R, <R, und d[g)" € Z" eine P,-Dichte von R,, wobei L, = d%u” P-f.s. fiir

alle n € N gilt. Dann ist (Ln)neN ein positives F -Martingal auf (Q, o/ | B, ,;55)

(i) SeiR <P und L = g € o/ eine P-Dichte von P. Dann gilt L, = [P’( ) R -f.s. fiir alle
n e N, sodass das positive F -Martingal (L,)nen auf (2, o7 ,R,.F ) abschliessbar ist.
§11.31 Beweis von Lemma §11.30. In der Vorlesung. O

11.32 Bemerkung. Die Folge (L,),cn der Dichtequotienten in Lemma §11.30 (i)-(iii) konvergiert
P-f.s. nach Satz §11.19. Der P-f.s.-Grenzwert L_ ist insbesondere .%_-messbar und erfiillt L, >
P (L.|Z) R-fs. fiiralle n € N. Unter Verwendung von Bemerkung §11.24 (ii) gilt fiir die Folge
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(L,)nen der Dichtequotienten in Lemma §11.30 (iii) zusitzlich L, = P (Lw‘% ) P-f.s. fiir alle
n € N. Nehmen wir zusitzlich .o/ = .%_an, so gilt L = j%ﬁ P-f.s., und somit % & %E. O

§11.33 Lemma. Seien B,B € W(Q, /) Wahrscheinlichkeitsmafle und F = (F )nen eine Filtration
mit @/ = Z_. Fiirn € N bezeichne B,,R, € W(Q,.%) die Restriktionen von B, B auf 7. Fiir
neNseilL, € %f e_in Dichtequotient von B, beziiglich B, und L, € ﬂj ihr B-f.s.-Grenzwert.
Schlieflich sei L. € o ein Dichtequotient von R beziiglich B. Dann konvergiert %([FOD + B)-f.s.
(L.)nen gegen L, d.h. L, =L 1(B + P)-fs..

§11.34 Beweis von Lemma §11.33. In der Vorlesung. O

§11.35 Satz (Kakutani Dichotomie). Seien (S, %) und (S,,#,), n € N, polnische Riume versehen mit
der entsprechenden Borel-o-Algebra. Dann gilt:

(1) Fiirn € N seien B,,R, € W(S,,8,) Wahrscheinlichkeitsmafse mit R, < B,. Bezeichne mit

By = Qen B und By = Q,,cn B, das entsprechende Produktmaf$ auf dem Produktraum

neN "0n

(S, B.) (Definition §04.34). Dann gilt entweder B, < B, oder B, L B,.

(11) Seien R, € W(S, %) Wahrscheinlichkeitsmafie mit B <> B (dquivalent). Bezeichne mit
RN = Q),,en B und PN := ), . P das entsprechende Produktmayf3 auf dem Produktraum
(X", B") (Definition §04.34). Ist R # B, dann gilt RN L PN,

§11.36 Beweis von Satz §11.35. In der Vorlesung. O

§11.37 Lemma (Optional Stopping). Fiir jedes positive .F -(Super-)Martingal (X,,)nen und fiir jede 7 -
Stoppzeit T ist der gestoppte Prozess X™ = (X7, := X, nn)nen €in positives (Super-)Martingal.
§11.38 Beweis von Lemma §11.37. Ubung 0

§11.39 Satz (Optional Sampling). Sei (X, )nen ein positives F -Supermartingal mit P-f.s.-Grenzwert
Xoo. Fiir F -Stoppzeiten 7,0 definiere X, € Z. und X, € Z, mit X. = X, auf {T = n}
und X, = X, auf {o = n} fiir alle n € N = N U {oo}. Dann gilt X, > E(X, ’Z) P-f.s. auf
dem Ereignis {7‘ < a}.

§11.40 Beweis von Satz §11.39. In der Vorlesung. O

§11.41 Bemerkung. Im Fall eines positiven Martingals (X, ),en wird in Satz §11.39 aus der Unglei-
chung X, > E (Xa }Z ) im Allgemeinen keine Gleichung. O

§12 Integrierbare (Sub-, Super-)Martingale

§12.01 Definition. Ein (.£-)integrierbarer adaptierter stochastischer Prozess X = (X;);cr auf einem
filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, o7, P, .% ) heift (beziiglich .%)
((-Z-)integrierbares) Supermartingal, wenn X, > E (Xt|§{) P-f.s. firalle s,t € T mitt > s,
((-Z- )integrierbares) Submartingal, wenn X, < E (Xt‘?) P-f.s. fiiralle s,t € T mitt > s,
((-Z-)integrierbares) Martingal, wenn X, = E (Xt‘ﬁ:) P-f.s. fiiralle s,t € T mitt > s.

Ein R%-wertiger adaptierter stochastischer Prozess X = ((X},..., X&)t auf (Q, o7, P, .F)
heiBt ((£-)integrierbares) (Sub-,Super-)Martingal falls jeder Koordinatenprozess X* = (XF);cr
ein ((.Z- )integrierbares) (Sub-,Super-)Martingal ist. O

§12.02 Lemma.

(i) Seien X undY integrierbare Submartingale. Dann ist X V'Y := (X; V Y})et ein integrier-
bares Submartingal und daher insbesondere auch X+ = (X;" )t
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(i1) Sei X ein integrierbares Martingal und f : R — R eine konvexe Funktion. Ist (A)
P(f(X:)") € R fiiralle t € T erfiillt, dann ist (f(X;))ier ein Submartingal.

(iii) Istt :=sup{T} € T, so impliziert P(f(X;)") € R schon (A).

§12.03 Beweis von Lemma §12.02. In der Vorlesung. O

§12.04 Bemerkung. Sei X ein .Z-integrierbares Martingal fiir p € [1, c0]. Da x — |z|? eine konvexe
Funktion ist, ist (| X{|?);cr ein Submartingal. O

§12.05 Satz. Sei X = (X,,)nen ein integrierbares Submartingal mit (A) sup{E(X,") : n € N} € R".
Dann existiert eine %, -messbare Zufallsvariable X o, mit P(|X|) € R" und X, Ps, Xoo. Ist

X ein integrierbares Martingal, dann sind (A) und (B) sup{|| X,,||.¢ : n € N} € R" dquivalent.
§12.06 Beweis von Satz §12.05. In der Vorlesung. O

§12.07 Bemerkung. Die Zerlegung (X,, = M,, — A, )nen eines integrierbaren Submartingals in ein po-
sitives integrierbares Martingal ()M, ),en und ein positives integrierbares Supermartingal (A, ) en,
die wir im Beweis §12.06 gezeigt haben, wird Krickeberg Zerlegung genannt. O

§12.08 Lemma.

(i) Sei (X, )nen ein integrierbares Martingal und sei T eine beschrdnkte Stoppzeit, d.h. es gibt
K € Nmit T < K. Dann gilt X, = [E(XK|£) und inbesondere E(X,) = E(X}).

(i) Sei allgemeiner X = (X,,)nen ein integrierbarer adaptierter stochastischer Prozess. X ist
genau dann integrierbares Martingal, wenn fiir jede beschrinkte Stoppzeit T gilt E(X,) =
E(Xy).

§12.09 Beweis von Lemma §12.08. In der Vorlesung. O

§12.10 Definition. Sei (X,),en, €in reellwertiger, .% -adaptierter Prozess und (H,, ) ey ein reellwerti-
ger, .7 -vorhersagbarer Prozess (Definition §10.05). Wir definieren den .% -adaptierten Prozess
HeX = ((HeX)n)nen, durch (H ¢ X)g := Ound (H ¢ X), 1= >,y He(Xi — Xj—1) fir
n € N und nennen H o X das diskrete stochastische Integral von H beziiglich X. Ist X ein
Martingal, so wird H e X Martingaltransformierte von X genannt. m

§12.11 Beispiel. Sei X = (X, )nen, ein (moglicherweise unfaires) Spiel, wobei X,, — X,,_; den Spiel-
gewinn pro Spiel in der n-ten Runde bezeichnet. Wir interpretieren /,, als die Anzahl Spiel-
scheine, die fiir das n-te Spiel eingesetzt werden und verstehen H als eine Spielstrategie. Of-
fenbar, muss der Wert von H,, zum Zeitpunkt n — 1 bestimmt werden, also bevor das Ergeb-
nis von X,, bekannt ist. In anderen Worten, H muss vorhersagbar sein. Sei X nun ein faires
Spiel, also ein Martingal, und sei H lokal beschrinkt, d.h. jedes H, ist beschrinkt. Wegen
[E(Xn—‘rl - Xn‘f/:) = 0 folgt IE((H N X)?H—l %) = [E(<H ° X)n + Hn—l—l(Xn—‘rl - Xn)‘%) =
(HeX), + Hn+1[E(Xn+1 — Xn‘ﬁ;) = (H ¢ X),, und somit ist die Martingaltransformierte
H « X ebenfalls ein Martingal. Im folgenden Satz zeigen wir, dass auch die Umkehrung gilt, also
X ein Martingal ist, wenn fiir hinreichend viele vorhersagbare Prozesse das diskrete stochasti-
sche Integral ein Martingal ist. m

§12.12 Proposition. Sei X = (X, )nen, €in reellwertiger, .7 -adaptierter Prozess mit Xy € Z(P).

(1) X ist genau dann ein integrierbares Martingal, wenn fiir jeden lokal beschrdnkten, vorher-
sagbaren Prozess H das diskrete stochastische Integral H » X ein integrierbares Martingal
ist.

(11) X is genau dann ein integrierbares Submartingal (Supermartingal), wenn H ¢ X ein Sub-
martingal (Supermartingal) ist fiir jeden lokal beschrdinkten, vorhersagbaren und positiven
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Prozess H.
§12.13 Beweis von Proposition §12.12. In der Vorlesung. O

§12.14 Bemerkung. Der vorangehende Satz sagt insbesondere, dass es keine (lokal beschrinkte) Spiel-
strategie gibt, die aus einem Martingal (oder positiven Supermartingal im Fall einer Spielstrate-
gie aus dem wahren Leben) ein Submartingal macht. Genau dies wird aber durch Aufforderungen
zum so genannten ,,Systemlotto und Ahnlichem nahe gelegt. O

§13 Regulare integrierbare Martingale

§13.01 Erinnerung.
(i) Ein integrierbares .% -Martingal (X, ),en mit (B) sup{[|X,
nach Satz §12.05 P-f.s. gegen X, € Z(Z,P).

- n e N} e R konvergiert

(i1) Sei (X, )nen ein gleichgradig integrierbar (Definition §02.37) Prozess in .£(</,P), d.h.
inf { sup,en P (| Xn|Lyx,50) : @ € R*} = 0. Nach Satz §02.41 (gl1) gilt dann auch (B).
Weiterhin konvergiert (X, )en in -Z(P) nach Satz §02.43 genau dann, wenn (X, ),en gleich-
gradig integrierbar und stochastisch konvergent ist, wobei P-f.s.-Konvergenz stochastische
Konvergenz impliziert (Lemma §02.29 (v)). |

§13.02 Satz. Fiir ein integrierbares Martingal (X,,),en auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, o7 ,P,.7) sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:
(i) Die Folge (X,,)nen konvergiert in £ (P);

(ii) Es gilt (B) sup{|| X,||¢ : n € N} € R". Der P-f.s.-Grenzwert X, = lim,,_,, X,,, der nach
Satz §12.05 in Z(P) exisitiert, erfiillt X,, = E(Xoo ﬂ;) P-f.s. fiir allen € N;

(iii) Das Martingal (X,,)nen ist abschliessbar, d.h. es gibt eine Zufallsvariable X € £ (< ,P)
mit X, = [E(X ,%7) P-f.s. fiir alle n € N;

(iv) Die Folge (X,,)nen ist gleichgradig integrierbar in £ (< ,P).

Das integrierbare Martingal (X,,),en heifst regulir wenn eine der dquivalenten Aussagen (i)-(iv)
erfiillt ist.

§13.03 Beweis von Satz §13.20. In der Vorlesung. O

§13.04 Bemerkung. Fiir ein reguléres integrierbares .% -Martingal (X, ),en existiert nach Satz §13.20
also ein X, € Z(Z,P) mit

X, 25 X und X, 29 x
Ist weiterhin X € Z(«/,P) mit X,, = [E(X‘%) P-f.s. fur alle n € N, so gilt X, = [E(X‘%)
P-f.s.. Im Allgemeinen ist nur die Zufallsvariable X, P-f.s. eindeutig, nicht aber die Zufallsva-
riable X. Fur .#, = &/ gilt jedoch X, = X P-fs.. O

§13.05 Korollar (Optional sampling). Sei (X, )nen ein reguldres integrierbares 7 -Martingal mit P-f.s.-
Grenzwert X .

(i) Fiir jede .7 -Stoppzeit T ist die Zufallsvariable X, € %, mit X, = X,, auf {T = n} fiir
alle n € N integrierbar.

(ii) Fiir jedes Paar von 7 -Stoppzeiten 7,0 mit 7 < o P-f.s. gilt auch X, = E (X(7

F ) P-fs..
(iii) Die Familie { X, : T ist eine endliche . -Stoppzeit} ist gleichgradig integrierbar.
§13.06 Beweis von Korollar §13.05. In der Vorlesung. O
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§13.07 Bemerkung. Fiir ein reguldres integrierbares .% -Martingal mit P-f.s.-Grenzwert X, und Zu-
fallsvariable X, (bzw. X, ), die definitionsgemiB gleich X, auf {7 = oo} (bzw. auf {0 = c0})
ist. Da 7 A o < o Korollar §13.05 impliziert X,,, = E(X,|.%Z,,) P-f.s.. Weiterhin gilt

[EEXU 9; =E (Xo 2M) P-f.s., und damit fiir beliebige .% -Stoppzeiten 7,0 folgt X, ,, =

E(X,|%) P-f.s.. In der Tat fiir alle A € .% gilt (unter Verwendung von Lemma §10.18 (i))

E(E(X,|Z)1i) = E(Xo11) = E(XoLan 7 < o)) T E(XoLingrany)
—_——

€Zn,

Da (unter Verwendung von Lemma §10.18 (ii) und dem Zusatz {r < o} € #, C %)

U) ]lAﬁ{T<a}> + [E(XT/\O' ]lAﬁ{T>a})

-r/\ ]]'{7'<0'} + XT/\O’ ]]-{7'>0}) ]]-A)

[E(XU TM)]I{T<U} + X, o 1,-,, insbesondere .%, -messbar und somit auch auch .% -messbar
ist, gilt E(X,|.Z) = E(X,|Z,,) i<y + XrpoLiaoy P-fs. und damit auch E(X,|.%) =
[E([E(X(7 Z) /W) = [E(X W) P-f.s. wegen .%, C 7. O

$13.08 Erinnerung. Eine Folge (X, )nen ist gleichgradig integrierbar, wenn sie in Z(P) mit p > 1
beschrinkt ist, d.h. sup{|| X, || : n € N} € R" (Lemma §02.39 (iv)). O

§13.09 Proposition. Jedes Martingal (X, )nen ist reguldr, wenn es in £ (P) mit p > 1 beschrdnkt ist,
d.h. sup{||X,||.z : n € N} € R". In diesem Fall konvergiert das Martingal in £ (P) gegen den
P-f.s.-Grenzwert X, € ..

§13.10 Beweis von Proposition §13.09. In der Vorlesung. O

§13.11 Bemerkung. Die letzte Aussage gilt im Allgemeinen nicht fiir p = 1. O

§13.12 Lemma. Fiir jedes positive, integrierbare Submartingal (X, )nen und fiir alle a € R}, gilt

aIP’( sup X,, > a) < [E(Xn]l{supme[nllxm>a}) fiir alle n € N.

me[n]

§13.13 Beweis von Lemma §13.12. In der Vorlesung. O

§13.14 Erinnerung. Eine Folge (X, ),ey ist gleichgradig integrierbar, wenn sup,,.y | X,,| € Z/(P) (Be-
merkung §02.38 (iv)). O

§13.15 Lemma. Fb'irjedes in Z(«/,P) mitp > 1 beschrinkte Martingal (X, )nen ist die Zufallsvariable
SUDpen | Xn| € " auch ZL-integrierbar mit lsup,en | Xanlll 2 < - P sup,en| Xl 2
§13.16 Beweis von Lemma §13.15. In der Vorlesung. O

§13.17 Bemerkung. Die letzte Aussage gilt im Allgemeinen nicht fiir p = 1. Erfiillt das Martingal
(Xn)nen die stirkere Bedingung sup,,cy E (| X, |(log | X,,|)*) € R*, dann ist die Zufallsvaria-
ble sup,,.y | Xn| € /" auch integrierbar (Neveu [1975, Proposition IV-2-10, S.70]) und das
Martingal (X,,),en ist somit reguldr. O

Die Begriffe der Filtration und des (Sub-, Super-)Martingals haben nirgends vorausgesetzt,
dass die Indexmenge T (interpretiert als Zeit) eine R*-Teilmenge ist. Wir betrachten nun den
Fall T = —N, sodass fiir eine Filtration .# = (% ).c_y, gilt %, C % _fiiralle z € —Nj.

§13.18 Definition. Sei .# = (.%).c_n, eine Filtration und sei (X, ),c_n, ein integrierbares .# -(Sub-,
Super-)Martingal, d.h., X, € Z(#.P)und E(X.|.Z ) = X,_; fiiralle z € T = —N,. Dann
wird X = (X_, )nen, (integrierbares) Riickwdrts(sub-, super-)martingal genannt. O
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§13.19 Bemerkung. Einintegrierbares Riickwiértsmartingal ist stets gleichgradig integrierbar. Dies folgt
aus Lemma $07.34 und X_,, = E(Xo|.%,) fiir alle n. € N. O

n

§13.20 Satz. Ein integrierbares Riickwdrtsmartingal (X_,,)nen, beziiglich einer Filtration (F.)nen,
konvergiert P-f.s.. Der P-f.s.-Grenzwert X, ist messbar beziiglich F = (), &, und
integrierbar. Weiterhin gilt X _., = E (Xo‘ﬁim) P-f.s..

§13.21 Beweis von Satz §13.20. In der Vorlesung. O

§13.22 Korollar (Kolmogorov’sche starkes Gesetz der Grofien Zahlen). Sei (X,,)nen eine Folge unabhiingi-
ger und identisch-verteilter (u.i.v.) reellwertiger Zufallsvariablen in £ (Q, «/,P), dann gilt

n! Z Xy 2225 E(Xy) P-fs.und in L(P).
ken]

§13.23 Beweis von Korollar §13.22. In der Vorlesung. O

§14 Regulare Stoppzeiten fur integrierbare Martingale

§14.01 Lemma. Sei (X,,),en ein integrierbares . -(Sub-, Super-)Martingal. Fiir jede .7 -Stoppzeit T
ist der gestoppte Prozess X™ = (Xy, := X, an)nen ein integrierbares .7 -(Sub-, Super-)Martingal.
§14.02 Beweis von Lemma §14.01. Ubung O

§14.03 Definition. Eine .7 -Stoppzeit 7 heiBt reguldir fiir ein integriebares Martingal (X, ),cn, Wenn
der gestoppte Prozess X™ = (X, := X, xn)nen reguldr ist. O

§14.04 Proposition. Fiir ein integrierbares Martingal (X,,),en auf einem filtrierten Wahrscheinlich-
keitsraum (2, o7 ,P, .F ) und eine .7 -Stoppzeit T sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) T ist reguldr;
(i) (i.cl) (Xpn)nen konvergiert P-f.s. auf dem Ereignis {r = 0} gegen X € Z., (1i.c2) die
Zufallsvariable X, € % mit X, := X,, auf {T = n} fiir alle n € N ist integrierbar; und
(ii.c3) X nn = E(X,|Z) P-fs. fiir alle n € N.
(i) (iii.cl) (XpLion )nen ist gleichgradig integrierbar und (iii.c2) E(| X, |1, oy) € RY.
§14.05 Beweis von Proposition §14.04. In der Vorlesung. O

§14.06 Bemerkung. Die Bedingungen (ii.cl)-(ii.c2) und (iii.c2) sind automatisch erfiillt, wenn fiir das
Martingal (X,,),en gilt sup{P(|X,|) : n € N} € R", insbesondere also im Fall eines positiven
integrierbaren Martingals (da dann P (|.X,,|) = P(X,,) = P(X4)). O

§14.07 Satz (Optional sampling). Sei T eine reguliire % -Stoppzeit fiir ein integrierbares .7 -Martingal
(Xn)nen mit P-f.s.-Grenzwert X, € %, auf {7 = 2}, und seien o,, o, ¥ -Stoppzeiten mit
0, < 0, < 7. Fiir i € [2] definiere wie bisher X, € %, mit X, := X,, auf {0, = n} fiir alle
n € N. Dann sind X, und X,,, integrierbar und es gilt X,, = E (Xaz 2) P-fs.

§14.08 Beweis von Satz §14.07. In der Vorlesung. 0

§14.09 Korollar. Seien 7 und o zwei % -Stoppzeiten mit T < o P-f.s.. Fiir ein integrierbares Martingal
(Xn)nen ist T reguldir, wenn o reguldir ist.
§14.10 Beweis von Korollar §14.09. In der Vorlesung. O

§14.11 Bemerkung. Korollar §14.09 zeigt insbesondere, fiir ein regulires integrierbares Martingal ist
jede Stoppzeit reguldr (wihle 0 = 00). Andererseits ist fiir ein integrierbares Martingal jede
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endliche konstante Stoppzeit regulir, und somit nach Korollar §14.09 auch jede beschrinkte
Stoppzeit. m

§14.12 Korollar. Fiir ein integrierbares Martingal (X, )nen mit sup{P(|X,|) : n € N} € R, ins-
besondere also fiir jedes positive, integrierbare Martingal, ist die Treffzeit T, mit a € R* (Bei-
spiel §10.10 (b)) gegeben durch 7, :== inf{n € N : | X,,| > a} (mit inf ) = co) regulir.

§14.13 Beweis von Korollar §14.12. In der Vorlesung. O

§14.14 Lemma. Sei (X,,)nen ein integrierbares F -Martingal. Eine ¥ -Stoppzeit T ist genau dann re-
guldir fiir (X,,)nen und (X, )nen ist konvergent P-f.s. gegen 0 auf {T = oo}, wenn die folgenden
zwei Bedingungen (c1) P (|XT|]1{T€N}) € R" und (¢2) lim,, o0 P (|Xn]]l{T>n}) = 0 erfiillt sind.

§14.15 Beweis von Lemma §14.14. In der Vorlesung. O

§14.16 Beispiel (Wald’sche Gleichung). Sei X = (X,,)nen eine Folge u.i.v. reellwertiger Zufallsvariablen
definiert auf einem auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P, 0(X)), wobei o(X)
die von X erzeugte Filtration ist (Definition §10.02). Ist weiterhin X; € Z(P), dann sind S° :=
(Sn—nP(Xl))neN mit S = (Sn = Zze[[n]] Xi)nEN und V = ((Sn —TLP(Xl))Q —n\/ar(Xl))neN
integrierbare Martingale, die nicht reguldr sind, da sie P-f.s. diverieren fiir n — oo. Ande-
rerseits, ist jede o(X))-Stoppzeit 7 mit P(7) € R* ist regulir fiir jedes der beiden Martin-
gale S° und V. In diesem gelten die Wald’schen Gleichungen (a) E(S;) = E(7)E(X;) und
(b) E(S, — 7'[E(X1))2 = E(7) Var(X). Ist weiterhin E(72) € R*, dann gilt auch (c) Var(S,) =
Var(7)(EX;)? + E(7) Var(X;). O

§15 Regulare integrierbare Submartingale

§15.01 Vorbemerkung. Die Krickeberg-Zerlegung fiir Submartingale erlaubt es die Theorie fiir inte-
grierbare Martingale ohne weitere Schwierigkeiten auf integrierbare Submartingale zu erwei-
tern. O

§15.02 Erinnerung.

(i) Ein integrierbares .%-Submartingal (X,,),en mit (A) sup{P(X,F) : n € N} € R" ist nach
Satz §12.05 P-f.s.-konvergent gegen X, € £ (Z.,P).

(ii) Eine Folge (X,"),en ist gleichgradig integrierbar (Definition §02.37) in £ (<7, P), d.h.
inf { sup,en P (X, Lixiza) 1 @ € RY} = 0, wenn sup,, oy X;7 € Z(P) (Bemerkung §02.38
@iv)). O

§15.03 Satz. Fiir ein integrierbares Submartingal (X,,)nen auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum (), of |, F) sind die folgenden vier Aussage dquivalent:

(i) Die Folge (X)) en konvergiert in £ (P);

n

(i) Es gilt (A) sup{P(X;}) : n € N} € R*. Der P-f.s.-Grenzwert X, = lim,,_, X,,, der nach
Satz §12.05 in Z(P) exisitiert, erfiillt X,, < [E(Xoo}%) P-f.s. fiir alle n € N;

(iii) Es gibt eine Zufallsvariable Y € £ («/,P) mit X,, < E (Y %) fiir alle n € N;

(iv) Die Folge (X, )nen ist gleichgradig integrierbar in £ (< ,P).
Das integrierbare Submartingal (X,,)nen heifst reguldr wenn eine der dquivalenten Aussagen
(1)-(iv) erfiillt ist.

§15.04 Beweis von Satz §15.03. In der Vorlesung. O
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§15.05 Bemerkung. Fiir ein negatives integrierbares Submartingal (also fiir ein positive integrierbares
Supermartingale mit gewechseltem Vorzeichen) sind die Aussagen in §15.03 offensichtlich er-
fiillt. Im Allgemeinen konvergiert das Submartingal aber nicht im Mittel, obwohl es immer P-f.s.
konvergiert. Insbesondere ist die Aussage (i) strikt schwicher als die Konvergenz im Mittel des
Submartingals. Auf der anderen Seite fiir ein positives Submartingal folgt aus (i) natiirlich schon
die Konvergenz im Mittel des Submartingals. O

§15.06 Korollar (Optional sampling). Sei (X, )nen ein reguliires integrierbares 7 -Submartingal mit
P-f.s.-Grenzwert X .
(i) Fiir jede .F -Stoppzeit T ist die Zufallsvariable X, € Z, mit X, = X,, auf {T = n} fiir
alle n € N integrierbar.
(ii) Fiir jedes Paar von 7 -Stoppzeiten 7,0 mit 7 < o P-f.s. gilt auch X, < E (Xa ‘3{) P-f.s..
§15.07 Beweis von Korollar §15.06. In der Vorlesung. O

§15.08 Bemerkung. Abschliessend, ist es ohne Schwierigkeiten moglich die Regularitit einer Stopp-
zeit (vgl. Proposition §14.04 und Satz §14.07) auch fiir intergrierbare Submartingale einzu-
fithren. Die einzigen Unterschiede in den Aussagen ist die Ersetzung des Wortes ,,Martingal®
durch das Wort ,,Submartingal* und das Festhalten der Ungleichungen X, < P (XT ‘ff ) und
X, < P(X,|.Z) anstelle der entsprechenden Gleichungen. 0

§16 Doob-Zerlegung und quadratische Variation

§16.01 Vorbemerkung. Sei X = (X,,),en, ein adaptierter, integrierbarer Prozess auf einem filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum (2, o7, P, % ). Wir zerlegen X in die Summe aus einem vorhersag-
baren Prozess A = (A, )nen, (Definition §10.05), dem Trendanteil oder systematischen Anteil,
und einem Martingal M = (M,,),en, (Definition §12.01), dem Fehleranteil. Dazu definieren wir
My := Xg, Ag := 0 und fiirn € N

My=Xo+ Y (Xpe=P(Xi[Z))) und A=) (P(Xi|Z) — Xia).

ken] keln]

Offensichtlich gilt X = (X,, = M,, + Ap)nen, = M + A. Per Konstruktion gilt fiir n € N

Mn — Mn,1 = Xn — [E(Xn ,%;71) und An — An,1 = [E(Xn %71) — anl
Folglich ist A vorhersagbar (mit Ay = 0), und M ein Martingal, da IP’(Mn - M, ﬁ;l) =
P(X, - P(X,|.Z.)|Z.) =0Pfs. O

§16.02 Satz (Doob-Zerlegung). Sei X = (X,,)nen, €in adaptierter, integrierbarer Prozess auf einem fil-
trierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, o/ | P, % ). Dann existiert eine eindeutige Zerlegung X =
M + A, wobei A vorhersagbar (mit Ay = 0) und M ein Martingal ist. Diese Darstellung von X
heifit Doob-Zerlegung. X ist genau dann ein Submartingal (bzw. Supermartingal), wenn A ein
wachsender (bzw. fallender) Prozess ist (Definition §10.05).

§16.03 Beweis von Satz §16.02. In der Vorlesung. O

§16.04 Erinnerung.
(i) Ein integrierbares .% -Submartingal (X,,),en mit (A) sup{P(X;") : n € N} € R" ist nach
Satz §12.05 P-f.s.-konvergent gegen X, € Z(Z.,P).
(ii) Eine Folge (X;1)en ist gleichgradig integrierbar (Definition §02.37) in .Z(«,P), d.h.
inf { SUpP,,eny P<X7—L~_]1{X,J[2a}) ta € R*} = 0, wenn sup,,.y X,7 € Z(P) (Bemerkung §02.38
(iv)). O
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§16.05 Proposition. Sei X = (X,,)nen, €in integrierbares Submartingal auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (), o/ \P,.% ) und sei X = M + A seine Doob-Zerlegung.
(i) Die Bedingung (A)sup{P(X;") : n € Ng} € R" gilt genau dann, wenn (i.c1)sup{E(|M,]) :
n €Ny} € R und (i.c2) Ay, € Z(P) gelten.
(i1) Das Submartingal X konvergiert in Z(P) genau dann, wenn (ii.cl) M ein reguldres Mar-
tingal ist und (i.c2) gilt.
(ii1) Sei T eine reguldre Stoppzeit fiir das Martingal M. Dann ist die Zufallsvariable X, genau
dann integrierbar, wenn A, integrierbar ist. In diesem Fall gilt E(X,) = E(M,) + E(A,).
§16.06 Beweis von Proposition §16.05. In der Vorlesung. O

§16.07 Beispiel. Sei (X, )nen, €in quadratintegrierbares .% -Martingal, also X,, € Z(«,P) fir alle
n € Npy. Dann ist X? := (XZ)nENo ein integrierbares Submartingal (Bemerkung §12.04) und es
gilt weiterhin E (X, X;|.Z ) = X; 1E(X;|.Z,) = X2, P-f.s.firallei € N. Sei X2 = M+A
die Doob-Zerlegung von X?, wobei M = (X2 — A, )nen, €in Martingal ist und fiir n € N,

A= (E(X2]Z7) - X2,)
i€n]
— Z (E((X; — Xi0)?|Z,) —2X7 ) + 2E(X;1 X,|Z.))
i€n]

=) E((Xi—Xi)’|Z,) PAs. o
i€n]
§16.08 Definition. Sei (X, ),en, ein quadratintegrierbares .% -Martingal. Der eindeutig bestimmte wach-

sende (vorhersagbare) Prozess A, mit dem (X2 — A,,),en, €in Martingal wird, heiBt quadrati-
scher Variationsprozess von X . Wir schreiben kurz (X) := ((X),)nen, := A. O

§16.09 Proposition. Sei X mit quadratischer Variationsprozess (X ) wie in Definition §16.08. Dann ist
firn € N (X), =3, E((Xi = X;1)?|Z,) P-fs. und E((X),,) = Var(X,, — Xo).
§16.10 Beweis von Proposition §16.09. Die Aussage ergibt sich sofort aus Beispiel §16.07. O

§16.11 Beispiel. Sei X = (X,,),en eine Folge unabhingiger, quadratintegrierbarer Zufallsvariablen de-
finiert auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .27, P, 0(X)), wobei (X) = (,(X))nen,
mit o,(X) = {0,Q} und 0,(X) = 0(X;,j € [n]), n € N, die von X erzeugte Filtration ist (Bei-
spiel §10.04).

(a) Wenn E(X,,) = 0 fiir alle n € N gilt, dann ist S := (S, )nen, mMit Sy := 0 und S,, =
> ieln] X;, n € N, ein quadratintegrierbares o (X )-Martingal mit quadratischem Variations-
prozess (S) = ({S)n)nen, gegeben durch (S)o = 0 und (S), = > 1, E(X?|o.(X)) =
> icn] E(X?) P-f.s. fir n € N. Man beachte, dass es fiir diese einfache Darstellung von
(S) nicht ausreicht, dass die Zufallsvariablen (X,),en unkorrelliert sind.

(b) Wenn E(X,,) = 1 fiir alle n € N gilt, dann ist P := (P,),en, mit Py := 1 und P, :=
IT ieln] X;, n € N, ein quadratintegrierbares o (X )-Martingal mit quadratischem Variations-
prozess (P) = ({P)n)nen, gegeben durch (P)o = 0 und (P), = >, Var(X;) P2,
P-f.s. firn € N, da E((P, — Poo1)?|Z.)) = E((X, — 1)*P2,|Z_) = Var(X,)P?

n—1
P-f.s. fiir alle n € N gilt. Damit ist der quadratische Variationsprozess ein echt zufélliger
Prozess. =

§16.12 Lemma. Sei (X,,)nen, €in quadratintegrierbares % -Martingal mit quadratischer Variations-
prozess (X), und sei T eine ¥ -Stoppzeit. Dann ist der quadratischer Variationsprozess (XT)
des gestoppten Prozesses X" gegeben durch (X™) = (X)™ = ((X)ran)neNo-
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§16.13 Beweis von Lemma §16.12. In der Vorlesung. O

§16.14 Proposition. Sei X = (X,,)nen, €in quadratintegrierbares F -Martingal mit X = 0.

(i) Ist (X)o = sup{(X), : n € N} integrierbar, dann konvergiert das Martingal X in Z(P)
und X ist somit reguléir. Weiterhin gilt E (sup,,cy, X72) < 4E((X)s) € R,

(i) Ist T eine .F -Stoppzeit mit E ((X)iﬂ) € R, so gilt E(sup,,cf,1 | Xal) <3E ((X)i/Q) € R*
und T ist reguldr fiir das Martingal X.
(ii1) In jedem Fall konvergiert das Martingal X P-f.s. gegen einen endlichen Grenzwert auf dem
Ereignis {(X)o € R*}.
§16.15 Beweis von Proposition §16.14. In der Vorlesung. O

§16.16 Korollar. Fiir ein quadratintegrierbares .7 -Martingal X = (X,,)nen, mit quadratischem Va-
riationsprozess (X)) sind die folgenden vier Aussagen dquivalent: (i) sup{E(X?) : n € Ny} €
RT, (i) E((X)s) € RY, (iil) X konvergiert in £(P), und (iv) X konvergiert P-f.s. und in £ (P).
§16.17 Beweis von Korollar §16.16. In der Vorlesung. O

§16.18 Proposition. Fiir ein quadratintegrierbares % -Martingal X = (X,,)nen, mit quadratischem
Variationsprozess (X) und o € (1/2,00) gilt

(Xn — X0)/((X)n)* =50 Pfs. auf {(X)o = 00}
§16.19 Beweis von Proposition §16.18. In der Vorlesung. O

§16.20 Beispiel. Wie in Beispiel §16.11 sei X = (X,,),en eine Folge unabhéngiger, quadratintegrierba-
rer Zufallsvariablen definiert auf dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, <7, P, 0(X)). Ana-
log zu Beispiel §16.11 (a) betrachte S := (Sy,)nen, mit So := 0und Sy, := 37,11 (X; — EX;),
n € N, wobei (S), = >, Var(X;) und nach Proposition §16.18 fiir jedes @ € (1/2,00)

gilt Sp /(D e gy Var(X;))® F1% 0, falls > ien Var(X;) = oo. Insbesondere, ist X = (X,,)nen

eine Folge unabhingiger, identisch-verteilter, quadratintegrierbarer Zufallsvariablen, dann gilt
Sy /n® Frsoo. Andererseits, ist (a,, ),en eine wachsende, unbeschrinkte Folge in R, dann gilt fiir
jede reellwertige Folge (yy)nen mit Y, Yn/an € R auch a;,’ > icny Yi 7% 0 (Kronecker’s
Lemma). Folglich, wenn Y, Var(X;)/a? € R", dann folgt aus Korollar §16.16, dass das Mar-
tingal (g, (Xi — E(X;))/ai)nen P-f.5.-konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert und,

somit nach Kronecker’s Lemma a,;* >icpn) (Xi —EX;) Z1% 0. Im Fall, dass (X5 )nen unab-
hiingig und identisch-verteilt sind, schliessen wir damit n=' """ | (X; — EX;) P, O
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§17 Markovketten

§17.01 Definition. Seien T = N, (diskrete Zeit) oder T = R* (stetige Zeit) und S eine abzihlbare
nichtleere Menge (Zustandsraum) versehen mit der o-Algebra .# = 2°. Ein stochastischer Pro-
zess (X;)ier mit Zustandsraum S heiBt Markovkette wenn fiir alle n € N, und alle t; < t5 <
... <t,<tinTundallesy,...,S,,sinSmitP(X;, =s1,...,X;, =s,) € (0,1] die Markov-
eigenschaft gilt: [P’(Xt = 3|Xt1 = S1,...,X¢, = sn) = [P’(Xt = S‘th = sn). Fiir eine Mar-
kovkette (X;)ier und 1 < tp aus T, i, 5 € S bezeichnet py;(t1,t2) = P(X,, = j|X,;, = i) die
Ubergangswahrscheinlichkeit, den Zustand j zum Zeitpunkt ¢, aus dem Zustand 7 zum Zeitpunkt
t1 zu erreichen (oder beliebig, wenn es nicht wohldefiniert ist). P(t1,t5) := (pz-j(tl, tg))i’j s

wird dann Ubergangsmatrix genannt. Die Ubergangsmatrix und auch die Markovkette heiB zeit-

lich homogen (time-homogeneous), wenn P(t1,ts) = P(0,ty —t;) =: P(ty —t;) furalle t; < ty

und T gilt. m

§17.02 Lemma. Die Ubergangsmatrix geniigt der Chapman-Kolmogorov Gleichung, d.h., fiir alle t; <
to <ty aus T gilt P(ty,t3) = P(t1,t2) P(ta, t3) (Matrixmultiplikation). Im zeitlich homogenen
Fall erhalten wir die Semigruppeneigenschaft P(t, + t3) = P(t1)P(ts) fiir alle t1,ty € T, und
insbesondere mit Einschrittiibergangsmatrix P :== P(1) auch P(n) = P™ fiir alle n € N.

§17.03 Beweis von Lemma §17.02. In der Vorlesung. O

Im Folgenden bezeichnet X = (X,,),en, eine zeitlich homogene Markovkette mit abzihl-
barem Zustandsraum (S, 2°) und (Einschritt-)Ubergangsmatrix P = (P;;); jes. Gegeben eine
initiale (diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf (S, 2°) definiert

s (Bo X -+ x By) = Y u({jo}) Y Piosu-+ Y, Prurjus fir By, By,.. . B, C S

Jo€Bo Jj1€B1 Jn€Bn

eine projektive Familie {P, 7 C Ny endlich} von WahrscheinlichkeitsmaRen auf dem Produkt-
raum (SNO, QSNO), welche nach dem Kolmogorov’schen Erweiterungssatz §04.32 ein eindeutig
bestimmtes WahrscheinlichkeitsmaB P auf (S™, 23N0) festlegt. Die Markovkette X = (X,,)nen,
gegeben als kanonischer Koordinatenprozess, d.h. X,, = II,,, : S" — S mit (Jm)meNg = Jn
(vgl. Schreibweise §04.30) besitzt dann als Bildwahrscheinlichkeitsmall P. Fiir By, By, ... aus
25 ¢ilt P(Xy € By,..., X, € B,) = B,,(By x --- x B,) und P(Xy € By) = ju(By). Im Fall
eines EinpunktmaBes ;1 = d;, 7 € S (vgl. Beispiel §01.16) schreiben wir kurz P’ := B . Fiir jedes

initiale WahrscheinlichkeitsmaB y und fiir jedes A € 95" giltR(A) =3 ;s n({7HP(A).

§17.04 Definition. Ein stochastischer Prozess X = (X, )nen, mit Werten in einem abzihlbaren Zu-
standsraum (S, 25) heift zeitlich homogene Markovkette mit Familie (P);cs von Wahrschein-

lichkeitsmaBen auf (S™, 25 "), wenn

Wahrscheinlichkeitstheorie 1 63



Kapitel 5 Markovketten §18 Rekurrenz and Transienz

(a) Fir jedes j € S ist (X, )nen, ein stochastischer Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
, mit 0=17J)=
S 257" ) mit P(X, = 1.

]

(b) Die Abbildung x : S X 25" [0,1] mit (j,A) — k(j,A) := P(A) ist ein Markovkern
(eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung). Fiir jedes n € Ny, ist die Abbildung
K, S x25 = [0,1], (j,B) = k(j,IL,,(B)) = P(X, € B) ein Markovkern und die n-
Schritt Ubergangsmatrix (P”)Z jes von X ist gegeben durch P} = k,(i, {j}) = P(X, = j).

() X = (Xn)neNo besitzt beziiglich der natiirlichen Filtration o(X) = (0,(X))nen, mit o,(X) =
{0,92} und 6,(X) = 0(X;,j € [n]), n € N, die zeitlich homogene Markoveigenschaft: fiir
alle i,j € Sund m,n € Ny gilt P(X,1, = j|0.(X)) = £, (X, {4}) = B.(X,, = J) =
pP% ;, B-fs.

Wir schreiben E, fiir die Erwartung beziiglich P, P* = P und P*' fiir die induzierte Veteri-
lung von X bemehungswelse induzierte reguldre bedingte Verteilung von X bei gegebenem &7
(vgl. Definition §06.22) sowie E;(f(X)|«) fiir den bedingten Erwartungswert von f(X) bei
gegebenem .7 . Insbesondere benutzen wir die Schreibweise B, = k(X,,, *), wobei wir X, als
Startwert einer zweiten Markovketten mit der gleichen Familie von Wahrscheinlichkeitsmaf3en
(P) es verstehen. O

§17.05 Bemerkung. Die Existenz der Familie (k,),en, von Markovkernen impliziert die Existenz des
Markovkerns « (z.Bsp. Klenke [2020], Satz 17.8, S.391). Damit, ist eine zeitlich homogene Mar-
kovkette ein stochastischer Prozess mit Markoveigenschaft, fiir die die Ubergangswahrschein-
lichkeiten zeitlich homogen sind. O

No

$17.06 Erinnerung. Fiirn € Nyistd, : S — S mit s = (5p)meng — 0.(5) = (Smn)men, der
Shift (-Operator). O

§17.07 Satz. Ein stochastischer Prozess X = (Xn)neNo ist genau dann eine zeitlich homogene Mar-
kovkette, wenn fiir jedes n € Ny und j € S, PV = BX(= R.) gilt und dquivalent dazu,
wenn ein Markovkern k= S x 25 — [0, 1] existiert, so dass fiir jede beschrdinkte Funktion
I SNO — R und fiir jedes n € No und j € S gilt E;(f(9,(X))]0.(X)) = Ey, (f(X)) :=
Jsvo f(8)K (X, ds). -

§17.08 Bewels von Satz §17.07. Klenke [2020, Satz 17.9, S.392 und Korollar 17.10, S.393] O

§17.09 Definition. Eine zeitlich homogene Markovkette X = (X, ),en, mit Familie (P?);cs von Wahr-
scheinlichkeitsmallen besitzt die starke Markoveigenschaft, wenn fiir jede -f.s. endliche Stopp-
zeit 7, und jedes j € S, P"Y"Y = p¥ .= k(X ) oder éiquivalant dazu fiir jede beschrinkte
Funktion f : S™ — R gilt E, (f(0.(X))]0.(X)) = Ex. (f(X)) == [gu f(s)k(Xr,ds). O

§17.10 Lemma. Jede zeitlich homogene Markovkette (X, )nen, besitzt die starke Markoveigenschaft.
§17.11 Beweis von Lemma §17.10. In der Vorlesung. O

§18 Rekurrenz and Transienz

§18.01 Definition. Fiir 7,7 € S, k € N definieren wir die k-te Eintrittzeit von X in j rekursiv durch
7 =inf{neN:n>7"AX,=j} (wobeiinf) = co)und 7" := 0. Wir setzen 7, := 7, und

pi; = P(1 €N). O

§18.02 Bemerkung. p;; = P(es gibt ein £ € N mit X, = j) ist die Wahrscheinlichkeit jemals von i zu
j zu gelangen. Insbesondere, ist p;; € (0,1] dann existiert ein & € N mit (X, = j) = P €
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(0,1]. Weite_rhin ist p;; die Riickkehrwahrscheinlichkeit (nach dem ersten Sprung) von j nach j,

wobel 7, € N selbst bei Start in X, = j gilt. O
§18.03 Definition. Ein Zustand j € S heif3t

rekurrent, wenn p;; = 1,

positiv rekurrent, wenn E,(7.) € R,

nullrekurrent, wenn j rekurrent ist aber nicht positiv rekurrent,

transient, wenn p;; € [0,1), und

absorbierend, wenn Pj; = 1.

Die Markovkette X heifit (positiv-, null-) rekurrent, wenn jeder Zustand j € S (positiv-, null-)

rekurrent ist und transient, wenn jeder rekurrente Zustand absorbierend ist. O
§18.04 Bemerkung. Offenbar gilt: ,,absorbierend* = ,,positiv rekurrent* = ,,rekurrent*. O
. .. .o . k k—1
§18.05 Lemma. Fiirk € Nundi,j € S gilt R(7" € N) = pjpi-.

§18.06 Beweis von Lemma §18.05. In der Vorlesung. 0

§18.07 Definition. Fiir ¢, 7 € S bezeichnet V; := ZneNo 1 {xumi) die Gesamtanzahl der Besuche von
X im Zustand j und mit G5 = E(N;) = > o, P(Xo = j) = >, en, Fij die Greenfunktion
von X. O

§18.08 Lemma.

(i) Ein Zustand j € S ist genau dann rekurrent, wenn G'j; = 00,

(ii) Ist j € S ein transienter Zustand, dann gilt fiir alle i € S, G;; € R* mit

LI wenni # j i
Gz’j:{ e = Loy

T sonst 1—pjj

§18.09 Beweis von Lemma §18.08. In der Vorlesung. O

§18.10 Proposition. Ist eine Zustand i € S rekurrent und p;; € (0,1] fiir ein j € S, dann ist der
Zustand j auch rekurrent, und p;; = p;; = 1.

§18.11 Beweis von Proposition §18.10. In der Vorlesung. O

§18.12 Definition. Eine Teilmenge B C S von Zustidnden heif3t
abgeschlossen, wenn p;; = 0 fiirallei € B and j € B° = S\ B gilt,
irreduzibel, wenn p;; € (0,1] furalle ¢, j € B gilt.
Ist der Zustandsraum S ist irreduzibel, dann heiflt die Markovkette irreduzibel. O

§18.13 Korollar. Eine irreduzible Markovkette ist entweder rekurrent oder transient. Wenn |S| > 2, so
gibt es keine absorbierenden Zustdnde.

§18.14 Beweis von Korollar §18.13. Die Aussage folgt direkt aus Proposition §18.10. O

§18.15 Proposition. Fiir eine irreduzible Markovkette mit endlichem Zustandsraum S sind alle Zustdn-
de rekurrent.

§18.16 Beweis von Proposition §18.15. In der Vorlesung. O
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§19 Invariante Verteilung

Im Folgenden sei (X,,),en, €ine Markovkette auf einem abzéhlbaren Zustandsraum S mit Uber-
gangsmatrix P = (F;;); jes-

§19.01 Definition. Ist v ein MaB auf (S,2°) und f : S — R eine Abbildung, dann schreiben wir
pP{j}) =>ics n({i})Pyjund Pf(i) = > jes Pijf(4), falls die Summen konvergieren. O

§19.02 Definition.

(a) Ein o-endliches MaB p auf (S, 2°) heiBt invariantes Map, falls uP = p1. Ein Wahrschein-
lichkeitsmaB, das ein invariantes MaB ist, wird invariante Verteilung genannt. Wir bezeich-
nen mit Z die Menge der invarianten Verteilungen.

(b) Eine Funktion f : S — R heilit subharmonisch wenn P f existiert and f < Pf gilt. f heif3t
superharmonisch, fall f > P f gilt and harmonisch, falls f = Pf. O

§19.03 Bemerkung. Im Sinne der linearen Algebra ist ein invariantes MaB ein Links-Eigenvektor und
eine harmonische Funktion ein Rechts-Eigenvektor, jeweils zum Eigenwert 1. O

§19.4 Anmerkung.

(i) Ist S endlich, dann kann jedes invariante Mal} zu einer invariaten Verteilung normiert wer-
den.

(i1) Jedes invariante MaR y fiir P ist auch ein invariantes MaB fiir P™ fiir jedes n € N.

(iii) Ist P irreduzibel und ;¢ # O ein invariantes Ma8 fiir P, so gilt u({j}) € R, fiir jedes j € S.
In der Tat, ist 7 € S mit u({j}) € R} (dap # 0) und j € S beliebig, so existiert ein
n € Nmit P} € (0, 1'] (da P irreduzibel und somit p; ; € (0,1]) und es gilt u({j}) =
2es p{INE] = p({i}) P € R,

(iv) Ist 7 eine invariante Verteilung, dann gilt fiir jedes n € Ny und jedes j € S

P(X, =) =Y _ m({I}) P} = =({j}).

les

Die mit Verteilung 7 gestartete Kette hat zu jedem Zeitpunkt die selbe Randverteilung .

O

§19.05 Lemma. Ist f beschrinkt und (sub-, super-) harmonisch, dann ist ((f(X,)))nen, €in (Sub-,
Super-) Martingal beziiglich der natiirlichen Filtration o(X).

§19.06 Beweis von Lemma §19.05. In der Vorlesung. O

§19.07 Satz. Seien P irreduzibel und rekurrent, j € S, 7 := inf{n € N: X,, = j} und
w,({7}) Z Lix,—;) fiirallei€ S.
nelr]
Dann gelten die folgenden Aussagen
) p, = pP
(i) p,({i}) € R} fiirallei € S,
(iii) p, ist das einzige invariante Mafs mit Wert 1 in {j}.

§19.08 Beweis von Satz §19.07. In der Vorlesung. O

§19.09 Satz. Sei P irreduzibel, dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:
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(i) Es existiert eine invariante Verteilung m € YW(2%).
(i1) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand in S.
(iii) Alle Zustinde in S sind positiv rekurrent.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist die invariante Verteilung 7 eindeutig bestimmt und durch
©({j}) = %ﬁir alle j € S gegeben.
§19.10 Beweis von Satz §19.09. In der Vorlesung. O

§19.11 Bemerkung. Eine irreduzible Markovkette gehort genau zu einem der folgenden drei Fille:

transient: Die Kette ist transient, d.h. fur alle j € S gilt P(7;, € N) € [0,1), und es gibt kein
invariantes MaQ3.

nullrekurrent: Die Kette ist nullrekurrent, d.h. firralle j € S gilt P(7 € N) = 1und E,(7) = oo,
und es gibt ein invariantes MaB aber keine invariante Verteilung.

positiv rekurrent: Die Kette ist positiv rekurrent, d.h. fiir alle j € S gilt E,(7;) = R", und es gibt
eine invariante Verteilung.

Ist der Zustandsraum endlich, so tritt nur der positiv rekurrente Fall auf. O

Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen eine positiv rekurrente Markovkette (X,,)nen,
mit abzihlbarem Zustandsraum S (und mit Ubergangsmatrix P), die in einem beliebigen Punkt
i € S gestartet wird, bei divergierender Laufzeit gegen ihre invariante Verteilung 7 € W(2%)
konvergiert, d.h. R*({j}) = P(X,, = j) fiir jedes j € S gegen 7({j}) fiir n — oo konvergiert.

§19.12 Bemerkung. Gilt P¥({j}) =% n({j}) fir alle 4, j € S, so folgt fiir alle 1 € W(25) mittels
n—oo

dominierter Konvergenz auch P*"({;}) == 7({;}) fiir jedes j € S sowie P*"(h) == 7(h)
fiir jede beschrinkte Funktion h : & — R. m

n—oo

§19.13 Anmerkung. In der Vorlesung EWS haben wir gezeigt (S ist abzihlbar), dass P*({j}) ——
7({j}) genau dann fiir alle j € S gilt, wenn 2[|[2" — 7|[vv =37 ¢ [R*({j}) —7({j})] = 0
fir n — oo gilt (||P* — 7|y := sup{|P*(A) — 7(A)| : A C S} wird Totalvariationsabstand

. o D
genannt). Beide Aussagen gelten weiterhin genau dann, wenn X,, — 7 unter P. O
§19.14 Schreibweise. Den groBten gemeinsamen Teiler aller n € M C N bezeichnet gg'T'( /). O

§19.15 Definition. Fiir jedes j € S heiBt d; := ggT({n € N : PJ; € (0, 1]}) die Periode des Zustandes
J. Istd; = 1 fiir jedes j € S, so heiit X aperiodisch. O

§19.16 Lemma. Ist P irreduzibel, dann gilt d; = d; fiir alle i, j € S. Ist P zuditzlich aperiodisch, dann
existiert fiir jede i, j € S ein n;; € N so dass fiir alle n € NN [n;;, 00) gilt P} € (0,1].
§19.17 Beweis von Lemma §19.16. Klenke [2020, Lemma 18.3, S.433] O

Wir benutzen ein Kopplungsargument. Sei (Y, ),en, einer weitere von (X, ),en, unabhingige
Markovkette mit der selben Ubergangsmatrix P, die allerdings mit der invarianten Verteilung 7
gestartet wird. Damit ist die invarianten Verteilung 7 gerade die Randverteilung von Y,, zu jedem
Zeitpunkt n € Nj.

§19.18 Lemma. Seien (X,,)nen, und (Yy,)nen, zwei unabhiingige Markovketten auf S mit irreduzibler,

positiv rekurrenter, aperiodischer Ubergangsmatrix P und invariante Verteilung © € YW (25). Die

)(m1 ) (@2.02)ES” der bivariaten Markovkette

(X, Yy )nen, ist dann irreduzibel, positiv rekurrent und aperiodisch. Das Produktmaf} m ®  ist
0 o~

die invariante Verteilung von P. Insbesondere ist die Treffzeit T = inf{n € Ny : X,, = Y}
R ...-f.s. endlich.

w

Ubergangsmatrix P = (P(mhyl)(mw) = Py Py,
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§19.19 Beweis von Lemma §19.18. In der Vorlesung. O

§19.20 Satz. Sei (X,,)nen, eine Markovkette auf S mit irreduzibler, positiv rekurrenter, aperiodischer
Ubergangsmatrix P und invarianter Verteilung © € W(25). Fiir alle i,j € S gilt dann
lim P(X, =j)=7({j})

n—o0

§19.21 Beweis von Satz §19.20. In der Vorlesung. O

§19.22 Satz. Sei (X,,)nen, eine Markovkette auf S mit irreduzibler, positiv rekurrenter Ubergangsma-
trix P und invarianter Verteilung m € YW (2%). Dann sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:
(i) P ist aperiodisch.

n—oo

(ii) Fiiralle j € S gilt |P* — 7||rv —— 0.
(iii) Es gibt ein j € S mit |P*" — 7||py == 0.
(iv) Fiir alle ;1 € W(2%) gilt ||P* — 7||1v 7o),

§19.23 Beweis von Satz §19.22. Klenke [2020, Satz 18.13, S.439] O
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Anhang A

Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem Kapitel werden Begriffe, Notationen und Aussagen der Vorle-
sung Einfithrung in die Wahrscheinlichickeitstheorie und Statistik (EWS)
wiederholt.

A01 Wahrscheinlichkeitsraum

A01.01 Definition.

(a) Eine nicht-leere Menge () aller moglichen Ausginge eines zufilligen Experiments wird
Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein moglicher Versuchsaus-
gang w des zufilligen Experiments, also ein Element von 2, kurz w € ) heilit Ergebnis
(Stichprobe).

(b) Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge (2, also ein Element der Potenzmenge 2
von (). Fiir einen Versuchsausgang w € (2 ist ein Ereignis A € 2% eingetreten, wenn w € A.

(c) Ein Paar [(9MAR wird messbarer Raum genannt, wenn die Menge der interessierenden
Ereignisse of C 29 eine o-Algebra ist, also falls gilt: (i) Q € o7 (ii) fiir alle A € &7 gilt
A®:=Q\ A € «; und (iii) fiir alle A,, € & mitn € N gilt (|, oy An) € . O

A01.02 Beispiel.

(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge (2 existieren die triviale o-Algebra {@, Q} sowie die
Potenzmenge 2% als o-Algebren.

(b) Sei & C 2% ein System von Teilmengen von €. Dann heifit die kleinste o-Algebra auf €2,
die & enthilt, =0 {sz | of ist o-Algebra auf Q und & C o }, die von & erzeugte
o-Algebra auf ). & heiBit Erzeuger von o(&).

(c) Fiir jedes nicht-leere A C Q gilt o({A}) = {0,Q, A, A°}.

(d) Fiir eine hochstens abzihlbar unendliche (d.h. endlich oder abzédhlbar unendliche), kurz ab-
ziihlbare, Indexmenge Z sei & = {A; € 2°\{0}, i € Z, paarweise disjunkt und | 4; = Q}
i€
eine Partition von . Dann ist (&) = { J,., 4; | T € 27}.
(e) Essei S ein metrischer (oder topologischer) Raum und & das System der offenen Teilmen-
gen von S. Dann heifit die von den offen Mengen & erzeugte o-Algebra %, := o(0) die
Borel-o-Algebra tiber S. Die Elemente von %, heiflen Borel-Mengen.

() = A, bezeichnet die Borel-o-Algebra iiber R™ versehen mit dem Euklidischen Ab-
stand d(z,y) = ||z — y|| := /Doy (@ — yi)? fir & = (2)iepa)s ¥ = (Yi)iepng € R™ mit
[n] :=[1,n] NN.

(g) Seien (£, ¢7) ein messbarer Raum und B C 2 eine nicht-leere Teilmenge. Dann heif3t die
o-Algebra iiber B, o/ |, := o/ N B := {ANB|A € &/} Spur von « iiber B, wobei fiir
5629gilta(5)|320(£|3). O
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A01.03 Schreibweise.
(i) Wirsetzen R := [0,00), R’ := (0,00), R, := R\ {0}, R := [—00,00], R := [0, o0).

(i1) Fur a,b € R"™ schreiben wir « < b, wenn a; < b; fur alle i« € [n] gilt. Fir a < b,
definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt (a,b) := X' (a;, b;) :=
(a1,b1) X (ag,bg) X - -+ X (ay, by,). Analog, sind |a. b|, (a, b sowie |a, b) definiert. Weiterhin,
sei (—00,b) := X' (—o0, b;) und analog (—oo, b| definiert.

(iii) Wir bezeichnen mit %:= 28, die Borel-o-Algebra iiber der kompaktifizierten Zahlengera-
de R, wobei die Mengen {—oo}, {oo} und R in R abgeschlossen bzw. offen, also Borel-
Mengen sind. Insbesondere, ist % := %, = PBNR die Borel-o-Algebra iiber R. Weiterhin
schreiben wir 7 1= BNR', # = BNR", % = AN R und [0, 1] := Z# N[0, 1].

(iv) Ein Folge (x,,)nen aus R heiit monoton wachsend (bzw. fallend), wenn x, < x,41 (bzw.
Tnt1 < @) fur alle n € N gilt. Ist eine monotone wachsende (bzw. fallende) Folge konver-
gent, etwa x = lim,,_, &, so schreiben wir kurz =,, T = (bzw. =,, | 7).

(v) Sei A, C Q fiir n € N. Die Folge (A,,)nen heiBt monoton wachsend (bzw. fallend), wenn

A, C Ay (bzw. A, C A,) fir alle n € N gilt. Weiterhin heifien := lim inf A,, :=
n—oo
U1 MNisn Am und = limsup A, = Vo1 Upsp Am Limes inferior bzw. Limes
n—oo
superior der Folge (A, )nen. Die Folge (A, )nen heibt konvergent, wenn A, = A* =: A gilt.
In diesem Fall schreiben wir kurz lim,, ... A, = A. O

(vi) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (A,,),en von Teilmengen von €2 ist konver-
gent mit A := lim, oo Ap, = U, e An (bzw. A :=lim,, o A, = [,,cn Ar)- In diesem Fall
schreiben wir kurz A,, T A (bzw. A, | A). 0.

A01.04 Definition. Sei (€2, .27) ein messbarer Raum.

(a) Eine Abbildung E : o/ — [0, 1] heiBt Wahrscheinlichkeitsmaf3 (kurz Verteilung) auf <,
wenn sie folgenden Bedingungen geniigt: (i) P(€2) = 1 (normiert); und (ii) P (I, cn An) =
> nen P (Ay) fiir jede Folge (A,,),en paarweise disjunkter Ereignisse aus <7, d.h. A,NA,, =
() fiir alle n, m € N mit n # m (o-additiv).

(b) Wir bezeichnen mit VW := W(</) die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf .o7. Ein

Tripel ({P=AIZN bestehend aus einer Ergebnismenge (2, einer o-Algebra <7 interessieren-
der Ereignisse sowie einem Wahrscheinlichkeitsma3 P auf .7 wird Wahrscheinlichkeits-
raum genannt.

(c) Fir ein WahrscheinlichkeitsmaR P auf (€2, <7) heiBt ein Element w € Q mit {w} € &/ und
P({w}) > 0 Atom. Die Wahrscheinlichkeit P ({w}) wird Masse des Atoms w genannt.

(d) Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R, %) wird @l : R — [0, 1] mit x — F(z) :=
P ((—o0, z|) die zugehorige Verteilungsfunktion genannt.

(e) Wenn ) eine abzihlbare Menge ist, dann wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf &/ =
2 diskret genannt und (€2, <7, P) heiBt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung
B:©— [0 1] mitw — p(w) := P({w}) wird Zihldichte des Wahrscheinlichkeitsmaes
P genannt.

(f) Ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf (R", %") heifit stetig, wenn eine Wahrscheinlichkeits-
dichte (kurz Dichte) fill auf R", also eine Lebesgue-integrierbare Funktion f : R" — R*

mit P(B) = [, f(x)dx fir alle B € #" existiert. (R", ", P) wird dann stetiger Wahr-
scheinlichkeitsraum genannt. O
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01.05 Eigenschaft.

(i) Ist (R),en eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafie in W, so ist auch jede Konvexkombi-
nation ), . w,B mit w, = 0, n € N, und ) w, = 1in W. Die Diracmafle bilden
Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmayfe.

(ii) Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (2, <7) besitzt abzdihlbar viele Atome.

(iii) Ist eine Abbildung F : R — [0, 1] monoton wachsend, rechtsstetig mit lim,_, ., F(z) =0
und lim, ., F(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R, %) mit
P((z,y]) = F(y) — F(x) fiir alle x,y € R mit x < y. Insbesondere ist F die Verteilungs-
funktion von P. m

A01.06 Beispiel.

(a) Sei (€2, o7) ein messbarer Raum. Fiir A C Q bezelchnet Q= {0,1} mit 11 ({1}) =
A und 1; }) = Ac die Indikatorfunktion auf A. Fiir Jedes w € Qist das Empunkt- oder
Diracmafs & o/ — {0,1} mit 0,(A) := 1,(w) fiir alle A € &/ ein Wahrscheinlichkeits-
mal aus W (<

(b) Sei ) # ©Q C R abzihlbar und p eine Zihldichte auf 2. Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P
auf (R, ) mit P(B) := > ., p(w)i, fir B € % und die zugehorige Verteilungsfunktion
F:R — [0,1] mit F(z)= P((—00,2]) = > cqP(W)du((—o0,2]) = > _ p(w) fir
z € R werden diskret genannt.

L fiir w € Q.

(¢) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz Lapg, mit |2 < coundp_ (w) = il

(d) Bernoulli-Schema, kurz Bg’, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Linge n € N, Q =
{0,1}" und p, (w) = p=i=1i (1 — p)*~ 2= fiir w = (wi)iepa € {0,117
Bernoulli-Verteilung. Im Fall n = 1, schreiben wir kurz B,, also p (w) = p*(1 — p)'~* fiir
w e {0,1}.

(e) Binomial-Verteilung, kurz Bin, ;, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Lange n € N,
Q:=[0,nfundp ~(w)= (M)p(1 — p)»* fiirw € [0, n].

(f) Poissonverteilung, kurz Poi,, mit Parameter A € R’
w € Nj.

Q=Noundp (w)= exp(—A) 2+ fiir

\0?

(2) Gleich—/Uniformverteilung, kurz Ug, auf G € % mit Lebesgue-MaB A\(G) € R} und
o, () = /\(G) e 1o(x) fir x € R.
(h) Exponentialverteilung, kurz Exp,, mit A € R} und f,,, (z) = A exp(—Az)1g: (z) fiirz € R.

(i) Normalverteilung, kurz N mit Parametern ;1 € R und 0? € R, sowie fy,..(2) =
(1.02)> ; .
\/2;7 exp(—#(w — p1)?) fiir © € R. Weiterhin vereinbaren wir N, ):= 0,,. O

A01.07 Schreibweise. Sei ((S;,.%;))iez eine Familie messbarer Rdume mit beliebiger, nicht-leerer In-
dexmenge Z. Die Menge S7 := X, S; aller Abbildungen (s;);czr : Z — U;ezS; sodass s; € S;
fur alle ¢ € 7 ist, heiBt Produktraum oder kartesisches Produkt. Sind alle S; gleich, etwa S; = S,
dann schreiben wir S” := Sz, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz 8" := ST, Fiir jedes j € Z
bezeichne Ils : Sz — S; mit (s;);ez + s; die Koordinantenabbildung. O
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A01.08 Definition.
(a) Fir eine Familie (<7 );c7 von Teil-o-Algebren von <7 mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-
ge T bezeichnet \,_; 7 := (,cz & und \/, . #; := 0(U,o; #) die grofite o-Algebra, die
in allen <7, ¢ € Z, enthalten ist, bzw. die kleinste o-Algebra, die alle <7, i € Z, enthilt.

(b) Die Produkt-o-Algebra .77 := @), o7 i auf dem Produktraum S7 ist die kleinste o-Algebra,
sodass fiir jedes 7 € 7 die Koordinantenabbildung Ils, .#7-.%;-messbar ist, d.h. .7 =
Qicz % = Viez 0(lls) = V,er 5 (7). Sind alle (S;, ) gleich, etwa (S;, %) =
(S,.), dann schreiben wir .7 := .7, im Fall n := |Z| < oo, auch nur .¥" := /7%,

(c) Ist fiir jedes i € Z weiterhin P> ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (S;,.;), dann heiBt ein
Wahrscheinlichkeitsmal3 B auf ®i€2 ., Produktmaf3, wenn fiir alle endlichen 7 C 7 und
S; € S5 € J gilt ﬂ?(ﬂjej ng_l(Sj)) = [L;cs P(S;). In dem Fall schreiben wir B=
®i€I . Sind alle P? gleich, etwa P = P, dann schreiben wir kurz PZ:= P und im Fall
n = |Z| < oo auch P":= . O

A01.09 Eigenschaft.

(i) Sei Z abzdhlbar, fiir jedes v € L sei S; separabler und vollstindiger metrischer Raum (pol-
nisch) mit Borel-o-Algebra 9; und sei s, die Borel-o-Algebra bzgl. der Produkttopologie
auf St = Xiez S;. Dann gilt Bs, = $Br = ®i€Z PB;, also insbesondere Bpn = B" (vgl. ?
Satz 14.8).

(ii) Seien®,...,R diskrete Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf () mit Zihldichten p, . . ., p. Die Pro-
duktzéihldichte 1T, [E%D(wz) fiir (w;)icpn) € U ist die Zihldichte des Produktmafles B, =
Qe B auf (0,277,

(ii1) Seien R, ..., P stetige Wahrscheinlichkeitsmafe auf R mit Wahrscheinlichkeitsdichtent,, . .. . f,.
Die Produktdichte [ [;_, T(x;) fiir (x;)ica; € R™ ist Dichte des Produktmafes B, = ®i€[[n]] g

auf (R™, A™). O

A02 Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (€2, .27, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S,.#’) ein messbarer Raum und
((Si,-7;))icz eine Familie messbarer Riume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z.

A02.01 Definition.
(a) Eine Funktion X : Q — S heiBt o7 -.%-messbar (kurz messbar), falls = X)) =

{X71(9)|S € &} C « gilt. Jede solche messbare Funktion wird ((S, .7 )-wertige) Zu-
fallsvariable genannt. o (X) wird die von X erzeugte o-Algebra genannt und ist die kleinste
Teil-o-Algebra aus 2 50 dass f messbar ist.

(b) Das BildmaB P* := P o X! von P unter X auf (S,.%) wird die Verteilung von X,
kurz , genannt. Mit der Verteilungsfunktion (Dichte , Zihldichte Joill)
von X werden wir stets die zu P* gehorigen Groien bezeichnen. X heilit diskret-verteilte
Zufallsvariable, wenn P* ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmal auf (S,.) ist. Eine reelle
Zufallsvariable (Zufallsvektor) X mit stetigem Bildmal P~ wird stetig-verteilt genannt.

(©) (S,)-wertige Zufallsvariablen X, i € Z heiBen identisch verteilt (kurz i.v.), wenn fiir alle
i € T gilt P¥ = P fiir ein Wahrscheinlichkeitsmall P € W (.%).

(d) DasBildmaB P* := PoX !unter X := (X,);czr auf (Sz, .7) heibt gemeinsame Verteilung
der Familie (X;);cz. Fiir jedes i € 7 wird das BildmaB P :=Po X; ' = Po([[;0 X)) =
P* o IT; ! Randverteilung (marginale Verteilung) von X; bzgl. P*: genannt. m
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A02.02 Eigenschaft. Sei X : Q) — S eine Abbildung.
(i) Fiir jedes Teilmengensystem & aus 2° gilt o (X 1(&)) = X *(0(&)).
(ii) Falls X~Y(&) C o fiir einen Erzeuger & von ., also ¥ = o(&), gilt, so ist X eine
of -/ -messbare Funktion, also eine (S, . )-wertige Zufallsvariable.
(iii) Fiir Abbildungen X; : Q — S;, i € Tist 0((X;)iez) = Viez 0(Xi) = 0(UiezX; ' (S))
die kleinste Teil-o-Algebra, so dass alle X;, © € I, messbar sind.
(iv) Jede stetige Funktion g : S — T zwischen metrischen Riumen S und T ist Bs-Br-

messbar, kurz Borel-messbar. O
A02.03 Definition. Sei X : (Q,.&/) — (S,.7) eine Zufallsvariable.
(a) Falls (S,.¥) = (R, ,@, so heiBt X numerische Zufallsvariable, kurz X € o/ . o
Falls (S,.7) = (R* ,95’+) so heiBt X positive numerische Zufallsvariable, kurz X € o .
(b) Falls (S,.7) = (R, A), so heiBit X reelle Zufallsvariable, kurz X € < .
Falls (S,.7) = (R*, #"), so heiit X positive reelle Zufallsvariable, kurz X € o/*.
(c) Falls (S,.7) = (R", A"), so heiit X Zufallsvektor, kurz X € o/™. O

A02.04 Beispiel.

(a) Seien (2, 7) ein messbarer Raum und 1, mit A C  die Indikatorfunktion. Dann gilt
1, € o7, d.h. 1, ist genau dann eine reelle Zufallsvariable, wenn A € o/ gilt.

(b) Fiir jedes n € N ist die identische Abbildung id,. : R” — R” mit x — id,.(z) := x ist ein
Zufallsvektor auf (R", ™), also id,. € £".

(¢) Eine reelle Zufallsvariable X € .o heilit einfach oder elementar, falls sie nur endlich viele
reelle Werte annimmt, d.h. fir X(Q) = {z;,7 € [n]} € R mit n € N besitzt X eine
Darstellung der Form

X=> al, mitd=X"{z})={X=uz}co

1€[n]

(d) Sei (R™, A" P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte
f :R™ — R*". Dann ist f eine positive reelle Zufallsvariable. O

A02.05 Schreibweise.

(i) Sei (X,,)nen eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf (€2, .e7). Die Fol-
ge (X, )nen heiBt (punkiweise) monoton wachsend (kurz isoton) bzw. fallend (kurz antiton),
wenn X, (w) < X, 41(w) bzw. X, 41 (w) < X, (w) fiir allew € Q und fiir alle n € N gilt. Fiir
jedes w € € definiere [lim inf X |(w) := sup,,-; infy,>n, Xon(w) und [lim sup X, |(w) =

n—o0 n—s 00

inf,,>1 sup,,~,, Xm(w). Dann heilen - = lim inf X, und = lim sup X,, Limes in-

n—00 n—o0
ferior bzw. Limes superior der Folge (X, ),en. Die Folge (Xn)neN heiBt konvergent, wenn

X, = X* =: X gilt, d.h. der punktweise Grenzwert existiert iiberall. In diesem Fall schrei-
ben wir lim X, = X.

n— oo
(i1) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (X, ), -n von numerischen oder reellen Zu-
fallsvariablen ist konvergent mit X :— lim,, .. X, = sup,, .\, (bzw. X' = lim,,_, . X, —
inf, -n X,,)). In diesem Fall schreiben wir kurz X, T X (bzw. X, | X).

(iii) Sei (Ap)nen Folge von Teilmengen aus 2. Fir A, := lim inf A, := (U, >, >, A und

n—oo
A* = limsup A, = ()5 Up>, Ak gilt dann 1,, = (1,,), = liminf1, und 1,. =
n—00 ~ ~ n—00
(1,)* =lim sup1,,. O
n—oo
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A02.06 Eigenschaft.

(i) Fiir Zufallsvariablen X,Y € o und a € R gelten: a X € o (mit der Konvention 0 X
00 =0); XVY = max(X,Y), X AY := min(X,Y) € o und insbesondere X+ :=
XV0, X~ i=(-X)" € und |X| € o ; {X <Y} {X<Y}{X =Y} € Fir
reR sei |z] :=sup{z€Z:z<x} Dannygilt | X| € o .

(ii) Es seien Xy,..., X, € & und h : R" — R™ Borel-messbar. Dann ist
hMXy,...,X,) € ™. Insbesondere gilt also (X1, ..., X,) € &" und X; + X5, X; — X5,
X1 Xy € o sowie, falls iiberall wohldefiniert, X,/ X, € <.

(iii) Sei (X, )nen aus 7. Dann gilt sup,,cy X, € <, inf,en X, € 7, X, = lim inf X,, € &

n—oo

und X* = lim sup X,, € <. Falls X := lim X,, existiert, dann ist X € <.

n—00 n—00

(iv) Sei S : (Q,4/) — (S,.) messbar und Y : Q — R. Dann sind dquivalent: (a) Y ist
messbar bzgl. o(S), kurz Y € o(S); (b) Es existiert h : (S,”) — (R, %) messbar,
kurz h € .7, mit Y = h(X). Falls Y reell, beschrdnkt oder positiv ist, so erbt h diese

Eigenschaft.
Q) —— (5,.7)
_ {h €7
Y = h(S) € o(5)
(R, 2)

(v) Fiir jedes X € o ist (Xn)nen mit X, := (272" X |) A n fiir n € N eine Folge einfacher
Zufallsvariablen aus </ * derart dass gilt (a) X,, T X, (b) X,, < X A n; (c) Fiir jedes
c € R gilt lim,, ., X,, = X gleichmdfig auf{X < c}. 0

A03 Unabhangigkeit

A03.01 Definition.
(a) Zwei Ereignisse A, B € o7 heillen (stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz A Il B, wenn
P(ANB)=P(A)P(B) gilt.

(b) Eine Familie (A;);cz von Ereignissen aus .7 mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z heif3t
(stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz 1, A;, wenn fiir jede endliche Teilmenge 7 C 7

giltP(Nyes A) = [Lies P(4)).

(c) Eine Familie (&;);cz von Teilmengensystemen aus .27 mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-
ge Z,d.h. & C o firalle i € Z, heilt (stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz 11, ,&;,
wenn 11, ;A; fiir alle A; € & und i € 7 gilt.

(d) Sei (4, )nen eine Folge von Teil-o-Algebren aus <7, dann heiBt o7 := A, ., V.-, Zn, die
asymptotische (terminale) o-Algebra. Ein Ereignis A € o7, wird asymptotisch (terminal)
bzgl. (.9, )nen genannt.

(e) Die Familie (X;);c7 von Zufallsvariablen heit unabhdngig, kurz 11, . X;, wenn die Familie
(0(X;))iezr von Teil-o-Algebren von .o/ unabhingig ist

(f) Sei (X,)nen eine Folge von (S, .7, )-wertigen Zufallsvariablen auf (2, <7, P). Dann heifit
Ax = Npst Vinsn 0(Xo) die asymptotische o-Algebra. Ein Ereignis A € @/x wird asym-
ptotisch bzgl. (X, )nen genannt, d.h. A hingt fiir alle n > 1 nur von (X,,)m>n ab. O

A03.02 Beispiel.

74 Wahrscheinlichkeitstheorie 1



A04 Erwartung Anhang A Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

(a) Ist(A;);ez eine Familie von Ereignissen, so gilt o ({A4;}) = o(X;) fiir die Bernoulli-Zufallsvariable
X;:=1,,1 € Z. Weiterhin gilt 1|, ;A; genau dann, wenn 1L, X,.

(b) Sei (A, )nen eine Folge von Ereignissen aus <7, dann sind A, = lim inf,,_,,, A, und A* =
lim sup,,_,, 4, asymptotische Ereignisse bzgl. (c({4,}))nen.

(c) Sei (A, )nen eine Folge von unabhdngigen Ereignissen aus .o7. Da A, = lim inf,, ., A, und
A* = lim sup,,_, . A, asymptotische Ereignisse bzgl. der Folge unabhingiger o-Algebren
(0(A,))nen sind, folgt aus §A03.03 (iii) P(A,) € {0,1} und P(A*) € {0, 1}.

(d) Sei (X,)nen eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen X, :=
lim inf, o X, und X* := lim sup,,_, . X,, messbar bzgl. 7.

(e) Sei (X,,)nen eine Folge unabhdingiger numerischer Zufallsvariablen auf (2, .27, ), so sind
X, = lim inf, o X,, und X* := lim sup,,_, ., X,, fast sicher konstant, das heif3t, es gibt
T, r* € RmitP(X, =2,) =1und P(X* = 2*) = 1. O

A03.03 Eigenschaft.

(i) (Satz von Borel-Cantelli) Fiir (Ay)nen aus &/ gilt: (a) IP(lim SUD,, o0 An) = 0, falls
Y onen P(An) < ooy (b) Ist zusdtzlich 11, A, so auch [F"(lim SUD,, 00 An) = 1, falls
Y onen P(Ay) = o0

(ii) Fiir jede unabhdngige Familie (<;);cr von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge Z, also 11._,.<7;, und jede Partition {Jy, : k € K} von T ist die Familie
(VieZk ;) ke von Teil-o-Algebren aus </ unabhdngig, also 11, \/._ 7. i

(iii) (0-1-Gesetz von Kolmogorov) Sei (o, )nen eine Folge von unabhdngigen Teil-o-Algebren
aus </ . Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (<, )nen asymptotischen Ereignisses
entweder 0 oder 1, also oo, C T = {A € o |P(A) € {0,1}}. T wird P-triviale
o-Algebra genannt.

(iv) Seien (T;, 7;)icz eine Familie messbarer Riume und fiir jedes i € I, h; : S; — T; eine
;- T;-messbare Funktion. Ist L., X;, so gilt auch 1L, h;(X;). Fiir jede Partition {7}, :
k € K} von T ist ((hi(X;))ieq, ) kek eine Familie von unabhiingigen Zufallsvariablen, also
LkeK?(hi(Xi))iEJk-

(V) Fiir jede Familie (S;, .%;, P );cz von Wahrscheinlichkeitsrdumen mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge T existiert eine Familie (X;);cr unabhdngiger (S;, .%;)-wertiger Zufallsvaria-
blen definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung P und
dem Produktmaf} Q),.; P als gemeinsamer Verteilung auf dem Produktraum (Sz, 7).

(vi) (0-1-Gesetz von Kolmogorov) Sei (X, )nen eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen
auf (2, o/, P). Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (X,)nen asymptotischen Er-
eignisses entweder 0 oder 1, also o/x C 7. O

A04 Erwartung

A04.01 Definition. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmal3 P auf einem messbarem Raum (€2, <) heift das
eindeutig bestimmte Funktional Ji= : .o/ " R, das die folgenden Bedingungen erfiillt:

(E1) Fiiralle X,Y € &/ unda,b € R gilt E(aX 4 bY) = aE(X) 4+ bE(Y); (linear)
(E2) Fiir alle (X,,)nen T X in o7 gilt E(X,) 1 E(X); (o-stetig)
(E3) Fiir jedes A € o7 gilt E(1,) = P(A). (normiert)

Erwartung bzgl. P und fiir jedes X € /" heiBt IH®QR der Erwartungswert von X, wobei fiir
P = {P C /| P endliche Partition von Q} gilt E(X) = sup { > (inf X(w))P(A)}. ©
PeP  Aep: weA
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A04.02 Eigenschaft.

(i) Fiir X € o ist P(X = 0) = 1 genau dann wenn E(X) = 0. Insbesondere fiir E(X) < 0o
gilt P(X = +00) = 0.

(ii) Fiir X,Y € o' gilt P(X <Y) = 1 genau dann, wenn E(X1,) < E(Y'1,) fiir alle A € o

gilt. Insbesondere, aus P(X <Y) = 1 folgt E(X) < E(Y). Weiterhin gilt P(X =Y) =1
genau dann, wenn E(X1,) = E(Y'1,) fiir alle A € <f gilt.

(iii) (Lemma von Fatou) Fiir (X,,)nen aus o gilt E ( lim inf Xn) < lim inf E(X,).

n— o0 n— o0
(iv) Eine Familie (<7;);c1 von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge T

ist unabhdngig, also L._;.<7;, genau dann, wenn fiir jede Familie (Xi)iez positiver numeri-
scher Zufallsvariablen mit X; € uofj, 1 € Z, und jede endliche nicht-leere Teilmenge J C T

gilt E([[;c7 X;) = [ e E(X)). O

A04.03 Definition. Sei X € < eine numerische Zufallsvariable.
(a) Isthochstens einer der beiden Erwartungswerte E (X ) und E (X ) nicht endlich, dass heiBt,
E(XT) ANE(X ™) < oo, so definiert {A®@N := E(X ) — E(X ) den Erwartungswert von
X mit den iiblichen Konventionen co + x = oo und —oo + x = —oo fiir alle x € R. Der
Erwartungswert von X ist nicht definiert, wenn E(X 1) = E(X ) = oo gilt.

(b) Falls E(]X|) < oo, also falls E(X™) < oo und E(X ™) < oo, gilt, dann heifit X integrier-
bar. Die Menge aller integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen wir mit

= Z(P) = L(od,P) = {X € o : E(|X]) < o0}

(c) Fir p € R} definiere ||.X||g:= ([E(|X\p))1/p und || X[ := inf {z € R : P(|X]| >
z) = 0}. Firp € R\O heiit X Z-integrierbar, wenn || X||# < oo. Die Menge aller .Z-
integrierbaren Zufallsvariablen bezeichnen wir mit b .= Z(P) := Z(«/,P) .= {X €
o || Xy < oo}

(d) Fir X € % und p € N heifit E(X?) das p-te Moment von X; fiir X € £ und p € R}, heilit
E(|X|?) das p-te absolute Moment von X .

(e) Fiir Zufallsvariablen X, Y € .Z bezeichnet Cov(X,Y) :=E({X —E(X){Y —E(Y)}) =
E(XY) — E(X)E(Y) die Kovarianz zwischen X und Y. Mit Var(X) := Cov(X, X) =
E({X — E(X)}?) = E(X?) — {E(X)}? bzw. std(X) := /Var(X) bezeichnet man die
Varianz bzw. Standardabweichung (standard deviation) von X.

() Fir X,Y € £ mitstd(X),std(Y) € R heift p(X,Y):= Lo Y) ¢ [—1,1] Korrelati-

std(X) std(Y)
on zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y) = 0 gilt, heiBen X und Y unkorreliert. O
A04.04 Schreibweise. Fiir k£ € N bezeichen wir mit = Wi(#) die Menge aller Wahrschein-

lichkeitsmaBe auf (R, %) mit endlichem k-ten absolutem Moment, also fiir alle P € W, gilt
id, € Z(P) (vgl. Beispiel A02.04 (b)). Weiterhin, bezeichnet E die Erwartung bzgl. P, so
schreiben wir fiir ¥* ~ [° zum Beispiel auch = E(idy) fR yP(dy). O

A04.05 Eigenschaft. Fiir p € [1,00] ist Z ein Vektorraum. Fiir das Funktional E : £, — R mit
X — E(X) gilt:

(i) Fiiralle X,Y € Zunda,b € R gilt aX +bY € L und E(aX +0Y) = aE(X) + DE(Y),
falls X > 0 so auch E(X) > (X)| < E(|X]); falls X <Y soauch E(X) < E(Y);

(ii) Seien X € LundY € o mitP(X =Y) = 1, dann gilt Y € L und E(X) =E(Y).
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(iii) Falls X,Y € 4 unabhdngig sind, so gilt XY € L und E(XY) = E(X)E(Y). Somit sind
unabhdingige Zufallsvariablen unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht. Fiir unkorrellierte
Zufallsvariablen X,Y € % gilt Var(X +Y') = Var(X) + Var(Y).

(iv) Fiir X € Zist P(X = 0) = 1 genau dann, wenn E(X1,) = 0 fiir alle A € < gilt.

(v) (Ungleichung von Jensen) Seien X € £ und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit
¢(X) € Z. Dann gilt ¢(E(X)) < E(¢(X)).

(vi) (Monotone Konvergenz) Sei (X, )nen aus 4 mit X,, T X (bzw. X,, | X) fiir ein X € of
und sup,,cy |E(X,,)| < oo. Dann gilt X € £ und E(X,,) T E(X) (bzw. E(X,,) | E(X)).

(vii) (Dominierte Konvergenz) Sei (X,)nen aus £ mit lim, oo X,, = X fiir ein X € o
und existiert Y € & mit sup,,cy | Xn| < Y, also sup,on | Xn| € &, dann gilt X € 7,
lim,, o E(|X — X,,|) = 0 und lim,,_,, E(X,,) = E(X).

(viil) Sei X eine (S,.7)-wertige Zufallsvariable auf (0, <7 ,P), sei P* = PoX ! die Verteilung
von X auf (S,.%) und sei h € . eine numerische Zufallsvariable auf (S,.#). Fiir h > 0,
also h € ", gilt E.(h(X)) = E,.(h). Weiterhin gilt h(X) € Z(), o/, P) genau dann,
wenn h € Z(S, ., PY).

X

(2, o) (S,7)
\ lh € L(P¥)
hX) e LA(P)
(R, #)

(ix) Fiirp € R, gilt X € £ genau dann, wenn |X|P € 4 gilt. Fiir p = oo gilt P(|X| >

\0

1X1|.) = 0.
(x) Fiirp,q € R, mitp < qund X € £ gilt | X|| ¢ < || X| & und somit £ C .

(xi) Seip € @g. Fiir X € o gilt || X||.¢ = 0 genau dann, wenn P(X = 0) = 1. Fiir a € R gilt
|aX|| g = |a|| X||g. Fir X € ZLgiltP(|X|<oc)=1FirY e  mitP(X=Y)=1
gilt | X1z = 1Y [l.5-

(xii) (Holder Ungleichung) Seien X,Y € o und p,q € [1,00] mit % + % = 1. Dann gilt:
E(IXY]) < I X)£llY]l.2
(Cauchy-Schwarz Ungleichung) Fiir X,Y € % gilt XY € 4 und
[E(XY)P? < IXI5IY 1% = E(XPE(Y ).

(xiil) (Minkowski Ungleichung) Fiir X, Y € £ mitp € [1,00| gilt X +Y € £ und
|1 X + Y|z < || Xz + |Y|l%. Insbesondere ist ||-|| & fiir p € [1, 00| eine Pseudonorm auf
2, das heifpt fiir X, Y € Z und a € R gilt: (a) || X|| > 0 fiir alle X und || X ||.¢ = 0, falls
X = 0P (0) [aX |l = [l Xl und ©) X + Yl < XI5 + IV 15

(xiv) (Markov Ungleichung) Fiir Y &€ " und p,€ € Ry gilt eP1yy ..y < YP, sodass
P(Y >¢e) < e PE(YP).
(Tschebischeff Ungleichung) Fiir X € 4 und ¢ € R, gilt
P(|X —E(X)| >¢) < e ?Var(X). O

A04.06 Schreibweise. Im Folgenden fassen wir Vektoren als Spaltenvektoren auf, dass heifita = (a; - - - a,,)" €
R™. Wir bezeichnen mit (-. -) das Standardskalarprodukt auf R™, dass heiBt, (a,b) = > | a;b; =
bla fiir alle a,b € R". Fir p € @; sei |||/, die tibliche .Z-Norm auf R", dass heifit, fiir
alle a € R™ist |lal, = (X, |a:P)'/? fiir p € RY sowie [afoc = maxep, |a,|. Fir die
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vom Standardskalarprodukt (-,-) auf R" induzierte Norm schreiben wir kurz ||-|:= ||-||2, al-
so |la|| = /{a,a) = Vala = (33, a?)"/? fiir alle a € R". Fiir eine symmetrische Matrix
S = (2y) € R®P) schreiben wir £ > 0 oder > ¢ R, falls sie positiv semi-definit ist, sowie
¥ > 0 oder © € R falls sie strikt positiv definit ist. o

A04.07 Definition. Sei X = (Xi>ie[[n]] € o/ ein numerischer Zufallsvektor (aufgefasst als Spaltenvek-
tor) auf (2, 7, P), also X; € 7, i € [n], sowie || X||, € o firp € R,
(a) Furp € @g heift X Z-integrierbar, falls || X ||, € Z(</,P) oder dazu dquivalent X; €
£ fir alle i € [n] gilt. Wir definieren || X || ¢:= ||| X|,]|% sowie .4 = Z(P) :=
L, P)i={X € " 1 || Xz < oo},
(b) Fir X € L heibt E(X) := ([E(Xi))ie[[n]] € R™ Erwartungswertvektor von X.
(c) Falls X € £, dann heil3t

Cov(X) = (Cov(Xi, Xj)), g = ([E({Xi —E(X)HX; — [E(Xj)})) .
= E((X — E(X))(X —E(X))") = E(XX") — E(X)(E(X))" € R™"
Kovarianzmatrix von X. O

A04.08 Schreibweise. Fiir k& € N bezeichen wir mit = W.(#") die Menge aller Wahrscheinlich-
keitsmaBe auf (R", %") mit endlichem k-ten absolutem Moment, also fiir alle P € W)(#") gilt
id,. € Z(%",P) (vgl. Beispiel A02.04 (b). Weiterhin, bezeichnet E die Erwartung bzgl. P, so
schreiben wir fiir Y ~ [P auch = E(ida) = ( fon viP y))iem. O

A04.09 Eigenschaft.

(i) (Ungleichung von Jensen) Es seien £ C R™ konvex und X = (X;)ic[n] € " und in Z(P)
mit P(X € ) = 1, sodass E(X) = ([E<Xi))z‘e[[n]] € E Istyp : £ — R eine konvexe
Funktion dann gilt E(¢(X)) > ¢(E(X)).

(ii) Fiir die Kovarianzmatrix ¥ := Cov(X) eines R"-wertigen Zufallsvektors X € 2 gilt
Cov({a, X),(X,b)) = 1L, >y aibj Cov(Xi, X;) = b'¥a = (¥a,b) fiir alle a,b €
R". Insbesondere gilt ¥.;; = Cov(X;, X;) = Cov(X;,X;) = X, fiir alle i,j € [n] und
(Xe,c) =Var((X,c)) > 0 fiiralle c € R™, also ¥ € R(;’n).

(iii) Sei X € &/™ in Z. Fiiralleb € R" und A € R™™) istdann Y = AX +b € &/ in
%. Bezeichnen wir weiterhin mit i = E(X) € R™ und ¥ := Cov(X) € R™™ den
Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix von X, dann gilt E(Y') = Ap + b und
Cov(Y) = AL A% O

A04.10 Definition. Fir X € &%, Y € &/™in £ heibt Z* = A*X +b* mit A* € R™"® und b* € R" eine
lineare Vorhersage von Y durch X. Z* wird beste lineare Vorhersage von Y durch X genannt,
wenn E||Y — Z*||2 < E||Y — (AX + b)|? fiir alle A € R(™*) und b € R™ gilt. O

A04.11 Bemerkung. Fiir eine Matrix A € R(*) heiBt eine Matrix Jab8] € R*™ Moore-Penrose Inverse
von A, wenn AATA = A, ATAAT = A" und AA" sowie AT A symmetrisch sind. Die Moore-
Penrose Inverse ist eindeutig festgelegt. Ist B € R™ symmetrisch, so dass U'BU = Diag(\)
fiir eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix Diag(\) mit reellen Diagonaleintragen
A = (Ni)iepp- Setzen wir AT = (Af);epe mit A = X'y (N;), dass heiBt, fiir A\; € R ist

Al = A\7! und ansonsten A\ = 0. Dann ist B* = U Diag(A")U* die Moore-Penrose Inverse
von B. Allgemein ist AT = (A*A)* A* € R(*) die Moore-Penrose Inverse von A € R(™¥), o
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A04.12 Eigenschaft. Fiir X € @/* Y € @™ in £ mit Cov(Y, X) == E((Y — E(Y))(X — E(X))?) ist
Z* =E(Y)+Cov(Y, X) Cov(X)" (X —E(X)) die beste lineare Vorhersage von'Y durch X. Der
Fehler e :=Y — Z* und AX fiir beliebiges A € R"™*) sind unkorreliert, also Cov (g, AX) = 0.
Es gilt Cov(e) = Cov(Y) — Cov(Y, X) Cov(X)" Cov(X,Y) und E(¢) = 0. O

A05 Multivariate Normalverteilung

Nicht degenerierte multivariate Normalverteilungen konnen direkt tiber ihre Dichte definiert wer-
den. Eine Normalverteilung heifit degeneriert, falls ihre Kovarianzmatrix nicht strikt positiv de-
finit ist (nicht vollen Rang hat). In der Vorlesung werden wir auch Zufallsvariablen mit degene-
rierten Normalverteilungen betrachten. Beispiele fiir solche Zufallsvariablen sind Projektionen
von nicht degenerierten normalverteilten Zufallsvariablen auf lineare Teilrdume.

A05.01 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines R™-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen (X, c) fiir alle c € R". O

A05.02 Definition. Ein R™-wertiger Zufallsvektor X besitzt eine multivariate Normalverteilung

mit 1 € R” und positiv semi-definiter Matrix ¥ € R(™" falls fiir alle ¢ € R" die reelle Zufalls-
variable (X, ¢) eine N(, ¢ (c.c))- Verteilung besitzt. Das ProduktmaB N z,) = Qi N1y =
N?o,n heilt insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei F,, die n-dimensionale
Einheitsmatrix ist. O

A05.03 Vorbemerkung.. Fiir eine Matrix A € R™™ mit Spaltenvektoren ds, .. ., de, bezeichnet
Bild(A) = (Ge1,---,0em) € R™ die lineare Hiille der Spaltenvektoren, also das Bild der li-
nearen Abbildung R™ — R™ mit x — Ax. Fiir einen linearen Unterraum I/ C R"™ bezeichnet
R"™ = U & U+ die direkte orthogonale Summe, dass heif3t, &/ und U+ sind orthogonal, also fiir
alle w € Y und v € U~ gilt (u,v) = 0, und jedes Element x € R™ hat eine eindeutige Dar-
stellung 2 = u + v mit u € U und v € U+. Wir bezeichnen mit II;; die Darstellungsmatrix der
orthogonalen Projektion von R™ in U/, also U & U+ — U mit v = u + v +— u = Il,x. Eine
Matrix U € R(™™) heift partielle Isometrie, falls UU! = i) und U'U = Tgjaqr). 0

A05.04 Eigenschaft. Seien Z ~ N g, undY ~ N g,), dann gelten die folgenden Aussagen:
() Falls A € R™™ ynd B € R™*) mit AA* = BB gilt, dann sind die R™-wertigen Zufalls-
vektoren AZ und BY identisch verteilt.

(i) Falls U € R™™) ejne partielle Isometrie ist, dann gilt U Z ~ N(OﬂBnd(U))'

(i) Falls A € R™™ und B € RU™K) mit A'B = 0. Dann sind g4 Z ~ N
gias)Z ~ N(opya.s)) Unabhdngig.

0,1Igj1a¢A4)) und

Sei X ~ N,y mit p € R" und X € [R(;’"), dann gelten die folgenden Aussagen:
(iv) Fiir allei € [n] gilt X; ~ N, .-

(v) Fiirallei,j € [n] miti # j sind die Koordinaten X; und X; von X genau dann unabhiingig,
wenn ;; = 0 gilt.

(vi) Fiir A€ R™™ undb € R™ gilt Y = AX + b ~ N(apipan40).

(vii) Ist X2 positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte
f(x) = 2m)2(det £) " exp {57 (& — ), (x — p)) }, © € R™, u
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A05.05 Beispiel. Der stetig-verteilte Zufallsvektor (X, Y") wird bivariat normalverteilt mit Parametern
tx, iy € R, ox,0y € R und p € (—1, 1) genannt, wenn die gemeinsame Dichte durch

(z—px)? 2p(z—px)(y—py) )

)2
26Xp(_m>e}(p( (= p2)oxoy _ _(y=ny) )

ﬂ}i{,Y)x7y) = p( 2(1_/)2)0%

2noxoy/1—p

gegeben ist, wobei puy = E(X), uy = E(Y), 0% = Var(X), 02 = Var(Y) und p =
Corr(X,Y) = %. Die nédchsten Graphiken stellen die gemeinsame und die marginalen

Dichten fiir verschiedene Werte der Parameter dar.
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=
53
©
\ ~ \
o~ o~
> o > o
o
© @
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

x ply) x py(y)

X und Y sind genau dann unabhingig, wenn sie unkorreliert sind, also p = 0 gilt (vgl. §A05.04
(v)). Achtung, es ist natiirlich moglich, dass X ~ N(MX,Ug() und Y ~ N(szy ) unkorreliert sind,
aber der Vektor (X,Y") nicht bivariat normalverteilt ist. Betrachte dazu zwei unabhingige Zu-
fallsvariablen X und V', wobei X ~ N ;) und V' ist eine Rademacher-Zufallsvariable, d.h.
Ve {-1,1} mit P(V = —1) = 1/2 = P(V = 1). Es ist nun leicht zu zeigen, dass die
Zufallsvariablen Y := VX und X unkorreliert sind und dass Y ~ N ;) (Nachrechnen!). Die
Zufallsvariablen X und Y sind somit standardnormalverteilt und unkorreliert, aber ihre gemein-
same Verteilung ist keine Normalverteilung (warum?). Die nidchsten Graphiken zeigen 5000
Realisierungen von (X, Y") (in griin) und zum Vergleich 5000 Realisierungen einer bivariaten
Standardnormalverteilung.

px(x)

3 ASE E

W
px(x)

ST
o

4

2

4

|

Im Folgenden sind (Z;);c[o,m+#] unabhingige und identisch N g ;)-verteilte Zufallsvariablen,

also (Z;)icfo,m+k] ~ N%(H);Jrk'

A05.06 Y?-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

k
Q=) 7
=1

heiBt (zentrale) >*-Verteilung mit k Freiheitsgraden , kurz
. Fir « € (0,1) bezeichnen wir weiterhin den Wert
X%,a € R als a-Quantil einer (zentralen) y*-Verteilung mit &

L
0 2

Freiheitsgraden, falls P(Q < xj ,) = « gilt. _ Xﬁ-D;chtefunktionen
Fiir 6 € R heiB3t die Verteilung der Zufallsvariable

6 8

k
Q= (Z1+6°+) 7

1=2

nicht-zentrale x2-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 62, kurz
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OESBHACRN. ;. . (0°) € R bezeichnet das a-Quantil einer nicht-zentralen x*-Verteilung mit
k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 6, d.h. P(Q < x7,(6%)) = a. O

A05.07 Eigenschaft. Sei Q ~ x3 und W ~ x2(6%), dann gilt E(Q) = k, Var(Q) = 2k und E(W) =

0% + k. Fiir 7 ~ N1y v € R™ und A € R™P mit rg(A) = p gelten auferdem: (i)

sy Z||* ~ x; und (i) | Z +vl]> ~ x2,([[v]*). O

A05.08 (Student-) t-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

Z 0 A —k2

1 k 2
%@;Zi
|

hei3t (Student-) t-Verteilung mit k Freiheitsgraden, kurz ,
und ty, € R bezeichnet das a-Quantil einer (Student-) t- '\ 33,
Verteilung mit k-Freiheitsgraden, d.h. P (7" < tk,a) = q. t5-Dichtefunktionen

T :=

A05.09 Eigenschaft.

(i) Die (Student-) t,-Verteilung mit einem (k = 1) Freiheitsgrad entspricht gerade der Cauchy-
Verteilung.

(i1) Fiir jedes k € N besitzt die ty-Verteilung endliche Momente nur bis zur Ordnung p < k (sie
ist heavy-tailed). Insbesondere, ist T ~ ty so gilt E(T') = 0 fiir k > 1, sowie Var(T) =
k/(k —2) fiir k > 2.

(iii) Fiir (X;)ieqn ~ N2, o, X 1= S0y Xpund S = 25 370 (X — X,)? sind (X, —
p) ~ N1y und (710;21)3(22) ~ X2_, unabhiingig, so dass fn = ‘é—ﬁ(yn — 1) ~ tyu_q mit

§n =/ §7(12) gilt. O

A05.10 (Fisher-) F-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

Q
S 4
1 X~ 2 @
m Z ZZ =
= — d1=1,d2=1
Fo=— o | — d1=2, d2-1
1Ly 72 - — g1=5,d2=2
k. ¢ d1=100, d2=1
i=m+1 2 \ d1=100, d2=100
heilt zentrale (Fisher-) ¥-Verteilung mit m und k Freiheitsgra- o | \\k ,
den, kurz . F'y k.o bezeichnet das a-Quantil einer zen- ST T T T T
o 1 2 3 4 5

tralen Fisher-F,, ,-Verteilung mit m und %k Freiheitsgraden, d.h.
P(F < Fm,k,a) = Q. F 41,42-Dichtefunktionen

Fiir 0 € R heif3t die Verteilung der Zufallsvariable

(21 +0)" + iZ?}

F = p—_

Pz
i=m+1
nicht-zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititspara-
meter 62, kurz JARSRISNEORN. |, ;. ,(0%) € R* bezeichnet das a-Quantil einer nicht-zentralen
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F,, x(6?)-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitéitsparameter 6%, das heif3t
P(F < Fppa(6?) = . O
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A05.11 Eigenschaft.
(i) Sei F' ~ F, ; mit k > 1, dann ist F~" eine ¥y, ,,-verteilte Zufallsvariable. Fiir T ~ ty ist T?
eine Iy j-verteilte Zufallsvariable.

(i) Sei Fy, ~ F,k k € N, dann konvergiert die Folge von Zufallsvariablen (mF},)yen fiir
k — oo in Verteilung gegen ein x> -verteilte Zufallsvariable. O

A06 Grenzwertsatze

A06.01 Schreibweise. Im Folgenden bezeichnen wir mit C;, := C;,(R"") die Menge aller beschriinkten,
stetigen, reellen Funktionen auf R*. Fiir i € C, ist somit ||k« := sup,cpx |h(z)] < oo, so dass
fiir jedes WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %), kurz P € W(%*), gilt C, C £ (%", P). o

A06.02 Definition.

(a) Eine Folge (X,,),en reeller Zufallsvariablen in 7 konvergiert

® P-fast sicher (P-f.s.) gegen die numerische Zufallsvariable X € 7, kurz ,

wenn lim sup,,_,.|X,, — X| = 0 P-f.s., dass heiit P(lim sup|X,, — X| = 0) = 1 gilt.

n—oo

® P-fast volistindig (P-f.v.) gegen die numerische Zufallsvariable X € o7, kurz ,

wenn fiiralle e € R¥ gilt Y-, (P (|X,, — X[ > ¢) < o0

® stochastisch gegen die numerische Zufallsvariable X € o, kurz , wenn fir alle
e € R}, giltlim,,o P(| X, — X| > ¢) = 0.

(b) Eine Folge (X,,)nen in £, p € R, konvergiert in £ gegen X € £, kurz , wenn
gilt lim,, , || X;, — X = 0.

(c) Eine Folge (P),,en von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R¥, %) konvergiert schwach gegen
ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %), wenn lim,, ,, E.(h) = E,(h) fiir alle h € C,

gilt. Wir schreiben kurz oder P = w-lim .

n—oo
(d) Eine Folge (X,,)nen von R*-wertigen Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen einen
R*-wertigen Zufallsvektor X, kurz , wenn lim E(h(X,)) = E(h(X)) fiir alle
n—oo
h € Cy, also P* = w-lim P*» gilt.

n—oo

(e) Fir eine Folge (X,,),en definieren wir Konvergenz in Verteilung mit einem Wahrscheinlich-

keitsmal} P als Grenzwert, kurz [P.¢% £> =8 allgemein durch P* = p. O

A06.03 Eigenschaft. Es seien X, X,, und Y,, n € N, reelle Zufallsvariablen.

(i) Sei h : R — R eine stetige Funktion und (X,,),en konvergiere P-f.s. (stochastisch bzw. in
Verteilung) gegen X. Dann konvergiert (h(X,,))nen auch gegen h(X) P-f.s. (stochastisch
bzw. in Verteilung).

(ii) Konvergiert (Y, )nen in Verteilung gegen X, also 'Y, 2 X, und konvergiert (X,, — Y, )nen
stochastisch gegen Null, also | X,, — Y,,| il 0, dann konvergiert (X,,)nen in Verteilung auch
gegen X, also X, Ly X. Fulls X, Ly X und Y, K a, so gilt auch X,, +Y, Dox +a
sowie Y, X,, D, oX.
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(i) (X, )nen konvergiert in Verteilung gegen eine Konstante a € R, also X,, — a, genau dann,

: : . P
wenn sie stochastisch gegen a konvergiert, also X,, — a.

(iv) (Delta Methode) Seien x € R und a,, T oo mit a,(X,, — ) Ly X. Dann gilt X, K x. Ist
weiterhin f € A differenzierbar in x, so gilt a,(f(X,) — f(x)) — an (X, — ) f'(x) 50
und somit auch a,(f(X,) — f(x)) N ()Y

(v) (Cramér-Wold device) Fiir eine Folge R%-wertiger Zufallsvektoren (X, )nen sind dquivalent:
(a) Es gibt einen Zufallsvektor X mit X, NS¢ (b) Fiir jedes v € R? existiert ein X mit
(v, X,) Ly X, Falls (a) und (b) gelten, so sind X" und (v, X') identisch verteilt.

(vi) Gegenbeispiele zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der folgenden direkten Implikatio-
nen (in rot) nicht gelten.

n— 0o

inf{e >0:P(|X, — X| >¢) =0} 22250

1
% dl

D, ——

/ P supl X~ X1 =0) = 1

l VSEIRTO : nli~>moop(‘Xn_X|>E):0

4
\

T VheC, : lim E(h(Xn)) = E(h(X))

O

A06.04 Definition. Eine Familie (X, ;);c[n]nen reeller Zufallsvariablen in % heilit standardisiertes
Dreiecksschema, wenn (i) (X, ;)jcn sind unabhingig; sowie (ii) E(X,;) = 0, j € [n],
und > 7, Var(X,, ;) = 1 fiir jedes n € N gilt.

Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) je[[n] nen erfiillt

(a) die Lindeberg-Bedingung, wenn lim Z [E( g {‘X N}) 0 fiir jedes ¢ € R, gilt;

n—00
Jj=

(b) die Lyapunov-Bedingung, wenn lim »_ E (\Xw\“‘s) = 0 fiirein 6 € R} gilt. O

A06.05 Eigenschaft. Sei (X,,),en eine Folge unabhiingiger reeller Zufallsvariablen.
(1) (Starkes Gesetz der grofien Zahlen) Seien X,,, n € N, identisch-verteilt. X, € £ gilt genau
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dann, wenn lim,, ., X,, = E(X,) P-f.s. (und dann auch in .Z).

(ii) (Lévy’s Aquivalenzsatz) Die Folge der Partialsummen (Sn)nen mit S, == Z?Zl Xi,neN,
konvergiert P-f.s. genau dann, wenn sie stochastisch konvergiert. Andernfalls ist (S,)nen
divergent mit Wahrscheinlichkeit Eins.

(Dreireihensatz von Kolmogorov) (S, )nen konvergiert P-f.s. genau dann, wenn die fol-
genden drei Bedingungen fiir ein ¢ € R gelten: (a) > (P(|X,|>¢) < oo; (b)

Y nen [E(X”]l{\Xn\gs}) konvergiert; und (¢) Y, . \/ar(Xn]l{lanE}) < Q.

Sei (Xy,;)jen]nen ein standardisiertes Dreiecksschema.

() Erfiillt (X, ;)jen]nen die Lyapunov-Bedingung, so auch die Lindeberg-Bedingung.

(ii) (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg (1922)) Erfiillt (X, ;) cn]nen die Lindeberg-
Bedingung, so gilt fiir (die Zeilensumme) Sy = > 7| X,; D, N(0,1)- O
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