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1 Statistische Inferenz im linearen Modell

§01 Das lineare Modell

§01.01 Beispiel. In der folgenden Tabelle ist ein Auszug des ,,Cars93‘ Datensatzes aus dem Statistik-
paket R Core Team [2015] (library {MASS}) angegeben. Der Datensatz umfasst unter anderem
den Preis, die Anzahl der Zylinder (Zyl.), den Hubraum (Hub.), die Breite sowie das Herkunfts-
land fiir 93 in den USA im Jahr 1993 verkauften Autos.

Preis
15.9
33.9
29.1
37.7

30
15.7

20.8
23.7
26.3
34.7
40.1
11.4
15.1
159
16.3
16.6

Preis, Anzahl der Zylinder (Zyl.), Hubraum (Hub.), Breite sowie Herkunftsland von in den USA
verkauften Autos.

Sei Y; der Preis des i-ten Autos mit Hubraum z;; und Breite z,;. Wir nehmen an, die Autos seien
austauschbar und es existiert ein linearer Zusammenhang (vgl. nachfolgende Graphik) zwischen
dem erwartetem Verhalten des Preises und den erkldrenden Variablen Hubraum und Breite:
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EY; = Bo + Biz1i + Baza,

Wir mochten statistische Aussagen iiber die Parameter 5, und [, treffen, wie zum Beispiel die
Werte der Parameter schitzen, Hypothesen der Form 5, = 0 oder Sy = 0 verifizieren oder den

i=1,...
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zu Grunde gelegten linearen Zusammenhang iiberpriifen.
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1 Statistische Inferenz im linearen Modell §01 Das lineare Modell

o
Dependent variable is: Preis
No Selector
R squared = 35,7% R squared (adjusted) = 35,0%
50,0 + o s= 7,789 with 93 -2 =91 degrees of freedom
Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
37.5 4 Regression 3063,78 1 3063,78 50,5
P ! Residual 5520,24 91 60,6619
r
e Variable Coefficient s.e. of Coeff t-ratio prob
i 250+ Constant 4,66919 2,239 2,09 0,0398
s Hubraum 5,56294 0,7828 7,11 <0,0001
12,5 1
Dependent variable is: Preis
No Selector
' T R squared = 20,8% R squared (adjusted) = 19,9%
1 2 3 4 5 s= 8,644 with 93 -2 =91 degrees of freedom
Hubraum Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
Regression 1785,15 1 1785,15 23,9
62,5 1 ° Residual 6798,88 91 74,7129
Variable Coefficient s.e. of Coeff t-ratio prob
50,0 + Constant -61,3587 16,57 -3,70 0,0004
! o Breite 1,16565 0,2385 4,89 <0,0001
P 37,5 1 Dependent variable is:  Preis
d No Selector
e R squared = 37,2% R squared (adjusted) = 35,8%
i 25,0 + s = 7,737 with 93 -3 =90 degrees of freedom
S Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
Regression 3196,80 2 1598,40 26,7
12,5 1 Residual 5387,22 90 59,8581
} ' ' ' ' Variable Coefficient  s.e. of Coeff t-ratio prob
Constant 43,6021 26,21 1,66 0,0997
60 64 68 72 76 Hubraum 7,58068 1,561 4,86 <0,0001
Breite Breite -0,638773 0,4285 -1,49 0,1395

Preis in Abhingigkeit des Hubraumes bzw. der Breite des Autos.
O

§01.02 Einfache lineare Regression. Zu einem vorgegeben (nicht zufilligem) Versuchsplan z; € R,
i € [n] :=[1,n] NN beobachten wir Realisierungen der reellen Zufallsvariablen

Yi=a+bz +¢, i€]n],

wobei die Zufallsvariablen (¢;);c[,] Messfehler modellieren und a, b € R unbekannte Parameter
sind. Man denke z.B. an Messungen der Leitfahigkeit Y; eines Stoffes in Abhingigkeit der Tem-
peratur z;, eines Effektes Y; in Abhéngigkeit einer Dosierung z; oder eines Klausurergebnisses
Y; in Abhéngigkeit der Klassengrofe z;. Sind die Messfehler ¢; € %, i € [n], zentriert, das
heit E(e;) = 0, ¢ € [n], so gilt offensichtlich

E(Y;) =a+0bz, i€]n],

so dass ein linearer Zusammenhang nur zwischen der erkldrenden Variable z; und der Erwar-
tung der zu erkldrenden zufilligen GroBe Y; zu Grunde gelegt wird. Betrachten wir weiterhin
die R"-wertigen Zufallsvektoren Y = (Y1,...,Y, ) und ¢ := (ey,...,,)" (aufgefasst als Spal-
tenvektoren), kurz Y, € /™, den unbekannten Parametervektor 3 = (a,b)! € R? sowie die
vorgegebene (Design-)Matrix X = (21, ...,z,)" € RM™? mit Zeilen 2! = (1,2), i € [n], dann
lasst sich die einfache lineare Regression kompakt in der Form Y = X/ + ¢ schreiben. Fiir
e € Zund somit Y € .Z bezeichnen wir weiterhin mit ¥ = Cov(s) = %(Y) € R™" die
Kovarianzmatrix von € und Y, d.h. fiir den Eintrag X;; in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte von
¥ = (Sij)ijenn gilt X = Cov(Y;,Y;) = Cov(e;, g5) = E(eig;). Bezeichnet (v, w) = w'v
fir v,w € R? das euklidische Skalarprodukt, dann gilt Cov({e,v), (e, w)) = (Zv,w) (siehe
Definition A04.07). O

(n,n)

§01.03 Erinnerung. Wir schreiben > > 0 oder ¥ € Ry", falls ¥ € R(") eine symmetrische, strikt
positiv-definite Matrix ist. Insbesondere, ist dann X diagonalisierbar mit ¥ = UAU" fiir eine
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§01 Das lineare Modell 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

Diagonalmatrix A = diag(\) mit Diagonaleintrigen A = (\;)ie[1,,) aus R, := (0, 00) und eine
unitéire Matrix U. Fiir s € R setzen wir ¥° = UA*U* wobei A® = diag(\*) mit A* = (A?)jeqi,n]-
Wie erwartet, gilt (£71/2)2 = ¥~ und somit || X ~/20||2 = (X0, v). O

§01.04 Schreibweise. Wir haben im Beispiel §01.02 angenommen, dass die unbekannte gemeinsame
Verteilung P des Zufallsvektors Y € 27 " kurz Y ~ P, ein endliches zweites Moment be-
sitzt, also P € W,(#") gilt (vgl. Schreibweise A04.08). Wir schreiben in dieser Situation abkiir-
zend Y () W)(#"). Weiterhin erfiillt Y gerade E.(Y) € Bild(X) = XR', also E.(Y) = Xf3
fir ein 8 € R, sowie Covp(Y) € [R(:’”). Wir fassen unter 1M . alle P € W)(#") mit
E.(Y) = X5 und Covp(Y) = X zusammen und die abkiirzende Schreibweise V" ) IM .,
ist so zu verstehen, dass es ein P € 1My, mit Y ~ P gibt. Setzen wir weiterhin 1M

XRP xR
(IMixs5)) (5.5)er? > SO meint die Schreibweise Y © 1M, .., dasses 3 € R’ und ¥ € R™"
mit Y © 1My, gibt. O

§01.05 Definition. Ein lineares Modell beschreibt adidquat den Zusammenhang zwischen einem zu
erkldrenden Zufallsvektors (ZielgroBe) Y € 27" in % und einer erklirenden, vorgegebenen
Matrix X € R"”, der Designmatrix oder Matrix der Effekte, falls ein Parametervektor 3 € R’
existiert, so dass E(Y) = XJ gilt. Die Kovarianzmatrix ¥ = Cov(c) € R"" des zentrierten
zufilligen Vektors ¢ := Y — X3, den Fehler- oder Storgrofien, sowie der Vektor 3 € R’ sind
unbekannte Parameter in einem linearem Modell. Beobachtet wird eine Realisierung von Y und
die Designmatrix X und wir schreiben abkiirzend Y ) IN__ ... In einem gewohnlichen li-

nearen Modell gilt weiterhin 3 = o”E, fiir ein Fehlerniveau o € R, wobei E,, € R"™™ die
Einheitsmatrix bezeichnet. Wir schreiben abkiirzend Y ) INM . = = (DL \,W,],ﬂ_‘) (B.0) R xR "
O

§01.06 Beispiel.

(a) Ein Zufallsvektor Y € /™ folgt einem Lokations-Skalen-Modell, falls E(Y') = ul,, mit
1,:=(1,...,1)" € R" und Cov(Y) = 02E, gilt. Die unbekannten Parameter sind u € R
und o € [R{;. Wir schreiben Y © 1M, .. = (IMWMGZE”)) (11,0) ERXRE," Sind die Koordina-

ten von Y zusitzlich unabhéngige und identisch P-verteilte (u.i.v.) reelle Zufallsvariablen,
so ist die Verteilung von Y durch das Produkt P := ®ie[[n]] P der identischen eindimen-
sionalen Randverteilungen gegeben und wir schreiben IM? . := {P" € IM,,, .. } sowie
YO M, = (M Wird die Varianz o2 € R, der Beobachtungen als be-

RXRY, <At<,v?>) (1,0)ERXRT,
kannt vorausgesetzt, so erfiillt der zuféllige Vektor Y ein Lokations-Modell und wir schrei-
ben abkiirzend Y © 1M, ., oder Y @ IMg, ,.,. Wird dagegen der Erwartungswert 11, € R
als bekannt vorausgesetzt, so folgt der Zufallsvektor Y einem Skalen-Modell und wir schrei-
ben abkiirzend Y © IM,, , , .. oder Y @ IM}, | ... Setzen wir § = pyund X = 1,, so sind

die drei Modelle offensichtlich (gew6hnliche) lineare Modelle.
(b) Varianzanalyse mit einem Faktor. Es werden p Proben an ¢ Labore geschickt, wir erhalten

zu jeder Probe einen Messwert, den wir als Realisierung von Zufallsvariablen

Yie =pj+ein, jelpl, keld,

auffassen. Ein Anordnen der Zufallsvariablen als n = pq dimensionalen Vektor, ¥ =
(Yi,....Y) e " mitY; =Yjunde = (e1,...,6,) € & mite; = gj firi = k+(j —
1)q erlaubt es uns, kompakt Y = X 3 + ¢ zu schreiben, wobei /3 := (uy, . .., i,)" € R? und
X =E, ® 1, € R(™P). Hier bezeichnet ® das Kronecker-Produkt, d.h. A ® B := (a;;B)
fiir zwei Matrizen A = (a;;) und B. Insbesondere, folgt also der zufillige Vektor Y einem
linearen Modell.

(8}
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1 Statistische Inferenz im linearen Modell §01 Das lineare Modell

(c) Der Zusammenhang zwischen vorgegebenen Designpunkten (z;);cf,j € R™ und einem Zu-
fallsvektor Y € .&/™ wird durch eine polynomiale Regression beschrieben, falls Parameter
(a;)icpop—17 € RP existieren, so dass

E(Y;) = ao, +a12; + a22i2 +eet apflzfila i€ [n],

gilt. Bezeichnen wir mit 5 = (ai)ﬁem 1 den (Spalten-)Vektor der unbekannten Parameter

und mit
2 p—1
1 21 28 -+ 2 )
2 p—
B 1 29 25 -+ 2
N
1 2z, =z zh

die Designmatrix vom Vandermonde-Typ, so gilt E(Y) = X und es liegt somit ein lineares
Modell vor. Fiir p > 2 ist der Zusammenhang zwischen den Designpunkten {z;} und den
Beobachtungen {Y;} insbesondere nichtlinear. Auf Grund der linearen Abhéngigkeit vom
Parametervektor 5 wird das Modell linear genannt. Eine natiirliche Verallgemeinerung der
Modellierung eines nichtlinearer Zusammenhang zwischen den Designpunkten {z;} und
den Beobachtungen {Y;} ist

E(Y;) = B1v1(2:) + -+ + Bptop(2:), i € [n],

mit unbekanntem Parametervektor § = (ﬁi)ze[[p]] und vorgegebene Basisfunktionen {1},
zum Beispiel Splinefunktionen. Setzen wir X := <¢k(2j))jk so gilterneut E(Y') = X3 und

das zugrunde liegende Modell ist linear. O

§01.07 Erinnerung. Ausgehend von IM

XRrRO = (IMWVE)) (8,5)eRP xR bezeichnen wir eine Abbil-

dung v : R? x R(;“”) — I' als abgeleiteten oder interessierenden Parameter und fiir jedes

(8,X) € RP x RU™ wird v(B,X) abgeleiteter oder interessierender Parameterwert genannt.
Héufig benutzen wir das Symbol v sowohl fiir den abgeleiteten Parameter, also die Abbildung,
als auch fiir die Elemente von I, also die Parameterwerte. O

§01.08 Definition. In einem linearen Modell Y © IM__, ..., heiit der Parameter 3 € RP? oder all-

XRP
(n,n)

gemeiner ein abgeleiteter Parameter v : R? x Ry” — I' identifizierbar, falls fiir beliebige
(B1, 1), (B2, 5) € RY 5 RE™ aus y(B1, 1) # 7(Bs, ) folgt M, v,y 7# Mg, D

g Und C' € R4P) eine vorgegebene Matrix. Der abgeleitete lineare

§01.09 Lemma. Sei Y © IM
(n,n)

Parameter v : RP? x RS — RY mit (5,%) — ~(6,%) := Cp ist genau dann identifizierbar,
wenn eine Matrix A € R4 mit C = AX existiert.
§01.10 Beweis von Lemma §01.09. In der Vorlesung. O

§01.11 Korollar. In einem linearen Modell Y > 1M
identifizierbar, wenn die Designmatrix X € R(™P) den Rang rg[X| = p besitzt.

ist der Parameter € RP genau dann

(n,n)
XRPxRY

§01.12 Beweis von Korollar §01.11. In der Vorlesung. O

§01.13 Bemerkung. Sei Y@ 1My, Besitzt die Designmatrix X den Rang rg[X] = r < p, so
lasst sich durch eine geeignete Transformation v = C'f und X = XU fiir C € R™P und
U € RP*" erreichen, dass v € R" in dem reparametrisierten linearen Modell Y © 1M

XR"xRL™ =
(IM)-(%E) (7,5) R < RE™ identifizierbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn XUC = X und

rg[X U] = r gilt. O

4 Statistik 1



§02 Methode der kleinsten Quadrate 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

§01.14 Beispiel.
(a) (Einfache lineare Regression Beispiel $01.02 fortgesetzt.) Die Parameter a und b sind iden-
tifizierbar, falls mindestens zwei Effekte des Versuchsplans {z;} verschieden sind.

(b) (Polynomiale Regression Beispiel §01.06 (c) fortgesetzt.) Die Determinante einer Matrix
vom Vandermonde-Typ ist im Fall p = n gegeben durch [] ., . (zx — 2;). Damit ist eine
hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Identifizierbarkeit des Parameters /3, dass
mindestens p verschiedene Effekte existieren. m

§01.15 Bemerkung. Es gibt wichtige Verallgemeinerungen linearer Modelle (GLM fiir Generalized
Linear Model). Der Zusammenhang zwischen einem zufilligem Vektor Y € /™ und einer De-
signmatrix X = (z1,...,2,)" € R™P) ist durch ein verallgemeinertes lineares Modell mit
vorgegebener Linkfunktion ¢ beschrieben, falls ein Parametervektor 5 € RP existiert, so dass
E(Y;) = ((«lB), i € [n], gilt. Nehmen wir an, dass die Zufallsvariable Y; das Auftreten ei-
nes positiven oder negativen Effektes nach Verabreichung eines Medikamentes wiedergibt. In
diesem Fall ist Y; ~ B, eine Bernoulli-Zufallsvariable und die Erfolgswahrscheinlichkeit 7;
der unbekanntem Parameter. Eine logistische Regression liegt nun vor, falls ein Parametervektor
S € RP existiert, so dass log(m; /(1 — m;)) = ! oder dquivalent m; = {1 + exp(—z!3)}~!
fir ¢ € [n] gilt. Die Linkfunktion ¢(z) = {1 + exp(—x)} ', z € R, entspricht gerade der lo-
gistischen Verteilungsfunktion, so dass wir auch von einem Logitmodell sprechen. Ein weiteres
Beispiel, ist das Probitmodell, in dem ¢ der Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung
entspricht. O

§02 Methode der kleinsten Quadrate

Zur Erinnerung, im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers (MSE fiir mean squared error)
ist die beste konstante Approximation einer reellen Zufallsvariablen Z in .% ihr Erwartungswert
p=FE(Z),dh E(Z — p)? = minger E(Z — a)?. Das folgende Lemma verallgemeinert diesen
Sachverhalt und motiviert zudem die Methode der kleinsten Quadrate.

§02.01 Lemma. Fiir Y 1My, gilt

B € arg min E|[|S7Y2(Y — Xb)|?

beERP
& ESTVAY - XB)|? = min EISY2(Y — Xb)|°>. (02.01)
cRP

§02.02 Beweis von Lemma §02.01. In der Vorlesung. O

§02.03 Erinnerung. Ineinem linearen Modell Y © IM_, ..., heifit jede Zufallsvariable 3 (R™, ™) —
(RP, ABP) Schiitzfunktion, kurz Schditzer, fiir den Parameter 5 € RP. Fiir eine Stichprobe y € R”
wird ((y) Schéitzwert genannt. O

§02.04 Definition. In einem linearen Modell Y @ 1M, +, heifit jede (messbare) Wahl von B , so dass

B € arg min||[SV2(Y — Xb)|? (02.02)

beRP

verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schditzer (VKQS oder GLSE fiir generalized least squares
estimator) des unbekannten Parametervektors . Im gewohnlichen Fall (X = o2E,,) bezeich-
nen wir (3 als gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schétzer (gKQS oder OLSE fiir ordinary least
squares estimator). m

Statistik 1 5



1 Statistische Inferenz im linearen Modell §02 Methode der kleinsten Quadrate

§02.05 Geometrische Interpretation. Betrachten wir eine Realisierung y der Beobachtung Y als einen
Punkt im n-dimensionalen Raum R"™ und variieren wir den Parameter (3, so beschreibt X 3 den
k-dimensionalen Unterraum Bild(X) = XRP, d.h. eine k-dimensionale Hyperebene durch den
Ursprung im R”. Der gewohnliche Kleinste-Quadrate-Schéatzwert B (y) gibt uns nun den Punkt
X B (y) auf der Hyperebene, der der Beobachtung y am nichsten liegt. Da die euklidische Norm
durch ein Skalarprodukt (-, -) induziert ist, bedeutet die Wahl der euklidischen Norm als Abstand
im R"™, geometrisch, dass wir y orthogonal bzgl. des Skalarproduktes (-, -) auf diese Hyperebene
projizieren.

i1d(X)

|

§02.06 Bemerkung. Formalistderin (02.02) angegebene verallgemeinerte Kleinste-Quadrate-Schétzer

nur in dem linearen Modell Y © 1My, s, mit bekannter Kovarianzmatrix ¥ € [R(>" ™ ein Schiit-
zer, da seine Definition die Kenntnis von X voraussetzt. Wir werden sehen (vgl. Lemma §02.07),
dass ein gewohnlicher Kleinste-Quadrate-Schiitzer nicht von ¢ abhiingt und somit ein Schiitzer
im gewdhnlichen linearen Modell Y @ 1M, . ist. Im allgemeinen Fall Y @ 1M, ..., wird
zum Beispiel ein zwei-stufiges Verfahren betrachtet, in dem zuerst X geschiitzt wird, und dann
im zweiten Schritt ein verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schitzer beziiglich der geschitzten

Kovarianzmatrix bestimmt wird. O

50207 Lemma. Setze X := %"12X sowie Y := $7'2Y. Bezeichne mit 1 ¢,
Jjektion von R™ auf Bild(X ) XRP. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent: (i) B ist
vKQS, d.h. ﬂerfullt (02.02), (ii) Xﬁ HXR,,Y (iii) XtXﬁ Xty (,,Normalengleichungen“).
Insbesondere existiert der vKQS.

die orthogonale Pro-

§02.08 Beweis von Lemma §02.07. In der Vorlesung. O

6 Statistik 1



§02 Methode der kleinsten Quadrate 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

§02.00 Korollar. Sei X eine Designmatrix mit rg[X| = p, dann gilt U gp, = X(X!'X) ' X und B =
(X'X)' XY = (X' X)) X'SYY ist der eindeutige vKQS. Weiterhin ist im gewdhnlichen

linearen Modell der gKQS B = (X'X)"' XY eindeutig und unabhiingig von der Kenntnis von

o’

§02.10 Beweis von Korollar §02.09. Die Aussage folgt direkt aus Lemma §02.07. O

$02.11 Bemerkung. Die Matrix X := (X' X))~ X" heit auch Moore-Penrose-Inverse von X und fiir
die vKQS gilt 5 = XY, O

§02.12 Einfache lineare Regression (Beispiel §01.02 fortgesetzt). Wir wihlen eine alternative Para-
metrisierung 3 := a + bz sowie B, == bmit z = n~! Zie[[n]] z;. Dann gilt

Yi =B+ Be(2i —Z) +&;, 1€ [n].

Setze weiterhin z; = (1,z; — 2)", ¢ € [n] und X = (2;)jp,p, so dass E(Y) = X3 mit
B = (81, B2)t. Wir bestimmen im Folgenden einen gKQS von 3, dazu setze Y :=n"1 Y ie[n] Yoo
Say =D iepny (B — 2)Yi = D ey (2 — 2)(Yi — Y)und S.. := > iclny (7 — Z)?, dann gilt

el Yi nY
XY = 3y = ( Diep i ) _ < >
Z Zze[[n]] (Zi - Z)Y; Sy

i€n]

xSt = (g g S HETR) =6 5

i€[n]

Somit hat X*X den vollen Rang falls mindestens zwei {z; } verschieden sind. In dieser Situation
ist nach Korollar §02.09 der gKQS eindeutig gegeben durch B=(X'X)'X'Y = (Y,5.15.y)t
und somit sind@ =Y — bzund b = S71S.y die gKQS von a und b. O

§02.13 Varianzanalyse mit einem Faktor (Beispiel §01.06 (b) fortgesetzt)._Wir bestimmen im Fol-
genden die gKQS der unbekannten Parameter (p,,)le[[p]] Bezeichnet YV, = ¢ * > kelq) Yiko

j € [1,p], dann gilt X'Y = (¢YV)! gy Und X'X = gE,. Offensichtlich hat X*X den vol-
len Rang, so dass 3 = (X'X)"'X'Y = (V) ) nach Korollar §02.09 der eindeutige gKQS

i€lp
von 3 = (4 )icq, ist. O
802. 14]/E\r1nnerung In einem linearen Modell Y © IM, = (1M<X‘3>E/)\) (6.5)eRP < RE™ sei B =
B(Y) ein Schitzer fiir den Parameter 3. Ist Be ( M)) also E,(|8]) < oo, fiir jedes B, €
IMXM und alle (5,%) € R? x [R(" ") so wird bias s >(ﬁ) m(/? ) Verzerrung oder Bias
von ﬂ genannt. Der Schiitzer B hei3t erwartungstreu oder unverfdlscht fiir den Parameter (3,
wenn bias, (B) = 0 fiir jedes B,,, € IM;» und alle (5, %) € R? x [R(>" ™) gilt, O

§02.15 Satz von GauB3-Markov. Besitzt die Designmatrix X den Rang rg|X| = p, so gelten im ge-
wohnlichen linearen Modell Y @ 1M, .. die folgenden Aussagen:

(1) Der gKQS E = (X'X)7LX?Y ist ein erwartungstreuer Schiitzer fiir (3.
(i1) (Satz von Gauf3-Markov) Unter allen Schiitzern des abgeleiteten linearen Parameters v =

(B,v) fiireinv € RP, die (afin-)linear (in den Daten'Y') und erwartungstreu sind, besitzt der

lineare und erwartungstreue Schéitzer 7 = ([3,v) eine minimale Varianz, ndmlich Var(7y) =
o?[| X (X1X) ||
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(i) Bezeichnet R :=Y — X [3 den Residuenvektor, so ist die geeignet normalisierte Stichpro-
benvarianz 5% .= ——||R||> = -L-||Y — X 3|2 ein erwartungstreuer Schitzer fiir .
n—p n—p
§02.16 Beweis von Satz §02.15. In der Vorlesung. O

§02.17 Bemerkung.

(i) Der Schitzer 4 im Satz von Gauf3-Markov wird bester linearer erwartungstreuer Schitzer
(BLUE fiir best linear unbiased estimator) genannt. Verzichtet man auf die Linearitit oder
Erwartungstreue des Schitzers, so gibt es im Allgemeinen bessere Schitzer im Sinne des
mittleren quadratischem Fehlers, zumindest fiir ausgewéhlte unbekannte Parameter 3 bzw.
~. Ein einfacher linearer aber nicht erwartungstreuer Schitzer ist ¥ = 0. Offensichtlich gilt
fiir seinen MSE E (7 —7)? = ~2, so dass fiir alle unbekannten Parameter in einer hinreichend
kleine Umgebung um die Null, der MSE von 7 strikt kleiner als der MSE des BLUE 7 ist.

(i1) Aus Satz §02.15 (ii) folgt direkt, dass der gKQS B\ = (X'X)"'X'Y unter allen Schétzern
fiir 3, die (afin-)linear (in den Daten Y) urid erwartungstreu sind, einen minimalen mittleren
quadratischen Fehler besitzt, nidmlich E||3 — §]|* = 2 Spur ((X'X)™).

(ii1) Héufig sind wir nicht am MSE fiir eine Parameterschétzung im zu Grunde liegenden Modell
interessiert, sondern an dem Vorhersagefehler | X3 — X 3||2. In der Situation einer gewhn-
lichen linearen Regression entspricht dies der quadrierten Differenz der vorhergesagten und
wahren Werte an den Designpunkten. Die Koordinaten des Vektors Y = X werden an-
gepasste Werte (fitted values) genannt. Fiir den mittleren Vorhersagefehler (MPE fiir mean
prediction error) lasst sich nun leicht nachpriifen, dass

IEHXB\— XBHQ = ﬂEHHXRpY — HXRPXBH2 = IEHHXRIJEH2 = 02p.

Insbesondere wichst der Vorhersagefehler linear in der Dimension p des Parameterraumes.

(iv) Eine entsprechende Aussage des Satzes von Gaul3-Markov gilt auch fiir den vKQS im li-
nearen Modell Y © 1Mz, (v, (nachrechnen!). 0

§03 Das normale lineare Modell

§03.01 Definition. Ein normales lineares Modell bezeichnet ein lineares Modell in dem der zu erkliren-
de zufillige Vektor eine multivariate Normalverteilung besitzt, so dass wir abkiirzend schreiben
Y Nx;awxr\af;'_“”f]:: (N(X@E))(/3,2)eRPxR<>"’")' In einem gewohnlichen normalen linearen Mo-

dell Y ) N yp, . - gilt weiterhin ¥ = 0?E, fiir ein Fehlerniveau o € Rt). Im gewohnlichen

Fall sind die Koordinaten des zentrierten Fehlervektors € := Y — X /3 unabhéngig und identisch
N(o,02)-verteilt, d.h. e ~ N’(@OJQ). O

§03.02 Satz. Besitzt die Designmatrix X den Rang rg|X| = p, so gelten im gewdhnlichen normalen
linearen Modell Y ™ N ypo xR, die folgenden Aussagen:

(i) Der gKQS ist normalverteilt:

o~

B~ Ngo2(xix)-1)-

(ii) Die Stichprobenvarianz 62 = anp |Y — X 3|2 ist nach geeigneter Normalisierung x>-verteilt
mit n — p Freiheitsgraden:

(n—p)&*/o* ~ xnp

(iii)) Der gKQS B\ und die Stichprobenvarianz 62 sind unabhiingig.
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(iv) Der zentrierte und geeignet normalisierte gKQS [ hat eine t,-Verteilung mit n — p Frei-
heitsgraden: mit ¢ := v/ o2 fiir v € R?

<B_B>U> ~t
A ) o[

-~

(v) Der Vorhersagefehler || X (3 — B3)||? ist nach geeigneter Normalisierung ¥, -verteilt mit p
und n — p Freiheitsgraden:

IXG-HI°
) pn—p-
po

§03.03 Beweis von Satz §03.02. Ubung. O

§03.04 Erinnerung. Im Folgenden beschreibe Y & N yp» xR, 7= (N( X B,O'QEn)> croxr- Addquat den

(8,0)
linearen Zusammenhang. Sei v : R x Rtj — I ein identifizierbarer interessierender Parameter

sowie {0, 7'} eine Partition der Menge T, also J#° |4 7! = T'. Wir sagen, die Nullhypo-
these Hy + " ist erfiillt, wenn fiir ein (3,0) € 7~ 1(°) C R? x R™™, also (8, 0) € 7,
gilt Y ~ N(xg ,2g,), andernfalls ist die Alternativhypothese H, : 7 ! erfiillt. Die Entscheidung,
ob die Nullhypothese H, : #° oder die Alternativhypothese H, : ¢ vorliegt, wird (stati-
stisches) Testproblem genannt. Eine (messbare) Entscheidungsfunktion ¢ : R” — {0, 1}, also
Entscheidungen sind nur anhand einer Stichprobe y € R" erlaubt, heilit (statistischer) Hypothe-
sentest, kurz Test. Wir vereinbaren, dass o' ({1}) € %" das Ereignis aller Stichproben ist, die
zu einer Entscheidung gegen die Nullhypothese H), also fiir die Alternativhypothese H; fiihren,
sowie dass o~ 1({0}) € #" das Ereignis aller Stichproben ist, die zu einer Entscheidung fiir die
Nullhypothese H, fithren, Im Fall I = (a,b) C R mit
(i) A = (a,7,) und J' = (v,,b) (bzw. H) = [7,,b) und ' = (a,7,)) fireiny, € T
wird das Testproblem einseitig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypo-
these /1, : v < 7, gegen Alternativhypothese /7, : v > - (bzw. Hy : v = ~, gegen

/ / / o

Hy:y <7v).
(i) A = {v,} und ' = (a,7,) U (7,,b) fir ein v, € T wird das Testproblem zweisei-
tig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese /7, : v = ~_ gegen

Alternativhypothese /7, : 7 # 7.
Wir folgen der Konvention, dass A = {¢ =1} = ¢ '({1}) der Ablehnbereich eines Tests ¢
ist, also ¢ = 1, ist und die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn ¢ den Wert eins annimmt.
Die Messbarkeit eines Tests garantiert dabei die Messbarkeit des assoziierten Ablehnbereiches.
Weiterhin bezeichnet
Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit fo;3,a2E,,l,)({1}) = Nixgo2E,) (¢ = 1) = Nixg028,)(A)
die Nullhypothese abzulehnen, sich also fiir die Alternativhypothese zu entscheiden, obwohl
(8,0) € v~ 1(#°) vorliegt, also die Nullhypothese adidquat ist;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit NfXﬂ,rf‘ZE”)({O}) = N(x8,028,)(¢ = 0) = Nixg,+28,)(A°)
die Nullhypothese nicht abzulehnen, sich also fiir Nullhypothese zu entscheiden, obwohl

(B,0) € v~ 1) vorliegt, also die Alternativhypothese adéiquat ist. O
Ein Test ¢ hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein, wenn fiir jedes (3, 0) € v~ () der
Fehler 1. Art N(xg ,25,,)(¢ = 1) < a erfiillt. In diesem Fall wird ¢ kurz o-Test genannt. O

§03.05 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satz §03.02 kann fiir einr € R (a) die
Hypothese Hy : (5,v) < r gegen die Alternative H, : (5,v) > r; (b) Hy : (B,v) > r gegen
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Hy @ (B,v) < rsowie(c) Hy : (B,v) = r gegen Hy : (B,v) # r mit Hilfe der Teststatistik

. (617))_7‘
T:= SH{(XtX) 1)

(1) lehne die Hypothese Hy ab, falls T' > t,_1_q;
(i1) lehne die Hypothese Hy ab, falls T' < —t,,_p1-a;

(iii) lehne die Hypothese Hy ab, falls |T'| = t,_p1-a/2;
unter Einhaltung des vorgegebenen Niveau o € (0, 1) getestet werden.
§03.06 Beweis von Korollar §03.05. Die Aussage folgt direkt aus Satz §03.02. O

72 und den Entscheidungsregeln

§03.07 Beispiel (Beispiel §01.06 (a) fortgesetzt). In einem normalen Lokations-Skalen-Modell Y © Ng RY

kann (a) die Hypothese Hy : |1 < 11, gegen die Alternative Hy : o > i3 (b) Hy @ 0 = 1, gegen
Hy : p < p, sowie (¢) Hy : = 1, gegen Hy : pu # u, mit Hilfe der Entscheidungsregeln des
(Student-)t-7ests fiir den Erwartungswert

(a) lehne die Hypothese H, ab, falls Y — Po = tp_11-an -1/25.
(b) lehne die Hypothese H ab, falls Y — o < —ty 1,1_an_1/23;
(c) lehne die Hypothese Hy ab, falls |Y — o] > tn—1,1_a/gn_1/23;

unter Einhaltung des vorgegebenen Niveau a € (0, 1) getestet werden. 0

$03.08 Erinnerung (Erinnerung §03.04 fortgesetzt). Eine Abbildung B : R™ — 2T heiBt Bereichsschiitz-
funktion (BSF) fir I', wenn {~ € B} := {y € R" |y € B(y)} € %" fiir alle Parameterwerte
v € I gilt. Fir alle v € I' und (3,0) € R? x R, wird N(X@(,zEn)(’y € B) Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit von ~ genannt. Fiir jedes v € I' sei {R,, F, } eine Partition der Menge der
interessierenden Parameterwerte I, also R, [¢ F, = T'. Fiir alle (5,0) € R? x R, fassen wir
R, (8,0) und F, (3,5 als Menge der ,richtigen* bzw. der ,,falschen* abgeleiteten Parameterwerte
auf. Im Fall I' = R sind insbesondere von Interesse

() Ry ={y}und 7y = {7} = (=00,7) U (y,00) = R\ {7} =R ;

(i) Ry = (—00,7] und F; = (—00,7]* = (7, 00);

(i) R, = [y,00) und F,, = [y,00)¢ = (—00,7).

Fiir ein a € (0, 1) heiBt eine Bereichsschitzfunktion B Konfidenzbereich zum Niveau 1 — o fiir

({R. Fy})yer, wenn N(xp 25,y (7 € B) = 1 — afiralle 7 € Ry (s, und fiir alle (8,0) €
R? x R gilt. In diesem Fall wird B kurz (1-«)-Konfidenzbereich (fiir ({ R, F})yer) genannt,

(i) Ist ({R.,F,})yer eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Parame-
terwerte I, so definiert /7" .= {7 € I' | v € Ry} und 7' .= {7 € T | v € F5} fur
v € I eine assoziierte Familie ({), 7'} ). cr von Partitionen der Parametermenge I", da-
bei fassen wir %O als Nullhypothese und Jzﬁ} als Alternativhypothese eines Testproblems
auffassen. Fiir v € I' = R sind insbesondere assoziiert:

* R, = {y} sowie 7 = {7}
® Ry =(—00,y]sowie ) ={FeT |y eRs} ={F7€T |7 <7} =[y,00);
* R, =[y,00) sowie J = (—00,7].
(ii) Da definitionsgemil A, := {,y ¢ B } € 7 fir jeden Parameterwert v € I" gilt, definiert

eine Bereichsschitzfunktion B eine assoziierte Familie von Tests (¢, = 1, )yer mit Ab-
lehnbereich {gan/ = 1} =A,.

(iii) Fiir eine Familie (¢, = 1, ),er von Tests mit Ablehnbereich A, = {¢, =1} € .F defi-
niert B : R™ — 21 mit B(y) := {’y el|yég -Av} eine assoziierte Bereichsschditzfunktion,
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dainderTat {y € B} = {yeR" |y €B(y)} = {yeR" |y A} = AS € Z fur
jeden abgeleiteten Parameterwert v € I gilt.
Dann gilt fiir eine Familie (., ),er von Tests, dass ¢, genau dann ein a-Test der Nullhypothese
Hy : %”70 gegen die Alternativhypothese H; : %ﬁl fiir jedes v € I ist, wenn die assoziierte
Bereichsschitzfunktion B fiir ({R., F, })-er ein (1-«)-Konfidenzbereich ist. O

§03.09 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satz $03.02 gelten folgende Konfidenz-
aussagen fiir gegebenes o € (0,1):
(i) Konfidenzbereich fiir 3: Bezeichnet ¥, ,,_,1_ das (1 — «)-Quantil einer ¥, ,,_,-Verteilung
mit p und n — p Freiheitsgraden, so ist

Co=1{BeR”:IX(B—B)*<P5*Fpnpi o)

ein Konfidenzellipsoid zum Niveau 1 — « fiir die Menge der richtigen Parameter Rg = {5}
sowie der falschen Parameter Fg = RP.

(ii) Konfidenzbereich fiir ([3,v): Bezeichnet to = ty_p1—a/2 = —tn_paj das (1—o/2)-Quantil
einer ty-Verteilung mit n — p Freiheitsgraden, so ist

[(B.0)  ta & [((X*X) 0, 0)[ 7]

ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir die Menge der richtigen Parameter Rz =
{(B,v)} sowie der falschen Parameter Fg = R, mit } € RP.

§03.10 Beweis von Korollar §03.09. Die Aussage folgt direkt aus Satz §03.02. O

§03.11 Beispiel (Beispiel §03.07 fortgesetzt). In einem normalen Lokations-Skalen-Modell Y @ Ng _ o

1St
[? + tn—l,l—oa/2 n_1/2 8]

mit 52 = —L-||Y — Y'1,,||? ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — o fiir die Menge der richtigen
Parameter R, = {p} sowie der falschen Parameter F,, = R,, mit 1 € R. Dies folgt direkt aus
Korollar §03.09 (il) mitp =1, v = 1 und v = p. i

§04 Asymptotische Theorie und Residuenanalyse

Wir untersuchen nun die Verteilung des Kleinste-Quadrate-Schitzers im Grenzfall, in dem die
Anzahl der Beobachtungen gegen unendlich geht. Dazu sei (Y},),en eine Folge von zufilligen
ZielgroBen und (x,),cn eine Folge von erklidrenden Effekten. Wir nehmen an, dass fiir alle
n = ng der Zusammenhang zwischen dem zufilligen (Spalten-) Vektor Y,y := (Y;');e[[n]] und der
Designmatrix X(,) = (1 ---,)" addquat durch ein gewohnliches lineares Modell beschrieben
ist. Insbesondere fordern wir, dass (3,0%) € R” x R{ existieren, so dass Y(n) © 1My, s, fiir
alle n € N addquat ist. In dieser Situation gilt fiir £(,,) := Y{,,) = X)) 8 © 1M, .p,, fiir allen € N.

§04.01 Erinnerung. Sei~ : R” x R — ' C R fiir jedes n € N ein identifizierbarer Parameter und
fiir jedes n € N'sei 7, : R — I ein Schitzer fiir v, also 7, € (#")?. Die Folge von Schitzern

'n
(4, )nen heiBt (schwach) konsistent, wenn ||y, — (5, 0)|| 50 firjedes ® € IMy =, (8,0) €
RP x Rfo, n € N, gilt. Zum Beispiel meint ist konsistent* stets, dass die Folge von Schitzern

(7,,)nen konsistent ist. .

~
~

» In

§04.02 Satz. Fiir ein (8,0) € R? x R sei Y,y @ IMy e, mit 18[X ()] = p fiir n € [[no, 00 [[ Gelten
die folgenden drei Bedingungen:
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(B1) em) == (8i)§€[[n]] = Y(n) — X8 IMy,. sind unabhiingige und identisch verteilte (u.i.v.)
Zufallsvariablen.

(B2) Fiir den kleinsten Eigenwert X, der Matrix X ?n)X (n) &ilt lim,, o Ay = 00.
(B3) Fiir die Diagonalelemente der Projektionsmatrix 11,y :== Xy (X (tn)X (n))*lX (tn) gilt
limy, 00 maxjepa)[Hn)]j; = 0.

Dann ist der Kleinste-Quadrate-Schiditzer B\(n) = (X fn)X (n))_lX fn)Y(n) konsistent fiir 3 und
1

> D
;(an)X(n))l/Z(ﬁ(n) —B) = N,

(konvergiert in Verteilung gegen eine p-dimensionale Standardnormalverteilung) und weiterhin
gilt fiirv € R?

~

(B = B, )

o [{(X{p X))~ v, v) |12

D
— N(O,l)-

Gilt zusdtzlich E (1) < 0o, so ist 07 = %,pHY(n) - X(H)B(n) |? ein konsistenter Schiitzer fiir o>.
§04.03 Beweis von Satz §04.02. In der Vorlesung. O

§04.04 Bemerkung. Die Bedingung Satz §04.02 (B2) besagt, dass man mit wachsendem n immer mehr
Information bekommt. Weiterhin dominiert kein Vektor von Effekten z; die anderen unter der
Bedingung Satz §04.02 (B3). O

§04.05 Erinnerung. Seien ({R., F, }),er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden
Parameterwerte und B™ eine Bereichsschitzfunktion auf (R", ") fiir jedes n € N. Die Folge
von Bereichsfunktionen (B™),,ey hilt fiir ({R.,, F, }) er das Niveau 1-a asymptotisch ein, wenn
lim inf, o B)(7 € B") > 1 —afiralle R, € IMy_, ., 7 € Ry(s0) und (8,0) € R? x R},
gilt. O

§04.06 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satz $04.02 gilt folgende asymptotische
Konfidenzaussage fiir gegebenes oo € (0,1). Bezeichnet z_q /5 das (1 — «/2)-Quantil einer
No,1)-Verteilung, so ist

[(Bny> v) £ 21—0/20 (X () Xm) 0, 0) 2]

ein Konfidenzintervall zum asymptotischen Niveau 1 — « fiir (3, v).
§04.07 Beweis von Korollar §04.06. Die Aussage folgt direkt aus Satz §04.02. O

§04.08 Beispiel (Beispiel §01.06 (a) fortgesetzt). Fir jedes n € N sei Y,y @ IMg .. durch ein Lokations-
Skalen-Modell mit u.i.v. Koordinaten addquat beschrieben, dann ist

[V £ 21-00n" 2 /52|

mit Yy = 5>y Yiund 62, = & 37, 1 (Yi = Y () ein Konfidenzintervall zum asympto-
tischen Niveau 1 — « fiir den unbekannten Parameter . Dies folgt direkt aus Korollar §04.06
mitv = 1. O

§04.09 Erinnerung. Sei {#°, '} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
und ¢" @ R® — {0,1} fiir jedes n € N ein Test mit Giitefunktion S,n(R,)) = E, (¢").
Fiir das Testproblem der Nullhypothese H, : #° gegen die Alternativhypothese H; : 7!
hilt die Folge von Tests (¢")nen asymptotisch das Signifikanz-Niveau o € (0,1) ein, wenn
lim sup,, ., Ben (B)) < afiralle B, € IM,_, ., und (5,0) € v~ (#7) gilt.
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(i) Fir~y € I' sei R, und F, eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-
werte, dann bezeichnen /72" = {7 € I' | v € Ry} und 77" = {7 € I' | v € F5} die
assozierte Null- bzw. Alternativhypothese der interessierende Parameter.

(ii) Fir n € N sei B" eine Bereichsschitzfunktion, dann bezeichnet (7). cr die assoziierte
Familie von Tests mit Ablehnbereich {¢” = 1} = {y ¢ B"}.

(iii) Fir n € Nsei (¢])qer einer Familie von Tests, dann bezeichnet B" die assoziierte Be-
reichsschditzfunktion mit B™ (z { el | ¢h(z) = O}

Dann gilt fiir eine Familie (((,D,y)neN),yer von Testfolgen, dass 7 ein ein asymptotischer a-Test
der Nullhypothese H, : . gegen die Alternativhypothese H, : 7! fiir jedes v € I ist,
genau dann wenn die assozierte Folge von Bereichsfunktionen (B"),ey fiir ({R.,, F, }),er) ein
asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich ist. O

§04.10 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satz §04.02 kann fiir einr € R (a) die
Hypothese Hy : (B,v) < r gegen die Alternative Hy : (5,v) > r; (b) Hy : (5,v) > r gegen
12 (B,v) < rsowie (¢) Hy : (B,v) = r gegen Hy : (B,v) # r mit Hilfe der Teststatistik

Ty = 3 <(Xt<§)”> IE und den Entscheidungsregeln
(i) lehne die Hypothese H, ab, falls T(n Zl—ar
(1) lehne die Hypothese H ab, falls T(,) < —z1_qs

(iii) lehne die Hypothese Hy ab, falls |T(, \ Z1—a)2s
unter Einhaltung des vorgegebenen asymptotischen Niveau o € (0, 1) getestet werden.
§04.11 Beweis von Korollar §04.10. Die Aussage folgt direkt aus Satz §04.02. O

§04.12 Beispiel (Beispiel §04.08 fortgesetzt). Fir jedes n € N sei Y(,) © IMg, .. durch ein Lokations-
Skalen-Modell mit u.i.v. Koordinaten adidquat beschrieben, dann kann (a) die Hypothese Hy :
<, gegen die Alternative Hy : o > oy (b) Hy > p, gegen Hy @ p < p, sowie (c)

Hy: = p, Hy - pu # p, mit Hilfe der Entscheidungsregeln
(a) lehne die Hypothese Hy ab, falls Y (,,) — pt = 21_qn /2 8(271);

(b) lehne die Hypothese Hy ab, falls Y,y — p1o < —21-on~ /> E(Qn);

(c) lehne die Hypothese Hy ab, falls [Y () — fio] = 21_q/on /> Tl
unter Einhaltung des vorgegebenen asymptotischen Niveau o € (0, 1) getestet werden. O

Residuenanalyse Wir nehmen im Folgenden an, dass der Zusammenhang zwischen der
ZielgroBe Y und der Designmatrix durch ein gewdhnliches lineares Modell Y © M, .-, ad-
dquat dargestellt ist. Bezeichnen wir mit Y das arithmetische Mittel der Beobachtung, so ist die
totale Quadratsumme ||Y — Y1,|?> = Dicpny (Yo — Y)? (SST fiir total sum of squares) ein MaB}
der Variabilitit der Realisierungen der Zielgrofien. Wir wollen nun untersuchen in wie weit die-
se Variabilitit durch die Variabilitdt der angepassten Schitzwerte Y = X /3 oder der Residuen
Y — Y erklirt wird. Unter der Annahme 1,, € Bild(X) eine einfache Zerlegung der totalen
Quadratsumme in eine Quadratsumme der Regression bzgl. der angepassten Werte (SSR fiir re-
gression sum of squares) und eine Quadratsumme der Residuen (SSE fiir error sum of squares)
ergibt

SST = |V = V1| = | = Y1.|* + [[Y = Y|* = SSR + SSE.
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1 Statistische Inferenz im linearen Modell §04 Asymptotische Theorie und Residuenanalyse

Offensichtlich, spricht ein im Verhéltnis zum SSR kleiner Wert des SSE fiir eine gute Anpassung
des linearen Modells. Betrachten wir den standardisierten Quotienten

. 1SsR
= g5p
p

so sprechen gro3e Werte von F' fiir eine gute Anpassung des linearen Modells. Nehmen wir zu-
satzlich an, dass die Beobachtung Y normalverteilt ist, so vergleichen wir die Anpassung in dem
linearen Modell Y ® N XRP xR, mit der in einem Lokations-Skalen-Modell Y & Nﬁxm. Unter
der Annahme, dass 1,, € Bild(X) gilt, hat F* eine F,,,_,,-Verteilung mit (p, n — p) Freiheitsgra-
den. Alternativ konnen wir des Verhiltnis zwischen der totalen Variabilitdt und der Variabilitit
der Schitzwerte betrachten:

SSR SSE

2
=20 20
R =357 SST

Der Wert R? wird Bestimmtheitsmaf3 genannt und entspricht im Fall p = 1 dem Quadrat des
empirischen Korrelationskoeffizienten

_ S e (¥ = V)i =)
p= — .
Ve Vi =1 [y (i — 72

Bezeichnet B,Z- den gewohnliche Kleinste-Quadrate-Schitzer ohne die i-te Koordinate der Be-
obachtung Y, dann gilt

=0

-,
XtX)_lX]Z‘Z'

B_Z_ﬁ:_l—[X (XtX)_IIZ'.

~—~

Wir sehen also, dass der Einfluss der i-ten Beobachtung sowohl vom i-ten Residuum als auch
vom Diagonalelement [ X (X' X)~! X];;, seinem Leverage-Score, abhiingt. Um einflussreiche Be-
obachtungen zu entdecken, plottet man daher oft die Residuen R; gegen die [X (X'X)~1X];.
Basierend auf der Differenz der geschitzten Parameter ist die Cook-Distanz definiert durch

1 (V; = Y;)? (X (X' X)Xy
po21— [ X(XtX)1X]; 1 — [X(XtX)1X];

1

po?

||5—z‘ - 5”%{0{ =

Sie ist eine einfache Funktion von [X (XX )~ X];; sowie dem Quadrat des studentisierten Re-
siduums (V; — Y;)/+1/62(1 — [X(XtX)~1X];;)) welche Student-t;-verteilt ist unter einer Nor-
malverteilungsannahme. Sie wird héufig als diagnostisches Hilfsmittel verwendet. Diejenigen
Beobachtungen, bei denen die Cook-Distanz deutlich grof3er ist als beim Rest, sollte besonders
betrachtet, bzw. in der Analyse weggelassen werden. Analog erhiilt man als Anderung beim
Hinzufiigen einer Beobachtung Y, ; zum Effekt =, :

1
L+, (XPX)

(XtX)flxn+1(Yn+1 - xfz—l—lﬁ)'

Durch Hinzufiigen einer einzigen Beobachtung kann somit der Kleinste-Quadrate-Schitzer be-
liebig verdndern werden.
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2 Entscheidungstheorie

§05 Formalisierung eines statistischen Problem

§05.01 Erinnerung. W(Z") bezeichnet die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem messba-
ren Raum (X', 2"). Fiir eine nicht-leere Indexmenge © wird eine Familie = (P)geo von
WahrscheinlichkeitsmaBen auf 2~ formal durch die Abbildung © — W(Z") mit 0 — B de-
finiert. Fiir jedes § € © bezeichnet im Folgenden [, stets die Erwartung bzgl. . Ist X eine
Zufallsvariable mit Werten in (X', 2") so schreiben wir abkiirzend X @ B, falls X ~ P, fiir
ein # € O gilt. Eine Abbildung v : © — T heillit abgeleiteter oder interessierender Parameter
und fir jedes # € © wird 7(0) abgeleiteter oder interessierender Parameterwert genannt. Ein
abgeleiteter oder interessierender Parameter v : © — I heiit identifizierbar, falls fiir beliebige
6,,0, € ©aus y(6,) # v(0,) folgt R # . O

§05.02 Definition. Wir bezeichnen das Tripel NEMWAREIN als statistisches Experiment oder statisti-
sches Modell. Die nicht-leere Indexmenge © wird Parametermenge genannt und X heil3t Stich-
probenraum. Ein statistisches Experiment (X', 2", B) heiBt addquat fiir eine Zufallsvariable X,
falls X @ B gilt. Ist (S,.) ein messbarer Raum, so wird jede (S,.7)-wertige Zufallsvaria-
ble S auf (X, Z7), also 2 -.#-messbare Funktion S : X — S, Beobachtung oder Statistik

genannt. Wir bezeichnen mit 28l := (P*)yce die durch S auf (S,.7) induzierte Familie von

WahrscheinlichkeitsmaBen und mit (S,.%,B®) das induzierte statistische Modell. Eine Stati-
stik 7 mit Werten in dem messbaren Raum (I', %) heilt Schdtzer oder Schiitzfunktion fir den
abgeleiteten identifizierbaren Parameter +. Sei {#°, 7'} eine Partition der Menge der inter-
essierenden Parameterwerte I', also 5#° |4} 1 = T'. Fir X © B sagen wir, die Nullhypothese
Hy . 7Y ist erfiillt, wenn das statistische Experiment (X, 2", P-. ) fiir X addquat ist, dass
heiBt, fiir ein 6 € © mit v(0) € #° gilt X ~ B, andernfalls ist die Alternativhypothese
H, : 2" erfiillt. Eine ({0, 1}, 2{%1})-wertige Zufallsvariable (Statistik) ¢ wird (nicht randomi-
sierter) Test fiir das Testproblem von H : 57° gegen H, : 5#" genannt. Nimmt ¢ den Wert eins
an, so wird die Hypothese H, abgelehnt, und anderenfalls wird die Hypothese H nicht abge-
lehnt. Eine ([0, 1], %o 1))-wertige Statistik ¢ wird randomisierter Test genannt. Dabei wird ¢ (z)
als bedingte Wahrscheinlichkeit interpretiert, die Nullhypothese Hy : .##° abzulehnen, wenn
eine Realisierung X = z beobachtet wird. O

§05.03 Definition. Sei (X', 2", R) ein statistisches Experiment. Eine Entscheidungsregel (Entschei-
dungsfunktion) ist eine 2 -&-messbare Abbildung § : X — £ mit Werten in einem messbarem
Raum (&, &), der Entscheidungsraum genannt wird. Wir bezeichnen mit A eine vorgegebene
Menge von Entscheidungsfunktionen. Jede Funktion v : © x £ — R", die messbar im zweiten
Argument ist, heilit Verlustfunktion. Das Risiko (der mittlere Verlust) einer Entscheidungsregel o
bei Vorliegen des Parameters 6 € O ([} ist die zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsverteilung
und E, die Erwartung beziiglich ?) ist

R,(0,6) :=E,(v(8,0)) :—/ v(0,6(z))R(dz).

X

CoMCAN wird statistisches Entscheidungsproblem genannt. m

§05.04 Beispiel.
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2 Entscheidungstheorie §05 Formalisierung eines statistischen Problem

(a) Betrachte ein gewdhnliches lineares Modell 'Y @ IM,,,, ... Insbesondere, fiir
Y ® IMy,,.p,, istdie Verteilung P° des zentrierten und standardisierten Fehlers ¢ := o~ (Y —
X 3) ein Element von IM,,, ., . Offensichtlich legen die unbekannten Parameter 3 und o2 so-
wie die unbekannte Verteilung P¢ von ¢ die Verteilung P¥ von Y fest. Wihlen wir nun
O = R? x [R; X 1My, 5, als Parameterraum, so existiert zu jedem PY ¢ M,y ,r MiIN-
destens ein Parameterwert = (3,02, P°) € © mit PY = PX*°¢ — P Damit ist die
Familie [ eine mogliche Parametrisierung von 1M, ... Versieht man den Stichprobenraum
X = R™ mit seiner Borel-o-Algebra 2"~ = %" so bilden die Verteilungen [} eine Fami-
lie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf dem Stichprobenraum und es liegt zusammenfassend
das statistische Experiment (R", Z", B, .., ) vor.

Um den (gewohnlichen) Kleinste-Quadrate-Schitzer B als Entscheidungsregel zu interpre-
tieren, sowie seine Giite zu messen, wird der Entscheidungsraum £ = RP? und beispielsweise
die quadratische Verlustfunktion v(, €) = v((5, 02, P), e) = || 8 — ¢||? betrachtet. Fiir die-
se spezielle Wahl der Verlustfunktion sind die Parameter o und P* irrelevant. Da aber die
Verteilung P = PX#*¢ yon ¢ und P¢ abhingt, werden diese auch Stirparameter genannt.

Beachte, dass bei der Modellierung Y @ 1IM,,, .. die Verteilung von ¢ nicht eindeutig fest-

gelegt wird. Dies gilt offensichtlich in einem gewéhnlichen normalen linearen Modell Y ® N yp»p xR,
nicht, da in diesem Fall 1M,,, ,, zu der ein-elementigen Menge {N?o,1)} reduziert wird. Mit
anderen Worten, die multivariate Normalverteilung der Beobachtung Y ist gerade eindeutig

durch das das erste und zweite Moment festgelegt.

(b) Fiir einen Test auf Wirksamkeit eines neuen Medikaments werden 100 Versuchspersonen
mit diesem behandelt. Unter der (stark vereinfachenden) Annahme, dass alle Personen iden-
tisch und unabhiingig auf das Medikament reagieren, wird fiir jede Person der Erfolg oder
Misserfolg der Behandlung notiert, so dass die Anzahl X der erfolgreichen Behandlungen
eine Binomial-verteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit 7 € (0, 1) ist. Zu-

sammenfassend nehmen wir X © (Biﬂ(wo,w))ﬂe (0.1) @ Wiahlen wir den Stichprobenraum

X = [0,100] versehen mit der Potenzmenge .2~ = 2[1%0 als 7-Algebra, so liegt das
statistische Experiment ([0, 100], 2%l (Bin199.x))re(0.1)) vor. In Abhéingigkeit von der
Anzahl X der erfolgreichen Behandlungen soll entschieden werden, ob die Erfolgsquote
hoher ist als diejenige einer klassischen Behandlung mit bekannter Erfolgswahrscheinlich-
keit 7, € (0, 1). Die Nullhypothese fiir den unbekannten Parameter 7 ist somit Hy : 7 < 7.
Als Entscheidungsraum dient £ = {0, 1} (H, nicht ablehnen bzw. ablehnen) versehen mit
der o-Algebra 2{®!}, und wir wihlen den Verlust v(mr, €) = vpel,,,, +v1(1 — €)1, , mit

Konstanten vy, v; € R'. Dies fiihrt auf das Risiko einer Entscheidungsregel (eines Tests)
§ - 2lo,100] _y o{0,1}

R,/(ﬂ', 6) = V()Bin(lgoﬂr) (5 > WO)ﬂ{wgno} + I/lBin(logm) (6 < ,/TO)]I{W>770}7

so dass die Irrtumswahrscheinlichkeit erster Art Bin(10077r)(5 > 7,) mit v und die zweiter
Art Binggo,r) (6 < m,) mit 4 gewichtet wird. O

§05.05 Definition. Seien (X', 2", B) ein statistisches Experiment und (£, &, v) ein Entscheidungspro-
blem. Eine Entscheidungsregel 0, € A heilit (gleichmdifsig) besser als eine Entscheidungsregel
§ € A, falls R,(0,6,) < R,(0,0) fir alle § € © gilt und falls ein 6, € © mit R, (6,,4,) <
R.(0,,0) existiert. Eine Entscheidungsregel heibt zulissig in A, wenn es keine (gleichméBig)
bessere Entscheidungsregel in A gibt. O

§05.06 Bemerkung. Hiufig schrinkt die betrachtete Klasse A die moglichen Entscheidungsregeln ein.
So ist der gKQS im gewohnlichen linearen Modell nach dem Satz §02.15 von Gaul3-Markov
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§05 Formalisierung eines statistischen Problem 2 Entscheidungstheorie

zuldssig unter quadratischem Verlust in der Klasse der erwartungstreuen und linearen Schitzern.
O

§05.07 Beispiel (Bei spiel §01.06 (a) fortgesetzt). Wir vergleichen in einem normalen Lokations-Modell
YO (NG, ) die Schitzfunktionen i, := Y := £ 3" | Y, [iy := Y + 0.5 sowie [i3 := 6
unter Verwendung eines quadratischen Verlustes V(u, §) = (n—90)* DaR,(u,p1) = 1/n,
Ro(p,j2) = 1/4 + 1/n gilt, ist iy besser als iy, allerdings ist weder fi; besser als ji3 noch
umgekehrt. Insbesondere ist fi3 zuldssig (in der Klasse aller Schitzer!), da R, (6, 113) = 0 gilt
und jeder andere Schitzer p mit R, (6, ) < R, (6, i3) = 0 mit i3 Lebesgue-fast iiberall iiber-
einstimmt. Spéter werden wir zeigen dass auch ji; zuldssig ist. 0

§05.08 Definition. Zu einem vorgegebenen Entscheidungsproblem (€, &, v) in einem statistischen Mo-
dell (X, 2", R) heiBt eine Entscheidungsregel ¢ unverzerrt, falls

V60,0 €0 E,(v(6,0) >E(v(0,0)) = R.(9,5).

O

§05.00 Lemma. Es seien (X, 2", B) ein statistisches Experiment, 7y : © — £ C R ein identifizierba-
rer Parameter und (€, & ,v) ein statistisches Entscheidungsproblem mit quadratischem Verlust
v(f,e) :== (v(0) — e)* Eine Entscheidungsregel 7 : X — & ist dann ein Schiitzer fiir den
abgeleiteten Parameter . Gilt fiir jedes 0 € © weiterhin ¥ € Z(B) und E,(7) € v(0O) =
{7(0,),0, € ©}, dann ist die Entscheidungsregel 7 genau dann unverzerrt, wenn sie erwar-
tungstreu ist, also wenn E,(7) = ~(0) fiir alle 6 € © gilt.

§05.10 Beweis von Lemma §05.09. In der Vorlesung. O

§05.11 Lemma. Es seien (X, 2 ,B) ein statistisches Experiment, 7y : © — T' = J#° |4) 7" ein iden-
tifizierbarer Parameter, und ([0, 1], %,,,,, v) das statisistische Entscheidungsproblem mit Verlust-
funktion v(0, ) = voel o (7(0)) 4+ v1(1 — )11 (v(9)) fiir vo, vy € R'. Eine Entscheidungs-
regel ¢ : X — [0, 1] (ein randomisierter Test) fiir das Testproblem Hy : #° gegen H, : 7" ist
genau dann unverzerrt, wenn sie zum Niveau o = vy /(vo + v1) unverfilscht ist, also wenn gilt

VO ey 1A E(p) <a, und VO €y 1A E(p) > a.
§05.12 Beweis von Lemma §05.11. Ubungsaufgabe. 0

$05.13 Erinnerung. Eine Abbildung x : X x . — R heiBt Markovkern von (X, 2") nach (S,.7)
(vgl. Erinnerung C02.05), falls sie die zwei Bedingungen: (Mk1) x(z,e) € W(#) firallex € X
und (MK2) r(e, B) € 2 fiir alle B € .7 erfiillt. Zu jedem P € W(2') existiert dann (vgl.
Schreibweise C02.06) ein eindeutig bestimmtes WahrscheinlichkeitsmaB POk E W(% ®.7)
mit P © k(A x B) = [, k( P(dx) sowie kP € W(«) mit kP(B) = [, k( P(dx) fiir
alle B € % Ace 5” O

§05.14 Definition. Zu einem vorgegebenen Entscheidungsproblem (£, &, v) in einem statistischen Mo-
dell (X, Z",B) mit X @ B heiit ein Markovkern D von (X, 2") nach (£, &) Entscheidungs-
kern oder randomisierte Entscheidungsregel mit der Interpretation, dass bei Vorliegen der Be-
obachtung X = z gemiB D(x, e) eine Entscheidung zufillig ausgewihlt wird. Das zugehorige
Risiko ist dann definiert durch

R.,(0,D) := [Es(/gy(e e // (0,e)D(z,de)R(dx) = /y(e,.) dDR_

§05.15 Beispiel. Es seien (X, 2", B) ein statistisches Experiment, X & B und v : © — I ein identi-
fizierbarer Parameter und I' = J#° | 571,
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(a) Betrachte £ = I' versehen mit einer o-Algebra ¢. Ein Entscheidungskern D von (X, 2")
nach (I',¥¢) ist dann ein ,randomisierter” Schitzer, d.h. bei Vorliegen der Beobachtung
X =z ist D(z,e) € W(7) eine Verteilung auf dem Parameterraum I'. Existiert insbeson-
dere eine (messbare) Abbildung 7 : X — I, so dass D(x,e) = d5,) fir jedes z € X
ein Punktmal in 7(z) € I ist, dann ist 5 eine Entscheidungsregel (,,nicht randomisierter
Schitzer) und

R.(0.D) = /X / v(0,¢)D (x, de)B(dr) = /X v(6,3(2))B(dr) = R, (6.7).

(b) Betrachte das Testproblem von H, : #° gegen H, : ! und die statisistische Entschei-
dungsprobleme ([0, 1], %, v) sowie ({0,1},2{%} v) mit gemeinsamer Verlustfunktion
v(0,e) == vpel o (7(6)) + 11(1 — €)1 41 (7(0)). Jede Entscheidungsregel ¢ : X — [0, 1]
(randomisierter Test) zum Entscheidungsproblem ([0, 1], 4, v) definiert mit D (x, {1}) :=
¢(z) sowie D(z,{0}) := 1—p(z) eine randomisierte Entscheidungsregel D zum Entschei-
dungsproblem ({0,1},2{%} ). Auf der anderen Seite definiert jede randomisierte Ent-
scheidungsregel D zum Entscheidungsproblem ({0, 1},2{%!} v eine Entscheidungsregel
¢(z) = D(x, {1}) zum Entscheidungsproblem ([0, 1], %, ). Offensichtlich, gilt dann

R,(0.D) =E( Y  v(f,e)D(e,{e})) =E,(1(0,0)(1— )+ v(6,1)p)

ec{0,1}
=k (Vl(l - 90)1135”1 (’7(0)) + VOQD]L%”O (’7(0)) =E (l/(@, 90)) = Ru(ev 90>

Dies bedeutet also, dass ¢ (x) die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der bei Vorliegen der Be-
obachtung X = x die Hypothese H, : .7#° abgelehnt wird. m

§05.16 Bemerkung. Es sei & C R¢ konvex sowie v(f, ¢) eine im zweiten Argument konvexe Verlust-
funktion. Dann gibt es zu jeder randomisierten Entscheidungsregel eine deterministische Ent-
scheidungsregel, deren Risiko nicht groBer ist. O

§06 Minimax- und Bayes-Ansatz

§06.01 Definition. Fiir ein Entscheidungsproblem (£, &, v) zu einem statistischen Modell (X', 2", B)
hei3t eine Entscheidungsregel o, A-minimax, falls

R, :=supR,(#,0,) = inf supR,(0,9)
J=C) 0€A geo

gilt, weiterhin wird R}, A-Minimaxrisiko genannt. Wir bezeichnen J, als minimax, falls die
Menge A alle moglichen Entscheidungsregeln (fiir die das Risiko definiert ist) enthilt. O

§06.02 Erinnerung. Betrachten wir ein statistisches Experiment (X', 2", B), so gilt definitionsgemiB
R € W(2) fir jedes § € ©. Nehmen wir zusitzlich an, dass (0, .7) ein messbarer Raum ist,
und dass fiir jedes F' € 2" die Abbildung R(F) : © — R mit § — B(F) (Borel-) messbar ist,
alsokurzR(F) € " so sind die beiden Bedingungen (Mk1) und (Mk2) eines Markovkerns von
(0,7 ) nach (X, Z") erfiillt, den wir mit [? bezeichnen. O

§06.03 Definition. Es seien (X, 2", B) ein statistisches Experiment, (O, .7 ) ein messbarer Raum und
R mit (6, F) — B(F) ein Markovkerns von (O, .7 ) nach (X, Z"). Die Verlustfunktion v des
Entscheidungsproblems (€, &, v) sei zusitzlich 7 ® &-% " -messbar. Sei 9 eine (0, .7 )-wertige
Zufallsvariable, so dass die Parameter § € O als Realisierung von 9 aufgefasst werden konnen.
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P’ von 9 auf dem messbaren Raum (©,.7) wird a-priori
Verteilung des Parameters ¢ genannt und wir bezeichen mit E° die Erwartung beziiglich P’. Das
mit P’ assoziierte Bayesrisiko einer Entscheidungsregel ¢ ist (vgl. Schreibweise C02.06)

R?(5) := E' [Ru(e.0)] = / R, (0, 5)P’ (d6) = / /X v(0,6(2))B (de)P’ (d0)
:/ v(e,8)d[P’ ® P].

Eine Entscheidungsregel 8, heiBt A-Bayesregel oder A-Bayes-optimal (beziiglich P) falls

) _ 9
gilt. Erstreckt sich das Infimum iiber alle moglichen Entscheidungsregeln § so heifit §, kurz
Bayesregel oder Bayes-optimal. O

§06.04 Bemerkung. Wihrend eine Minimaxregel den maximal zu erwartenden Verlust minimiert, kann
das Bayesrisiko als ein (mittels P°) gewichtetes Mittel des zu erwartenden Verlustes angesehen
werden. Alternativ wird P’ als die subjektive Einschitzung der Verteilung der zu Grunde lie-
genden Parameter interpretiert. Daher wird das Bayesrisiko auch als insgesamt zu erwartender
Verlust verstanden. O

$06.05 Erinnerung. Sei P“" die Verteilung von (S, X) auf (S x X',.¥ ® 2°). Ein Markovkern P*"*
von (S, . ) nach (X, Z) heiBt reguliire Festlegung der bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X gegeben S (vgl. Definition C02.28 (a)), falls fiir alle A € 2" und alle B € . gilt

P o P (B x A) = / P (AP (ds) = PPY(B x A).

B

Nach Eigenschaft C02.09 (ii) existiert ein solcher Markovkern, wenn S x X = R* und . ® .2 =
98" fiir ein k € N, und nach Eigenschaft C02.02 ist dieser bis auf Gleichheit P“X)_f.ii. eindeu-
tig. Damit legt eine Wahl des Markovkerns P*'* und der Randverteilung P* die gemeinsame
Verteilung P fest. O

§06.06 Definition. Seien (X', 2", B) ein statistisches Experiment, (©, .7) ein messbarer Raum, (¢, X)
eine (0 x X,.7 ® 2 )-wertige Zufallsvariable, P’ eine a-priori Verteilung von 9 auf (6, .7),
P mit (0, F') — B (F') ein Markovkern von (0, .7) nach (X, Z"). Die gemeinsame Verteilung
PP = P’ © P von (9, X) ist durch die regulire bedingte Verteilung P*"” := P von X bei
gegebenem 19 sowie P’ festgelegt. Eine regulire Festlegung der bedingten Verteilung von
Y bei gegebenem X, falls sie existiert, heilit a-posteriori Verteilung des zufilligen Parameters
1. Entsprechend wird eine regulire Festlegung der bedingten Erwartung 488l von 1 gegeben
X, falls sie existiert, a-posteriori Erwartung des zufilligen Parameters ¥ genannt. Besitzt fiir
ein © € X die a-posteriori Verteilung P’ ein endliches erstes absolutes Moment, so wird
E'Y(9) = BV (id,) = Jo OP°*=*(dh) a-posteriori Erwartungswert des zufilligen Para-
meters Y bei gegebenem X = x genannt. Existiert ein endliches erstes absolutes Moment fiir
alle v € & so heif3t die (messbare) Abbildung mit z — E°*7(9) a-posteriori Erwar-
tungswert des zufilligen Parameters ¥ bei gegebenem X. O

$06.07 Bemerkung. Die gemeinsame Verteilung P des zufilligen Vektors (9, X) erfiillt P =
P’ ® P. Wir bezeichnen mit P* die Randverteilung von X bzgl. P’ also P¥ = PP’ =
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2 Entscheidungstheorie §06 Minimax- und Bayes-Ansatz

/. o P’ (df), und mit E* die assoziierte Erwartung. Insbesondere gilt
RY(5) = E”Y (v(e,0)) = E’ ([EXW (v(e,0))) = / v(e,d) AP’ o P
Ax0

=E"(E"" (v(e,9))) = /@XX v(e,8)d[P* ©P"]. 5

§06.08 Schreibweise. Seien (X', 2", B) ein statistisches Experiment, B eine beziiglich eines o-endlichen
MaBes 1 € M (2°) dominierte Verteilungsfamilie ([P < p fiir alle @ € ©) mit entsprechenden -
Dichten (f,)gco und (O, .7) ein messbarer Raum. Fordern wir zusiitzlich, dass f, : © x X — R"
mit (0,2) — f,(z) eine (7 ® 2)-% -messbare Funktion ist, dann ist mit Fubini P mit
(0,F) = B(F) = pu(1.5,) = [, du ein Markovkern von (©,.7) nach (X, 2"). In dieser
Situation bezeichnen wir 1, als (y-) Dichte des Markovkernes [? beziiglich des dominierenden
MaBes p. Betrachte eine (© x X, .7 @ Z7)-wertigen Zufallsvariable (13, X). Die a-priori Ver-
teilung P” besitze eine v-Dichte f? beziiglich eines dominierenden Mafes v € M (7). Die ge-
meinsame Verteilung P = P’ ® P*", die durch die regulire bedingte Verteilung P*"” := P
und P’ festgelegt sei, ist dann dominiert durch das ProduktmaB v @ p, besitzt die v @ ji-Dichte
6 (0,2) = £2(0)f(x) und £ = 1. € 27 mitz — ¥(2) = V(' (2) =
[ () dv = [, §,(2)F?(0)v(db), ist eine y-Dichie der Randverieilung P*= PP’ von X. Die
Abbildung

X x O — R mit
f,(2)F7(0)
¥ ()

ist dann eine (2" ® .7 )-% " -messbare Funktion und eine v/-Dichte des Markovkernes P’ von
(X, 2 ) nach (©,.7) mit (z, B) — P’ *(B) := v(1,°*=") (vgl. Eigenschaft C03.14 (i)). o

(I, 6) s ﬂ-ﬂ\X:f(e) = ]l{ffx(z)eﬂ@f,,} + ﬂ’-ﬂ(@)]l{fx(z):o} (06.01)

§06.00 Satz. Seien (X, 2", BR) ein statistisches Experiment, (©,.7 ) ein messbarer Raum und B ein
Markovkern von (©,.7 ) nach (X, Z") mit Dichte f, beziiglich eines dominierenden Mafes .
Betrachte eine (0 x X, 7 ® 2 )-wertigen Zufallsvariable (9, X). Die a-priori Verteilung P’
besitze eine Dichte T° beziiglich eines dominierenden Mafes v und P := P* © P sei die
gemeinsame Verteilung von (9, X). Der Markovkern P°" von (X, Z") nach (©,.7) mit v-
Dichte T° gegeben in (06.01) ist dann eine reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von 9
gegeben X, also eine a-posteriori Verteilung.

$06.10 Beweis von Satz §06.09. Ubungsaufgabe O

§06.11 Beispiel. Wir bezeichnen als Bayestestproblem (oder Bayes-Klassifikationsproblem) mit einfa-
chen Hypothesen ein Entscheidungsproblem ({0, 1}, 211} 1) mit 0-1-Verlust v(6, ¢) = |6 — |
zu einem statistischen Experiment (X, 2", B) mit Parameterraum © = {0, 1}. Betrachte eine
({0,1} x X, 2%} @ 27)-wertige Zufallsvariable (99, X ). Betrachte eine a-priori Verteilung P’
auf ({0, 1}, 2{%1) mit Zahldichte p” beziiglich des ZdhlmaBes (., (vgl. Beispiel BO1.03 (a)).
Die Familie von Wahrscheinlichkeitsmallen |} = ([E)D)ge{oyl } ist dominiert bezliglich eines Males
@ (z.B. p =R + P) und f, und f, bezeichne entsprechende p-Dichten. Dann ist f, eine p-Dichte
des Markovkerns P und P := P” © P bezeichne die gemeinsame Verteilung von (9, X).
Dann ist ¥ = p?(0)f, + p”(1)f, eine p-Dichte der Randverteilung P* = PP’ von X beziiglich
P, Nach Satz §06.09 ist

p’* X x {0,1} — R" mit

p”(6)f ()
p? (0)f(z) + p?(1)f.(2)

(z,0) = p*"(0) = L ey TRIO L,y (0602)
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§06 Minimax- und Bayes-Ansatz 2 Entscheidungstheorie

eine (,,,-Dichte der a-posteriori Verteilung von ¥ gegeben X. O

§06.12 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen von Definition §06.06. Betrachten wir das stati-
stische Entscheidungsproblem (€, &, v), so ist jede Entscheidungsregel o, mit

d,(x) € arg min E7 (v(e,0(x))) fiir P*fa.zeX,
seA

A-Bayes-optimal beziiglich P .
§06.13 Beweis von Satz §06.12. In der Vorlesung. O

§06.14 Korollar. Sei © C R. Unter den Annahmen von Satz §06.12 gelten die folgenden Aussagen:
(i) Fiir die quadratische Verlustfunktion v(0,¢e) := (e — 0)? ist eine Festlegung des beding-
ten Erwartungswertes 9= % () ein Bayes-optimaler Schiitzer von 6 (Bayes-optimale
Entscheidungsregel) beziiglich der a-priori Verteilung P° € W(T).

(ii) Eine Entscheidungsregel (/9\m€d, die "~ (9 < gmed(x)) > 1/2und P"" (9 > /H\med(x)) >
1/2 fiir P*-f.a. x € X erfiillt, heifit a-posteriori Median beziiglich der a-priori Verteilung
P’. Fiir den Absolutbetrag v(0,¢) := |e — 0| ist jeder a-posteriori Median beziiglich der
a-priori Verteilung P’ ein Bayes-optimaler Schiitzer von 6 (Bayes-optimale Entscheidungs-
regel).
$06.15 Beweis von Korollar §06.14. Ubungsaufgabe. O

§06.16 Beispiel (§506.11 forrgeserzt). Nach Satz §06.12 ist ein Bayestest (Bayesklassifizierer) fiir alle
z € {f* = p?(0)f, + p°(1)f, > 0} eine Minimalstelle der Abbildung

P (O)(x), | B (DS(x)

{0,1} 3 e — E" " [v(e,€)] = ) ()

(1—e).

Eine Losung des Minimierungsproblems und somit ein Bayestest ist gegeben durch
> p

p: X —={0,1} mitz — p(x) := 1, p’(0)f(z) <p

=P

Damit entscheiden wir uns fiir dasjenige ¢ (z) € {0, 1}, dessen a-posteriori Wahrscheinlichkeit
am groBten ist (MAPE fiir maximum a posteriori estimator). Insbesondere sei fiir spiter auf die
Neymann-Pearson-Struktur des Bayestests ¢ in Abhéngigkeit von f,(x)/f,(z) hingewiesen. O

§06.17 Satz. Es seien die Annahmen und Notationen der Definition §006.06 erfiillt. Betrachten wir das
statistische Entscheidungsproblem (£, &, v), so gelten die folgenden Aussagen

(i) Fiir jede Entscheidungsregel § gilt

supR,(0,6) = sup  R7(d),
00 P eW ()

wobei sich das zweite Supremum iiber alle a-priori Verteilungen P°, also Wahrscheinlich-
keitsmafSe iiber (©,.7), erstreckt. Insbesondere ist das Bayes-Risiko einer A-Bayesregel
stets kleiner oder gleich dem A-Minimax-Risiko.

(ii) Fiir eine A-Minimaxregel 0, gilt

sup RY(5,) = inf sup RY(S).
P’ eW(7) OEA B cyy ()
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2 Entscheidungstheorie §06 Minimax- und Bayes-Ansatz

§06.18 Beweis von Satz §06.17. In der Vorlesung. O

§06.19 Bemerkung. Der letzte Satz wird insbesondere dazu verwendet, untere Schranken fiir das Minimax-
Risiko durch das Bayes-Risiko einer Bayesregel herzuleiten. O

§06.20 Satz. Es seien die Annahmen und Notationen der Definition $06.06 erfiillt. Im statistischen Ent-
scheidungsproblem (€, &, v) gelten fiir jede Entscheidungsregel 0, (€ A) die folgenden Aussa-
gen:

(a) Ist 6, minimax-optimal und eindeutig (in A) in dem Sinne, dass jede andere Minimax-Regel
die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist 6, zuldssig in A.

(b) Ist 0, zuldssig mit konstanter Risikofunktion, so ist 6, minimax-optimal.

(¢) Ist 6, eine Bayesregel (bzgl. P’ ) und eindeutig (in ) in dem Sinne, dass jede andere Bayes-
regel (bzgl. P’ ) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist 0, zuldissig (in ).
(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum versehen mit der Borel-o-Algebra A,
Ist 6, eine Bayesregel (bzgl. P°) (in ), so ist 6, zuléissig (in ), falls (i) Rf(éo) e R"; (ii)
fiir jede nicht leere offene Menge U in © gilt P° (U) € [RTO; (iii) fiir jede Entscheidungsregel
5 (€ A) mit RY(8) < RY(8,) ist die Abbildung 6 — R,,(6,6) stetig.
$06.21 Beweis von Satz §06.20. Ubungsaufgabe. O

§06.22 Satz. Fiir ein d € N sei X ® Nﬁdx{Ed} = (N?#’Ed))ueugd (vgl. Beispiel §01.06 (a)). Beziig-

lich der quadratischen Verlustfunktion v(u,e) = ||p — el|? ist das arithmetische Mittel X =
% > X, ein minimax-optimaler Schitzer fiir fu.

$06.23 Beweis von Satz §06.22. Ubungsaufgabe. O

§06.24 Satz. Sei X Nisqy = (N?u 1))u€R- Beziiglich der quadratischen Verlustfunktion v(u,e) =
(1 — €)? ist das arithmetische Mittel X = 23" | X, ein zuliissiger Schiitzer fiir ju.

§06.25 Beweis von Satz §06.24. In der Vorlesung. O

§06.26 Bemerkung. Liegt eine andere Verteilung mit Erwartungswert ;. und Varianz eins als die Nor-
malverteilung vor, so ist X weder zulissig noch minimax (sofern n > 3 gilt), vergleiche Leh-
mann and Casella [1998], Seite 153. Unter der Normalverteilungsannahme ist X fird = 2
weiterhin zuléssig, allerdings gilt dies fiir d = 3 nicht mehr, wie es in Abschnitt §07 das Stein-
Phénomen zeigt. m

§06.27 Definition. Es gelten die Annahmen und Notationen von Definition §06.06. Fiir ein Entschei-
dungsproblem (€, &, v) heiBt eine Verteilung P” auf (6, .7) mit

inf 9, — inf 9
RO = o RO

ungiinstigste a-priori Verteilung bzgl. A. m

§06.28 Satz. Fiir das Entscheidungsproblem (€, & ,v) sei P” eine a-priori Verteilung mit zugehériger
A-Bayesregel 6,. Dann sind die Eigenschaften

(i) RY(8) = SUppee Ru(0,0,) und
(ii) die Sattelpunkteigenschaft: VP° € W(T) : Y6 € A : RE(5,) < Ry (8,) < Ry (6)

dquivalent. Aus jeder dieser Eigenschaften folgt, dass 6, minimax-optimal in A und P* ungiin-
stigste a-priori Verteilung bzgl. A ist.

§06.29 Beweis von Satz §06.28. In der Vorlesung. O
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§07 Das Stein-Phianomen 2 Entscheidungstheorie

§06.30 Beispiel. Fiir ein n € N sei X (Bin(n,,,))ﬂe 0.1)° Wir bestimmen einen minimax-optimalen

§06.31

§07.01

Schiitzer fiir 7 in der Klasse A := (0, )"l = {§ : [n] — (0,1)} beziiglich der quadratischer
Verlustfunktion v(7,e) = (e — 7)? unter Verwendung von Satz §06.28. Dazu betrachten wir
auf ((0,1), %A ,1)) die Beta-Verteilung Beta mit Parametern a,b € R, als a-priori Verteilung,
diese ist definiert durch die Lebesgue-Dichte T, (x) = mx“_l(l — )71, x € (0,1), mit
Normierungskonstante Beta(a, b) (Betafunktion). Wir bestimmen zunichst einen zugehorigen
Bayesschitzer 7, fiir 7. Bezeichne mit 7, einen zufilligen Parameter mit Werten in (0, 1)
und a-priori Verteilung Beta. Eine Festlegung der a-posteriori Verteilung P™**=" ist wieder eine
Beta-Veteilung Betaja+x, b+n—x| und der zugehorige Bayesschiitzer ist 7, , := [E”“*”X(ﬂ-&b) =

a‘fl;fn Fiir sein Risiko gilt R, (7, 7. p) = E.(Fup — )2 = (afa”(fabfl))itl’;r =) ImFall a* = b* =

. ~ . 0o b _ X+/n/2 X—n/2 . coe ..
v/n/2 erhidlt man 7y« - == E |X(7'ra*7b*) = T\% = % — n(\/ﬁ-i/-l) mit zugehorigem Risiko

R, (7, Tar p) = (2¢/n + 2) 72 welches unabhingig von 7 ist, woraus die Sattelpunkteigenschaft
folgt:

VB € W(Bo1) : V7€ (0, DB 1 REFpepr) <RI (Forse) < RE“ (7).

Damit ist B’ == Beta[a*, b*] ungiinstigste a-priori Verteilung und 7, ;- minimax-optimaler
Schitzer von 7. Insbesondere ist der natiirliche Schitzer 7 = X/n mit R, (7,7) = n(1 — 7)/n
nicht minimax (er ist jedoch zuldssig). O

Bemerkung. Gehoren fiir ein statistisches Modell die a-posteriori Verteilungen wieder zur der
Klasse von a-priori Verteilungen (im Allgemeinen mit geinderten Parametern), so nennt man die
entsprechenden Verteilungsklassen konjugiert. Zum Beispiel sind Beta-Verteilungen konjugiert
zur Binomialverteilung (Beispiel §06.30). Konjugierte Verteilungen sind die Ausnahme, nicht
die Regel, und fiir komplexere Modelle werden hiufig Rechnen-intensive Methoden wie MCMC
(Markov Chain Monte Carlo) verwendet, um die a-posteriori Verteilung zu berechnen. O

§07 Das Stein-Phanomen

Fiirein d € Nsei X @ Np.,, By = <N?M7Ed)) perd. Wir betrachten das Entscheidungsproblem,
den Parameter ;1 moglichst gut im Sinne eines quadratischen Verlustes v(u, 1) = ||g — pl|?
zu schitzen. Auf Grund der Unabhiéngigkeit der Koordinaten erscheint das (koordiantenweise)
arithmetische Mittel X, eine natiirliche Antwort zu sein. Ein alternativer, sogenannter empiri-

scher Bayesansatz, beruht auf der Familie der a-priori Verteilungen (N?o 02))06[&*‘ Betrachten

wir fiir ein 0 € IRf0 einen zufélligen Parameter p, ~ NE’O’UQ), so ist der zugehorige Bayesschiit-
zer Euﬂx(/"d) = n—&-Z—Q e _
Ersetzung von o durch die Schitzung 6% := || X||?/d — n~'. Da die Randverteilung von X
beziiglich der gemeinsamen Verteilung P*~* gerade einer N¢ -Verteilung entspricht, ist

X (vgl. Beweis §06.23). Der empirische Bayesansatz beruht nun auf der

(0,024n-1)
0?2 ein erwartungstreuer Schitzer von o2, Wir erhalten den Schiitzer
N [ — d —
f=——=3X=01-—=2)X
n+to n|| X]|

Der Bayessche Ansatz ldsst vermuten, dass fiir kleine Werte von ||i2|| der Schéitzer i ein kleineres
Risiko als X hat. Uberraschenderweise gilt fiir Dimension d > 3 sogar, dass /i besser als X ist.
Das folgende Steinsche Lemma liefert das zentrale Argument fiir den Beweis.

Lemma von Stein. Es sei f : RY — R eine in jeder Koordinate Lebesgue-f.ii. absolut stetige
Funktion. Fiir jedes ;1 € R und o € [R; mitY ~ N, 25, gilt dann

[E(“,,HEJ)((,U - Y)f(Y)) = _UQ[E(,J,‘HE@ (Vf(Y)),
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2 Entscheidungstheorie §07 Das Stein-Phianomen

sofern [E(H‘UZE(”(|§—£(Y)|) € R fiir alle i € [d] gilt.

§07.02 Beweis von Lemma §07.01. In der Vorlesung. O
§07.03 Satz. Esseid > 3und X Nﬁdx{Ed} = (N?,u,Ed)),uGRd' Dann gilt fiir den James-Stein-Schiditzer
N d—2 —
fiys = (1 - —==)X
nl| X2

mit X = % > X, dass

d

—92)2
s —pl =2 g [2 2] <

|l < = =FE|X — ul?
#[n2HX|‘2:| n u” /~L||

Insbesondere ist X fiir eine quadratische Verlustfunktion kein zuldssiger Schitzer von y im Fall
d > 3.

§07.04 Beweis von Satz §07.03. In der Vorlesung. O

§07.05 Bemerkungen.

(a) Die Abbildung p ~ E,[||X|~2] ist monoton fallend in ||x|| und erfiillt E[||X]~2] =
n/(d — 2) und E,||fiss||* = 2/n. Damit ist fi;s fiir 1 nahe 0, groBe Dimension d und klei-
ne Stichprobenumfinge n eine deutliche Verbesserung von X. Der James-Stein-Schiitzer
wird auch Shrinkage-Schditzer genannt, weil die Koordinaten des urspriinglichen Schitzers
X gediampft (zur Null hingezogen) werden.

(b) Der James-Stein-Schditzer mit positivem Gewicht

d—2 . —
T T~ )+X7 ((l)+ = maX(a, 0)7
nl| X1

Iys+ = (1

ist bei quadratischer Verlustfunktion besser als der James-Stein-Schitzer ji;5. Damit ist
selbst der James-Stein-Schitzer (sogar mit positivem Gewicht) unzuléssig. Die Konstruktion
eines zuldssigen Minimax-Schitzers ist gelost fiir d > 6 (vgl. Lehmann and Casella [1998],
S. 385). O
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3 Schatztheorie

§08 Dominierte Modelle

§08.01 Definition. Ein statistisches Model (X, 2", R) heiit dominiert, falls ein o-endliches Maf 1 auf
2, kurz p € M (%), existiert, so dass fiir jedes # € © das Wahrscheinlichkeitsmaf3 [? absolut
stetig beziiglich i ist (P < ). Eine durch 6 paramisierte Radon-Nikodym-Dichte

dR

L(@,x) = a

(x) #e€B, zeX,

wird auch Likelihood-Funktion genannt, wobei diese meist als zufillige Funktion L : © — 2~
mit 0 — L(0) := L(0, o) aufgefasst wird. O

§08.02 Beispiel.

(a) Ein statistisches Experiment (R, %, B) ist trivialerweise dominiert wenn jedes B € B durch
eine Lebesguedichte f, gegeben ist, beispielsweise Ny, g .

(b) Jedes statistische Modell mit Stichprobenraum X = N und Potenzmenge 2~ = 2V oder
allgemeiner mit abziihlbarem Stichprobenraum X" und Potenzmenge .2~ = 2% ist dominiert
beziiglich des ZihlmalBes (, (vgl. Beispiel BO1.03 (b)).

(c) Ist die Parametermenge © = {0, : i € N} abzihlbar, so ist y = Y. B mit ¢; > 0,
Y ien G = 1 ein dominierendes Maf.

(d) Sei 0, das PunktmalB in € R. Das statistische Experiment (R, %, (dg)ger) ist nicht domi-
niert. Fiir ein dominierendes MaB p € M (%) miisste ;({0}) € RTO fiir alle 0 € R gelten
und damit p(A) = oo fiir jede tiberabzihlbare Borelmenge A C R erfiillen (sonst folgt
aus [{z € Alp({z}) = 1/n}| < nu(A) € R', dass A = U1 {z € Alu({z}) > 1/n}
abzdhlbar ist). Damit kann p nicht o-endlich sein. m

§08.03 Bemerkung. Sei (X', 2", B) ein beziiglich 4 € M (2) dominiertes Modell. Ist ;2 endlich,

kurz p € M (2),so gilt p <P := ﬁu € W(Z') und damit ist B auch durch P dominiert.
Andererseits, ist 4 nicht endlich, so existiert eine abzihlbare, messbare Partition {X,,, m € N}

von X mit p(X,) € R, fiir jedes m € N. Fiir jedes m € N definiere P(e|X,) € W(2') mit
A P(AX,) = M0 Dann gilt < P := 3, . 27" (s|X,) € W(2), daaus P(A) = 0
insbesondere ;1 (ANA,,) = 0 fir alle m € N und somit p(A) = 0 folgt. Damit haben wir gezeigt,
dasszu p € M (2)ein P € W(2') mit u < P existiert, dass dann automatisch [} dominiert. Die
ndchste Aussage zeigt, dass ein B dominierendes P € W(2") existiert mit [? <« x. Im Folgenden
konnen wir also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass das dominierende Mal}

ein Wahrscheinlichkeitsmal ist. O

§08.04 Satz. Es sei (X, 2 ,B) ein p-dominiertes statistisches Modell. Dann existiert ein Wahrschein-
lichkeitsmaf3 B der Form y_, ;B mit ¢; € R', 0, € © fiirallei € Nund Y, ¢ = 1,
also P < pu, derart dass B < P fiir alle 0 € © gilt. Ein solches Wahrscheinlichkeitsmafs P wird
privilegiertes dominierendes Mal} genannt.

§08.05 Beweis von Satz §08.04. In der Vorlesung. O
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3 Schitztheorie §09 Erschopfende Statistik

§09 Erschopfende Statistik

§09.01 Beispiel. Es sei (Xi)ie[[n]] ® B’ und jedes P sei durch eine Lebesguedichte f, € B gegeben.
Allgemeine Informationen iiber [? und somit & erhalten wir typischerweise mit Hilfe von Sta-
tistiken wie X oder max{X; : i € [n]}. Intuitiv, enthdlt die Ordnungsstatistik (X ;))ep,) mit
Xay = min{X; : i € [n]}, Xy == min{X; : i € [n]} \ {Xp) i € [k]}, k € [n— 1], wie
jede Statistik nicht mehr Informationen iiber den Parameter ¢. Wir werden im Folgenden zeigen,
dass die Ordnungsstatistik keine Information verliert. O

$09.02 Definition. Es seien (X, 2", B" = (P")gco) und (S,.7, B = (B*)yco) zwei statistische Ex-
perimente zum selben Parameterraum ©. (X', 2", B") heiBt informativer als (S, , ), falls fiir
alle Entscheidungsprobleme (£, &, v) mit ||v||« := supy, [(0,e)| € R" und fiir alle Entschei-
dungskerne D; von (S,.#) nach (€, &) ein Entscheidungskern Dy von (X, 2") nach (€,&)
existiert mit (vgl. Definition §05.14)

Ro(0,Dy) — / 0(0, %) d[DyBY] < / V(0,%) d[DB’] = Ry (0,D.) V0 cO.
£ £

Ist (X, 2", R") informativer als (S,.7,R’) und (S,.7, B’) informativer als (X, 2", R"), dann

heiBen (X, 2, B") und (S,.7, R’) dquivalent. O

$09.03 Lemma. Existiert ein Markovkern r von (X, Z") nach (S,.%) mit k" = B fiir alle § € ©
(vgl. Schreibweise C02.06), dann ist (X, 2, B") informativer als (S,.7 | ).

§09.04 Beweis von Lemma §09.03. In der Vorlesung. O

§09.05 Korollar. Es seien (X, 2 ,B) ein statistisches Experiment, S eine (S,.7)-wertige Statistik auf
(X, 2 ,R) und B’ die induzierte Verteilungsfamilie auf (S,.7). Dann ist (X, 2", R) informa-
tiver als (S,. ).

$09.06 Beweis von Korollar §09.05. Ubung. 0

§09.07 Beispiel (Beispiel §01.06 (a) fortgesetzt). Betrachte X @ Ng. (p also das normale Lokations-
Modellund S : R" — R mit z = ()i = S(x) =T =n"" Ziem x;, dann gilt S(X) =
X © Ngx{n-1y. Insbesondere folgt aus Korollar $09.05, dass das normale Lokations-Modell
(R", 8", N (1y) informativer ist als das statistische Experiment (R, %, N (,-1}). Wir werden
im néichsten Abschnitt zeigen, dass die statististischen Experimente dquivalent sind. O

§09.08 Definition. Sei B eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen iiber (X, 2").

(a) Eine Teil-o-Algebra . von 2" heilit erschopfend oder suffizient (fir ), wenn es fiir al-
le A € Z eine von § € O unabhingige Festlegung des bedingten Erwartungswertes
E,(1,].#) von 1, gegeben .# gibt, das heiBt, wenn fiir alle A € 2 ein hy € .F mit
ha=R(A|lZ) =E,(1,|F) B-fi.firalle 6 € O existiert.

(b) Eine (S,.7)-wertige Statistik S auf (X', 2") heibt erschipfend oder suffizient (fir B), wenn
die induzierte Teil-o-Algebra o (.S) erschopfend (fiir B) ist. 0

§09.090 Bemerkung. Nach Eigenschaft A02.06 (iv) ist eine (S, .7 )-wertige Statistik S auf (X, 2", B)
genau dann erschopfend (fiir B), wenn es fiir alle A € 2" und alle # € © eine von 6 unabhingige
Funktion h4 € 7" gibt mit hy = B (A|S) B°-f.i. fiir alle § € © (vgl. Definition C02.23). o

§09.10 Satz. Sei B eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen iiber (X, 2 ),_ﬁ C X eine Teil-o-
Algebra bzw. S eine (S,.7 )-wertige Statistik auf (X, Z") sowie Y € 2 eine weitere numeri-
sche Statistik, fiir die E,(Y") fiir alle 0 € © existiert. Dann gilt:
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(1) Ist F erschopfend (fiir B), so gibt es eine von 0 unabhdngige Festlegung [, (Y‘ﬁ ) des
bedingten Erwartungswertes [, (Y!ﬁ ) von'Y gegeben %, das heifit, [E,(Y‘ﬁ ) € 7 und
E(Y|Z) =E.(Y|Z) R-Li. fiir alle 6 € ©.

(ii) Ist S erschopfend, so gibt es eine von 0 unabhdngige Festlegung [, (Y‘S) des bedingten
Erwartungswertes [, (Y|S) von 'Y gegeben S, das heifst, E, (Y‘S) € .7 und E, (Y‘S) =
E.(Y]S) B*-f.ii. fiir alle 6 € ©.

(i11) Fiir die Festlegung IE,(Y}@ ) bzw. E, (Y!S) des bedingten Erwartungswertes von Y gilt
E(E.(Y]#)) =E/(E(Y]|S)) =E(Y) fiir alle § € ©.
§09.11 Beweis von Satz §09.10. In der Vorlesung. O

$09.12 Bemerkung. Eine von 6 unabhingige Festlegung E,(Y|.#) des bedingten Erwartungswertes
E, (Y|ﬁ ) ist bis auf eine B-Nullmenge in .# (kurz R’ -f.ii.) eindeutig bestimmt, also fiir zwei
Festlegungen E, (Y'|.#) und E.(Y|.#) existiert N € .Z mit E,(Y|.%)(z) = E.(Y|.#) () fiir
alle x € N°und B(N) = 0 fiir alle € ©. Entsprechend ist eine von ¢ unabhéngige Festlegung
E.(Y]S) des bedingten Erwartungswertes E,(Y'|S) [2"-f.ii., also bis auf eine B’-Nullmenge in
., eindeutig bestimmt. )

§09.13 Satz. Sei B eine Familie von WahrscheinlichkeitsmafSen iiber (X, Z") und F C 2 eine fiir B
erschopfende Teil-o-Algebra iiber X . Weiter sei Y € 2 ein Zufallsvektor. Dann gilt:

(i) Es gibt stets eine von 0 unabhiingige reguliire Festlegung "7 der bedingten Verteilung
von'Y gegeben .F, dass heifst, R*' ist ein Markovkern von (X, %) nach (R’, ").

(ii) Ist h € B eine Funktion fiir die E) ( f h(y)B" (dy) fiir alle 0 € © existiert, so gilt
E.(h(Y)|Z) =E"(h) = [h(y) W dy) B fu
§09.14 Beweis von Satz §09.13. W1tt1ng [1985], Satz 3.15, S. 341 |

§09.15 Lemma. Ist eine (S,.7)-wertige Statistik S auf (X, 2", B) mit induzierter Verteilungsfamilie
R auf (S, ) erschopfend fiir B mit regulirer Festlegung H?( . ‘S ), dann sind die statistischen
Experimente (X, 2", B) und (S, ., B’) dquivalent.

§09.16 Beweis von Lemma §09.15. In der Vorlesung. O

§09.17 Bemerkung. Seien X" polnisch, 2~ die Borel-o-Algebra iiber X’ und (X, 2", B) ein bzgl. eines
o-endlichen MaBies dominiertes statistisches Experiment. Dann ist eine (S, . )-wertige Statistik
S auf (X, 2°,B) mit induzierter Verteilungsfamilie B’ auf (S,.#) genau dann erschopfend,
wenn die statistischen Experimente (X', 2", B) und (S,.7, B") dquivalent sind. O

$09.18 Vorbemerkung. Fiir die spiteren Uberlegungen interessieren besonders von ¢ unabhingige
Festlegungen der bedingten Erwartung einer (7, .7 )-wertigen Statistik 7" auf (X', 2", B) bei
gegebener (fiir B) suffizienter (S, .7 )-wertigen Statistik S auf (X', 2") und demgemiB von 6 un-
abhiingige reguliire Festlegungen P™'° und P, Diese sind wieder als von 6 unabhiingige Mar-
kovkerne von (S,.%) nach (7 ,.7 ) bzw. nach (S x T,. ® .7) erklart, die bei festem A € .7
bzw. bei festem D € . ® 7 die folgenden Gleichungen erfiillen (vgl. Erinnerung C03.07 und
Eigenschaft C03.08)

BB x A) =E, (1,B""(A)) VBe.” Veo,
B*(DN(BxT)) =E (1,2 (D)) vBe.s WVico.

Dabei ergibt sich B aus P'*"* gemaB P(A) = RP(S x A), A € 7, also P ist gerade
die Randverteilung beziiglich P O
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§09.19 Satz. Seien B eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien iiber (X, Z"), S eine (fiir B) suffizi-
ente (S,.)-wertige Statistik und T' eine weitere (T , T )-wertige Statistik auf (X, Z").
(i) Ist (T,.7) = (R', %"), so existiert stets ein von 0 unabhéingige reguliire Festlegung B
der bedingten Verteilung von T' gegeben S.

(i1) Es existiere eine von 0 unabhdingige reguldre Festlegun P" der bedingten Verteilung von
gige reg gung 8 8

T gegeben S. Dann ist P mit

(s,D) — B (D) .= p"(D,) mitD,:={teT:(st)e D}

eine von 0 unabhdingige reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von (S,T) gegeben
S.Isth € T ® .7 eine Funktion, fiir die E\*" (h) existiert fiir alle § € O, so gilt

SV (h) = B () = / ho (DR (dt) B-Fii mit by = h(s,e) € T,

E" (hlg.,) / / P (AR (ds) VA e T VB e .S V0 € 0.

§09.20 Beweis von Satz §09.19. Witting [1985], Satz 3.16, S. 341 (vgl. Eigenschaft C03.08) O

§09.21 Bemerkung. Eine Statistik 7" auf (X, 2", B) wird unwesentlich (ancillary) genannt, wenn ihre
Verteilung P* := P" nicht vom Parameter 6 abhingt. O

§09.22 Satz. Seien B eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen iiber (X, 2") und (S, T) eine (S x
T, ® T )-wertige Statistik auf (X, Z"). S sei erschopfend fiir B und es geben eine von 0
unabhiingige reguliire Festlegung B der bedingten Verteilung von T gegeben S. Dann sind
dquivalent:

(1) T und S sind stochastisch unabhdngig unter jedem B, 6 € O, und T ist unwesentlich.
(i) P"°= ist unabhdngig von s wéihlbar.
(i11) T ist unwesentlich, und es gilt P = P" R°-f.i.
§09.23 Beweis von Satz §09.22. Witting [1985], Satz 3.17, S. 342 O

§09.24 Satz (Halmos-Savage). Sei (X, 2" ,B) ein dominiertes statistisches Experiment und P ein privi-
legiertes dominierendes Wahrscheinlichkeitsmaf3. Dann gilt:
(i) Eine Teil-o-Algebra ¥ von Z  ist genau dann erschopfend (fiir B ), wenn es fiir jedes 0 € ©
eine .7 -messbare P-Dichte von B gibt, dass heifst, fiir alle 0 € O existiert f, € F ' mit dp/
dP =1, P-f.i..
(ii) Eine (S,.7)-wertige Statistik S auf (X, Z") ist genau dann erschopfend (fiir B), wenn es
fiir jedes 0 € O einf, € " mit dR/dR = £,(S) P-f.i. gibt.
§09.25 Beweis von Satz §09.24. In der Vorlesung. O

§09.26 Vorbetrachtung. Sei B = (B,),-)co eine dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben iiber (X, 2") und (S5, T) eine fiir B erschopfende, (S x T,. ® 7 )-wertige Statistik auf
(X, Z), derart dass fiir ein privilegiertes dominierendes WahrscheinlichkeitsmaBl P es fiir je-
des P, mit (#,7) € © eine Normierungskonstante ¢y , € [an sowie Funktionen f, € 7" und

g, € 7" mit
dp,
dp

o

= ¢o £,(8) g.(T) P (09.01)
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gibt. Weiterhin existiere eine regulire Festlegung E.'" der bedingten Erwartung von S gegeben
T bzgl. P. Fiir jedes (0, 7) € © ist das BildmaB B’ absolut stetig bzgl. des BildmaRes P’, wobei
fiir f := E"(f,) € 7 und fiir jedes A € .7 gilt

B(A) =RB*(S x A) = ¢y, f.g. dp®"
SxA

— oo [ 2 (OE" QR @) = o [ 9087 dB
A A

co.- g, f7 ist somit eine Festlegung der P’-Dichte von B! und P'-f.i. gilt f/ € [Rt) Fiir jedes
A e . ist definitionsgemih ES'" (1,f,) € 7 und fiir jedes ¢ € T mit f/(t) € R ist A —
(fF () 'E;""(1,f,) ein Wahrscheinlichkeitsma8 iiber (7", .7 ). Damit ist die Abbildung

T <. - RT mit

7= f
(t.B) » B(B) =E" t(ﬂBﬁT—&))ﬂ{fﬂt)eR@} + B (B) g ggmy (09.02)

ein Markovkern von (7, .7) nach (S, .%), fir den weiterhin gilt

'a T . S|T=t T . S\Tt
B oR ]<AxB>—[4ua. <B>ﬂ3¢<dt>—ce,f/ua. (B)a.(8) £ ()8 (dt)

A

S|T=t fg T A
:wﬁﬁﬁﬂ(hﬁgﬂwmm@wﬁw@ww

:”“/E?TMMQ@WMDZ/ ¢ frg. APV = BI(A x B).
A AxB

Fiir jedes (6, 7) € © ist somit P37 eine von 7' unabha’ngige reguldre Festlegung der bedingten
Verteilung P°" und fir P'-fa. t € T lst f(, eine P°"~'-Dichte der Verteilung I]E,"f‘T:f'. Fiir
jedes 0 mit ©’ := {r : (0,7) € O} und ()’ := {6 : © # 0} ist T somit erschopfend fiir

Re = (B.)recer und nach Satz §09.24 ist P'-f.ii. die Statistik S erschopfend fiir die P
dominierte Familie ( |T —t ocor- O

§09.27 Lemma. Sei B eine dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmafsen iiber (X, Z") und (S, T)
eine fiir B erschopfende, (S x T ,. @ T )-wertige Statistik auf (X, Z"), derart dass fiir ein
privilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeitsmafy P jedes B mit (0,7) € O eine [ S
Dichte der Form (09.01) mit ¢y, € R\(,, f, € ?+ und g, € ?+ besitzt. Weiterhin sei [Ef‘T eine
reguldre Festlegung der bedingten Erwartung von S gegeben T bzgl. P. Dann gilt:

(i) Fiir jedes (0,7) € © ist ¢y, f) g, eine P'-Dichte von B mit fI := [Ef'T(ﬁ,) cT".
(i) Fiir jedes (0,7) € © ist IB’f‘T gemdfs (09.02) eine von T unabhdngige reguldire Festlegung
der bedingten Verteilung " mit der Eigenschafft, dass fiir jedes t € T mit fF (t) € [RTO die
F unktlon f9 eine P*"~'-Dichte von )" ist
Fiir jedes 0 € @ ={0:0" #£0} mit© := {7 :(0,7) € O} ist T somit erschopfend fiir
Rer i= ([B’T)Tege undfur P'-fa.t € T ist S erschopfend fiir (B.( ‘T =t))peor
§09.28 Beweis von Lemma §09.27. Die Aussage folgt direkt aus der Bemerkung §09.26. O

§09.29 Faktorisierungskriterium von Neyman. Sei (X', 2", B) ein dominiertes statistisches Experi-
ment bzgl. n € M (%). Dann gilt:
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(i) Eine Teil-o-Algebra % von 2 ist genau dann erschopfend (fiir B), wenn es h € 2" und
f, € F fiir jedes 0 € © mit [AR /dyu](z) = f,(x)h(x) fiir p-fa. z € X gibt.
(ii) Eine (S 54 )-wertige Statistik S auf (X, Z") ist genau dann erschipfend (fiir B), wenn es
heZ undf, e 7 fiirjedes 0 € © mit AR /dp = £,(S)h p-f.ii. gibr.
§09.30 Beweis von Satz §09.29. In der Vorlesung. O

§09.31 Beispiel.
(a) Die Identitit id,(z) = « und allgemein jede bijektive, bi-messbare Transformation S ist
stets erschopfend.

(b) Sind (X;);c[n) © R und fiir jedes § € © ist P durch eine Lebesguedichte f, € B gegeben,
so ist die Ordnungsstatistik (X (2)>z€[[n]] erschopfend, da die Likelihood-Funktion sich in der
Form L(0, ) = [[,cp, T (%(;)) schreiben ldsst. O

§09.32 Vorbetrachtung. Sei (S,7T) eine (S x T,. ® 7 )-wertige Statistik auf (X', 2", B) und die

induzierte Verteilungsfamilie B*" = (B*"), __ sei dominiert mit z ® v-Dichten (£°"),_o

bei o-endlichen MaBlen ¢ € M () und v € M (7). Wir bezeichnen weiterhin mit R =
(B")yeo und B" = (B"),_ die entsprechenden Familien von Randverteilungen iiber (S,.7)
bzw. (T,.7) sowie mit (f) peo und (1) peo 1hre yo bzw. v-Dichten. In dieser Situation erlaubt
das Neyman-Kriterium Satz §09.29 den konstruktiven Nachweis der Existenz von Markovkernen
P und P bei Suffizienz von S. Dieser beruht auf der Existenz einer von # unabhingigen
Festlegung ' der v-Dichte des Markovkerns H?T'S. Der Konstruktion in Schreibweise §06.08

folgend ist analog zu (06.01) fiir jedes # € © die Abbildung

S x T — R mit

£ (s, 1)
7 (s)
dann eine (. @ 7) — Z -messbare Funktion und eine v-Dichte des Markovkerns B von
(S,.) nach (T,7) mit (s, A) — B""7(A) := [, £75=(t)v(dt). Wegen der Suffizienz (fiir
B®") der Statistik T[; : S x 7 — S mit (s,t) — TIs(s,t) := s existieren nach Satz §09.29
Funktionen h € ¥ ® 7 und g €S fiir jedes 6 € © mit %" (s,t) = g,(s)h(s,t) fiir

® v]-fa. (s,t) € S x T. Fiir h¥ = v(dt) € . mit hS € R p-f.ii. gilt dann
H rh p-1u. g
f5 = g,h® p-f.i. und wegen (09.03) ist die Abblldung

(5.1) o> €75 (1) = Loy T8 Oy (09.03)

S x T — R mit
h(s,t)
hS(S) {ns(s)ert,

fiir eine beliebige v-Dichte f dann eine v-Dichte einer von 6 unabhéingigen reguliiren Festlegung
P"" der bedingten Verteilung von T' gegeben S. O

(S,t) — ﬂ‘.T‘SZS(t) = } + ﬂ:( ) {hs( . } (09.04)

§09.33 Korollar. Sei (S,T) eine (S x T ,. @ T )-wertige Statistik auf (X, Z",B), S sei erschopfend
fiir B und B>" sei pi @ v-dominiert fiir i € M.() und v € M (7), so gilt
(i) Mit 'S gemdif3 (09.04) sind

s Fis=s = T5=s (v sowie
(5.4) > B7) = [ e (et

(s,D) — P*"*=(D) = [ €7=(t)v(dt) mitD,:={teT :(s,t) € B}

Ds
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Markovkerne und von 0 unabhdingige reguliire Festlegungen B und P“"" der bedingten
Verteilung von T bzw. (S, T) gegeben S.

(i) Fiirh e 7 ® 7, sodass E,(h(S,T)) = ES"(h) existiert fiir alle § € ©, gilt
E.(h(S,T)|S =s) = /hsf,T'S_sdl/ B°-fii.  mit hy == h(s,e)

[Eés,T)(h]IBXA) :/ hﬂ:g(S‘T)d[,u ®V] :/ (/ hsf.T‘S:st)ngsd,u
BxA A

B

fiiralle Be ., A€ . und 0 € ©.

§09.34 Beweis von Korollar §09.33. Mit Hilfe der Bemerkung §09.32 folgt die Aussage direkt aus dem
Neyman-Kriterium Satz §09.29. O

§09.35 Erinnerung. Fiir die nichste Aussage sei an die Ungleichung von Jensen (Eigenschaft A04.05
(v)) und ihre bedingte Version (Eigenschaft C03.04 (v)) erinnert. |

§09.36 Rao-Blackwell Verbesserung. Es seien (X, 2 ,B) ein statistisches Experiment, (£,&,v) ein
Entscheidungsproblem mit konvexem Entscheidungsraum £ C R und im zweiten Argument
konvexer Verlustfunktion v(0,e). Ist S eine erschopfende Statistik fiir B, so gilt fiir jede Ent-
scheidungsregel § mit ||6||1,v(6,6) € ZL(R) fiir alle 0 € ©, und fiir jede (von 6 unabhiingige)
Festlegung 6, = E. (0 ‘O’(S)) die Risikoabschiitzung

VoeO: R,0,6,) <R, (0,0).
§09.37 Beweis von Satz §09.36. In der Vorlesung. 0

§09.38 Bemerkung. Ist die Verlustfunktion strikt konvex im zweiten Argument sowie (6 = 9,) < 1,
so ist §, besser als . In dieser Situation gilt im Satz §09.36 also Gleichheit fiir die Risiken von
0, und 0 genau dann, wenn 9, = § P-f.s. (vgl. Witting [1985], Satz 3.27, S.349). O

§09.39 Korollar. Es sei (X, 2 ,B) ein statistisches Experiment und S eine erschopfende Statistik fiir
R. Zu jedem randomisierten Test ¢ gibt es einen randomisierten Test ,, der nur von S abhdngt
und dieselben Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art besitzt, ndamlich jede (von 0
unabhdngige) Festlegung p, = E, (<,O|S )

§09.40 Beweis von Korollar §09.39. In der Vorlesung. O
§09.41 Beispiel. Fir 0 € IRJ{O =: O bezeichne B := Ujyy) eine Gleichverteilung auf dem Intervall

[0, 0] mit Lebesguedichte f, := 6 19 € Z . Es sei X = (X,)ic[n) © (Ulo6))oerr, - Ein er-
wartungstreuer Schitzer des Erwartungswertes E,(X;) = 6/2 ist das arithmetische Mittel X,
so dass # := 2X ein natiirlicher Schiitzer fiir § ist. Sein Risko bzgl. der quadratischen Verlust-

funktion ist R, (0, 5) = 4Vary(X) = %. Andererseits die Likelihood-Funktion beziiglich des
Lebesguemales auf R" ist

L(0,z) = H f,(x;) = H (0 1y (7)) = 0 "1 (min ;) Ly (max ;).

ie[n] ic[n] i€[n] i€n]

Das Faktorisierungskriterium von Neyman (Satz §09.29) anwendend ist S(X) := X, =
max{X; : i € [n]} eine erschopfende Statistik fiir (Up 5 )gerr - Fir jedes 6 € R besitzt die

Verteilung B* die Lebesguedichte ;" (s) := ns"~16""1,,,,(s). Wir betrachten

N N 2
0, :=E.(0|0(Xw)) = - Z E.(Xi|o(Xw)). (09.05)

i€n]
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Aus Symmetriegriinden geniigt es, E, (X 1 ‘O'(X (n))) zu bestimmen. Fiir z € [0, 0] gilt:
E, (L.) = B([0.2]) = (/0)

— /oy + o (o + M)

1 —laA n
= / (—]1[0@](8) T S) ns" 10 "ds
0.0\ noos

_ /R (%68([0,x])+n7_1”?([07$])) " (s)ds

n —

1 1
—E" (55-([0@]) + =R, x])) = B (R ([0, 2]| X))
Damit ist R ( ® |X(,)) mit (s, A) — 16,(A) + =LP(A) = P(A|X@n) = s) eine Festlegung
der bedrngten Verteilung von gegeben X(n), die nicht von ¢ abhingt und regular ist. Fiir die
assozierte regulédre Festlegung der bedlngten Erwartung folgt E, (X 1 ‘X ) = —s + 5% 13 =

2+l und somit E, (Xl‘a () = % X(), s0 dass wir mit (09.05) 0 = "“X(n) erhalten Der

Schatzer 9 ist erwartungstreu und sein quadratrsches Risiko ist R, (6, 9, L) = o +2 .Firn > 1
ist der Schitzer 90 offensichtlich besser als @, fiir n — oo erhalten wir sogar die Ordnung O(n~2)
gegeniiber O(n™1). O

§10 Exponentialfamilien

§10.01 Definition. Es sei (X, 2", B) ein bzgl. eines o-endlichen Mafies ;1 dominiertes statistisches
Experiment R wird (k-parametrische) Exponentialfamilie (in 1 und S) genannt, wenn k£ € N,
n:05R,C:0 R, Sec 2 undh e 2 exisitieren mit

\0?

dR
1 —(z) = C(0)h(z) exp ((n(#), S(x))), fir p-fa. z € X undfiralle § € ©.
1

Die Statistik S wird natiirlich erschopfend fiir B} genannt. Sind die Koordinatenfunktionen von
n = (7)icpe linear unabhingige Funktionen und fiir die Koordinatenfunktionen von S =
(Si)iern gilt

)\0+)\151++)\Sk20 IF('_;-f.s. = >\0:)\1::)\k20
d.h. 1,51,...,85 sind B-f.s. linear unabhingig. Dann wird die Exponentialfamilie strikt k-
parametrisch genannt. O

§10.02 Bemerkung

(i) C(0) = ([, h(z)exp((n(@),S(x)))p(dx))~" ist gerade die Normierungskonstante. Die
WahrschernhchkeltsmaBe R, § € O, sind paarweise wie auch zu dem Mal3 v := hu €
2) (da p € M (2)) dquivalent. Eine P-Nullmenge ist somit Nullmenge fiir alle [2,

0 € O, also fiir BB, sowie fiir v.

(i1) Die Darstellung ist nicht eindeutig, mit einer invertierbaren Matrix A € R“* erhlt man bei-
spielsweise eine Exponentialfamilie in 7(0) = An(0) und S(z) = (A")~15(z). AuBerdem
kann die Funktion h in das dominierende Mal} v = hy absorbiert werden.

(iii) Aus der Identifizierbarkeit des Parameters, d.h. B # B fiir alle 6 # 0,, folgt die Injekti-
vitdt von 7). Andererseits impliziert die Injektivitidt von 7 bei einer strikt k-parametrischen
Exponentialfamilie die Identifizierbarkeit des Parameters.
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(iv) Ist B eine Exponentialfamilie in » und S € 2~ fsoist B = (P*)peo eine Exponentialfa-
milie in 77 und der Identitét id...

(v) Das Faktorisierungskriterium von Neyman (Satz §09.29) anwendend ist die natiirliche er-

schopfende Statistik S einer Exponentialfamilie B in der Tat erschopfend fiir B im Sinne
der Definition §09.08. 0

§10.03 Definition. Unter den Annahmen und Notationen der Definition §10.01 bezeichnet

O, = {ue€ R": /exp ((u, S(x))) h(z)p(dz) € [RTD}

den natiirlichen Parameterraum einer Exponentialfamilie 3. Die entsprechend mit ©v € O,
reparametrisierte Familie B = (P),co,, Wird natiirliche Exponentialfamilie in S genannt. O

§10.04 Beispiel.

(a) Die Normalverteilungsfamilie NRxRTO ist eine zweiparametrische Exponentialfamilie in
n(p, o) = (p/o?,1/(20?)) und S(z) = (z,—x?) bzgl. des LebesguemaBes A als domi-
nierierndes MaB. Jedes v der Form v = (u/0?,1/(20?)) ist ein natiirlicher Parameter, und
der natiirliche Parameterraum ist gegeben durch ©,, = R x [R{fo. Ist entweder o € [Rfo oder
p € R bekannt so liegt eine einparametrische Exponentialfamilie in n(u) = p/0? bzw.
n(c) =1/(20%) und S(z) = = bzw. S(z) = —2? vor.

(b) Die Binomialverteilungsfamilie (Bin,p))pe(0,1) bildet eine Exponentialfamilie in 7(p) =
log(p/(1 — p)) (Logitfunktion vgl. Bemerkung §01.15) und S(z) = x beziiglich des Zahl-
maBes (,,, auf [0, n]. Der natiirliche Parameterraum ist R, insbesondere liegt fiir den Para-
meterbereich [0, 1] keine Exponentialfamilie vor. O

§10.05 Lemma. Der natiirlichen Parameterraum ©,,, einer Exponentialfamilie ist konvex.
§10.06 Beweis von Lemma §10.05. Dies folgt aus der Holdersche Ungleichung (B03.08 (1)). O

§10.07 Lemma. Bildet B} eine k-parametrische Exponentialfamilie in 1 und S, so bildet auch die Fa-
milie der Produktmafle B eine k-parametrische Exponentialfamilie in n und S, € 2" mit

Sn(®) = 3 ey S(@i) und der Darstellung

B i} .
(@) =CO"(I] nan) exp (0(0). 3 S(z:)), z€X’ 0€eo.
7 , .
’LEIITL]] ze[[n]]
§10.08 Beweis von Lemma §10.07. Dies folgt aus der Produktformel %Erl(x) = Ticp j%(xi). O

§10.09 Beispiel.

(a) (Fortserzung von Beispiel §01.06 (a)) Betrachte (R", 28", N . ), also das normale Lokations-

Skalen-Modell. Die natiirliche erschopfende Statistik ist <Ziew Tis = D icln] xf) Durch

Transformation sind damit auch (7, 22) und (%, 5%) mit S? = -2 37 . (x; — T)* erschép-
fende Statistiken.

(b) Sei (Bg)pe(o,l) die Verteilungsfamilie einer Bernoullikette, dann ist die Anzahl der Erfolge

ie[n] i erschopfend. O
§10.10 Satz. Sei R  eine Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameterraum ©,, C R" und fiir alle
0 € ©,, der Darstellung
dp
3= C(9)hexp ((8,5)) = hexp ((0,5) — A(0)) p-fi., (10.01)
L
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mit A(0) = log ([ hexp((6,S))du). Ist 0, ein innerer Punkt von ©,,, so ist die erzeugende
Funktion 1y, (s) = E,lexp((S, s))] in einer Umgebung der Null wohldefiniert und beliebig oft
differenzierbar. Es gilt weiterhin 1,(s) = exp(A(6, +s) — A(0,)) fiir alle s mit 0,+ s € ©,,.. Fiir
i,j € [k] folgt auBerdem E, (S;) = (Ag,); = a4 5 (0,) und Covq,(S;, 5;) = (Ag)ij = 8?;;; (0,).

$10.11 Beweis von Satz §10.10. Ubungsaufgabe. O

§10.12 Vorbetrachtung. Im Folgenden sei B = (Bf)(g,T)e@m mit ©,, C R eine natiirliche Expo-

,,,,

nentialfamilie in (S, 7) € 2" mit der Darstellung

d[ET
dv

(z) = C(0,7)exp ({0, S(x)) + (7, T(x))) v-fii. (10.02)

Fiir jedes (0,,7,) € ©,,, is IP := [, ein privilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeitsmaf3

o

fiir B (vgl. Bemerkung §10.02 (i)) und fiir jedes (0, 7) € ©,,, ist

dR. co,r ..
P () = C(<9 7_)) exp ((0 —6,,S(x))) exp ((r — 7,,T(x))) BR-fi.
eine P-Dichte von .. Setzen wir ¢y, := Cc((gez € R, f, :=exp((0 —0,9¢) € (B")

sowie g, :=exp ((T —7,,¢)) € (#")" so besitzt . eine P-Dichte der Form (09.01). Weiterhin

existiert nach Eigenschaft C02.09 (ii) eine regulire Festlegung P°" der bedingten Verteilung
von S gegeben 7' bzgl. . Somit konnen wir Lemma §09.27 anwenden, wobei wir fiir jedes 0,
O ={7:(0,7)€0,,} sowie O, := {0 : O, # 0} definieren. 0

§10.13 Korollar. Gegeben sei eine natiirliche Exponentialfamilie B_ in (6, 7) und (S, T) mit der Dar-
stellung (10.02). B sei eine spezielle Verteilung B, (0,,7,) € ©,.. Bei gegebener reguliirer

Festlegung P°'" der bedingten Verteilung von S gegeben T bzgl. P gilt dann:
(i) Fiir jedes 0 € ©, bilden die von T induzierten Verteilungen P, = (n:;gf)Te@g eine

{6}x0.,

Exponentialfamilie in T und der Indentitit id.-, das heift fiir alle T € ©.,, gilt

dp;
dp”

mit f} (t) == 0(9 -7 €XP (=7, 1)) [exp ((6 — 0,, s))P*"7'(ds).

(ii) Fiir jedes 6 € ©,, gibt es eine von T unabhiingige reguliire Festlegung B." der bedingten
Verteilung B2, die fiir P'-f.a. t € R™ eine Exponentialfamilie ([E,Df‘T:t) pee N 0 und id,,
bilden, das heifst fiir alle 6 € ©,, gilt

d[BDf\T:t
= (5)

) =C0,7)exp ((r,8)) £/ (1) P'fa.teR"

= ff;(t) exp ((9, s)) exp ((—90, s)) P fa. s c R".

§10.14 Beweis von Korollar §10.13. Mit Bemerkung §10.12 folgt die Behauptung direkt aus Lem-
ma §09.27. O

§11 Volistandige Statistik
§11.01 Definition. Eine (S,.7)-wertige Statistik S auf (X', 7, B) heiit vollstindig, falls

Vies :(V0e®  E(f)=0 = [f=0 B-fi). .
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§11.02 Bemerkung. Eine Statistik V auf (X', 2", B) wird unwesentlich (ancillary) genannt, wenn ihre
Verteilung P* := B" nicht vom Parameter 6 abhingt. Sie heiBt unwesentlich erster Ordnung,
falls E,[V] := E,[V] unabhingig von @ ist. Falls jede Statistik der Form V' = f(.S), die unwe-
sentlich erster Ordnung ist, auch BB-f.ii. konstant ist, so ist keine redundante Information mehr in
S enthalten, und S ist vollstindig. O

§11.03 Lemma von Basu. Es seien S und V Statistiken auf (X, 2 ,B). Ist S erschopfend und voll-
stiindig sowie V unwesentlich (ancillary), d.h. " ist unabhingig von 6 € O, so sind S und V
unabhdngig.

§11.04 Beweis von Satz §11.03. In der Vorlesung. O

;;;;;

lichem Parameter ©,,, C R". Besitzt O.,.. ein nichtleeres Inneres inn(0,,,), so ist S erschopfend
und vollstdindig.

§11.06 Beweis von Satz §11.05. In der Vorlesung. 0

§11.07 Bemerkung. Der natiirliche Parameterraum O,,, einer (strikt) k-parametrischen Exponentialfa-
milie ist konvex und enthilt ein nicht entartetes k-dimensionales Rechteck. )

§11.08 Korollar. Gegeben sei eine natiirliche Exponentialfamilie B_ in (0, 7) und (S, T) mit der Dar-
stellung (10.02). Hiingt die Verteilung einer weiteren Statistik V (S, T) auf (X, Z ,B.) nicht
von T ab, so sind die Statistiken V und T unabhingig unter jedem B, fiir alle T € ©, mit
inn(6.,.) # 0 und § € Oy

§11.09 Beweis von Korollar §11.08. In der Vorlesung. O

§11.10 Beispiel.

(a)

(b)

Besitzt in einem gewdhnlichen normalen linearen Modell Y @© Ny g+ (siche §03) die
Designmatrix X einen vollen Spaltenrang (rg(X) = k), so liegt eine (strikt) (k + 1)-
parametrische Exponentialfamilie in (3, o) = 0=2(3,1/2)" € R*xR’ und (S(Y), T(Y)) =
(X'Y, —||Y|]?)* € R™" vor. Der natiirliche Parameterraum ©,,, = R" x R, besitzt ein nicht-
leeres Inneres in R, so dass (S, T') erschopfend und vollstindig ist. Mittels einer bijektiven
Transformation ergibt sich, dass fiir den gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schitzer (gKQS)
B = (X'X)"X'Y (Korollar §02.09) und 5% = (n — k)7!||Y — X3||? (Satz §03.02) auch
die Statistik (3, ||Y[|2) = (B, |l Y|? + (n — k)5?2) erschépfend und vollstindig ist. Da
weiterhin gilt TT,, Y = X B (Lemma §02.07), ist auch (5 ,02) erschopfend und vollstéindig.
Insbesondere hingt die Verteilung von &2 nicht von 3 ab, so dass nach Korollar §11.08 B

und 52 unabhiingig fiir alle (8,0) € R x R, sind.

Sei X = (Xi)iefn) @ (Ujg g))oerr, (siche Beispiel §09.41). Dann folgt aus der Form L(6, ) =
O " L+ (2(1)) L gy (2 (y) Mit 21y := min{z; : i € [n]} und x(,) := max{w; : i € [n]} der
Likelihood-Funktion, dass das Maximum S(X') := X, der Beobachtungen eine erschop-
fende Statistik ist. Da B” die Lebesguedichte °(s) := ns"~10 "1, (s) besitzt, folgt aus

E (f) = o (s)nd "s"tdt = 0,

fir alle 0 € [Rfo, dass f = 0 Lebesgue-f.ii. gelten muss, woraus die Vollstindigkeit fiir

S(X) = X(n) fOlgt. O
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§12 Erwartungstreue Schatzer

§12.01 Satz von Lehmann-Scheffé. Es seien (X, 2 ,B) ein statistisches Experiment, 7§ ein erwar-
tungstreuer Schdtzer des identifizierbaren Parameters v : © — R und S eine erschopfende und
vollstindige Statistik fiir B. Dann ist 5, = E, (ﬂa(S )) der eindeutig bestimmte Schiitzer, der
in der Klasse aller erwartungstreuen Schditzer gleichmdpflig die kleinste Varianz besitzt (KVS fiir
Kleinste-Varianz-Schdtzer oder UMVU fiir uniformly minimum variance unbiased oder BUE fiir
best unbiased estimator). Insbesondere gilt damit:

(i) (Existenz) Es gibt einen KVS der Form 7 (x) = g(S(z)) fiir alle x € X.
(i) (Eindeutigkeit) Ist ¥ ein KVS, dann gilt R(y =7 ) = 1 fiir alle § € ©.
(iii) Isty = h(S) erwartungstreu fiir y, dann gilt R(y =7 ) = 1 fiir alle 0 € ©.
§12.02 Beweis von Satz §12.01. In der Vorlesung. O

§12.03 Bemerkung. Aus dem Satz §09.36 (Rao-Blackwell Verbesserung) folgt die Aussage des Satzes
von Lehmann-Scheffé sogar fiir das Risiko bzgl. einer beliebigen im zweiten Argument strikt
konvexen Verlustfunktion. 0

§12.04 Beispiel (Beispiel §11.10 fortgesetzt).
(a) Sei Y © Nygrype mit rg(X) = k. Da B und & erwartungstreue Schiitzer fiir 5 und o sind
(Satz §02.15), die insbesondere erschopfend und vollstindig sind, besitzen beide Schitzer
jeweils minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schiitzer von /3 und 0. Fiir
diese Aussage ist die Normalverteilungsannahme essentiell.

(b) X = (Xi)iep,n) @ (Ujg g))gerr,- Da X, eine erschopfende und vollstindige Statistik mit

E(Xw)) = nLHH fiir alle & € O ist, besitzt der erwartzungstreue Schitzer /0\0 = ”T“X(n)
minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schétzer von 6. m

§12.05 Berechnung des Kleinste-Varianz-Schiitzer. Sei .S vollstindig und erschopfend fiir 3. Moch-
te man den Kleinste-Varianz-Schitzer fiir v bestimmen so gibt es zwei Moglichkeiten, ihn zu
berechnen (die Existenz vorausgesetzt):

(a) (Direkte Methode, geeigneter fiir diskrete Verteilungen) Man sucht einen erwartungstreuen
Schitzer der Form 7, = h(S5) fiir 7, dieser ist dann der Kleinste-Varianz-Schitzer. Dies
fiihrt zu folgendem Gleichungssystem fiir die unbekannte Funktion 5

V0 E0: 1(6) =E@,) =Eh) = [ AR ()

Als Ubungsaufgabe benutze diese Methode im Fall von Beispiel §10.09(b) fiir den abgelei-
teten Parameter (7) = 7(1 — ).

(b) (Benutze Rao-Blackwell Verbesserung) Fiir einen beliebigen erwartungstreuen Schitzer 7
ist die Rao-Blackwell Verbesserung 5, = h(S) = E.(5|o(S)) dann der Kleinste-Varianz-
Schitzer. Die Berechnung kann entweder direkt mit bedingten Dichten durchgefiihrt werden
(héufig aufwendig), oder man nutzt die Charakterisierung der bedingten Erwartung

VoecO:VYAca(S): E(Lh(S)) =E(L7)

was erneut zu einem Gleichungssystem fiir A fiihrt. Wir haben dieses Verfahren in Bei-
spiel §09.41 benutzt. O

§12.06 Kritik. Kleinste-Varianz-Schitzer werden haufig kritisiert, da
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(a) Eine Einschrinkung auf erwartungstreue Schitze zu viele Schitzer ausschlie3t. Aus dem
Satz von Lehmamn-Scheffé §12.01 wird deutlich, dass nur ein von einer erschopfenden und
vollstiandigen Statistik abhidngenden Schitzer existiert.

(b) Die Einschriankung auf erwartungstreue Schitzer schlieft hiufig interessante Schitzer mit
geringerem Risiko aus, da eventuell ein Schitzer mit einer kleinen Verfélschung eine deut-
lich geringe Varianz besitzen kann (siehe nachfolgendes Beispiel §12.07(a)).

(c) Es gibt Situationen, in denen erwartungstreue Schitzer und Kleinste-Varianz-Schitzer vollig
unsinnig sind (siehe nachfolgendes Beispiel §12.07(b)).

(d) Es gibt Situationen, in denen erwartungstreue Schitzer und Kleinste- Varianz-Schitzer nicht
existieren (Ubungsaufgabe). m

§12.07 Beispiel.

(a) (Fortsetzung Beispiel §10.09 (a)). Im normalen Lokation-Skalen-Modell (R", A", NR o rt )

betrachte fiir jedes ¢ € R}, den Schiitzer 52 := ¢ >, (X; — X)? fiir den Parameter 02 € R,
wobei fiir

—il ) 9 KVS;
c=191" st o, L .
o MLS (im néchsten Kapitel).

Dann gilt E(62%) = ¢(n — 1)o? und Var(5?) = ¢*(2n — 2)o?, so dass bzgl. der quadratischen
Verlustfunktion fiir das Risiko von 2 gilt

R.,(0%,5%) = Var(c?) + ([E(E?) — 0—2)2
= ((n* = 1)® = 2(n — 1)c+ 1)o” = h(c)o™.

Bestimmung der Minimalstelle von & liefert nun 2/(c,) = 2c,(n* — 1) —2(n — 1) = 0
genau dann, wenn ¢, = (n+ 1)~!. Damit minimiert der Schétzer (n+ 1)~ Y1 | (X; — X)?
das Risiko in der Familie der Schitzer {c¢ }_" (X; — X)? ¢ € R’} und nicht der Kleinste-
Varianz-Schitzer. Aulerdem sieht man, dass der MLS in diesem Beispiel besser ist als der
Kleinste-Varianz-Schitzer (¢ = n~! ist niher am Scheitelpunkt als ¢ = (n — 1)71).

(b) Sei X @ Poig: := (Poiy) R

teten Parameter v : R\, — R mit A — () := exp(—2\). Es ist bekannt, dass S(z) = « ei-
ne vollstidndige und erschopfende Statistik fiir POiRTO ist. Daher besitzt der Kleinste-Varianz-

Schitzer die Form 7, = h(X) fiir eine Funktion 2 : Ny — R, welche Losung des Glei-

Gesucht ist der Kleinste-Varianz-Schitzer fiir den abgelei-

chungssystems

S h(k) e = EG) = 1(3) = exp(~23)

k=0 '
ist und somit auch ;- h(k:)),‘g—],c = exp(—)\) = Zﬁo(—l)“k—]; erfiillt, d.h. aber 7, =
(—1)% ist Kleinste-Varianz-Schitzer fiir v(\) = exp(—2)\), was unsinnig ist. O

§13 Informationsungleichungen

§13.01 Erinnerung. Seien B, P € W(2) Wahrscheinlichkeitsmalle, wobei nicht notwendig P < P
gilt. Jede positive numerische Funktion L. € 27" mit P(L=0c0) =0und ® = LP + 1, R
heilit Dichtequotient (DQ) von P beziiglich B (vgl. Definition BO4.07 und Eigenschaft B04.08).
ImFall R < R istdR/dP = L1 (Ler') eine Festlegung der Radon-Nikodym Dichte von ? bzgl. B
(vgl. Eigenschaft B04.02 (ii)). O

Statistik 1 37



3 Schitztheorie §13 Informationsungleichungen

§13.02 Chapman-Robins-Ungleichung. Es seien (X, 2 ,B) ein statistisches Experiment, 7 ein er-
wartungstreuer Schdtzer des identifizierbaren Parameters v : © — R und 0, € ©O. Fiir jedes
0 € © mit B <R bezeichne L, (0) = dR /AR einen Dichtequotienten von B bzgl. R, also

eine B-Dichte von B. Erfiillt dieser zusdtzlich E, (L, (0)) = [, L,(6,2)R,(dz) € R" (kurz
L,(0) € Z(®)), dann gilt
2

2y < 17(0) —~(6.)
) g \/areo (L/;(e)) .

§13.03 Beweis von Lemma §13.02. In der Vorlesung. O

Varg, () = E, (|7 —~(6,)

§13.04 Beispiel. Betrachte auf (R*, %") die Familie Expg: := (Expy)yer:, von Exponentialverteilun-
gen. Fiir 0,,0 € R ist dann L, (0,2) = (0/6,) exp(—(0 — 6,)x)1,.(x) ein Dichtequotient. Fiir
0 € (6,/2,00) gilt somit L, (/) € Z(®) und Vary, (L,(0)) = ef,e(z_Toi);,)' Sei 6 nun ein beliebiger
erwartungstreuer Schitzer fiir 0 (d.h. v = id, ). Aus der Chapman-Robins-Ungleichung §13.02
folgt dann \/&1"90(@\) > SUDge(g,/2,00) 0.(20 — 0,) = oo. Sofern also beliebig grole Werte 6 zu-
gelassen sind, existiert kein erwartungstreuer Schétzer von 6 mit endlicher Varianz. Betrachten
wir dagegen den identifizierbaren Parameter § + ~(#) := 6, so schlieBen wir mit Hilfe der
Chapman-Robins-Ungleichung §13.02, dass Varg, () > supgeg, /2,00) (222 %) — §.*. Der Schiit-
zer §, := X ist erwartungstreu fiir v(6) = 6" mit Varianz Vary(7,) = 6 * und erreicht somit
diese Schranke. O

§13.05 Erinnerung. Seien B, B € WW(2") Wahrscheinlichkeitsmafle dominiert beziiglich © € M (2)
(z.Bsp. 4t = B +P) mit Likelihood-Funktion L, := ili, L = %ﬁj e 2" (vgl. Definition §08.01).
Dann wird H(R, P) = ||LJ* — L/?|| %, Hellinger Abstand zwischen P und P genannt, wobei
IL1%,, = n(L) = 1 € R, also L € Zu), j € {0,1}. 0

$13.06 Definition. Sei (X, 2", R) ein y-dominiertes statistisches Modell mit © C R" und Likelihood-
Funktion L(#) = dp /dy. Weiterhin bezeichne £(0) € 2 mit z + £(,x) = log(L(f, z)) (mit
der Konvention log(0) := —o0) die Log-Likelihood-Funktion. Die Familie B} wird Hellinger-
differenzierbar mit Ableitung (,in0, € inn(0) C R" genannt, falls (, € Z*®) und somit
6,12(0,) € LHp) existiert, derart dass

L0, 2) — L*(6,,2) — 1(6,(x),0 — 0,)L*(0,, x) |2

li d
00, J 10— 6, pldz)
IL2(0, + h) — L2(0,) — L(6,, YL*(0,)[1%,
= lim = 0.
h—0 RE

Die Abbildung ¢, € 2™ heiBt Score-Funktion und (beachte {, € Z*®))

7= £ (L) = [ (L@i@)R)

X

wird Fisher-Informationsmatrix in 6, € inn(©) genannt. O

§13.07 Bemerkung.

(1) Sofern alle folgenden Ausdriicke klassisch differenzierbar sind, so gilt

VoL(0,x) B lL1/2<07 2)Vo log(L(0, z)) = %Llﬂ(@, :p)ge(x)

Val0.2) = o) 2

Insbesondere ist also die Score-Funktion ¢ die Ableitung der Loglikelihood-Funktion ¢.
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(i) Die angenommene Differenzierbarkeit im .Z(u)-Mittel ist eine natijrliche Verallgemeine—
rung der klassischen Differenzierbarkeit. Da |[L*(0)[%,,) = [, L dx) = 1, folgt
L?(0) € Z(u), so dass man 0 +— L/*(0) als Z(u)-wertige Abblldung auffassen kann und
die Familie B im geometrischen Sinne eine Untermannigfaltigkeit des Hilbertraumes .Z (1)
bilden.

(iii) Nach Definition ist die Fisher-Informationsmatrix symmetrisch und positiv-semidefinit, da
(Z,v,v) = E, (|{6,,v)[?) = 0 fiir alle v € R" gilt.

(iv) Die Score-Funktion und die Fisher-Information sind unabhéngig vom dominierenden Ma§.
Sei P ein privilegiertes dominierendes Maf, dann gilt L(¢) = 48 4P so dass in der Defini-

. m :
tion von ¢ der Faktor ZLE aus dem Integranden ausgeklammert werden kann und ¢ ebsenso
die Definition beziiglich des dominierenden Malles P erfiillt. O

§13.08 Lemma. Sei B eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien iiber (X, Z") und fiir 6,60, € © C
R" bezeichne Ly, (0) € " einen Dichtequotient von B beziiglich B. Fiir alle 0 in einer Umge-
bung von 0, gelte B < B, so dass L, (0) = dR /dR eine R-Dichte bezeichnet. Falls die Familie B
Z(® diﬁerenzierbar in 0, ist, also falls L, (0) € Z(®) fiir alle 0 in einer Umgebung von 6, und
eine [R -wertige Funktion L € Z"®) mit

. L,(0,7) — L,(0,,x) — (Le(x)7 0 —6,)\2
i | ( 100, ) )
(6, + B) = L (6,) — (L, W) II%
= lim =0
h—0 ||h||2

existiert, dann ist B auch Hellinger-differenzierbar in 6, mit Score-Funktion {, = L.
§13.09 Beweis von Lemma §13.08. In der Vorlesung. O

§13.10 Beispiel. Fiir0 € Rund o € IR\U sei X eine reelle Zufallsvariable mit Lebesguedichte f,(x) =
1

55 exp(—|r —0|/0), v € R. Der Parameter o ist bekannt und der Parameter ¢ ist unbekannt. Fiir
beliebige 6,60, € R und x € R gilt

L,(0,z) = exp ( (e -8 — |z, )/a).

und L, ist Z(®)-differenzierbar (Nachweis!) mit
Lo(m) = (Lpo0) (%) = Ly (@)) /00

Mit Lemma §13.08 gilt &, = Leﬁ und fiir die Fisher-Information erhalten wir
Z, =E (1) = E, (L) (X) + 1) (X)) /0 = 1 /0>

Die Fisher-Information hingt somit nicht vom unbekannten Parameter ab, was nur selten der
Fall ist. O

$13.11 Cramér-Rao-Schranke. Es seien (X, 2 ,R) mit © C R’ ein statistisches Experiment, ~ :
© — R ein identifizierbarer und in 0, € inn(©) differenzierbarer Parameter mit Ableitung
A, € R¥ sowie J ein erwartungstreuer Schiitzer fiir ~y. Fiir alle 0 in einer Umgebung von 0, gelte
R < B sowie die Z(B)-Differenzierbarkeit des Dichtequotienten L, (0) = dR/dR in 0,. Falls
die Fzsher—Informatlonsmatrlx 1, strikt positiv-definit ist, gilt die Cramér-Rao-Ungleichung als
untere Schranke fiir das Risiko beziiglich der quadratischen Verlustfunktion

[Ee,,(ﬁ —7(6,) ’
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3 Schitztheorie §13 Informationsungleichungen

§13.12 Beweis von Satz §13.11. In der Vorlesung. O

§13.13 Bemerkung. Ist 7 kein erwartungstreuer Schitzer fiir v aber 7 € Z/(R) fiir alle § € O, so ist
~ ein erwartungstreuer Schitzer fiir g(6) := E,(7). In dieser Situation liefert die Cramér-Rao-
Ungleichung mit Hilfe der Bias-Varianz-Zerlegung

E (7 =10)F) = 19(0) = 7(6)

Diese Abschitzung ist insbesondere hilfreich, in Situationen in denen erwartungstreue Schétzer
von v nicht existieren oder nicht erstrebenswerte Eigenschaften besitzen. O

2+ (L, e, Ge.)

§13.14 Lemma. Sei B eine ji-dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien iiber (X, 2" ) mit © C
R* offen und fiir € © entsprechender Likelihood-Funktion 1.(0) = dB /dyu. Weiterhin gelten
die folgenden Bedingungen:

(i) fiir u-f.a. x € X ist die Abbildung 0 — sq(z) := L'*(0, x) stetig differenzierbar mit Ablei-
tung sq(x),

(i) fiir jedes 6 € © ist ¢ in Z(n), also ||39%,,, € R", so dass die Matrix T, = 4 [(s95})du,
also (Tv,v) = 4 [ |(39,0)2dy fiir alle v € R, wohldefiniert ist,

(ii1) die Abbildung 0 — 1, ist stetig.

Dann ist B Hellinger-differenzierbar in jedem 6, € © mit Score {, = U/Q;ﬁm]l{L(G)EW}'

§13.15 Beweis von Lemma §13.14. In der Vorlesung Statistik II. O

.....

parametrische natiirliche Exponentialfamilie in S mit natiirlichem Parameterraum ©,,, bildet.
Dann ist B_ im Innern von ©,,, insbesondere £,(R) und Hellinger-differenzierbar mit Fisher-
Information 1, = Ay. Sofern 1, strikt positiv-definit ist, so erreicht S;, i = 1, ..., k, als erwar-
tungstreuer Schétzer von v,(0) = E,(S;) die Cramér-Rao-Schranke (ist Cramér-Rao-effizient)
inf € inn(0,,).
§13.17 Beweis von Lemma §13.16. In der Vorlesung. O
§13.18 Beispiel (Beispiel §09.07 fortgesetzt). Fiir ein o € R sei X @ N ) = (N?#702))M6R, das
normale Lokations-Modell beschreibt also addquat die Verteilung von X. Ein erwartungstreuer
Schitzer von f ist i = X. Dann gilt Var, (1) = 02/n sowie fiir die Fisher-Information Z, =

n/o? (da A(pu) = i A, =mn/o?). Also ist Ji effizient im Sinne der Cramér-Rao-Ungleichung.

202° _
Um nun v : g+~ (u) := p? zu schiitzen, betrachte den erwartungstreuen Schitzer 7 = (X)? —
0?/n. Dann gilt Var,(7) = 2 zUQ + 271%4 (Nachweis!), wihrend die Cramér-Rao-Ungleichung die

untere Schranke 44202 /n liefert. Damit ist 7 nicht Cramér-Rao-effizient. Allerdings ist X eine
erschopfende und vollstindige Statistik, so dass der Satz §12.01 von Lehmann-Scheffé zeigt, das
~ minimale Varianz unter allen erwartungstreuen Schitzern besitzt. Demnach ist die Cramér-
Rao-Schranke hier nicht scharf. O

§13.19 Bemerkung. Die Cramér-Rao-Schranke wird nur erreicht wenn R eine Exponentialfamilie in
S bildet und () = E,(S) oder eine lineare Funktion davon zu schitzen sind. Wegen der Voll-
stindigkeit der Statistik S konnte man in diesen Féllen auch mit dem Satz §12.01 von Lehmann-
Scheffé argumentieren. Im néchsten Kapitel betrachten wir allgemeinere Schétzverfahren die zu
mindestens asymptotisch die Cramér-Rao-Schranke erreichen. O

§13.20 Lemma. Es sei (X, 2 ,B) mit © C R einin 0, € © Hellinger-differenzierbares statistisches
Experiment. Dann ist die Likelihood-Funktion L(0) = dR /dy insbesondere £, (u)-differenzierbar
mit Ableitung L, = (,1.(0), und es gilt E, ({,) = 0.
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§14 Translations-dquivariante Schétzer 3 Schiitztheorie

§13.21 Beweis von Lemma §13.20. In der Vorlesung. O

$13.22 Lemma. Fiir jedes i € [n] sei (X", 2" B”) ein in 6, € © Hellinger-differenzierbares sta-
tistisches Experiment iiber derselben Parametermenge © C R" mit Fisher-Informationsmatrix
7,%. Dann ist das statistische Produktexperiment (X X m, ®z’e[[n]] Z <i>, (®i€[[n]] P)geco) in
0, € © Hellinger-differenzierbar mit Fisher-Informationsmatrix

Voeco : =) 1,0

i€[n]
§13.23 Beweis von Lemma §13.22. In der Vorlesung. O

§13.24 Beispiel (Beispiel §13.10 fortgesetzt). Fiir o € IRTO und 6 € R seien (X;);c[, unabhingige, reelle
Zufallsvariablen mit identischer Lebesguedichte f, (x) = 5 exp(— \x —0|/0), x € R. Der Para-
meter o ist bekannt und der Parameter ¢ unbekannt. Da I 7 = 1/0? die Fisher-Information im
statistischen Modell der Zufallsvariable X fiir j € [n] ist, erhalten wir die Fisher-Information
7, = n/o? im Produktmodell. O

§14 Translations-aquivariante Schatzer

Wir betrachten im Folgenden translations-équivariante Schitzer fiir einen unbekannten Parame-
ter € R, d.h. Schiitzer § mit der Eigenschaft (X + al,) = 6(X) + a wobei wir fiir z € R”
und @ € R schreiben = + al,, = (z1 + a, ..., x, + a). Skalen-dquivariante Schitzer sowie eine
allgemeinere Darstellung findet man zum Beispiel in Kapitel 3 in Lehmann and Casella [1998].

§14.01 Definition. Es seien (R", %", B) ein bzgl. eines translations-invarianten, o-endlichen MaBes
dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion L(6) = dR/du, © = R sowie
0 € ©. Wir bezeichnen B als Lokations-Familie, falls

L(#,2) =L(0,z —01,) firallex € R undf € 6

gilt. Ein Schiitzer 8 von 6 heiBt translations-iquivariant (T4S), falls 5(:6 +al,) = (/9\(:10) + a fiir
alle r € R", a € R gilt. Wir bezeichnen eine Verlustfunktion » und das entsprechende Risiko

R, als translations-invariant, falls v(0, @\) =v(0 + a, 0+ a) fiir alle 6, é\, a € R gilt. Ein T4S
0, heiBt bester translations-dquivariant Schdtzer beziiglich des translations-invarianten Risikos
R, falls R,(0,60,) < R,(0,0) fir alle § € Apzgund 0 € O gilt. O

§14.02 Lemma. Es seien B eine Lokations-Familie und R, ein translations-invariantes Risiko. Fiir
jeden translations-iquivarianten Schiitzer 9 gilt R, (0,0) = R,(0,0), fiir alle € ©, d.h. das
Risiko ist konstant in (unabhdngig von) 0, und somit ist 5 ein bester translations-dquivarianter
Schditzer, falls R, (0, é\o) < R.(0, 5) fiir alle translations-iquivarianten Schéitzer 0 gilt.

§14.03 Beweis von Lemma §14.02. In der Vorlesung. O

§14.04 Lemma. Esseienn > 2, V(X) = (X; — X,,)icfn—1]» 0 ein translations-dquivarianter Schéitzer
und 0 ein beliebiger Schdtzer fiir 0. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) 0 ist ein translations-dquivarianter Schdtzer.

(ii) Es existiert eine translations-invariante Funktion u : R — R, d.h. u(x + al,,) = u(z) fiir
allex € R", a € R, so dass 0 = 0 + u gilt.

(iii) Es existiert eine Abbildung h: R"™ — R mit§ = 6 — h(V)).
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3 Schitztheorie §14 Translations-dquivariante Schétzer

§14.05 Beweis von Lemma §14.04. In der Vorlesung. O

§14.06 Satz. Es seien B eine Lokations-Familie mit n > 2, V(X) = (X; — X,)ic[n—1], Ro ein
translations-invariantes Risiko und 0 ein translations-iquivarianter Schiitzer mit R,,(0,0) € R".
Fulls eine Borel-messbare Funktion h* : R"™" — R mit

h*(v) € arg min E, (v(0, 6 — )|V =v)  fiir P -faveR"
heR

existiert, so ist 0, :== 0 — h*(V') ein bester translations-dquivarianter Schdtzer beziiglich des
translations-invarianten Risiko 'R,,.

§14.07 Beweis von Satz §14.06. In der Vorlesung. O

§14.08 Korollar. Die Voraussetzungen im Satz §14.06 seien erfiillt.

(i) Ist v die quadratische Verlustfunktion, d.h. v(0,¢e) = (0 — e)?, so ist der beste translations-
dquivariante Schdtzer 0, eindeutig bestimmt mit h* = [, (9 ‘ V).

(i) Fiir den Absolutbetrag v(0,e) = |0 — e| ist 0 ein bester translations-dquivarianter Schditzer
falls h* ein Median der bedingten [P’ von O gegeben V ist.
§14.09 Beweis von Korollar §14.08. In der Vorlesung. O

§14.10 Beispiel (Beispiel §13.18 fortgesetzt). Betrachte das normale Lokations-Modell X @ N, (02} flir

bekanntes o € [R{fo. Das arithmetische Mittel 7i = X ist ein translations-dquivarianter Schitzer.
DaV = (X; — X,)icn-1] ~ N?OT;(TQ) gilt, ist die Verteilung " := P" unabhiingig von 1 und so-
mit ist V' eine unwesentliche (ancillary) Statistik fiir 4. Nach dem Satz §11.03 von Basu sind V'
und X somit unabhingig (X ist erschopfend und vollstindig) und ~*(V) = h* im Satz §14.06 ist
konstant. Betrachten wir eine quadratische Verlustfunktion, so sieht man leicht dass A* = 0 gilt.
Damit ist 7z auch ein bester translations-dquivarianter Schitzer beziiglich des quadratischen Risi-
ko. Allgemeiner, ist (0, e) = p(f — e) fiir eine konvexe und gerade Funktion p, so minimiert /*
den Ausdruck F,p(X — v). Man kann leicht zeigen, dass ein Minimum fiir »* = 0 angenommen
wird, d.h. fi ist auch in dieser Situation ein bester translations-dquivarianter Schétzer. O

§14.11 Satz. Es sei B eine Lokations-Familie bzgl. des Lebesguemafles auf (R", ") und R, das Risiko
bzgl. der quadratischen Verlustfunktion. Dann ist
~ uL(0,z — du
90 (I) fR )
Je L( )du

ein bester translations-dquivarianter Schditzer. In dieser Form heifit der Schditzer 6, Pitman-
Schitzer.

§14.12 Beweis von Satz §14.11. In der Vorlesung. O

§14.13 Beispiel. Es seien (X;);c[,) unabhingige und identisch U[g_ia +ﬁ]—verteilte ZV’en. Dann gilt
fiir die Likelihood-Funktion

L(0,z) =L(0,z — H (=% % —0) = bn]lf(nrﬁv%ﬁ%](e)

und §, = %(:c(l) + Z(y)) ist der Pitman-Schitzer. m
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4 Allgemeine Schatzmethoden

§15 Momentenschatzer

§15.01 Definition. Sei (X", 27", B") ein statistisches Produktmodell mit X C R, 2° C 2 und abge-
leitetem Parameter v : © — R'. Ferner sei ¢ = (1,)ie[s] € 2 eine Statistik in .Z(®) also mit
Koordinatenfunktionen v, € Z(), j € [q], fir alle § € ©, und ¢ : © — R’ mit

0= () :=E{) = (E())jela = (/X b, ()R (dr)) jefq-

Weiterhin sei 0 : ¢(0©) — v(©) eine Borel-messbare Funktion mit d o o = 7. Ist € X" eine
Stichprobe mit ¢ (z) := %Zie[[n}] U(z;) € p(0), so wird §(z) := 0(¢(x)) Momentenschiitz-

wert fiir v(0) mit Momentenfunktionen ¢ = (1,);c[q genannt. O

§15.02 Beispiel.
(a) Essei (X;)icp © Expge := (Exp}) rer:, (vgl. Beispiel AO1.06 (h)). Betrachte die iibliche
Momentenfunktion @/J(x)w: oF fir ein k € N, fiir X; ~ Exp,, i € [n], gilt dann p()\) =
E.(v)) = E\(XF) = A*k! Ist v(\) = X der abgeleitete Parameter, so ergibt sich § o p =~
fir §(x) = (k!/x)Y/*. Der k-te Momentenschiitzer fiir \ ist damit

~ k! 1/k

(b) Betrachte einen autoregressiven Prozess der Ordnung 1 (AR(1)-Prozess):
X,=aX,_1+¢e, néeN,

mit unabhingig und identisch verteilten Fehlertermen (¢;);en, fiir die E(e;) = 0, Var(e;) =
0% < oo gilt, sowie Xy = x¢ € R. Insbesondere, motiviert in dieser Situation die Identitit
E, (Xn_an|(5i)i€[[n,1]]) = aX?_,, zum Yule-Walker-Schiitzer

n—1°

~ %Zkeﬂnﬂ Xk—le —u %Zkeﬂn]] Xk_lgk

Qy, : = )
% Zke[[n]] Xlz—l % Zke[[n]] X/?—l

Im Fall |a| < 1 kann man mit Hilfe des Ergodensatzes auf die Konsistenz von a,, fiir n — oo
schlieBen. Allgemeiner zeigt man, dass M,, := ) keln] Xi—1€k ein Martingal beziiglich der
Filtration .7 := 0((&i)ie[n)) ist mit quadratischer Variation (M), := 37, 5 Xi_1- Das
starke Gesetz der groflen Zahlen fiir .£-Martingale liefert dann die (starke) Konsistenz

e Mn P-f.s.
an = a

<M>n — a. -

§15.03 Lemma. Es seien (X;)icn) © R und P, = %Ziem W(X;) in p(O) fiir hinreichend grofies

n. Ist § stetig, so ist der Momentenschitzer 5, = ¢ (En) (stark) konmsistent, d.h. R-f.s. gilt
§15.04 Beweis von Lemma §15.03. In der Vorlesung. O
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4 Allgemeine Schéitzmethoden §15 Momentenschitzer

§15.05 Satz (A-Methode). Es seien (X;);en eine Folge von zufilligen [Rk—wertigen Vektoren, o, € [Rfo
mit lim,,_,.. 0, =0, 6, € R sowie Y € Rf’k> (positiv semi-definit) und es gelte

U_l( 9)—>N02)

n

Ist v : R" — R in einer Umgebung von 0, stetig differenzierbar, so folgt

o (fF(X0) = £(8.)) 2 Nioms, s

wobei N o) gegebenenfalls als Punktmaf} o in der Null zu verstehen ist.
§15.06 Beweis von Satz §15.05. In der Vorlesung. O

§15.07 Beispiel (Beispiel §12.07 (b) forigesetzt). Sei (X;)icn) © Poig+ mit unbekanntem Parameter A €

IRCJ Da die vollstdndige und erschopfende Statistik Xn := X ein erwartungstreuer Schitzer fiir

A ist, ist /):n der KVS. Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt \/ﬁ(:\\n —A) D, No,n) unter
Poi). Ist das Ziel nun ein asymptotisches Konfidenzintervall herzuleiten, so stort die Abhin-
gigkeit der asymptotischen Varianz vom unbekannten Parameter. Betrachtet man nun ~y(z) =
2212 mit 4, = 272, so folgt mit Hilfe der A-Methode, dass /n(2\y° — 2A1/2) 2 N(0,1),
so dass [2A% 4+ n~Y/2z,_, 5] ein asymptotisches (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 2\'/2 bildet,
wobei 21_q/2 das (1 — «/2) Quantil einer Standardnormalverteilung bezeichnet. Eine Riick-
transformation ergibt dann fiir A selbst das asymptotische (1 — «)-Konfidenzintervall [(X}/ -
(4n) 712214 0)%, (X}/ 2y (4n)~Y22_,/2)?). Die Idee, mittels A-Transformation eine vom un-
bekannten Parameter unabhingige asymptotische Varianz zu erhalten, ist in vielen Situation sehr
erfolgreich und wird Varianz-stabilisierende Transformation genannt.

Alternativ kann man die asymptotische Varianz mittels \,, konsistent schitzen und mit Hilfe

des Slutsky-Lemma dann auf (n/ Xn)l/ 2 (Xn —-A) LN N(o,1) schlieBen. Daraus ergibt sich [Xn +
(An/n)221_42) als asymptotisches Konfidenzintervall. O

§15.08 Satz. Es seien (X;)icqqQ B, 0, € ©,7: 0 — Rund ¢, := 1 w Diepn) ¥ (Xi) in p(©) fiir
hinreichend grofies n mit Momentenfunktionen 1 = (1) je[q € .,Z;( ). Bezeichne mit Xq, € [quq
die Kovarianzmatrix von 1) mit den Eintriigen (£y,);; = Covy, (¢, ;) fiiri,j € [q]. Sofern 6 in
einer Umgebung von ¢ (0,) stetig differenzierbar ist, ist der standardisierte Momentenschditzer
¥, =0 (1,) unter B" asymptotisch normalverteilt mit Rate n~'/?, asymptotischem Erwartungs-
wert Null und asymptotischer Varianz ($9,0.,,0,4,):

~ D
Vn@d, = (0.) = N (0,5, (0)8,0, 6.0y (unter ).
§15.09 Beweis von Satz §15.08. In der Vorlesung. O

§15.10 Bemerkung. Die Begriffe asymptotischer Erwartungswert und asymptotische Varianz sind leicht
irrefithrend, da nicht notwendigerweise gilt, dass die Momente von /n(7, — v(6,)) gegen die
entsprechenden Momente der asymptotischen Verteilung konvergieren (dafiir wird gleichgradige
Integrierbarkeit benotigt). O

§15.11 Beispiel (Beispiel §15.02 (a) fortgesetzt). Es gilt 3, (1) = Var,, (Xk) ((Qk)' - (/{:‘)2) /A2 und
o, = —(k!/x)Y*(kxz)~". Fiir jedes k € N ist der Momentenschitzer X, asymptotisch normalver-
teilt mit Rate n~'/2 und asymptotlscher Varianz o} = A2k~%((2k)!/(k!)* — 1). Da fiir k = 1 der
Momentenschitzer /\n = (Y) die gleichmiBig kleinste asymptotische Varianz besitzt und
auf der erschopfenden Statistik X basiert, wird dieser Schitzer im Allgemeinen vorgezogen. O
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§16 Maximum-Likelihood-Schitzer 4 Allgemeine Schéitzmethoden

§15.12 Bemerkung. Die Momentenmethode kann unter folgendem allgemeinem Gesichtspunkt be-
trachtet werden. Sind (Xi)ie[[n]] unabhingige und identisch P-verteilte reelle Zufallsvariablen,

so ist die empirische Verteilungsfunktion @/F\(x) = % Zie[[n]] 1...;(X;) eine erschopfende Stati-

stik und nach dem Satz von Glivenko-Cantelli gilt [ () B E(x) = R((—o0,z]) gleichm'aiBig
in x € R. Ist nun (@) als Funktional §(F;) darstellbar, so ist die empirische Verswn §(F) ein
natiirlicher Schitzer fiir v(0). Falls das Funktional § stetig beziiglich der Supremumsnorm ist,
so folgt die Konsistenz.

Der Satz von Donsker fiir empirische Prozesse zeigt n(E — E) < Gy gleichmiBig auf
R fiir einen zentrierten GauBprozess Gy mit Kovarianzstruktur Cov(Gy(z),Gy(y)) = E(x A
y) — E(2)E (y). Ist § ein Hadamard-differenzierbares Funktional, so folgt v/n(6(F) — 7(6)) N
) (F)Gy unter B, also insbesondere asymptotische Normalverteilung mit Rate n~'/? und explizit
bestimmbarer asymptotischer Varianz. Eine detaillierte Darstellung findet man zum Beispiel in
van der Vaart [1998].

Als einfaches (lineares) Beispiel sei v(0) = [E (w) zu schitzen und X; > 0 P-f.s.. Dann
folgt 1nf0rmell fw fw (1 —F(x))dx. Aus der Linearitit folgt weiterhin

= [ U.( )dm welches normalvertellt 1st mit Erwartungswert Null und Varianz

/w (e A g) ~ B (@) () drdy

= [ oo e n g ~ E@R)dedy
- [ @@ - ([ wedmm)

was gerade der Varianz von 0 (F) = \/Lﬁ > ic[np ¥ (X;) entspricht. O

§16 Maximum-Likelihood-Schatzer

§16.01 Beispiel. (a) Auf dem Stichprobenraum X" sei jede Verteilung 2, f € ©, durch eine Zihldich-
te p gegeben. Die Verlustfunktion v(6, ) sei homogen in § € ©, dann ist eine plausible

Schitzmethode fiir 0, bei Vorliegen einer Realisation z als Schitzwert 5(35) denjenigen Para-
meter § € © zu wihlen, fiir den die Wahrscheinlichkeit p(z) des Eintretens von 2 maximiert

wird, d.h. é\(x) i= arg maxy.g p(z). Dieser Schitzer wird Maximum-Likelihood-Schiitzer
(MLS) genannt, wobei weder Existenz noch Eindeutigkeit ohne Weiteres garantiert sind.
Bei Mehrdeutigkeit wihlt man einen maximierenden Parameter § nach Belieben. Im Fall
(Xi)iefn) © Poig: mit unbekanntem Parameter A € R, ergibt sich fir X € R beispiels-

\0?

weise
~ Ao
A = arg max H (e”\—‘) = X.
AR, ieln] v
Fir X = 0,dh. X; = --- = X,, = 0 wird das Supremum nur asymptotisch fiir \ — 0

erreicht. Hier konnte man sich behelfen, indem man die Verteilungsfamilie mit Poi, als
Punktmal} in der Null stetig erginzt.
(b) Istjede Verteilung R, 0 € O, durch eine Lebesgue -Dichte f, gegeben, so fiihrt der Maximum-

Likelihood-Ansatz zu dem Schitzwert 9( ) i= arg maxyce f,(x). Sei Y © N1} mit un-
bekanntem Parameter 1 € R. Dann heifit X = exp(Y’) log-normalverteilt, und fiir den MLS
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4 Allgemeine Schitzmethoden §16 Maximum-Likelihood-Schitzer

gilt

= g P 008(X) — 2)

pER Var X

Auf der anderen Seite unter Verwendung von Y erhdlt man den MLS 7 = Y. Der MLS
ist somit invariant unter Parametertransformationen, da Einsetzen von Y = log(X) auf das
selbe Ergebnis fiihrt. Interessanterweise fiihrt die Momentenmethode unter Benutzung von
E.(X) = exp(u + 1/2) auf den Momentenschitzer ;1 = log(X) — 1/2, wihrend der MLS
i =Y auch Momentenschitzer ist, da E,(Y) = . Momentenschitzer beziiglich der selben
Momentenfunktion sind also im Allgemeinen nicht transformationsinvariant. O

= log(X).

§16.02 Definition. Es sei (X, 2", B) ein bzgl. eines o-endlichen Mafies ;1 € M (2°) dominiertes stati-
stisches Modell mit Likelihood-Funktion L(6) = dR /du fir # € © und (©,.7) ein messbarer
Raum. Eine Statistik 6 auf (X, 2 ) mit Werten in (©, .7 ) wird Maximum-Likelihood-Schditzer
(MLS) fiir 0 genannt, wenn L(é\) = Supyee L(0) p-f.u. gilt. Ist 7(5) eine Statistik auf (X',.7)

~

mit Werten in (I',¥), so wird v(0) Maximum-Likelihood-Schiitzer (MLS) fiir den abgeleiteten
Parameter v : © — [ genannt. O

-~ ~

§16.03 Bemerkung. L(0) = supyeg L(#) p-f.ii. meint L(0(x), x) = supyce L(0, x) fir p-f.a. alle
x € X. Der MLS braucht weder zu existieren noch eindeutig zu sein, falls er existiert. Er hingt
von der gewdhlten Version der Radon-Nikodym- Dichte ab; es gibt jedoch hiufig eine kanoni-
sche Wahl, wie beispielsweise im Fall stetiger Lebesguedichten. Aulerdem ist eine Abidnderung
auf einer Nullmenge beziiglich aller ? irrelevant, weil der Schitzer vor Realisierung des Expe-
riments festgelegt wird und diese Realisierung damit fast sicher zum selben Schitzwert fithren
wird. O

§16.04 Lemma. Es sei B eine natiirliche Exponentialfamilie in S, dann ist der MLS 0 implizit durch
die Momentengleichung [Eém(S ) = S(x) gegeben, vorausgesetzt der MLS existiert und liegt im
Innern inn(0,,,) von O,

§16.05 Beweis von Lemma §16.04. In der Vorlesung. O

§16.06 Bemerkung. Liegt ein eineindeutiger abgeleiteter Parameter «y : € — () vor, so ist natiirlich

3 := ~(0) der MLS fiir ~(6). o
§16.07 Beispiel.
(a) (Beispiel §10.09 (a) fortgesetzt) Betrachte das normale Lokations-Skalen-Modell X @ NR ot o
d.h. eine natiirliche zwei-parametrische ExponentialfamiliAe in S(z) = (Xicquy Ti> — 2oien] x?)
und natiirlichem Parameter § = o~ 2(j1,1/2). Der MLS 6 ist somit implizit durch die Mo-
mentengleichungen E;, (X) = Z und E; (X2) = 22 gegeben, also i = X und p2 + 02 =
X7 Mittels Reparametrisierung (u, ii° + 0%) = (u,0°) erhalten wir 6% = X - (X)? =
= 2 icpny (Xi — X)?. Damit ist der MLS fiir 0” nicht erwartungstreu.
(b) Sei (Xo, X1,...,X,) eine Markovkette auf dem Zustandsraum S = [A/] mit vom Parame-

ter unabhéngigen Anfangswert Xy = z¢ und unbekannten Ubergangswahrscheinlichkeiten
P ({51) = pj; ergibt sich die Likelihood-Funktion (bzgl. des ZihlmaBes) durch

L((pkl)’x) - H Pzi gm0 = H pgkl($)7

i€[n] k,le[M]

wobei Ny (z) = |{i € [n] : z;-1 = k,x; = l}| die Anzahl der beobachteten Ubergiinge
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von Zustand k nach [ angibt. Als MLS erhalten wir damit die relative Haufigkeit p;; =
Nij/( D iepmy Nat) der Uberginge.

(c) In einem parametrischen Regressionsmodell mit Beobachtungen
Yi = go(i) + &5, i€ [n]

ergibt sich unter der Normalverteilungsannahme (&, );c[,) © N{ (0 xr als MLS der Kleinste-

Quadrate-Schitzer f € arg min > icgny (Yi — 0 (1)) O
0ce

§17 Minimum-Kontrast-Schatzer

$17.01 Definition. Es sei (X", 2" B™ = (P")yco))nen eine Folge statistische Modelle iiber dem-
selben Parameterraum © sowie v : © — I ein interessierender Parameter. Eine Funktion
K : © x I' = R heiBt Kontrastfunktion, falls fiir alle § € © die Funktion K, : v + K(#,) ein

eindeutiges Minimum in ~(6) besitzt. Eine Folge (K, ),en von Funktionen K, : I' x X" — R
hei3t zugehoriger Kontrastprozess (oder kurz Kontrast), falls folgende Bedingungen gelten:

(KP1) Fiiralle y € Dist K (7) : @ — K (v, z) eine Statistik, also K, (v) € ",
(n)

(KP2) Fiiralley € ["'und 0 € O gilt IA(n(v) LN K, (7).

Jede (messbare) Wahl 5, : X ™ T (sofern existent) mit

~

K,(3.) = inf K (y) B"-fi.

(nicht notwendigerweise eindeutiger) heil3t Minimum-Kontrast-Schdtzer (MKS) fiir . O

§17.02 Definition. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmalle P, P € W(2") wird die Funktion

KL(R|P) :{ E(log §) = [log (55)dR, falls B <P,

“+00, sonst

Kullback-Leibler-Divergenz (oder auch Kullback-Leibler-Abstand, relative Entropie) von P? be-
ziiglich B genannt. m

§17.03 Lemma. Fiir die Kullback-Leibler-Divergenz gilt:
(i) KL(R|R) > 0 sowie KL(R|R) = 0 genau dann wenn B = B, aber KL(e|e) ist nicht
symmetrisch;

(1) fiir Produktmape ist die Kullback-Leibler-Divergenz additiv:

KL(Rl ® [|%|>2|[|?1 ® IEDZ) = KL("%’J”?I) + KL(R2|R2)5

(iii) bildet B eine natiirliche Exponentialfamilie und ist 6, ein innerer Punkt von ©, so gilt

KL(R|?) = A(0) — A(6,) + (Aqg,,0, - 0).

§17.04 Beweis von Lemma §17.03. Ubungsaufgabe. O
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§17.05 Bemerkung. Betrachte eine natiirliche Exponentialfamilie  in S wie in Lemma §17.03 (iii),
so gilt Ay, = Covg,(S) und fiir 6,6, € inn(O) erhalten wir mit Hilfe einer Taylorentwicklung
KL(R|R) = 3(Cove.(S)(0 —0,),0 — 6,) fiir eine Zwischenstelle 6, zwischen 6 und 6,. Zur Erin-
nerung, Covy,(.S) gibt gerade die Fisher-Information in 6, an. Im Fall einer mehrdimensionalen
N(4,5) mit strikt positiver Kovarianzmatrix ¥ folgt nun aus A(p) = (X', 1) /2, dass A, =%t

1

unabhiingig von g ist und somit KL(N(,, 5N, 5)) = 5(E 7 (10— o), 1t — 1) gilt, O

§17.06 Korollar. Es sei B eine dominierte Verteilungsfamilie mit Likelihood-Funktion L bzgl. eines
privilegierten dominierenden MafSes P, Log-Likelihood-Funktion ¢ = log(L) und interessieren-
dem Parameter 0 (also v = idy). Des weiteren, seien B und B dquivalent (B <R und B <)

fiir alle 0,0, € ©. Im Produktexperiment (X", 2" /B ist K(Q) e 2" mit

ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K(6,,0) := KL(R|P) — KL(R

K (0,2) = -1 Z (8, z;)

i€[n]

P). Ein zugehdiriger

Minimum-Kontrast-Schdtzer ist dann auch ein Maximum-Likelihood-Schditzer.

§17.07 Beweis von Korollar §17.06. In der Vorlesung. O

§17.08 Beispiel.

(a)

(b)

(Beispiel §16.07 (c) fortgesetzt) Zusitzlich seien der interessierende Parameter 6 (7 = id,)
identifizierbar, d.h. 6 # 0, impliziert gy # gy , die Regressionsfunktionen gy : [0,1] — R
stetig, das Design z; = i/n, i € [n] dquidistant und die Fehlerterme (g;);c[,) unab-
hiéingig und identisch verteilt mit E(s;) = 0 und E(¢]) € R' (nicht notwendigerweise
normalverteilt). Mit Hilfe der Tchebyscheff-Ungleichung und der Riemannschen Summen-
Approximation zeigt man, dass K (6) € %" mit

Y= (yi)ie[[n]] = f{n(eay) = % Z (yi — ge(xi))Q

1€[n]

einen Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K(6,,60) := fol (go(x) — go,(x))%ds + E(£?)
bildet. Der zugehorige Minimum-Kontrast-Schétzer ist der Kleinste-Quadrate-Schitzer.

Betrachte das Regressionsmodell aus (a) im Fall einer Modellmisspezifikation, d.h. das
Modell ist nicht adédquat fiir die Beobachtung (Y;)iem, in dem Sinne, dass die Beobach-
tungen dem Regressionsmodell Y; = f(i/n) + ¢; , ¢ € [n], geniigen, aber die Funktion
f :]0,1] — R nicht Element der Funktionenklasse {gy,0 € ©} ist. Identifiziert man die
Regressionsfunktion mit dem interessierenden Parameter 6, d.h. © C .Z([0,1]), so liefert der
Kleinste-Quadrate-Ansatz K(@ ) = mingee K,(G). Dann erhilt man nach obiger Herleitung
im Grenzwert eine ,Kontrast-Typ-Funktion* K(f,0) := ||0 — f||%, + E(e}). Fir f & ©
wird das Minimum natiirlich nicht in f angenommen. Man kann die Kontrasttheorie durch
Wahl der Funktion v jedoch trotzdem anwenden. Dazu nehmen wir an, dass die Menge in-
teressierender Parameter I' Riemann-integrierbare Funktionen enthilt, sowie abgeschlossen
in .Z([0,1]) und konvex ist, so dass fiir jede Funktion 6, € .Z([0,1]) eine eindeutige .%-
Orthogonalprojektion ~y, := 7(6,) von 6, auf I" existiert. Beispielsweise kann I" die Menge
aller Polynome vom Grad < d sein. Bezeichnet © die Menge der quadratisch Riemann-
integrierbaren Funktionen in -Z([0,1]), so ist K(v) € %" mit

y= K (r.9) =1 (5 —v(i/n))?
i€ln]

7 € I ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K, : v — K(0,,7) = [|6, — v[|% + E(e}),
welche genau in v, = ~(6,) ihr Minimum in I" annimmt. Unter geeigneten Bedingungen
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konvergiert der KQS 7, mit KL (7,,) = min,er I?Zn(v) unter P gegen 7, = 7(6,) (Ubung).
Im derart misspezifizierten Modell wird also die beste .Z-Approximation -y, an die wahre
Funktion 6, geschitzt, z.Bsp. die beste Approximation durch ein Polynom vom Grad < d. O

§17.09 Definition. Eine Folge (X,,),cn numerischer Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, o7, P) heiBt stochastisch beschrénkt oder straff, wenn es fiir jedes 6 € R, ein K € N
mit sup,,.y P(|.X,,| > K) < 9§ gibt. O

§17.10 Landau-O-Schreibweise. Fiir eine Folge reeller Zahlen (z,,),en schreiben wir 2, = O(1) bzw.
1, = o(1), wenn sie beschriinkt, also sup, .y |,| < 00, ist bzw. z, ——— 0 gilt. Ist weiterhin
(an)nen eine Folge in R, so schreiben wir x,, = O(a,,) bzw. z,, = o(a,) wenn z, /a,, = O(1)
bzw. x,/a, = o(1) gilt. Entsprechend fiir eine Folge (X,,),cy numerischer Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, P) schreiben wir X,, = O_(a,,) bzw. X, = o_(a,,),

wenn die Folge (X,,/a,)nen stochastisch beschrinkt ist bzw. wenn X, /a,, i) gilt. Allgemei-
ner, ist (A, ),en eine Folge strickt positiver numerischer Zufallsvariablen auf (€2, 7, P), dann
schreiben wir X,, = O_(A,) bzw. X,, = 0.(A,), wenn die Folge (X, /A, )nen stochastisch

beschrinkt ist bzw. wenn X, /A, 50 gilt. O

§17.11 Rechenregeln. Unter den Voraussetzungen der Landau-O-Schreibweise §17.10 gelten:
() fiir X, = o,(1) and Y,, = o,(1) gilt X, + Y, = o,(1), kurz o (1) + o,(1) = o.(
(i) 0,(1) + 0,(1) = 0,(1); (iiD) 0,(1) - 0,(1) = 0,(1); (W) (1 +0,(1)"" = O,
(v) 0,(A,) = Ano,(1); (vi) O,(A,) = A,0,(1); (vii) fiir X,, = 0,(A,) und A, = O
gilt X, = 0,(1), kurzo,(O,) = o.(1). O

§17.12 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Definition §17.01. Der Minimum-Kontrast-
Schéitzer 7, ist konsistent fiir ~y(0,) unter R"™, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(Kol) inf K, (v) > K,(v,) fiirallec € R ;

Y€y —|>e
(Koz) ||Kn - KGOHOO = Sup’yEF |Kn(7) - K(007/Y)| - OIE?(">(1)'
§17.13 Beweis von Satz §17.12. In der Vorlesung. O

§17.14 Lemma. Eine Kontrastfunktion K erfiillt (Kol) in Satz §17.12, wenn zusdtzlich die folgenden
zwei Bedingungen gelten: (1) I ist kompakt und (i1) K, ist stetig.
§17.15 Beweis von Lemma §17.14. Ubung. O

§17.16 Lemma. Eine Kontrastfunktion K und ein Kontrastprozess (Kl)neN erfiillen (Ko2) in Satz §17.12,
wenn zusdtzlich die folgenden drei Bedingungen gelten: (i) I' ist kompakt; (i1) K, ist stetig und

(iii) (IA(H)”GN ist gleichgradig stetig (in B" Wahrscheinlichkeit), also

Ve € R, luglhm sup P ( sup \IA(W(%) — IA(H(%,)| >¢e)=0.

n—00 |7 —|<d
§17.17 Beweis von Lemma §17.16. In der Vorlesung. O

§17.18 Bemerkung. Beachte, dass 7, als Minimum einer fast sicher stetigen Funktion auf einem Kom-
paktum stets fast sicher existiert. Es kann aulerdem messbar gewéhlt werden (vgl. Witting and
Miiller-Funk [1995], Satz 6.7). 0

§17.19 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Definition §17.01. Der Minimum-Kontrast-
Schiitzer sei konsistent fiir vy, := v(6,) unter P (z.Bsp. unter (Kol)-(Ko2) von Satz §17.12), mit
I' C R* und ~, € inn(T"). Der Kontrastprozess K, sei B"-f.ii. zweimal stetig differenzierbar in
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einer Umgebung von v,, so dass mit

UM = (K), e Z" (Score), V= (K), € Z

v

die folgenden Konvergenzen unter P gelten:

(aNT) \/HUV(ZZ) D, No,s,) fiir ein X, € R"F) positiv semi-definit;

(n) (n)
(aN2) fiir jede Folge (7, )nen von Statistiken mit 7y, v, v, gilt VW5 A V, € R* reguldr.
Dann gilt \/n (5, —~,) = =V, '/n U + 0y (1) und 7, ist unter B asymptotisch normal-
verteilt:

~ D
vy, —7) = Novris, vty
§17.20 Beweis von Satz §17.19. In der Vorlesung. O

§17.21 Beispiel (Beispiel §01.06 (b) forigesetzt). Im Lokations-Modell (Y;);cfn) © IME,(,; mit unbekann-
tem Parameter 7, also Y; = v + ¢;, ¢ € [n], mit Fehlertermen (&;);c,) © 1M, betrachte einen
M-Schditzer 7, mit

3, € argmin Y p(Y; —7)

TER i€[n]

mit einer Funktion p : R — [0, 00), so dass die Funktion z — E(p(z + ;)) minimal (nur) bei
o = 0 ist. Zu dem Kontrast K (v) := 2 > ic[np P(Yi — ) erhalten wir dann die Kontrastfunktion

n
K(6,,7) = E(p(y, — v + €1)), wobei wir 6, = (v,, P"") als unbekannten Parameter auffassen.
Im Fall symmetrisch verteilter Fehlerterme, also "' = P, fiihrt als zugehorigen Minimum-
Kontrast-Schiitzer die Funktion p(z) = 1z? auf das Stichprobenmittel 5, = Y und fiir p(z) =
|z| auf den Stichprobenmedian 7,. Ein Kompromiss zwischen beiden Schitzern ist der Huber-

Schitzer fiir k € [R{T0

2

v, € arg min Z p( ), p(z) k|| — %2, falls |z| > k.

{ Y falls |z| < &,
veR 1€[n]

Setzt man die Regularititsannahmen im obigen Satz voraus, so erhilt man fiir den M-Schitzer

~ D
V@, =) = N(O E(li(e1)I?) )

T EB(e1)I?

Im Fall des Stichprobenmittels ist die asymptotische Varianz also gerade E(e?) = Var(e).
Einsetzen im Fall einer Dichte f* von &; liefert heuristisch fiir den Stichprobenmedian die
asymptotische Varianz E (sgn(e;)?) /E(]200(¢1)|*) = (4= (0)) ™" sowie fiir den Huber-Schitzer
E(e? A k?)/P(|e1| < k)2 O

§17.22 Satz. Es sei (X", 2", B"))nen eine Folge p-dominierter Produktexperimente mit marginaler
Loglikelihood-Funktion ((0) = log(dR /du) und es gelten die Bedingungen:
(Cl) © CR"ist kompakt und 0, liegt im Innern inn(©) von ©.
(C2) Der Parameter 0 ist identifizierbar, also aus 0 # 0, folgt B #* B.

(C3) Fiiralle x € X ist 0 — ((0,x) stetig und supyco {(0) € Z(B).

Dann sind (Kol)-(Ko2) von Satz §17.12 erfiillt, und somit ist der Maximum-Likelihood-Schdtzer
0, konistent fiir 0, unter . Gelten weiterhin die Bedingungen
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(C4) Fiir alle x € X ist die Abbildung 0 — ((0,x) zweimal stetig differenzierbar in einer
Umgebung U von 9 mit Ableitungen (,(x) und {,(x).

(B) und supy;||6,]| € ZL(®).

(C6) Die Fisher—Informationsmatrix (zu einer Beobachtung) 7, = E, (&E;) ist strikt positiv
definit.

Dann sind (aN1)-(aN2) von Satz §17.19 erfiillt, und fiir den Maximum-Likelihood-Schditzer 0,

gilt unter " somit

Vi (0, —0) == T, (6, Xi) + o0, (1).

i€n]

1/2

Insbesondere ist 0, unter B asymptotisch normalverteilt mit Rate n~"/* und asymptotischer

. . —1
Kovarianzmatrix 1, :

©0z,')

Ferner gilt die Identitiit T, = —FE, (£(6,)).
§17.23 Beweis von Satz §17.22. In der Vorlesung. O

§17.24 Bemerkung.

(1) Die Fisher-Information 7, gibt gerade sowohl die asymptotische Varianz der Score-Funktion
als auch die lokale Kriimmung der Kontrastfunktion KL(R|R) — KL(R|P) im Minimum 6,
an.

(i) Unter Regularititsbedingungen gilt fiir die asymptotische Verteilung des MLS sowohl Un-
verzerrtheit als auch Cramér-Rao-Effizienz. Es ist aber weder klar noch im Allgemeinen
korrekt, dass die Momente ebenfalls konvergieren und dass die Cramér-Rao-Schranke auch
asymptotisch gilt.

(ii1) Oft ist © nicht kompakt, aber man kann durch eine separate Untersuchung die Konsistenz
von 0, nachweisen. Dann gelten die Konvergenzresultate weiterhin.

(iv) Die Regularitdtsbedingungen lassen sich in natiirlicher Weise abschwiichen. Es reicht aus,
dass B in 6, Hellinger-differenzierbar ist, sowie dass die Loglikelihood-Funktion ¢ in einer
Umgebung von 6, Lipschitz-stetig in 6 ist mit Lipschitz-Konstante in .Z(®). Einen Beweis
unter Verwendung von empirischer Prozesstheorie findet man z.Bsp. in van der Vaart [1998],
Satz 5.39.

(v) Im Fall einer Modellmisspezifikation, in der die zu Grunde liegende Verteilung [? nicht
in B enthalten ist (nicht aber die Annahme unabhingig und identisch P-verteilter ZV’en
verletzt ist), konvergiert der MLS 6, gegen 0" := arg max [, ((0, z)R(dx), sofern 6" exi-

9co

stiert und eindeutig ist. Es gilt entsprechend §° = arg min KL (P
2=E)

Kullback-Leibler-Projektion von P auf [3. Satz §17.19 liefert unter Regularititsbedingungen

die asymptotische Normalitiit, /7 (6, — ) 2 N ov-ipv-1y mit U = E,[(,05], V = E,[4,].
Im Allgemeinen wird dabei U # V' gelten. O

?) sofern P < R. 0 heilit

§17.25 Beispiel. Bei einer Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameterraum und natiirlicher erschop-
fender Statistik S erfiillt der MLS (sofern existent und in inn(©) enthalten) &, (S) = S(z) und
die Fisher-Information Z, = Covy(.S) (Kovarianzmatrix von S). Es gilt unter Regularititsannah-

men \/ﬁ(é\n - 0) 2, N(o,cove,(s)-1) unter B". Im Fall einer Bernoullikette
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(X3)iepn) © (BY)re,1 ist 0 = log(m/(1 — m)) der natiirliche Parameter sowie S(x) = x die
natiirliche erschopfende Statistik. Aus \/n (@\n —40,)) 2, N(o,x(6,)-1(1-n(,))~1) unter BZ(QD) folgt

mittels der A-Methode fiir die 7-Parametrisierung /n (7, — 7,)) 2, N(0,7,(1-r,)) unter B . Da
7, = X gilt, ist dies natiirlich einfach direkt nachpriifbar. O
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§18 Neyman-Pearson-Theorie

§18.01 Beispiel. Thnen wird folgendes Gliickspiel angeboten: sie werfen einmal einen Wiirfel, im Fall
einer ,,6 erhalten sie 900,- EUR, anderenfalls zahlen sie 100,- EUR. Das zufillige Experiment
sei durch eine Bernoulli, also By-verteilte, Zufallsvariable X beschrieben, wobei der unbekannte
Parameter § € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer ,,6 angibt. Eine natiirliche
Frage ist nun, fiir welche Parameterwerte lohnt sich das Spiel im Mittel fiir sie. Betrachte dazu
den Gewinn G := 900X — 100(1 — X)), so dass fiir den erwarteten Gewinn gilt E,G = 10000 —
100. Der erwartete Gewinn ist offensichtlich positiv, falls § > 1/10 =: 6, gilt. Unter Verwendung
einer Stichprobe (X;)icp) © (B )oco,1] mochten Sie nun entscheiden, ob sich das Spiel fiir sie
lohnt, so dass Sie an einer Entscheidungsregel fiir das Tesproblem der Nullhypothese Hy : 6 < 6,
gegen die Alternative H, : 6§ > 0, interessiert sind. 0

§18.02 Definition. Es seien (X', .2°,B) ein statistisches Modell, v : © — I ein abgeleiteter Para-
meter und {570, 7'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte I, also
O A =T und H° # ) # . Jede Statistik ¢ : X — [0, 1], also 2"-%,,,,-messbare Ab-
bildung, heiBt randomisierter Test der Nullhypothese H, : 7° gegen die Alternative H, : 7.
Die Abbildung 3, : © — [0, 1] mit @ —5,(8) := E, () heilit Giitefunktion von ¢ und ihre Werte
B,(0) werden unter der Alternative, also fiir 6 € © mitv(0) € S, kurz 6 € v~ (#"), Macht
von ¢ genannt. Ein Test ¢ hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein (oder kurz ist ein a-Test),
falls unter der Nullhypothese, also fiir jedes 6 € v~ (), die Giitefunktion (3,(0) < « erfiillt.
Ein a-Test ¢ heiBt unverfdlscht, wenn seine Macht nicht kleiner als « ist, also B¢(0) > o fiir alle
0 € y~1(o1) gilt. Ein Test ¢, der Nullhypothese Hy : 5 gegen die Alternative H; : 57" heiBt
gleichmdiflig bester (unverfilschter) a-Test, falls ¢, ein (unverfélschter) a-Test ist und fiir jedes
6 € v~ (") die Macht 33(0) eines jeden anderen (unverfilschten) a-Tests ¢ nicht groBer ist,
dass heift, 5,(6) > B5(9) gilt. O

§18.03 Bemerkung. Der Wert () eines randomisierten Tests ¢ wird als bedingte Wahrscheinlichkeit,
die Nullhypothese Hy : 5 abzulehnen, bei Vorliegen einer Stichprobe z interpretiert (vgl. Bei-
spiel §05.15 (b)). Nimmt ein randomisierter Test ¢ nur die Werte in {0, 1} an, so wird er nicht-
randomisiert genannt. Im Fall eines nicht-randomisierten Tests ¢ ergibt sich fiir eine Stichprobe
x damit folgende Entscheidungsregel; lehne die Nullhypothese ab, falls ¢ (z) = 1 gilt, ande-
renfalls, lehne die Nullhypothese nicht ab. Offensichtlich konnen in dieser Situation nur zwei
Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypothese Hy : ##° wird abgelehnt, obwohl das statisti-
sche Experiment (X, 2", R) fiir ein § € v~ () addquat ist, kurz die Nullhypthese vorliegt,
oder die Nullhypothese wird nicht abgelehnt, obwohl die Alternative H; : J#! vorliegt, also das
statistische Experiment (X, 2", P) fiir ein § € v~ (#!) addquat ist. Unter der Nullhypothese
Hy : 79, also fiir § € (), wird der Wert der Giitefunktion 3,(0) = RB(¢ = 1), d.h.
die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese abzulehnen, Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art oder
Fehler 1. Art genannt. Analog unter der Alternative H, : #*, also fiir € 7’1(% 1), heif3t
1 —E(¢) = B(p = 1), also die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese nicht abzulehnen, Irr-
tumswahrscheinlichkeit 2. Art oder Fehler 2. Art. O

§18.04 Beispiel (Beispiel §14.10 fortgesetzt). Fiir ein bekanntes o, € IR{; betrachte das normale Lokations-
Modell (R", #", Ni (02 }) mit unbekanntem Parameter 1+ € R. Fiir ein vorgegebenes 1, € R soll
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das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1 < p, gegen die Alternative Hy : p > p,
entschieden werden, dass heiBt, die Partition {7, 7'} der Parametermenge R ist gegeben
durch #° = (0o, 1) und ' = (p,, 00). Der einseitige Gauf3-Test beruht auf der Teststatistik
Z:R'" = Rmitx — Z(z) == /n(T — u,)/0,, die unter N{,., 02 standardnormalverteilt ist,
also Z ~ Nq,1). Zu vorgegebenen Niveau a € (0, 1) sei 2 das obere a-Fraktil der Standardnor-
malverteilung, also Nfj,  »(Z > z%) = a. Dann hilt der einseitige GauB-Test ¢ : R" — {0,1}
mit z — (x) = 1,,)..., das Niveau « ein, da nach Konstruktion N7, (p = 1) = o sowie

(/1/0?‘73)

aus Monotoniegriinden N{, 02)(@ =1) < afirp < p, gilt. O

$18.05 Lemma. ® und ® seien Teilgesamtheiten von Testfunktionen mit ® C . Y, sei gleichmdfig
bester (unverfilschter) Test bzgl. ® und es sei p, € ®. Dann ist p, auch gleichmdifjig bester
(unverfdlschter) Test bzgl. ®.

§18.06 Beweis von Lemma §18.05. In der Vorlesung. O

§18.07 Korollar. Ist ¢, gleichmdifig bester o-Test fiir Hy : 7° gegen H, : 71, so ist v, auch gleich-
mdifig bester unverfilschter o-Test fiir Hy : 57° gegen H, : 5.
§18.08 Beweis von Korollar §18.07. In der Vorlesung. O

§18.09 Definition. Seien P, € W(2 ) WahrscheinlichkeitsmaBe auf (X', 3&”_) , wobei nicht notwendig
P < R gilt. Dann heif3t jede positive numerische Zufallsvariable L. € 2 " mit

I]?)’(L<oo):1und[F1D(B):/L(a:)ﬂg’(dx)—i—ﬂ?(Bﬂ{L:oo}), VBe 2 (1801)

ein Dichtequotient (DQ), von P bzgl. .
§18.10 Bemerkung. Sei n € M (2°) ein P und B dominierendes Mal} (z.Bsp. 1 = B + P), und
bezeichnet f, eine p-Dichte von P, i € {0, 1}, so ist

Ry, R,
0

L — %1 ()1,(5) + ool ®) -t (18.02)

ein Dichtequotient von B bzgl. R. Da L, € 2 eine positive numerische Zufallsvariable mit
R(L. = o0) = B(f, = 0) = 0O ist, die fiir alle B € 2" erfiillt

f,
[ L@R(d) + REBOL = 000) = [ 2y i+ BB {5, = 0]

— [ Ly i+ BB O (6 = 0) = B(B)

Somit ist L, stets eine spezielle Festlegung des DQ. Der DQ L von P bzgl. R ist durch (18.01)
(R + B)-f.i. eindeutig bestimmt (Witting [1985] Satz 1.110 a), S. 112). Fiir eine beliebige Festle-
gung L des DQ und L, gemiB (18.02) gilt fiir jedes s € R" damit

{L>s}={L>s}={f>sf} (B+P)fs. (18.03)
sowie (B 4+ P)-f.s. auch {L = s} = {L. = s} = {f, = sf, }. O

§18.11 Lemma. Es seien R € W(2'), « € (0,1) und S € X eine numerische Zufallsvariable mit
R(|S| = o0) = 0. Dann existiert ein rechtsseitiger Test der Form

0 =g oy + (Nig_soy (18.04)
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mit E,(p) = a. Dabei lassen sich k“ € R und (,, € |0, 1] explizit angeben, néiimlich gemdf3

k*:=inf{s e R:P(S > s) < a}, (18.05)

a—R(S>k*) - e
ga::{ Rty fir B(S=k") >0 (18.06)

0 fir BR(S=kY) =0.

Insbesondere ist der Test @ nicht-randomisiert wéhlbar, falls gilt B(S = k%) = 0. Ist S € Z"
eine positive numerische Zufallsvariable, so gilt k* € R".

§18.12 Beweis von Lemma §18.11. In der Vorlesung. O

$18.13 Bemerkung. Sind in Lemma §18.11 Werte £k € R zugelassen, so liBt sich die Festsetzung
(18.05) auch fiirr « = 0 wihlen, bei @ = 1 setze man k% = sup {s ER:R(S<Ks) = O}. Aus
(18.05)-(18.06) folgt weiterhin, wann ein Test der Form (18.04) mit B(S = k%) > 0 nicht-
randomisiert gewihlt werden kann:

0(1) = Ligpypey © (=0 JE* €R:R(S > k%) =,
0(r) = Lgporey © (=1 IJE"cR:B(S 2 k%) = . (18.07)

Betrachten wir einen linksseitigen Test der Form

o =T+ Gy (18.08)
so gilt fiir k, :=sup {s ER: R(S < s) < a}und(, := % fir R(S = k) > 0, sowie
(o = 0 fiir P(S = k,) = 0. Die Werte k, = sup {s € R: P’([—00,s)) =R(S < s) < o}
bzw. k* = inf {s € R : B°((s,00]) < o} werden unteres baw. oberes a-Fraktzl der Verteilung

H%’S von S genannt. Das obere «-Fraktil ist der kleinste Wert s, oberhalb dessen hochstens die
P*-Wahrscheinlichkeit «, und es gilt insbesondere B (S > k%) < a < R(S > k%). O

§18.14 Definition. Sei (X, 2, (R)ge(o,1}) ein (binires) statistisches Experiment und L ein Dichtequo-
tient von B bzgl. . Jeder randomisierte Test der Form

Loy tCL oy (B+B)Li (18.09)

fiir einen kritischen Wert k € R und messbarer Randomisierung ¢ : {L =k} — [0, 1] wird
Neyman-Pearson-Test genannt.

§18.15 Bemerkung. Da L € Z eine numerische Zufallsvariable ist, gilt {L >k}, {L=k} e &
nach Eigenschaft A02.06 (i) und  ist somit 2" - %) ;;-messbar. Mit anderen Worten ein Neyman-
Pearson-Test ist in der Tat ein randomisierter Test. Wir halten weiterhin fest, dass sich ein
Neyman-Pearson-Test ¢ der Form (18.09) dquivalent mit p-Dichten f, f, € 2 von P und P
bzgl. eines beliebigen domierenden Malles . formulieren a6t und zwar geméai

(p = ]l{f]>k1ﬂ,} + C]l{f,:km,} (IE]) + I]?)'f.u.. (]8.]0)

Bezeichnet namlich L, die spezielle Festlegung (18.02) des DQ (bei verwenden der p-Dichten
f, und f,), so 1dBt sich in (18.09) wegen (18.03) {LZk} durch {L.Zk} und damit {f,~kf,}
ersetzen, die Gleichheit gilt nach (18.09) (R + R)-f.i.. O
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§18.16 (Neyman-Pearson-Lemma). Es seien (X, 2", (R)ocfo,1}) ein (bindres) statistisches Experi-
ment, L. ein Dichtequotient von B bzgl. R und I' = {P, B} die Menge der interessierenden
Parameter v(0) := B, 6 € {0,1}. Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : {B}
gegen die einfache Alternative H; : {IE’} zu vorgegebenem Niveau o € (0, 1) gilt:

(1) Es existiert ein Neyman-Pearson-Test p, der Form (18.09), ndmlich
Go = 1{L>k“} +Ca]l{L:ka}, (]8]])

wobei das obere o-Fraktil k* € R" der Verteilung B und die konstante Randomisierung
(™ € [0,1] gemdf3 (18.05) bzw. (18.06) bestimmt ist. Dieser Test schopft das Signifikanzni-
veau o aus, also E(p,) = a.

(i) Hinreichend und notwendig fiir die Optimalitdt eines a-Tests @ ist:
Es gibt eine Zahl k € R" mit

|1 fir L(z) >k
o(z) = { 0 fir L(z)<k (RP+BR)fa zeX (18.12)
oder dazu dquivalent fiir pi-Dichten f, und f, von B bzw. B bzgl. eines beliebigen domieren-
den Mapes yu gilt
1 fir fi(x) > kf(x)
o(x) == { 0 fiir f(z) < kE(2) p-fa. zeX (18.13)
und es gilt
keR, und E(p)=a (18.14)
oder
k=0 und E(¢)<a. (18.15)

(ii1) Jeder Neyman-Pearson-Test ¢ der Form (18.09) ist ein bester randomisierter Test zu seinem
Niveau E,(p) € [0, 1].
§18.17 Beweis von Satz §18.16. In der Vorlesung. 0

§18.18 Bemerkung. Nach Satz §18.16 (ii) ist ein a-Test mit (18.12) und (18.14) oder (18.15) ein bester
a-Test unabhingig von seinen Werten auf {L = k;}, so dass die Randomisierung wie in (18.11)
konstant gewihlt werden kann. Ein Neyman-Pearson-Test ¢ kann nicht-randomisiert gewéhlt
werden (vgl. Bemerkung §18.13), also Bild(y) = {0, 1}, wenn der Rand {L = k} eine
Nullmenge ist oder eine der Bedingungen (18.07) erfiillt ist. Die Aussagen des Satz §18.16 fiir
das Signifikanzniveau o = 0 oder o = 1 lassen sich durch Sonderbetrachtungen beweisen, dabei
ist das a-Fraktil wie in Bemerkung §18.13 erklart. O

§18.19 Korollar. Fiir die Macht 3, := E,(p,) eines besten Tests @, fiir Hy : {[E?} gegen H : {IE’} U
vorgegebenem Niveau o € (0, 1) gilt

(1) Bo 2 o,
(ii) ist der interessierende Parameter v(6) := B, 0 € {0, 1}, identifizierbar, also B # B, so gilt
/80 > Oé,

(i) E,(p,) < aimpliziert B, = 1, also aus B, < 1 folgt E,(yp,) = a durch Negation,
(iv) B <R impliziert 5, < 1 und damit E,(p,) = a.

56 Statistik 1



§18 Neyman-Pearson-Theorie 5 Testtheorie

§18.20 Beweis von Korollar §18.19. In der Vorlesung. O

§18.21 Bemerkung. Nach Satz §18.16 existiert stets ein bester a-Test, der das zugelassene Niveau
ausschopft, und dass jeder beste Test dies tut, falls die Verteilungen P und B dquivalent sind.
Die Tatsache, dass unter den «-Tests, also Tests ¢ mit E,(¢) < «, immer einen besten Test ,
mit E,(p,) = « gibt, impliziert mit Lemma §18.05 die Optimalitit von ¢, unter allen Tests mit

Eo(po) = a. O

§18.22 Definition. Es seien (X', 2", B) ein statistisches Experiment mit © C R, L, , ein Dichtequoti-
ent von [P bzgl. }? fiir alle 6,, 6, € ©, sowie S € 2 eine reelle Statistik. Die Verteilungsfamilie
R besitzt einen (streng) isotonen Dichtequotienten in S, falls gilt:

(iDQ1) Der Parameter @ ist identifizierbar, also 6 # 6, impliziert ? # B.

(iDQ2) Zu jedem Paar 6,, 6, € © mit 6, < 6, existiert eine (streng) isotone Funktion' hy 4 € 7
mit Lgmg‘ = hngl(S) (B + [FGD)—fu O

§18.23 Satz. Ist B mit © C R eine einparametrische Exponentialfamilie in 1(0) und S, so besitzt sie
einen (streng) isotonen Dichtequotienten in S, sofern 1) (streng) isoton ist.

§18.24 Beweis von Satz §18.23. In der Vorlesung. O

§18.25 Beispiel. In einem Binomialmodell X @ (Bin, r))rc(0,1) liegt eine Exponentialfamilie in 7(7) =
log(7/(1 — 7)) und S = X vor. n wichst streng monoton, so dass diese Familie einen streng
isotonen Dichtequotienten in X besitzt. Da

(M)l —m)n® (1 —m)\2/1—m\n
L xr) = =% = ( ) ( > , z€|0,n
o (@) (M) mz(1 — m,)ne (1 — ) 1—m, [0.m]
folgt die Aussage auch direkt aus der Isotonie in x des Dichtequotienten fiir 7 > 7. m

§18.26 Beispiel (Beispiel §18.04 fortgesetzt). Eine normale Lokations-Familie Ny (02} ist eine einpara-
metrische Exponentialfamilie in () = p/0 und S(x) = >, %i- 7 ist streng isoton, so dass
diese Familie einen streng isotonen Dichtequotienten in ) _, e[n] Ti besitzt. Da

L) = e (g 3 4w = ) = (= )2))

© icn]

= exp (M Z ;) exp (%(uz —u?), z eR.

o . 200
i€[n]

folgt die Aussage auch direkt aus der Isotonie in ) | ie[n] i des Dichtequotienten fiir po > p,. O

§18.27 Satz. Sei B mit © C R eine Verteilungsfamilie mit isotonem Dichtequotienten in S. Fiir o €
(0,1) und 6, € © gilt dann:
(1) Unter allen Test  fiir das einseitige Testproblem Hy : 0 < 0, gegen H, : 0 > 0., die das
Signifikanzniveau o ausschopfen, d.h. E,(¢) = «, existiert ein Test @, := ©°(S), der die
Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art gleichmdf3ig minimiert, ndmlich

s ?(s) =1y H (18.16)
wobei k* € R und (* € [0, 1] durch (18.05) bzw. (18.06) bestimmt ist, also gemdif3
E () =E(¢°) = B(S > k*) + ("B(S = k%) = a. (18.17)

1Jede isotone Funktion h : R — R ist Borel-messbar, also h € 728
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(i1) Der Test @, ist ein gleichmdflig bester Test zum Niveau « fiir das einseitige Testproblem
Hy:0 <0 gegen Hy : 0 > 0..
§18.28 Beweis von Satz §18.27. In der Vorlesung. O

§18.29 Bemerkung. Die Form des Test (18.16) sowie die Nebenbedingung (18.17) sind invariant ge-
geniiber streng isotonen Transformationen i : R — R der PriifgroBe S. Besitzt die Vertei-
lungsfamilie B einen isotonen Dichtequotienten in .5, so auch in 5 := h(S). Wir bestimmen den

kritischen Wert k¥ € R durch (18 05) bzgl. S, also gemal k* = inf {s ceR:P S > 5) a} =
inf {h(s) e R : IP(S > h(s)) < a} =inf {h(s) e R:R(S > s) < a} = h(k*). Damit erfiillt
der Test @, := ¢ (S) mit s — ¢°(3) := ]1{ ) +C* ]1{ . die Nebenbedingung (18.17), also

E,(p,) = [Ei({o"’) = «, und der Test @, besitzt mit Satz §18.27 die gleichen Optimalititseigen-
schaften wie ¢, aus (18.16). Andererseits gelten die Aussagen trivialerweise, da offensichtlich

3, =@ (S) = (8) = o, gilt. o

§18.30 Beispiel (Beispiel §18.26 fortgesetzt). Im normalen Lokations-Modell ist der einseitige GauB3-Test
gegeben in Beispiel §18.04 ein gleichméBig bester a-Test, da die Normalverteilungsfamilie

Ni (02} einen monotonen Likelihood-Quotienten in S(z) = Ziem 2; also auch in Z(z) =
001/5(5 (x) — npu,) besitzt. .

§18.31 Bemerkung.
(i) Die Giitefunktion S, (6) = [E,(y,) ist isoton und zwar streng isoton fiir alle Werte ¢ mit
B,.(0) € (0,1) (Ubung).

(i) Im Beweis wurde eine Konvexkombination ¢ von Tests betrachtet. Dieses Argument lédsst
sich wie folgt geometrisch veranschaulichen. Zu jedem Paar B, B ist die Menge C :=
{(E.(¢),E.(9)) : ¢ Test} C [0,1]* konvex (Menge der Tests ist konvex), abgeschlossen
(folgt aus dem Satz von Banach-Alaoglu) und enthélt die Diagonale (betrachte konstante
Tests). Neyman-Pearson-Tests entsprechen dann gerade der oberen Begrenzungskurve von
C. O

§18.32 (Verallgemeinerung des Neyman-Pearson-Lemmas). Es seien (X, 2", (R)ocqo,1}) ein (bi-
ndres) statistisches Experiment, §, Dichte von B, 6 € {0, 1}, bzgl. eines dominierenden Mafes i,
I' = {R, P} die Menge der interessierenden Parameter v(0) := B, 0 € {0,1}, sowie S € Z(B)
eine reelle Statistik. Ein Test der Form

L ]l{iﬂ>kafro+lﬂ5fro} - C]l{ff,:k"fUJrl“SfFU} (18.18)

mit k*,1* € R und messbarer Randomisierung ¢ : {f, = k*§,+ 1St} — [0,1], der fiir
a € [0, 1] die Nebenbedingungen

E(p) =a und E,(S¢)=aE(S) (18.19)

erfiillt, besitzt maximale Macht E, () in der Menge aller Tests, die (18.19) erfiillen.
$18.33 Beweis von Satz §18.32. Ubungsaufgabe. 0

§18.34 Bemerkung. Der Test (18.18) besitzt maximale Macht E,(¢) in der Menge aller Tests, die
(18.19) erfiillen, unabhingig von seinen Werten auf {f, = k*f, + [ Sf,}, so dass die Rando-
misierung auch konstant gewéhlt werden kann. O

§18.35 Definition. Ein Test o heiBt a-dhnlich auf ©' C O, falls E,(¢) = « fiir alle § € ©’ gilt. O
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$18.36 Lemma. Betrachte das Testproblem H, : 5 gegen H, : '. Die Parametermenge © =
SO A bilde einen metrischen Raum, 0#° C #° bezeichne den topologischen Rand
zwischen Hypothese und Alternative, und jeder Test besitze eine stetige Giitefunktion in allen
0 € 0.°. Ist , ein a-ihnlicher Test auf 0.7°, der bester unter allen auf 0¢° a-ihnlichen

Tests ist, so ist p, ein bester unverfilschter a-Test.
§18.37 Beweis von Lemma §18.36. In der Vorlesung. O

§18.38 Satz. Sei B eine einparametrische Exponentialfamilie in 1(0) und S. Weiterhin seien © C R,
0, € inn(©) und n streng monoton (wachsend oder fallend) und stetig differenzierbar in einer
Umgebung von 6, mit 1y, # 0. Fiir a € (0,1), k1, ko € R mit k1 < ko und (1,3 € [0, 1] erfiille
der Test @, := ¢°(S) mit

s SOO(S) - ]l{s<k1} + Cl]l{s:kl} + ]l{s>k:2} + CQ:[L{S:ICQ} (182())
die Nebenbedingungen
E.(¢) =E () =a und E,(S¢,)=aE,(9). (18.21)

Dann ist @, ein gleichmdifyig bester unverfilschter a-Test fiir das zweiseitige Testproblem H, :
0 =0, gegen Hy : 0 #0,.
§18.39 Beweis von Satz §18.38. In der Vorlesung. O

§18.40 Bemerkung. Die Form des Test ¢, (18.20) unter den Nebenbedingungen (18.21) ist invari-
ant gegeniiber affinen, streng isotonen Transformationen der Priifgrof3e. Besitzt die Verteilungs-

familie B einen isotonen Dichtequotienten in .S, so auch in S = aS+bfira e [Rt) und

b € R. Betrachten wir fiir die kritischen Werte k; = ak; + b und Cl = (, 1 € {1,2}, den Test
3, = @(S) mit5 — F(35) = ]l{ ) + Gl = + ]l{~>k ) + (1 {sr) 5© gilt offensichtlich

0, = {5"(5') = ¢°(S) = ¢, und @, erfiillt die Nebenbedingungen E, (p,) = E,(p,) = a sowie
E,(S?,) = oF,(S). Inder Tates gilt E, (S@,) = aE, (S¢,)+bE, (¢,) = aoE, (S)+ba = oF, (S).
Damit besitzt der Test , die glelchen Optimalititseigenschaften wie ¢, aus (18 20). Die Bestim-
mung von (kl, 1) und (ks, C) vereinfacht sich, wenn zusitzlich P =P  und S = h(S) €
Z(®), also [FDS € W, (%), fiir eine steng isotone Funktion gilt. Dann ist E, (S ) = 0 und die zwei-

te Bedingung in (18.21) ist fiir jeden Test ¢, = ¢ (S) mit ¢ (S) = ¢’(— S) erfiillt, also zum
Beispiel fiir eine Test der Form

% — /2 a/2
¢(s) = ]l{§<fk“/2} +¢ ]l{sszaﬂ} + 1{§>k“/2} +¢ ]l{;:ka/z}
a/2 ~
— ]1{|§|>k“/2} + ¢ / ]l{|§|:k‘*/2} (18.22)

wobei da§ obere «/2 Fraktil k*/2 von [@5 und /2 durch (18.05) bzw. (18.06) bestimmt ist, also
gemiB E; (3°) = o O

§18.41 Beispiel (Beispiel §18.30 fortgesetzt). Eine normale Lokations-Familie N (02} ist eine einpara-
metrische Exponentialfamilie in 7() = p/0? und strikt isotonen Dichtequotienten in S(z) =
> icn) Ti» da fur p, € R gilt n(po) = o, ~2 > (. Unter Verwendung von Satz §18.38 bestim-
men wir einen gleichmiBig besten unverfilschten Test von Hy : p = p, gegen Hy : p # .
Betrachten wir den Test ¢, (18.20) mit kritischen Werten k;, k; und Randomisierung (i, > un-
ter den Nebenbedingungen (18.21), so gilt unter Verwendung von Z = aoi/ﬁ(S — nt,) und

ki = — \F(k ni,), i € {1,2} gerade ¢°(z) = ]l{z%} + Cl]l{z:.gl} + ]l{z%} + CQ]I{Z:EZ} (vgl.
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Bemerkung §18.40). Unter N’g o2) beaitzt Z eine symmetrische N 1) Verteilung. Wiahlen wir
einen Test der Form (18.22), wobei wir auf Grund der stetigen Verteilung auf eine Randomisie-
rung verzichten, also ¢ = 0, sowie & = 2%/2 das obere o /2 Fraktil von No,1) ist. Damit lésst

sich der Test ¢, in der Form ¢, = ]l{Z> 2} + ]l{Z< L= =1 VRS schreiben. Der zwei-
z Za/2 X —pio|>2/2

seitige Gauf3-Test , ist also ein gleichmaBig bester unverfilschter a-Test. Die Hypothese im
zweiseitigen Testproblem wird also zum Niveau « abgelehnt genau dann, wenn die Hypothese
im entsprechenden rechtseitigen oder linkseitigen Testproblem zum Niveau «/2 abgelehnt wird
(vgl. Beispiel §18.04). m

§19 Bedingte Tests

In vielen Fillen sind bestimmte Parameter der Verteilung fiir einen Test nicht von Interesse
(unwesentlich), aber sie beeinflussen die Giite eines Tests (sogenannte Storparameter oder nui-
sance-Parameter). Ein wichtiges Beispiel ist der t-Test fiir Hypothesen iiber den Mittelwert p
im normalen Lokations-Skalen-Modell Np R Eine weitere wichtige Klasse bilden Mehrstich-
probentestprobleme, in denen das Verhiltnis von KenngroBen (wie Mittelwert) zwischen den
Stichproben getestet wird.

§19.01 Lemma. Ist T eine vollstandzge und erschépfende Statistik fiir B, und o ein auf ©" a-cdhnlicher
Test, so gilt [E,((p‘T) = o B fi.

§19.02 Beweis von Lemma §19.01. In der Vorlesung. O

nat

(0,7) € 6,, CR xR und (5,7) € 2 ® 2" mit der Darstellung (10.02). Wir zerlegen die
Parametermenge O,,, = 4 {{0} x O, : § € O, } mit O, := {7 € R":(,7) € ©,.} C [R{k
und ©7, ;= {0 € R : O, # 0} € R.Fir6, € O, betrachten wir die Zerlegung e
A, W A, mit

nat

A =00, N(—00,0] und Iy :=6,N(b,00),

sowie ©,,, = 0 |4 77 mit

nat nat

- L+J {{0} x©L,: 0} und Iy = L+J {{0} x &L, : 0 € A5 L.

Wir untersuchen das Testproblem der Nullhypothese Hj %”90" _gegen die Alternative H; :
A, wobei wir auch kurz schreiben /7, : 0/ < 0,7 € O, gegen Hy : 0 > 0,7 € O,.
Fiir ein fest gewibhltes aber beliebiges (6°,7°) € O,, bezeichne P := B _. eine spezielle Ver-
teilung und [E’( . ’T) eine reguldre Festlegung der bedingten Verteilung gegeben 7' bzgl. P.
Nach Korollar §10.13 (i) gibt es fiir jedes § € O}, eine von 7 unabhéngige regulire Festlegung
B.(|T) der bedingten Verteilung B, (e |T'), die fiir B'-f.a. t € R’ einen isotonen Dichtequoti-
enten in .S besitzt. Fiir ein vorgegebenes t € R" betrachten wir wie in Satz §18.27 den Test @ (S)
mit

s @(s) = ]l{s>ka(t)} + C“(t)]l{s:ka(t)} (19.01)
wobei das a—Fraktil k*(t) € R von )" und ¢(t) € [0, 1] durch (18.05) bzw. (18.06) bestimmt
ist, also E,, ( °( |T = ) = E ( ) = B t(( (), )) + ()R t({ko‘( )}) = a.
Nehmen wir dle Erwartung bzgl. B, auf beiden Seiten der letzten Glelchung, SO erhalten Wir,

xxxxx
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weiterhin, dass fiir jeden auf &%’gm a-dhnlichen Test ¢ auch E,, (gp|T = t) = afirP'-fa.t ¢
R" gilt. Somit schopft fiir P’ -f.a. t € R" der Test © das Signifikanzniveau « fiir das Testproblem
Hy : 3. gegen Hy : g, im statistischen Experiment (X, 27, (B.( o [T =t)), . ) aus.
Unter Verwendung von Satz §18.27 (i) sind die Fehler 1. und 2. Art des Tests ¢ nicht kleiner als
die des Tests ¢!(,S) gemaB (19.01), also fiir P -fa.te R gilt

E. () =E.(¢(S)|T=1t) <E.(p|T=1t) V0 € 75 und
E. () =E.(&(S)|T =t) > E.(¢|T =t) V0 € 5, .

Nehmen wir erneut die Erwartung bzgl. B’ auf beiden Seiten der letzten beiden Ungleichungen,
so gilt fiir o, = ¢}(S) und jeden anderen auf {6,} x O, a-ihnlichen Test ¢

E.(¢) <E.(p)V(0,7)€# und E, (p)>E.(p)V(0,1)€H .

Also ist ¢, ein gleichm@Big bester auf 8/%0“ _ a-dhnlicher Test. Ein Vergleich mit dem konstanten
Test, sowie die Stetigkeit der Giitefunktion erlauben uns dann, die Aussage von Satz §19.06 zu
zeigen. Vorher halten wir fest, dass mit ¢ aus (19.01) die Abbildung x — ¢,(z) = 7., (5(x))
wie oben angenommen ein Test ist, dazu muss die Abbildung (s,?) — ¢{(s) und damit die
Funktionen k® : R' — R mit ¢ — k*(t) sowie ¢* : R* — [0, 1] mit ¢ — ¢*(¢) Borel-messbar

sein. Dies ist die Aussage von Lemma §19.04. O

$19.04 Lemma. Es seien P eine reguliire bedingte Verteilung von S € 2 gegeben T € X * und
a € (0,1). Dann sind die folgenden Abbildungen Borel-messbare Funktionen:

(i) (s,t) = P ((—o0, s]) und (s,t) — P*""((—o0, 5));
(i) t— k() ;= inf{s € R : P""7((s,00)) < o} und
t = ko(t) :i=sup {s € R: P""7((—00,5)) < a};

(i) 5 C(1) = S

. a—P(5<ka(t)|T=t) .
t —> C()é(t) P Ps\T:t({ka(t)}) ]]'{[P’S‘T:f({ka(t)})>0},
(iv) (s,t) = f(s) = ]l{s>k“(t)} +¢ (t)]l{szlc“(t)} und
(5,8) = 92(s) =M oy + G,
§19.05 Beweis von Lemma §19.04. Witting [1985], Hilfssatz 3.61, S. 376 -

(esop U

§19.06 Satz. Gegeben sei eine natiirliche 1+ k-parametrische Exponentialfamilie B in (0,7) € ©,,, C
R xR, (S,T) € 2 @ 2" mit der Darstellung (10.02) und o € (0,1) sowie 0, € R mit
(0,,7) € inn(O) fiir ein T € R". Nach Korollar §10.13 (i) gibt es eine von T unabhiingige
Festlegung B°\" der reguliiren bedingten Verteilung B°". Dann ist ¢, := (S mit

(s,t) = @l(s) = ]l{s>kam} + (a(t)]]'{s:k“(t)}’ (19.02)

wobei fiir t € R' das obere a-Fraktil k*(t) € R von BY"=" und ¢(t) € [0,1] durch (18.05) bzw.
(18.06) bestimmt ist, also E,'. '(p?) = «, ein gleichmdfig bester unverfilschter o-Test fiir das

Testproblem der Nullhypothese Hy : 0 < 0,7 € ©.,, gegen die Alternative H, : 0 > 0, 7 € ..
§19.07 Beweis von Satz §19.06. In der Vorlesung. O

§19.08 Beispiel. Fiir n,m € N seien X (Poi;‘)aemo und Y ® (Poii”)bemo unabhingig. Es soll die

Hypothese H, : a < b gegen die Alternative Hy : a > b getestet werden. Fiir (a,b) € (R},)?
bezeichnen wir mit Poi;}" := Poi; ® Poiy" die gemeinsame Verteilung von X ~ Poi; und
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Y ~ Poiy". Dann ist (Poi;}")(4)e:,)> €ine 2-parametrische Exponentialfamilie beziiglich des
ZihlmaBes 2 auf N, da fiir # € N und y € N gilt

sn,m
dPOlab e na— mb

) = g O (e(@/t) 3 los®) (3 i+ 3 wi)).

i€n] i€[n] jelm]

Absorbieren wir die Funktion h(z,y) = ((TT; z:!)(IT; %5!)) ! im dominierenden MaB v := hy,
so liegt eine 2-parametrische natiirliche Exponentialfamilie [} mit der Darstellung (10.02) in

S(@,y) = Dicpy T T(@,Y) = X icpn) T + 2 jepny Y5 mit 6 = log(a/b) und 7 = log(b) vor.
Wir konnen also das reparametrisierte Testproblem Hy : 6 < 0,7 € R gegen H; : § > 0,7 €
R bei Vorliegen einer Beobachtung der erschopfenden Statistiken S und 7" betrachten. Nach
Satz §19.06 ist p, := ¢7(5) ein gleichméBig bester unverfilschter Test ¢, = ¢7(.S) mit

(s:1) = @(s) = {Ma 0} + ¢ ()1 [}

wobei fiir ¢ € R" das obere a-Fraktil k*(t) € R von B)"™ und ¢*(t) € [0,1] durch (18.05)
bzw. (18.06) bestimmt ist. Es bleibt eine Festlegung der reguldren bedingten Verteilung von S
gegeben 1" bzgl. B, zu bestimmen, die nicht von 7 € R abhingt. Zur Erinnerung, fiir (X,Y") ~
Poi; ® Poiy" sind S ~ Poi,, und T' — S ~ Poi,,, unabhingig, sowie 7' ~ Poi,,qpm. Firt € N
und s € Ny mit s < ¢ gilt
-n,m o o (an)® —an (bm)!=5 _pm
Poil " (5 = s|T = #) = Poi, " (S =s,T—-S=1t-5s) B T =

;1M — an+bm)t _ .
POla,b (T = t) ( - ) e—an—bm

__ Qanym)= (t) an o _bm .

(Y (an)im)t=i \s) an+bm” “an +bm

t P, 1 . na

(s><1—|—p)(1+p) e =
In dem Fall t = 0, also 7" = 0, ist natiirlich S = 0, so dass Poi;},"(S = s|T" = 0) = do(s),
s € Ny, gilt. Fir 7 := 7% /(1 + %) erhalten wir Poiy;" (S = s|T' = t) = Bing, ) ({s}) fir alle
t € Ny, wobei Bin g r) := dy. Damit héngt fiir alle 6 = log(a/b) € R und 7 = log(b) € R diese
Festlegung der bedingten Verteilung von S gegeben 1" bzgl. B, = PoiZ:g” in der Tat nur von 6

und nicht von 7 ab. Im Fall 8 = 0, also fiirallea = b € IRTO, vereinfacht sich diese fiir alle s € N,
Zu

[%)SlT:t — S‘T t P n,m S — T _ t _ B. - .t = )
T ({sh) = B ({s)) = Poij (S = |T = t) = Binge,(s) mitm, = ——
Firt € N, sei also gemdB (18.05) k%(t) = Bin(, . , das obere a-Fraktil einer Bin; .,)-Verteilung
und ¢“(¢t) € [0, 1] wie in (18.006), so dass der Test ¢ (.S) mit

s Els) =N . OO .

fiir t € Ny dass Niveau o ausschépft, also E,." '(¢7) = E,.(¢/(S)|T = t) = « gilt. Im Fall
t = 0ist Biny .y = 0 und (*(0) = a, also ng(S) mit s — ¢f(s) = « der konstante Test. Damit
ist der Test ¢, = ¢7(S) gegeben durch

nT=Bin{

(z,y) = Qo y) = ]l{m«>Bm ) +¢*(nT + my)]l{

(nT+mg,n/[n+m]) (nT+m7y, n/[n+m])}

ein gleichmdBig bester unverfilschter Test von Hy : a < b gegen H; : a > b zum Niveau
€ (0,1). Der kritische Wert als auch die Randomisierung hingen aber von nZ + my ab, und
miissen also bei der Anwendung des Test ¢, fiir jede Stichprobe neu berechnet werden m

62 Statistik 1



§19 Bedingte Tests 5 Testtheorie

§19.09 Beispiel. Wir bestimmen einen gleichmiBigen besten unverfélschten Test fiir den Mittelwert

einer normalen Lokations-Skalen-Familie N RY fiir das einseitige Testproblem Hy : p < 0,

o € [R gegen Hy : p > 0,0 € R\O unter Verwendung des Satz §19.06 (fiir allgemeines
Hy:p < < Lo, O € [R ,gegen Hy 1 j0 > p,,0 € IRTO verschiebe die Beobachtungen entsprechend,
X, = X; — 1), Dle Beobachtungen folgen einer zweiparametrischen natiirlichen Exponential-
familie in S(z) = 7, T(x) = >, 2 mit 0 = np/o®, 7 = —n/(20°). Wir kénnen also
das reparametrisierte Testproblem Hy : 0 < 0,7 € R gegen H; : 0 > 0,7 € R bei Vorlie-
gen der Beobachtung der erschopfenden Statistiken S und T betrachten. Nach Satz §19.06 ist
0, =1 {soton)} ein gleichmiBig bester unverfilschter Test, wobei wir auf Grund der stetigen

Verteilung auf eine Randomisierung verzichten und gemal (18.05) fiir jedes ¢ € R das obere

a-Fraktil k%(t) € R einer von 7 unabhéngigen regulidren Version P?"™=" der bedingten Verteilung
von S gegeben 1" = ¢ zu bestimmen ist. m

§19.10 Bemerkung. Die letzte Aussage zeigt, dass die regulédre bedingte Verteilung E’f'T nicht von dem
Storparameter T abhingt, dieser also fiir die Wahl von £%(¢) € R und ¢*(¢) € [0, 1] unerheblich
istx. Der kritische Wert als auch die Randomisierung hingen aber von ¢ ab, und miissen also
bei der Anwendung des Test ¢, fiir jede Stichprobe neu berechnet werden. Der Test wiire nicht-
bedingt wihlbar, wenn es eine von ¢ unabhingige Festlegungen der Priifverteilung )"~ giibe.
Die ndchste Aussage gibt eine hinreichende und notwendige Bedingung an, so dass die bedingte
Verteilung unabhiéngig von ¢ wihlbar ist. Diese benotigt die Suffizienz und Vollstindigkeit der
Statistik 7' fiir 7, nicht jedoch die Eigenschaft einer Exponentialfamilie. Dieses ist wesentlich,
da nur die erste, nicht dagegen die zweite dieser Eigenschaften unter gewissen Transformationen
erhalten bleibt. Die ndchste Aussage folgt aus Satz §09.22 und dem Lemma von Basu §11.03. o

$19.11 Korollar. Es seien T € 2" eine erschopfende und vollstindige Statistik fiir die Verteilungsfa-
milie B, . auf (X, Z ) und S € X eine weitere Statistik Dann sind dquivalent:

(i) Die Statistik S ist unwesentlich, ihre Verteilung B, = B°. hingt nicht von v € ©” ab.

(i) Die bedingte Verteilung [E,'EY,T: ist unabhdingig von t wéhlbar.
Jede dieser Aussage impliziert die Giiltigkeit der folgenden beiden Aussagen:
(iii) S und T sind stochastisch unabhiingig unter jedem B ., 7 € 0",

(iv) Fiir alle « € (0, 1) ist der Test aus (19.02) als nicht-bedingter Test wiihlbar.

§19.12 Beweis von Korollar §19.11. In der Vorlesung. O

§19.13 Lemma. Es seien B eine dominierte Verteilungsfamilie auf (X, 2), T € 258 e X, q:
R™ = R™ mir (s, t) — g(s, t) (hy(s),t) eine Borel-messbare Abbildung, S := hT(S)
2 und (S T) = g(S,T) € 2. Dann gilt: Ist T erschépfend und vollstindig fiir B*", s
auch fiir I]j’(b o

§19.14 Beweis von Lemma §19.13. In der Vorlesung. O

§19.15 Bemerkung. Der einseitige Test aus (19.01) ist invariant gegeniiber Transformationen s >
§ := Iy(s) bei festem ¢, falls h; streng isoton ist (vgl. Bemerkung §18.29). Dann ist ndmlich
s > k(1) dquivalent mit s = hy(s) > h,(k*(t)) =: k(t), und analog s < k“(t) bzw. s = k°(t)
mit 5 < k(t) bzw. § = k*(t). Die Moglichkeit den Test ¢, aus (19.02) nicht-bedingt zu wihlen,
beruht nun darauf, eine streng isotone Transformation %; zu finden, derart dass die Verteilung
von S = hp(S) auf (X, 2, B,,,..) unwesentlich ist. O

§19.16 Korollar. Zusdtzlich zu den Annahmen von Satz §19.06 sei (s,t) — g(s,t) := (hi(s),t) eine
Borel-messbare Abbildung und S = hp(S), derart dass die Verteilung B, = B° von S unabhin-
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gigvon T € O, also S unwesentlich fiir B, . ist. Existiert eine R®" Einsmenge &, so dass
auf € die Abbildung s — hy(s) streng isoton ist, so ist der Test

Ligpy + L o (19.03)

wobei das obere a-Fraktil k* € R von R% und ¢ € [0,1] durch (18.05) bzw. (18.06) bestimmt
ist, ein gleichmdfig bester unverfilschter a-Test fiir das Testproblem der Nullhypothese H :
0 <0, 7 € O, gegen die Alternative H, : 0 > 0,,7 € ©.,.

§19.17 Beweis von Korollar §19.16. In der Vorlesung. O

§19.18 Beispiel (Beispiel §19.09 fortgesetzt). Sei ( i)ie[[n]] ® N&XRTU’ so besitzt T\n = \é—fyn mit X, =

1 w Doicn] Koo S, = ()12 ynd 5P =-L D iepy (X — X ,,)? unter N{p 02 flr jedes o € R,
eine Student- tn,l-Vertellung mitn—1 Frelheitsgraden, kurz f ~t,_1 (vgl. Eigenschaft A05.09
(ii1)). Fiir den gleichmifBig besten unverfilschten Test ¢, = {S o) mit S = X, und T =

= D icpay X7 im Beispiel §19.09 blieb fiir jedes ¢ € R die Bestimmung des oberen a-Fraktils

k*(t) € R einer von 7 unabhingigen reguldren Version IP’S‘T " der bedingten Verteilung von

S gegeben T' = t. Wir halten fest, dass T'(z) — (S(2))? = % ZZGM (:L’Z 7)? € R, fir alle
x € Bild(1,,)° gilt, wobei Bild(1,,)¢ eine N . -Einsmenge ist. Da S = L (T — S?) gilt, ist

RxR},
fn — iTi\/S . hp(S) auf Bild(1,,)¢, also Ng. . -f.ii., erkldrt. Weiterhin gilt 0 < S? < T

auf Bild(1,) und fiir alle ¢ € R ist die Funktion s — hy(s) auf (—t'/%,¢'/?) ungerade
und streng isoton. Da T’ Vollstandlg und suffizient fiir die Verteilungsfamilie [E’D}X@ ist und

die Verteilung von Tn, namlich T ~ t,_1, unter B, nicht von 7 abhingt, sind T und T
unabhiingig unter jedem B, (Korollar §19.11). Bezeichnen wir mit t{)_, das obere a-Fraktil
einer t,_;-Verteilung, wobei wir auf die Randomisierung auf Grund der stetigen Verteilung
von T}, verzichten, so sind der urspriingliche gleichmifig beste unverfilschte a-Test ¢, (19.02)

und der Test o, = 1 Foin ) Nr o -f.. dquivalent. Zusammenfassend, fiir jedes 1, € R ist

der einseitige t-Test ¢ = 1

RxR},
(Repoon-125,45 ) also ein gleichméBig bester unverfilschter Test von
ntn—1

Ho:p < po, 0 € R gegen Hy = pu> pip,0 € R O
§19.19 Satz. Es gelten die Voraussetzungen des Satz §19.06. Der Test @, := ¢3(.S) mit
(S, t) —> QO?(S) = ]l{s<ki’(t)} + Cil(t)]l{s:k‘f(t)} + 1{s>k§’(t)} + CZa(t)l{s:kE’(t)}’ (]904)

wobei fiir a € (0,1) und fiir jedes t € RF die kritischen Werte k&(t), kS(t) € R und die
Randomisierung ({'(t), (5 (t) € [0, 1] gemdfs der Nebenbedingungen

E" 7 (¢) = [Ea,,,.(%o(S)|T =t)=a und
E,.(Sg(S)|T =t) = aE,.(S|T =t) (19.05)

bestimmt sind, ein gleichmdif3ig bester unverfilschter a-Test fiir das Testproblem der Nullhypo-
these Hy : 0 = 0,, 7 € O, gegen die Alternative H; : 0 #0,T € Sim
§19.20 Beweis von Satz §19.19. In der Vorlesung. O

§19.21 Bemerkung. Der zweiseitige Test aus (19.04) ist invariant gegeniiber affinen, streng isotonen
Transformationen (vgl. Bemerkung §18.40). Dies gibt uns erneut die Moglichkeit, den Test
nicht-bedingt zu wihlen. Eine explizite Angabe der kritischen Werte £{(¢), k5(¢t) € R die Lo-
sung der Nebenbedingungen (19.05) sind, ist im Allgemeinen nicht méglich. Im Spezialfall einer
symmetrischen bedingten Verteilung ES'T " konnen wir wie in Bemerkung 18.40 die kritischen
Werte k$(t), kS (t) € R als unteres bzw. oberes a/2 Fraktil von E," ~ wihlen. O
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§19.22 Korollar. Zusdtzlich zu den Annahmen von Satz §19.06 sei (s,t) — g(s,t) := (hs(s),t) eine
Borel-messbare Abbildung und S = hr(S), derart dass die Verteilung IPS IP’S € W(%) von

S symmetrlsch und unabhiingig von T € O, also S unwesentlich fiir B, ist. Existiert eine

{0,}x 0%,

R*" Einsmenge &, so dass auf £ die Abbildung s — hi(s) streng isoton ist, so ist der Test

— /2
@, = ]l{\§|>%a/2} "‘C 1{‘§|:%a/2}7 (]906)

wobei das obere o /2-Fraktil k*/? € R von B § und (*/* € [0,1] durch (18.05) bzw. (18.06)
bestimmt ist, ein gleichmdpf3ig bester unverfalschter a-Test fiir das Testproblem der Nullhypothese
Hy:0 =0, 7 c 0., gegen die Alternative H, : 0 # 0,, 7 € O,,..

§19.23 Beweis von Korollar §19.22. In der Vorlesung. O

§19.24 Beispiel (Beispiel §19.18 forigesetzt). Sei (X;)ic[i,n] © N&Xm, S0 besitzt j;n = g—fyn = hp(S)

unter N’(lovag) fiir alle 0 € [RTO eine Student-t,,_-Verteilung. Die Abbildung s +— h,(s) ist unge-

rade und streng isoton auf dem Bild von Bild(1,,)¢ unter (S, T), wobei Bild(1,) eine N R:"
Einsmenge ist. Weiterhin ist 7" vollstéindig und suffizient fiir die Verteilungsfamilie F,,, ound dle
Verteilung von fn, niamlich f ~ t,_1, unter B, hdngt nicht von 7 ab, und f und 7' sind somit
unabhingig unter jedem R, (vgl. Korollar §19.11 und Beispiel §19.18). Bezeichnen wir mit to‘/ >
das obere «/2-Fraktil einer t,,_;-Verteilung, wobei wir auf die Randomisierung auf Grund der
stetigen Verteilung von fn verzichten, so sind der urspriingliche gleichmiBig beste unverfilsch-

te a-Test i, (19.04) und der Test p, = 1 {iFiers) Ni RY -f.ii. dquivalent. Zusammenfassend,

fiir jedes 1, € R 1st der zweiseitige t-Test ¢ = ]l{‘ X125/ ) also ein gleichmiBig bester

unverfilschter Test von Hy : p1 = po,0 € R}, gegen Hy : pn # po,0 € R, O

§20 Likelihood-Quotienten-Test

§20.01 Definition. Sei (X', 2", R) ein u-dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion
L(A) = dR/du € 2 fiir 6 € O. Fiir nicht-leere Teilmengen ©°, ©' C © heibt

SUpgeer L(0) "
SUPpeep L(6) ~ {swpocert@<r }

+

Ay = ceZ (20.01)

Likelihood-Quotienten-Statistik. Jeder randomisierte Test der Form
SO = ]]-{A” ‘>k'} + C]I{A‘, ‘:k} /J—fu (2()()2)

fiir einen kritischen Wert k € R und messbarer Randomisierung C : { Ay o = k} — [0, 1] wird
Likelihood-Quotienten-Test (bzgl. A, ) genannt. 0

§20.02 Bemerkung. Liegt ©' dicht in © und ist 0 — L(0) u-f.i. stetig, so gilt fiir den Maximimum-
Likelihood-Schitzer 6, falls er existiert, supyce: L(6) = supycg L(6) = L(6). Dies ist der
Ausgangspunkt fiir die folgende asymptotische Theorie. O

.....

In der Darstellung (l().()l) mit v = hp gilt dann

Ao o (x) = 9lenef° exp((B(z) — 6, S(x)) — A(B(z)) + A(6,)) v-fa.zeX.
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Gilt weiterhin 0 € inn(0O,,), so folgt £, (S) = T(r) gemdB Lemma §16.04 fiir v-fa. z € &
und daher mit Lemma §17.03 (iii)

log (Aee) = eiengfo KL® R) v-fi.

Mit anderen Worten, die Log-Likelihood-Quotienten-Statistik log (A, ., ) gibt die Divergenz
der zum MLS ¢ € O,,, gehorenden Verteilung P zur Familie der Verteilungen (R )gceo, an. O

§20.04 Lemma. Sei B mit © C R eine Verteilungsfamilie mit isotonem Dichtequotienten in S. Fiir
a € (0,1) und 0, € © betrachten wir das einseitige Testproblem Hy : #° = © N (—c0, 0]
gegen Hy : 7' = © N (0,,00) und die Likelihood-Quotienten-Statistik A := A ,. ., so gilt:

(i) Der Likelihood-Quotienten-Test ¢, = 1 {aore) + (*1 {acke} wobei das obere o-Fraktil

E* € R von IB’A und (* € [0,1] durch (18.05) bzw. (18.06) bestimmt ist, minimiert die
Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art gleichmdifSig unter allen auf {6,} «-
dhnlichen Tests.

(i) Der Test @, ist ein gleichmdfig bester Test zum Niveau « fiir das einseitige Testproblem
Hy:0 <0 gegen Hy : 0 > 0..
§20.05 Beweis von Lemma §20.04. In der Vorlesung. O

§20.06 Bemerkung. Sei B mit © C R wie in Lemma §20.04 eine Verteilungsfamilie mit isotonem
Dichtequotienten in S. Betrachten wir fiir 6§, € © ein zweiseitiges Testproblem H : #° =
{6,} gegen H, : A" = ©\{0,} sowie die Likelihood-Quotienten-Statistik A, .. Dann ent-
hélt der Ablehnbereich eines Likelihood-Quotienten-Tests bzgl. A . ,. ein Ereignis der Form
{S & [ki, ko]}, allerdings ist der Test im Allgemeinen nicht mehr unverfilscht, wie folgendes
Beispiel zeigt. Sei X @ Poig:, dann ist A, . = exp(X (log(X/6,) — 1) + 6,) und der Ablehn-
bereich des entsprechenden Likelihood-Quotienten-Tests mit kritischen Wert k£ € R; enthélt
{X(log(X/6,) — 1) > log(k) — 6,}. Da die Funktion = + z(log(z/6,) — 1) auf (0,6,) nicht-
positiv und streng antiton sowie auf (6,, 00) streng isoton ist, entspricht fiir log(k) > 6, das
Ereignis { X (log(X/6,) — 1) > log(k) — 6,} einem einseitigen Ablehnbereich {X > E} Hin-
gegen sind im Fall einer Normalverteilung ein- und zweiseitige Gaul3- und t-Tests Likelihood-
Quotienten-Tests. O

§20.07 Vorbemerkung. Im Folgenden betrachten wir wie im Satz §17.22 eine Folge p-dominierter
Produktexperimente (X", 2", B"))nen mit © C R", marginaler Likelihood-Funktion L(0) =
dP/dp € 2" und marginaler Loglikelihood-Funktion 0(0) = log(L(0)) € Z . Existieren
weiterhin ein MLS 6, und #” im statistischen Modell (X", 2™, B") bzw. (X", 2", R) fiir eine
Teilmenge ©° C O, dann gilt Ay o(z) = [L;cpy (L(@(m),xz)/L(@?(x), x;)) fiir die entspre-
chende Likelihood-Quotienten-Statistik. Unter Verwendung des Kontrastprozesses IA{(G) c 2"
mit K (6, z) = -1 > icgny L0, ;) (vgl. Korollar §17.06) ldsst sich somit die Loglikelihood-
Quotienten-Statistik wie folgt schreiben:

log(Ay o (2)) = n(K, (0} (z), z) — K,(0,(x), 2))
= sup Z (0, ;) — sup Z 00, z;) =: Xn(x)

0
06 i€[n] 0€e i€[n]

Unter den Annahmen von Satz §17.22 ldsst sich nun die asymptotische Verteilung der Statistik
A, bestimmen, die es erlaubt einen Likelihood-Quotienten-Test anzugeben, der asymptotisch ein
vorgegebenes Signifikanz-Niveau einhilt. O
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§20.08 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Satz §17.22.
(i) Betrachte das Testproblem Hy : 0 = 0, gegen 0 # 0, fiir ein 0, € inn(0©). Dann gilt fiir die
Loglikelihood-Quotienten-Statistik \,(x) = suPgeo D iepay €00, %) — D e (0., ;) unter

R die Verteilungskonvergenz 2/):n D, Xz.

(ii) Aligemeiner fiir v € [k] seien A € R™ eine Matrix mit rg(A) = r, a € R und © =
AN A C R mit A° = {0 € © : A0 — a) = 0}. Dann gilt fiir die Loglikelihood-
Quotienten-Statistik A, () = suPpeg D icpay £ (0 Ti) —SUPge 0 D icpny £(0, i) unter jedem
P mit 6, € #° N inn(O©) die Verteilungskonvergenz 2X, D, X2

Insbesondere hdlt der Likelihood-Quotienten-Test p = 1 i) (im Fall ) r = k) auf 7° N

n > Xr,a

inn(©) asymptotisch das Signifikanzniveau o € (0, 1) ein, wobei X%a das obere o-Fraktil einer
X2-Verteilung mit r Freiheitsgraden bezeichnet und wir auf Grund der stetigen asymptotischen
Verteilung auf eine Randomisierung verzichten.

§20.09 Beweis von Satz §20.08. Shao [2003], Theorem 6.5, S. 432 O

§20.10 Bemerkung.

(1) Der Likelihood-Quotienten-Test wird asymptotisch verzeiliungsfrei genannt, da die asym-
ptotische Verteilung von )\ . unabhingig von 6, € ©" ist.

(i1) Die asymptotische Verteilung von 2)\n ist unter lokalen Alternativen §# = 6, + h/\/n eine
nicht-zentrale x2-Verteilung (vgl. van der Vaart [1998], Satz 16.7). Fiir feste Alternativen
0 € " ist der der Likelihood-Quotienten-Test ¢, = 1 ooz} damit konsistent, es gilt

n > X7,

also 3, () I,

(i11)) Der Wald-Test und der Score-Test sind zwei weitere asymptotische Likelihood-Tests. Ein

Wald-Test ist von der Form 1 [t} mit oberem «-Fraktil x7 , einer x3-Verteilung als
Xk ’

kritischem Wert und Wald-Test-Statistik W,, = n(Z, (5 —40,), (5 — 6,)) unter Verwen-

0.
dung des MLS 6,, da unter den Bedingungen von Satz §17.22 W, asymptotisch eine y?2-
Verteilung besitzt. Ein Score-Test ist von der Form 1 (oo, } mit Score-Test-Statistik R,, =
Bn>Xj o

%(Z;l > icn] 06, X;), > icn] ((6,, X;)), die unter den Bedingungen von Satz §17.22 eben-
falls asymptotisch eine y?2-Verteilung besitzt (Shao [2003], Theorem 6.6, S. 434). O

§20.11 Beispiel. Wir fithren n € N unabhingige Experimente durch, deren Ergebnisse in einer end-
lichen Menge [k], & € N, liegen, und zéhlen die Haufigkeiten n; € [n] der einzelnen Er-
gebnisse ¢ € [k], also n = >,y n;. Wir mochten anhand der beobachteten Haufigkeiten

(ni)ic] € ﬂn]]k Hypothesen iiber die unbekannte Wahrscheinlichkeit p; € [0, 1] des Auf-
tretens der einzelnen Ergebnisse ¢ € [k] treffen. Der zufillige Vektor N = (N;);cpx) der
Hiufigkeiten besitzt dann eine Multinomial-Verteilung mit Parametern n € N und Parame-
tervektor p = (pi)iep—1y € © = {z € [0,1]** : > iefk_1y ¥ < 1} mit der Konvention
pr =1 =2 cqp_qy Pi- Wir schreiben kurz N @ (MN(,, ;) )pee. Betrachten wir fiir n = 1 das
entsprechende statistische Experiment (X = {() 115, 2% (MN 1) )peo), so ist die Statistik N
erschopfend fiir das Produktexperiment (X", 2%, (MN? (1 ))pco) und somit ist die obige Asym—
ptotik fiir n — oo anwendbar. Der MLS fiir p ist p,, = N so dass fiir ©° = {p°} fiirein p° € ©
die Loglikelihood-Quotienten-Statistik erfiillt

N ( i ) Hze[[k]] n;/n)"
A((ni)iepy) = log (—+—% n; log(n;/(np?)). (20.03)
( © ) ( (nlnk) HzE[[k] (pz) Z%k]]
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Bezeichnet . die Erwartung bzgl. B := MN{} ., so gilt E.(N') = np° sowie fiir i € [k] auch
E,. ((N; —np?)?) = np? (1 —pf), also [Epo ((N —np9)?/(np?)) = 1 —p? < 1. Unter Verwendung

der Entwicklung (z + h)log((z +h)/x) = h+h?/(2x) + o(h? /x) sowie >, g Ni = n gilt fiir
X = X(N ) asymptotisch damit

Ni - nplo 2 0 o
2N\ =2 Z — npf) % +o((N; — npz>2/(np7,)))
ic[k] !

_ Z (N; —np?)? + 0'&?%'(1)'

ie[k] P

Betrachten wir das Testproblem H, : p = p° gegen H; : p # p°, so konvergiert unter der
_np2)2 . . . . .
Nullhypothese #° = {p°} auch 3=, .y (Nlanl) in Verteilung gegen eine x?_,-Verteilung mit

k — 1 Freiheitsgraden. m

§20.12 Definition. Sei N © (MN, ;)),co multinomial-verteilt mit bekanntem Parameter n € N und

unbekanntem Parameter p € ©. Dann heiBt Q,, = 3,y % Pearson’s x*-Statistik und

fiir das Testproblem H, : p = p° gegen H; : p # p° wird p = 1 x2-Test genannt.

{Q>xi,1,a}

$20.13 Korollar. Der y2-Test hiilt unter der Nullhypothese Hy : p = p° asymptotisch das Signifikanz-
niveau o € (0, 1) ein.

§20.14 Beweis von Korollar §20.13. Die Behauptung folgt direkt aus Satz §20.08. O

§20.15 Bemerkung. Der y?-Test dient hiufig als Goodness-of-fit Test. So kann zum Beispiel getestet
werden, ob jede Ziffer einer Zufallszahl mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt. Dies ent-

spricht dem Fall £ = 10, Anzahl der Ziffern n und pj = - - - = p§ = %0. O
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§21 Rangtest

§21.01 Vorbemerkung. Auf dem Stichprobenraum (R", %") betrachte die Statistik 7 : R" — R" mit
z = T(z) = (Ti(2))igfn) und Ti(z) := min{c € R : >, 1, ., > i} firi € [n]. Da
Ti(z) < Ty(x) < - < Tp(z) fir alle x € R” gilt, wird die Statistik 7" (und auch jede andere
Statistik mit dieser Eigenschaft) Ordnungsstatistik genannt (vgl. Beispiel §09.01). Weiterhin
bezeichne S,, die symmetrische Gruppe vom Grad n, also die Menge aller Permutationen der
Zahlen [n], wobei wie iiblich die Abbildung s : i — s(i) =: s; mit dem Vektor s = (5;)ic[n]
identifiziert sei. Wir bezeichnen mit s~ € S, die zu s € §,, inverse Permutation, also id;, =
sos~ = s~ os. Fiir eine Permutation s = (s;)ic[,] € S, und einen Vektor z = (2;);efn) € R’
schreiben wir kurz =, := (., ),c[,]. Versehen wir die endliche Menge S,, mit ihrer Potenzmenge
2" als o-Algebra, so wird jede #"-2°"-messbare (Borel-messbare) Abbildung S := (S;)ie[, :
R" — S,, also S7'({s}) € %" fiir alle s € S,,, zufiillige Permutation auf (R", #") genannt.
Die entsprechende zufiillige inverse Permutation S~ : R — S, ist festgelegt durch id, =
S™(z) o S(z) = S(z) o S~ () fiir alle € R", und natiirlich auch Borel-messbar. Der zufillige
Vektor Xg : R" — R mit 2 —= Xg(z) := (T5,))icln] = TS@) = Pses, Ls1,(S(x)) (eine
endliche Summe Borel-messbarer Abbildungen = +— w14, (7)) wird zufillige Anordnung
genannt. O

§21.02 Definition. Eine zufillige Permutation O = (O, ;e[ auf (R", #") heiBt Ordnungspermutation,
wenn die entsprechende zufillige Anordnung Xo : R® — R" mit 2 — 2¢(,) eine Ordnungssta-
tistik ist, als 2o, (x) < Toy@) <+ < To,(») flUralle x € R" gilt. Eine zufillige Permutation
R = (R))ie[n) auf (R", #") heiBt Rangpermutation, wenn die zugehorige zufillige inverse Per-
mutation O := R~ eine Ordnungspermutation ist. Fiir jedes i € [n] heiBt die i-te Koordinate
R;(z) von R(x) Rang der i-ten Koordinate von z € R". O

§21.03 Bemerkung. Auf der Borel-Menge {; # z; }:= {(i)icfny € R : 2 # x;,Vj € [n] \
{i},Vi € [n]} ist eine Ordnungspermutation O nur eindeutig festgelegt. Fiir z € R", Permutati-
ono = O(z) € S, und i € [n] entspricht der Wert an der i-ten Position im geordnenten Vektor
z, gerade dem Wert an der o;-ten Stelle in z. Andererseits, fiir die Permutation r := R(z) € S,
der Rangpermutation R := O~ ist der Wert an der r;-ten Position im geordnenten Vektor x,
gerade gleich dem Wert an der i-ten Position im Vektor . O

§21.04 Anmerkung. Die Abbildung R* = (R});c[n) : R* = S, mitz — R} (z) := > e Lomay T
> jein] Yoiayy fUr jedes ¢ € [n] ist eine Rangpermutation. In der Tat, fiir jedes z € R" ist
r = R*(z) € S, (r : [n] — [n] ist injektiv, und damit auch bijektiv) und die inverse
Permutation o := r~ erfiillt z,, < z,, < --- < z,,. Da jede Koordinate von R* eine %-
2["]_messbare Abbildung ist, ist also R eine Rangpermutation. Auf der Borel-Menge {;z' i F .;z:(,}
ist jede Rangpermutation R = (R;)ie[n) eindeutig durch R;(z) = > Liyeey = B (2),
i € [n], festgelegt. Wir bezeichnen fiir y € R wie bisher mit [ (y) := |]3(]1(_007y]) mit F(y, z) =
1 i ]l{my} € [0, 1] fiir alle z € R" die empirische Verteilungsfunktion. Fir r := R(z) und

0:=r"mitz € {x; # z;} sind die beiden Gleichungen i = nF (,,, ) und r; = nF (z;, z) fiir
jedes ¢ € [n] erfiillt. O

§21.05 Vorbemerkung. Wir nehmen im Folgenden an, dass P := ®ie[[n]] P € W(#") ein Produkt-
maB auf dem Stichprobenraum (R", %") ist, wobei fiir jedes i € [n] die Randverteilung P €
W(#) eine Lebesgue-Dichte f, = dP/d\ € %" und somit P" <« X" auch eine Lebesgue-Dichte
[Ticpy & = dP"/dX" € (#")" besitzt. Da das Komplement {wi=a;} = {a; #2;} der

Borel-Menge {xZ #* xj} eine Lebesgue-Nullmenge ist, ist es auch eine P'-Nullmenge. Fiir jede
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Rangpermutation R auf (R", %") mit entsprechender Ordnungspermutation O := R~ gilt somit
To\(x) < TOx(z) <+ < To, () fir P'-fa. z € R". Insbesondere ist fiir P"-f.a. z € R" der
Rangvektor R(z) = (R;());c[n) (und damit die Rangpermutation R) eindeutig durch R;(x) =
> et Yoyeay = nE (x;, ) fiir jedes i € [n] festgelegt. O

§21.06 Lemma. Es seien P" € W(#") ein Produktmaf3 auf (R",%") mit identischer Randverteilung
P € W(®), Verteilungsfunktion F(y) := P((—o0,y]), y € R, und Lebesgue-Dichte f = dP/
d\ € B, sowie R eine Rangpermutation auf (R", B") mit entsprechender Ordnungsstatistik
Xo fiir O :== R™. Dann gelten die folgenden Aussage:

(1) R ist unter "  gleichformigverteilt (Laplace-verteilt) auf der symmetrischen Gruppe S,,
also (P")E({s}) = (P'oR)({s}) =P'(R=s) = 4, s € Sy, kurz R ~ (P")® = Us,.

(i1) R und der geordnete Vektor X sind unabhiingig unter P".

(iii) Die Verteilung (P")*° von Xo besitzt eine Lebesgue-Dichte %0 (z) = n!1,(z) [Ti-, T (),
r € R™, mit B = {(x;)icpn] € R™, 01 < ... < 2p}.

(iv) Fiir jedes i € [n] besitzt die Verteilung der i-te Koordinate von X unter P eine Lebesgue-
Dichte t%(z) = i(7)|F ()| 1 — F(2)[""'f (z), z € R.

§21.07 Beweis von Lemma §21.06. In der Vorlesung. O

§21.08 Definition. Fir P,P € W(%) heilit P stochastisch kleiner als P, kurz [? < [P, wenn fiir alle
ceRgilt P((c,00)) < P((c, 00)). Gilt zusitzlich P # P, dann schreiben wir 2 < [P. O

§21.09 Bemerkung. Vereinfachend besagt P < [P, dass Beobachtungen von P typischerweise kleiner
sind als Beobachtungen von P. O

§21.10 Beispiel. Fiir a,b € R und 0 € [RTO betrachte zwei Normalverteilungen N, ,2) und N, 52
auf (R, ). Dann gilt N(,,2) < N ,2) genau dann, wenn a < b. Allgemeiner sei B ei-
ne Lokations-Familie auf (R, %) mit Likelihood-Funktion L bzgl. des Lebesgues-MaBes, also
L(0,z) = L(0,z — 0) furalle z € R und § € © (vgl. Definition §14.01). Ist die Lebesguedichte
L(0) strikt positive auf R, dann gilt B < [? genau dann, wenn 6, < 0,,. O

§21.11 Motivation. Fir P,P € W(%) mochten wir die Nullhypothese H, : P = P gegen die Al-
ternative H; : P < P testen. Vereinfachend, meint dies, dass wir die Nullhypothese ablehnen
mochten, wenn die Beobachtungen von P signifikant kleiner als die Beobachtungen von P sind.
Wir betrachten dazu eine (pooled) Stichprobe von n = m + [ unabhéngigen reellen Zufalls-
variablen X = (X;);c[,, also mit Werten in (R", %"), wobei die ersten m und die letzten
Zufallsvariablen identisch P-verteilt bzw. [P-verteilt sind. Die Nullhypothese mochten wir also
ablehnen, wenn die Beobachtungen der ersten m Zufallsvariablen signifikant kleiner sind als die
Beobachtungen der letzten [ Zufallsvariablen. Gegeben eine Rangpermutation R auf (R", %")
und eine Beobachtung € R" scheint es verniinftig die Nullhypothese abzulehnen, wenn die
Summe der ersten m Rénge (erste Gruppe), also Wo(z) = >, Ri(z), signifikant kleine-
re Werte als die Summe der letzten [ Rénge (zweite Gruppe), also W (z) = >, ) Rivm(2),

annimmt, wobei definitionsgemédB Wo(x) + W (z) = 37,y Ri(x) = Dicquy i = n(n2+1)

gilt. O

§21.12 Lemma. Fiirm,l € Nundn := m+1 seien R = (R;);c[y] eine Rangpermutation auf (R", #"),
Upi = R = [0,ml] mit © v Upi(2) = 3cpuy 2iep) Losormy Wo = Diepmy Fi und
W= 3" ey Rivm. Fiir alle v € {z; # x;} gilt dann Wy(x) = Un(z) + M und somit
W () = ml — Upy(z) + 42,

§21.13 Beweis von Lemma §21.12. In der Vorlesung. O
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§21.14 Bemerkung. Betrachten wir die Teststatistik 1/, oder die dazu dquivalente Teststatistik U,,; so
lehnen wir die Nullhypothese H, : P = P gegen die Alternative [/, : P < P ab, wenn U,,;; < ¢
oder dazu dquivalent W, < c+ m(";“l) fiir einen kritischen Wert ¢ € (0, kl] gilt. Dieser Test heif3t
(einseitiger) Mann-Whitney U-Test oder Wilcoxon Zweistichproben Rangsummentest. Die auf
W, basierende Version wurde von Wilcoxon [1945] vorgeschlagen, wihrend die U,,;-Version
unabhiéngig davon von Mann and Whitney [1947] untersucht wurde. Die Wahl des kritischen
Wertes beziiglich eines vorgegebenen Signifikanzniveau o € (0, 1) beruht wie bisher auf der
Verteilung der Statistik U,,,; oder einer asymptotischen Approximation unter der Nullhypothese.
Die nichste Aussage zeigt, dass unter der Nullhypothese die Verteilung von U,,; in dem folgen-
den Sinn verteilungsfrei ist. Ist 2 = P stetig-verteilt, dann ist die Verteilung von U,,,; eindeutig
festgelegt und unabhiéngig von der zugrundeliegenden Verteilung P. O

21.15 Lemma. Fiirm,l € Nundn =m + [ sei P' € W(%") ein Produktmaf3 mit identischer Rand-
verteilung P < \. Fiir k € [0, ml] gilt dann P" (U, = k) = N(k;m,1)/(}), wobei N (k;m,1)
die Anzahl aller Zerlegungen Zze[[m]] = k von k in m aufsteigend sortierte Zahlen k1 < ko <

< ki, aus der Menge [0, 1] ist. Insbesondere gilt P" (U, = k) = P"(U,y = ml — k).
§21.16 Beweis von Lemma §21.15. Georgii [2015], Satz 11.26, S. 342 O

§21.17 Bemerkung. Fiir kleine Werte von n kann die Anzahl N (k;m,[) mit Hilfe kombinatorischen
Abzihlens exakt bestimmt werden. Fiir groe Werte von n kann die exakte aber rechenintensi-
ve Berechnung der Fraktile der Verteilung von U,,; unter Verwendung einer geeigneten asym-
ptotischen Approximation umgangen werden. Im Folgenden seien m und [ derart, dass m + [
unbeschrinkt wichst. Formal betrachte wir Folgen (m,)nen und (1, )nen mit m,, + [, = n fiir
jedes n € N. Wir nehmen weiterhin an, dass m,,/n Miniataps (0,1) und dementsprechend
o/ 7% 1 — 4 gilt. Zur einfacheren Darstellung lassen wir den zusitzlichen Index n weg und
schreiben weiterhin kurz n = k + [ mit m/n === ~ sowie [/n = 1 — . O

§21.18 Satz. Fiirm,l € Nundn = m + [ sei P" € W(B") ein Produktmaf} mit identischer Randver-
teilung P < \ und somit stetiger Randverteilungsfunktion . Betrachte U, : R" — [0, ml] und

Tml . Rn — R mlll‘ — Uml(x) = Z’LE[[TTL]] Z]E[[l]] 1{zi>mj+7!L} Ltl’ld

x> Tz —lz (x;) mz (Tjtm) —ZZ (x;) —1/2) mz (Tjm) — 1/2)

i€[m] j€ll] i€[m] Jell]

Weiterhin definiere v, = ml(n+1)/12, T}, .= T/ /Ui sowie U, := (Upy —ml/2) / /Ui
Falls m/n "= v € (0,1) so gilt U*,, — T, = o,.(1), T*, EN N(o,1) und somit U}, LN No,1)
fiir n — oc.

§21.19 Beweis von Satz §21.18. Georgii [2015], Satz 11.29, S. 344 O

§21.20 Bemerkung. Fiir n = m + [ unabhingige reelle Zufallsvariablen (X;);c[») mit identischer
Randverteilung > und (Xj,,)jcp mit identischer Randverteilung P betrachte den Test

1 TPy der die Nullhypothese Hy : > = P gegen die Alternative H; : > < P also

ablehnt, wenn U,,,; < ml/2 + Zar/Umi gilt, wobei z,, das untere a-Fraktil einer Standardnormal-
verteilung N g 1) ist und wir auf Grund der stetigen asymptotischen Verteilung auf eine Randomi-
sierung verzichten. Dieser Test hilt asymptotisch das Signifikanzniveau ein, da nach Satz §21.18
unter der Nullhypothese gilt P*(U,y < ml/2 + 2za/Upi) AEREN No,1)((—00,24)) = « fiir
m/n o, v € (0,1). Betrachten wir dagegen das Testproblem Hy : P = P gegen P > P
so lehnen wir die Nullhypothese ab, falls U,,,; > ml/2 + 2%,/Up,;. In der Vorlesung Statistik I
wird die asymptotische Macht eines Rangtestes mit der eines t-Testes unter lokalen Alternativen
verglichen. m
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This chapter presents an introduction to nonparametric estimation of cur-
ves along the lines of the textbooks by Tsybakov [2009] and Comte [2015]
where far more details, examples and further discussions can be found.

§22 Introduction

Nonparametric density estimation. Consider for a non-empty set of parameters © a fa-
mily B of probability measures on (R, %) which contains the distribution of an observable
real random variable, X & B. The family B captures the prior knowledge about the distribu-
tion of the observation. For example, a family given by a set of parameters © containing only
one singleton, i.e., © = {6,}, and hence X ~ B for some probability measure B € W(A),
means, the data generating process is known to us in advance. On the contrary, a parameter
set © = W(2) reflects a lack of prior knowledge. A parametric model B for some parameter
set © C R provides in a certain sense a trade-off between both extremes. In this chapter our
aim is to avoid an assumption of a finite dimensional set of parameters. For example, consi-
der (X;)icn] p e W(4%), that is, an independent and identically distributed sample with
common probability measure P € WW(%). A reasonable estimator of the associated cumulative
distribution function (c.d.f.) F(t) := P((—o0,t]), t € R, is the empirical cumulative distri-
bution function (e.c.d.f.) F () := P((—o0,t]), t € R. For each ¢ € R, E(¢) is an unbiased

~ ~

estimator of [ (¢) with variance Var(E,(t)) = XF(¢)(1 — F(¢)). Consequently, [, (¢) converges in
probability to F (), and thus it is a consistent estimator. Moreover, by the law of large numbers
(Eigenschaft A06.05 (1)) the convergence holds almost surely in any point and also uniformly,
by Glivenko-Cantelli’s theorem, i.e., ||[E — F|l» = o(1) P-a.s.. If we assume in addition that PP
admits a Lebesgue density then [ is a unbiased estimator with minimal variance, by Lehman-
Scheffé’s3 theorem. However, comparing different probability measures using their associated
c.d.f.’s is visually difficult and as a consequence, other measures for dissimilarities are typically
used. Consider, for instance, for two probability measures P and P on (R, #) their total va-
riation distance given by [|P — P|lrv := sup{|P(B) — P(B)|, B € #}. We note that for any
probability measure P € W(#) admitting a Lebesgue-density we have ||[P — [I3| v = 1 P-as.
for any n € N. As a consequence the empirical probability measure @ 1s not a consistent estima-
tor of P in terms of the total variation distance. In other words, dependending on the measure of

accuracy (metric, topology, etc.) a different estimator of P might be reasonable.

§22.01 Lemma (Scheffé’s theorem). Let P, B> € W(%) admit a ji-density p and p, respectively, for some
€ M(#). Then |P =Ry = ju(lp —pl) = 5lp —p

§22.02 Proof of Lemma §22.01. is given in the lecture. 0

RAMDE

In the sequel let D be the set of Lebesgue densities on (R, %), and hence D C .4 = Z(%, ).
P = pA and E, denote for each density p € D the associated probability measure and expec-
tation, respectively. We consider the statistical product experiment (R", ", B' = (P"),ep) and
(Xi)iepn) © B'. Typically, for s > 1 we access the accuracy of an estimator p of p either by a

local measure, e.g. "(|p(t) — p(t)|*), for t € R, or by a global measure, e.g. B"(||p — pl,) =
P"(A(|Jp — p|®)), with a focus on the special cases s = 1 and s = 2.
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§23.01

6 Nonparametric estimation §23 Kernel density estimation

Nonparametric regression. We describe the dependence of the variation of a real-valued
random variable Y (response) on the variation of an explanatory random variable X by a functio-
nal relationship E (Y‘X = x) = f(x) where f is an unknown functional parameter of interest.
For a detailed discussion of the case of a deterministic explanatory variable we refer to Tsyba-
kov [2009]. Here and subsequently, we restrict our attention to the special case of a real-valued
explanatory variable X, and hence, a random vector (Y, X) taking values in (R”, %"). The joint
distribution of (Y, X) is uniquely determined by the functional parameter of interest f, the condi-
tional distribution of the error £ := Y — f(X) given X and the marginal distribution of X which
are generally all not known in advance. However, the joint distribution is typically parametrised
by the regression function f only and we write shortly (Y, X) ~ P. Thereby, the dependence
on the marginal distribution P* of the regressor X and the conditional distribution of the error
term ¢ given X is usually not made explicit. For sake of simplicity, suppose in addition that the
joint distribution P of (Y, X') admits a joint Lebesgue density p. Denoting by p* the marginal
density of X we use for the conditional density p x of Y given X the P-a.s. identity p*p =P
(see Bemerkung C03.03 (ii1)) which allows for P-a.e. z € R to write

q(z) = f(2)p*(z) = E(Y|X = 2)p*(2)
= /R YR, (¥)dyp™ () = /R yp(y, z)dy. (22.01)

Consequently, the function of interest is P-a.s. given by f = q/p* which motivates the fol-
lowing estimation strategy. Given a sample of (Y, X) estimate separately g and p~, say by q
and p*, and then form a estimator f = @ /P~ (possibly in addition to be regularised). There are
many different approaches including local smoothing techniques, orthogonal series estimation,
penalised smoothing techniques and combinations of them, to name but a few. In the sequel let
F be a family of regression functions and for each f € F denote by P and E, the associated
probability measure of (Y, X) and its expectation, respectively. We denote by P the family of
possible distributions of (Y, X'), but keep in mind, that the distribution P of (Y, X) is generally
not uniquely determined by f € F only. If ((Y;, X;))ic[,j form an independent and identically

distributed (i.i.d.) sample of (Y, X') ~ P then P ®Z€[[n]] P> denotes the joint product probabi-

lity measure of the family ((Y;, X;))icpn). We write ((Yi, Xi))icn] RS R or ((Yi, Xi))ieny ~ B

for short. We denote by B' := (F") s+ the corresponding family of product probability measu-
res. For s > 1 we access also the accuracy of an estimator f of f either by a local measure, e.g.

'(1f(t) = f(8)]), for ¢ € R, or by a global measure, e.g. (| f = fI|%) = B"(A(f = f]))
with a focus on the special cases s = 1 and s = 2.

§23 Kernel density estimation

Throughout this section we consider the statistical product model (R", Z", ' = (P"),cp) and

let (Xi)icn] v P = pA € W(%) be real-valued random variables with Lebesgue density

peDCZL=ZL(#) andc.df. F.

Definition. A function K € % with A\(K) = 1 is called a kernel. Given a bandwidth b € R,
and an evaluation point z, € R define K,(z,) € & with z — K,(z,,z) := 1K (22). The

statistic p(z,) = PK,(z,) € #" satisfying

"= (Iz)ze[[n]] = [P’ Lo, T Z K ZEO,IZ = b

1/6 [[n] i€ II’VLE

is called kernel density estimator of p(z,). O
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§23.02 Remark. Since F(z +b) — F(z —b) = pA(Jz — b,z + b]) for any b € R, we have F (z +b) —
F(z —b) ~ p(x)2b for b sufficiently small. Replacing the unknown [ by its empirical counter
part I, Rosenblatt [1956] proposed for p(z) the estimator p(z) € 9" given by

2b

1 xlfx _ 1 l mlfx
=520 wlew(B5E) = D EK (5) = 1 ) K@)
i€n]

= [[n]] S [[n]]

n

" = (T5)icm) — @(:p,x") =

SIH

setting K (¢) := 1,_,,,(¢) for ¢t € R. Observe that K is a density, which in turn implies that

z +— p(x,2") is a density for each b € R and 2" € R" as well. Parzen [1962] introduces a
kernel A" and a bandwidth b as in Definition §23.01 and studies the more general kernel density
estimator p(r) = PK,(z), v € R. Note that A\(p) = 1 since A(K) = 1 by assumption. If the
kernel K is in addition positive, i.e. K € %ﬂ then @ is a density. An alternative motivation for
a kernel density estimator provides the following lemma. O

§23.03 Lemma (Bochner’s lemma). For b € [RTO, T, € Rand K € £ define K,(x,) € £ with
K, (z,,2) = %K(x_bxo) x € R. Ifg € A is continuous in x, and bounded, i.e.,
then lim,_, )\(gK,,(a:o)) = g(z,) A (K).

§23.04 Proof of Lemma §23.03. is given in the lecture. O

§23.05 Example. Kernels typically considered are the rectangular kernel K (u) := 11,_,,(u), the tri-
angular kernel K (u) := (1 — |u|)1_, , (u), the Epanechnikov kernel K (u) := 2(1 —u?)1_, , (u)

or the Gaussian kernel K (u) := —&= exp(—u?/2). O

Local measure of accuracy.

§23.06 Definition. The mean squared error of a kernel density estimator p(z,) satisfies

~

mse, (z,) = [E;( p

(zo) — p(z0)[*) = var, (z,) + |bias, (z,)]* atapointz, € R
by introducing a variance and a bias term, respectively,
var, (z,) 1= [E;(@(xo) — [Eg(@(xo))F) and bias, (z,) == [E;(@(:po)) — p(z,). -
In the sequel we analyse separately the variance and bias term.

§23.07 Lemma. Letp € Z and K € LN L with \(K) = 1. Foreachz, € R, b € R} andn € N
we have var, (z,) < (nb)~[|pll. [ K%

§23.08 Proof of Lemma §23.07. is given in the lecture. O

§23.09 Remark. Let p € £ be continuous, and suppose that K € £ N .Z satisfies A\(K) = 1.
By Lemma §23.07 var,(z,) < (nb)~!||p|lz|K||%. On the other hand, since bias,(z,) =
MpK,(z,)) — p(z,) from Bochner’s Lemma §23.03 follows |bias, (z,)| = o(1) as b — 0. By
combining both results, we obtain for any sequence (b, ),,en of bandwidths satisfying 1 = o(nb,),
i.e. nb, — oo, and b, = o(1) that mse, (z,) = o(1) as n — oco. As a consequence, the kernel
density estimator is consistent, but its rate of convergence might be arbitrarily slow. Here and
subsequently the bandwidth depends on n but we drop from now on the additional index n and
write shortly 1 = o(nb) or b = o(1) as n — oc. 0.
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§23.10 Lemma. Let p be twice-differentiable with second derivative p € Z. If K,id:K € %,
MK) =1and X(id. K) = 0, then |bias, (z,)| < b*1(|p|l2 A(id: |K|) forall z, € R, b € R,
§23.11 Proof of Lemma §23.10. is given in the lecture. O

§23.12 Remark. Let p € £ be twice-differentiable with second derivative p € £ and suppose
that K € £ N % satisfies id; K € 4, AM(K) = 1 and A\(id,K) = 0. By combination of
Lemmata $23.07 und §23.10 follows for all b € R", n € N and uniformly for all z, € R

\0?
mse, (7o) < (nd) ' Ip [l 2 || K% + b5 1B 1% (A(dz] K7))*.

The first and second term on the right hand side is increasing and decreasing, respectively, as b
tends to zero. Therefore, let us minimise the right hand side as a function of 0. Keep in mind that

M(b) := a(nb)™ + cb*, b € R, attains its minimum M (b,) = b(g5;) /PP =20/ GO at

a - . Il 15112 - .
b, = (2_&)1/(2[3+1)n 1/(26+1) Thus, choosing b, = (||n@||§ioﬁ°@dz|f|>>2>l/5n 1/5 we obtain

. ) 4/5 _
sup mse, (7,) < (1512 (\Ge2 [K)2) " (Ipll 2 1K %)M 05,

roER

We shall emphasise that the optimal bandwidth b, depends not only on the kernel but also on
characteristics of the unknown density p, and hence, it is in general not feasible in practise. 0O

§23.13 Lemma. Let p € £, be continuous in x, and K € £ N LN L with \(K) = 1. If 1 = o(nb)
and b = o(1) as n — oo, then \/nb(p(z,) — E, (p(z,))) N N(0,02) with 0% := p(z,)A\(K?).
§23.14 Proof of Lemma §23.13. is given in the lecture. O

§23.15 Remark. In addition to the assumptions of Lemma §23.13 let p be twice-differentiable with
second derivative p € .Z. continuous in z,, and let id;K € % with \(id,K) = 0. Then,

b=*bias, (z,) = 3P(z,)A(diK) + o(1) as b — 0 by Bochner’s Lemma §23.03. Therefore,
setting y := %{b(xo))\(idﬁl() we have \/nbbias, (z,) = p + o(1) as bn'/* — ¢ € R’ and

\0?

thus \/nb(p(z,) — p(,)) N N(u02) due Lemma §23.13. Moreover, we conclude similarly

VIb(B(x0) — p(,)) 2+ Ng g2y, if bn'/5 = o(1). 0
§23.16 Definition. A kernel K satisfying in addition idJ K € % and \(id) K') = 0 for each j € [I] is
called a kernel of order | € N. 0

§23.17 Remark. For arbitrary [ € N the construction of a kernel of order [ and several examples are
given, for instance, in Tsybakov [2009], section 1.2.2, or Comte [2015] section 3.2.4. O

We denote by | /7| the greatest integer strictly less than the real number £.

§23.18 Definition. For 3, L € R the Holder class H($3, L) on R is aset of | = | 3] times differentiable
functions f : R — R whose derivative f() satisfies |f"(z) — fO(y)| < Lz — y|?~! for all
z,y € R. O

$23.19 Lemma. Suppose thatp € H(S3, L) and let K be a kernel of order | = | 3| satisfying |id,|° K €
. Then, |bias,(z,)| < V'£A(|id.|°| K|) for each z, € R, b € R and n € N.

§23.20 Proof of Lemma §23.19. is given in the lecture. 0

§23.21 Remark. Let p € H(f3, L) and suppose that K € % is a kernel of order [ = [/ satisfying
in addition |idR|BK € Z. By combination of Lemmata §23.07 und §23.19 we conclude that
uniformly for all z, € R

mse, (2,) < (nb) Pl MK [*) + % (FA(Gd* K ]))"
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Minimising the right hand side as a function of b leads to an optimal bandwidth b, = c¢n~1/(26+1)
with constant given by ¢?*28(£\(|id.|?|K|))? = ||p||2 A(|K])2. Consequently, by choosing
the optimal bandwidth b, we have sup,, g mse,(z,) = O(n~?*/(%+1)) However, the optimal
bandwidth b, depends again on characteristics of the unknown density p, and hence, it is gene-
rally not feasible in practise. O

§23.22 Theorem. Suppose thatp € H(5, L) and let K € £ be a kernel of order | = | 3] satisfying in
addition |id,|°K € Z. Fix c € R, and set b, := cn™ ") then for alln € N

sup  sup [E"f\@(;co) — p(%)ﬁ < Cn*Qﬁ/(ZBJrl)’
zo€R peH(B,L)ND ’

where C' € RTD is a constant depending only on (3, L, c and on the kernel K.
§23.23 Proof of Theorem §23.22. is given in the lecture. O

Global measure of accuracy.
§23.24 Definition. The mean integrated squared error of a kernel density estimator @ € & satisfies
mise, := E, ([p — pll%) = A(var,) + A(|bias,|*) for a density p € .Z
using the variance and bias term as in Definition §23.06. O
We study now separately the integrated variance and bias term.
2325 Lemma. Let K € £ N .Z with \(K) = 1. We have X(var,) < (nb)'|| K |%, for any density

peD beR andne N
§23.26 Proof of Lemma §23.25. is given in the lecture. 0

§23.27 Definition. For §, L € R, the Nikol’ski class N'(3, L) on R is a set of [ = | 3] times differen-
tiable functions f : R — R whose derivative f satisfies || f)(s +t) — | < L|t|?~ for all
teR. O

§23.28 Lemma. Suppose that p € £ NN (B, L) and let K be a kernel of order | = || satisfying
id|"K € Z. Then we have ||bias, || % < b*£A(|id.|°|K|) for each b € R}, and n € N.

§23.29 Proof of Lemma §23.28. is given in the lecture. 0

§2330 Remark. Let p € ZNN(B,L) and let K € % be a kernel of order [ = || satisfying
lid.|° K € Z. By combination of Lemmata $23.25 und §23.28 follows

. _ . 2
mise, < (1) VK% + 0 (5A(id )

Minimising the right hand side as a function of b leads to an optimal bandwidth b, = ¢n~"/#+1
with constant given by ¢***128(£\(|ids|?|K]))* = A(K?). Consequently, by choosing an opti-
mal bandwidth b, we have mise, = O(n~2%/(25+1)) However, the optimal bandwidth b, depends
again on characteristics of the unknown density p, and hence, is in general not feasible in prac-
tise. O

§23.31 Theorem. Suppose that p € £ NN(B,L) and let K € % be a kernel of order | = |[3]
satisfying in addition |id,|’K € Z. Fix c € R}, and set b, = cn™"/***Y then for all n € N

[Eg“@ . [FDH?S,@ < Cn—2ﬁ/(2ﬂ+1)’

where C' € RTD is a constant depending only on (3, L, c and on the kernel K.
§23.32 Proof of Theorem §23.31. is given in the lecture. O
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Data-driven bandwidth selection.

§23.33 Oracle choice. Considering mise, (b) := [E;||p — p||% of a kernel density estimator p the choice
of the bandwidth b is crucial. For instance, an ideal value b, of the bandwidth satisfies mise, (b,) =

inf{mise, (b) : b € R }. Note that for a given density p, the estimator p , if b, exists, has minimal
mise, (b,) within the family {p : b € R, ”
varying bandwidth. Unfortunately, mise, (b) = E; |p — p||%; depends on unknown characteristics
of the density p. Therefore, both the bandwidth b, and the kernel density estimator @ remain

purely theoretical and thus they are often called oracle. O

} of all kernel density estimators with fixed kernel and

§23.34 Cross validation. A common idea is to minimise an unbiased estimator rather than mise, (b) =
J(b) + A(p?*) with J(b) := E;(A(p*) — 2A(pp)). We observe that A(p*) does not depend on
the bandwidth b and hence, the oracle choice b, if it exists, satisfies J(b,) = min{J(b) :
b € R} }. To construct a unbiased estimator of .J(b) it is sufficient to estimate E;(A(p*)) and
E,(A(pp)) without bias. Obviously, A(p?) is an unbiased estimator of E,(\(p®)). For z, € R,
i € [n] and 2" = (2;)iepny € R" we consider P~ (2., ") = 25 > cpupv iy 5 (%0, 25), and
([@(@*l)) (") =+ > jequy B '(25,2"), hence p~'(z) € #" and ﬂa(@*l) € %", where the latter by

n
construction is an unbiased estimator of E;, (A(pp)). Note that for each i € [n] the i-th coordi-
nate map =" +— [[i(z") := x; and @"' are independent in a statistical product experiment, which

in tun implies, that 2™ ~ p~*(z;, 2") is an unbiased estimator of E;(A(pp)). To summarise, for

n’) — %[FAD(@‘l) is an unbia-

sed estimator of J(b), i.e., J(b) = E*(J(b)). Recall, that the oracle b, minimises both mise, (b)

-~

and E;{J(b)} over b € R,. Therefore, a reasonable and feasible choice b of the bandwidth, if

\0°
it exists, satisfies J(b) = min{J(b),b € R }. Finally, we define the cross-validation estimator

each b € R, the (leave-one-out) cross-validation criterion j(b) = A(

o~

@. Note that @ is a kernel density estimator with random bandwidth b depending on the sample
only. Under appropriate conditions the mise of the estimator p is asymptotically equivalent to
that of the oracle kernel density (pseudo)-estimator @ O

§24 Nonparametric regression by local smoothing

Here and subsequently, we consider a statistical product experiment (R%, %’2”, B') as introduced
in Abschnitt §22. Let ((Y;, X;))ic[n) be an i.i.d. sample of (Y, X') ~ B. Introducing the coordi-
nate maps II,, I, € Z° with (y,x) — I, (y,z) == y and (y,x) — II,(y,x) := x we tactically
identify Y and X with [T, and I],, respectively, and thus, (Y, X') with the identity id,.. We denote
by P* the marginal distribution of the regressor X and by [E, (Y ‘ X ) a conditional expectation of
Y given X (see Kapitel C).

§24.01 Assumption. The random vector (Y, X) € (%°)? obeys P*-a.e. a nonparametric regression
model E, (Y|X ) = f for some unknown regression function f € F.

(NPR1) The error term € := Y — f(X) has a finite second moment, i.e., ¢ € Z(p), and hence,
E,(¢) = 0. We set 02 := E,(?). The error term ¢ and the explanatory variable X are
independent.

(NPR2) The joint distribution P of (Y, X) admits a joint Lebesgue density p € (%), i.e.p =
dP/dX and P = pX. Denote by p* the marginal density of X. Using for the conditional
density p*™ of Y given X the P-a.s. identity p*p"™* = p (see Bemerkung C03.03 (iii))
define q := fp* asin (22.01). O
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§24.02 Heuristics. Given a bandwidth b € RTO and evaluation points Yo, T, € R define K,(y,) and
K, (x,) as in Definition §23.01. The statistic @(yo, z,) =P (K, (yo, Y) K, (0, X)) € B

(y’x)n = ((y27 z))ze[[n]] — [p(yoaxoa Yy, x Z K yoayz xoaxz)
Jjelnl
is a kernel density estimator of the joint den51ty p € Z(X) evaluated at (y,,z,). Exploiting
A(K) = 1 the marginal p*(z,) := IP’K (20, X) = [a B(Wo, To)dyo € 2" is a kernel density
estimator of the marginal density p* € %4 evaluated at z, € R. Keeping (22.01) in mind we
estimate g(z,) by replacing the unknown density p by its kernel estimator p, that is, g (=) :=
fR yO@(yo, To)dy, € %" If the kernel K is in addition of order 1, i.e. Aidz K') = 0, then we
have g, (z,) = P(Y K,(z,, X)) where g, (z,, (y,z)") = %Zje[[n]] y: K, (x,, x;) for all (y,z)" =

(i, 24) )icpn) € R O

§24.03 Definition. Given a kernel K of order 1, a bandwidth b € R"

\0?

the statistic fb(a;o) = g,’}(% o ([ (20)]) € " defined for all (y, z)" € R™ by

and an evaluation point z, € R

~

q]b(l‘o, <y7x)n> o I(b(xo7xi)

Ror o)) = B () — 2 Y5 g B )

lf |@X(xoa <y7 ) )’ € IR\U

J€[n]

and f(mo, (y,z)"™) = 0 otherwise, is called Nadaraya—Watson estimator of f(z,). O

Local measure of accuracy.

24.04 Remark. We make use of the properties of a kernel density estimator derived in Abschnitt §23
in order to analyse the estimator @X of p*. As a consequence, it remains to consider the estimator

q, of g. We consider first its mean squared error at a given point x, € R , that is,

4, (o) — a(2o0)|” = var,(z,) + |bias, (z,)|*

by introducing a variance and a bias term, respectively,

mse, (z,) = E,

var, (z,) = E;|q,(z,) — [E;L@b(xoﬂ2 and bias, (z,) == E;q,(z,) — q(z,).

In the sequel we analyse separately the variance and bias term. O

§24.05 Lemma. Under Assumption §24.01 let f,p* € £ and K € £ N %L with \(K) = 1. For each
2, € R, b € R and n € N we have var,(z,) < (nb) " (|| f1% + 02) [|p* |y K%
§24.06 Proof of Lemma §24.05. is given in the lecture. O

Recall the Definitionen §23.16 und §23.18 of a Holder class and a higher order kernel.

§24.07 Corollary. Under Assumption §24.01 let q € H(B, L) and let K be a kernel of order | = | 3]
with |id,|° K € Z. Then, (@0)| S VEN([ida|?|K]) for each z, € R, b € R], n € N.

§24.08 Proof of Corollar §24.07. Due to the identity bias, (z,) = A(K,(z,)q) — q(x,) the assertion
follows immediately from Lemma §23.19 (replace the density p by q). O

§24.00 Remark. We note that f,p* € % implies q = fp* € Z. Suppose that q € H(5, L)
and let K € % be a kernel of order [ = |3] with |id,|°K € £. Combining Lemma §24.05
und Corollar §24.07 we have

sup mse, (,) < (n0) (1% + o2 P e | K% + 8 (EA(idl?|K)% 2400

roER
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Suppose further that p* € H(f, L), then combining Lemmata §23.07 und §23.19 an upper
bound of mse,. (z,) 1= Ej|p*(2,) — p*(z,)|? is given by (see Remark §23.21)
_ : 2
sup mse,(2,) < (nb) ~|p* |2 || K ||% + 0™ (5 (1da || K])) " (24.02)
To€

Therefore minimising the right hand side in Gleichungen (24.01) und (24.02) as a function of b
leads to an optimal bandwidth b, = ¢n~"/*#*1) with constant ¢ € R}, depending on f, p* and
K. 0

§24.10 Proposition. Under Assumption §24.01 suppose that q,p* € H(5,L) and let K € £ be a
kernel of order | = | 3] with |id.|° K € Z. Fix c € R}, and set b, = cn™"/* D _If p¥(z,) > 0

then | f (z,) — f(x,)[2 = O, (n=20/25+1),
§24.11 Proof of Proposition §24.10. is given in the lecture. -

§24.12 Remark. It is straightforward to show that under similar assumption as used in Lemma §23.13
the asymptotic normality of g (z,) holds true, which due to Slutky’s lemma (Eigenschaft A06.03)

allows then to establish the asymptotic normality of ]f(a;o) O

Global measure of accuracy.

§24.13 Remark. We make use of the properties of a kernel density estimator derived in Abschnitt §23
in order to analyse the mean integrated squared error of the estimator @X under the additional
assumption p* € Z. As a consequence, it remains to study the estimator g, of q € %, where

nliseq} = [E?Ha]b - q”??ﬁ = )\(Waru]) + )‘(“biaSWF)
using the variance and bias term as in Remark §24.04. O

We study now separately the integrated variance and bias term.

§24.14 Lemma. Under Assumption §24.01 let f € Z(P*) and K € LN L with \(K) = 1.
b € R and n € Nwe have A(var,) < (nb) ‘o || K ||%, with 0% = E,(Y?) = P*(f?) +
§24.15 Proof of Lemma §24.14. is given in the lecture. O

For all
o2,

Recall the Definitionen §23.16 und §23.27 of a Nikol’ski class and a higher order kernel.

§24.16 Corollary. Under Assumption §24.01 let q € £ NN (B, L) and let K be a kernel of order
= |B] with |id,|°K € Z. Then, ||bias, || 4 < b"2X(|ide|?|K]) for all b € R, n € N,

§24.17 Proof of Corollar §24.16. Making use of the identity bias,(z,) = A(K,(z,)q) — q(z,) and
replacing g by the density p the assertion follows immediately from Lemma §23.28. O

§24.18 Remark. Let f € Z(P"), q € LZNN(B,L) and let K € £ be a kernel of order | = ||
satisfying |id, |5 K € . Combining Lemma §24.14 und Corollar §24.16 we have

mise, < (nb) " oZ||K|% + b (5A(id.?| K ). (24.03)

Suppose further that p* € £ NN (8, L), then combining Lemmata §23.25 und §23.28 an upper
bound of mise,. := Ej||p* — p*||%, is given by (see Remark §23.30)

mise,. < (nb) || K ||% + 0% (EA(Jid|?|K]))*. (24.04)

Therefore minimising the right hand side in Gleichungen (24.03) und (24.04) as a function of b
leads to an optimal bandwidth b, = ¢n~'/(?**1) with constant ¢ € R, depending on f, p* and
K. O
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In order to derive an upper bound for the mise of fb\ we use in the next assertion a regularised
version which makes use of a stronger assumption, that is, p*(z) > p, for all x € A, for some
known constant p, > 0 and measurable support A € ZA.

§24.19 Proposition. Under Assumption §24.01 suppose that f € ZP"), q,p* € LNN(5, L) and
let K € % be a kernel of order | = || satisfying |id.|°’K € £. Assume in addition that
p*(x) > p, for all x € A, for some known constant p, > 0 and set A € AB. Consider the

q,(2) ) forall x € A. Fixc € [RTO

-~0
regularised Nadaraya—Watson estimator f (x) := 5@ Loy
s p-(z >Po

and set b, = cn~ /3 then for alln € N
EN(F’ = £)Lall% < Cn-29/e0+)

where C' € IRTO is a constant depending only on (3, L, ¢, p, and on the kernel K.
§24.20 Proof of Proposition §24.19. is given in the lecture. O

Local polynomial estimators.

$24.21 Heuristics. Let the kernel K take only values in R". It is then easily verified, that the Nadaraya—
Watson estimator f € %" as in Definition §24.03 satisfies

F(@o, (y,2)") € arginf Y (y; — 0)*K, (2o, 7).

fER
Jj€ln]

Therefore, f is obtained by a local constant least squares approximation of the responses {y;}.
The locality is determined by the kernel K that downweights all the x; that are not close to
x, whereas 6 plays the role of a local constant to be fitted. More generally, we may define a
local polynomial least squares approximation, replacing the constant # by a polynomial of a
pre-specified degree. O

$24.22 Definition. For m € R consider U : R — R, z — U(z2) = (1,2,22/2!,...,2™/m!). Let
K :R — Rbeakernel and b € RTO be a bandwidth. A random vector 0(z,) € B satisfying
9('7;07 (ya x)n) € arg inf Z (yz - etU(%))QKz(xm SL’@)

m41
fER jeln]

is called a local polynomial estimator of order m of 0(x,) = (f (o), bf (5, ..., 0™ [ (x,)).

~ ~

The statistic f(x,) = U*(0)0(z,) is called local polynomial estimator of order m of f(z,). O

§24.23 Remark. Note that J?b(xo) is simply the first coordinate of the vector 0 (x,). Obviously, the Na-
daraya—Watson estimator with non-negative kernel is just a local polynomial estimator of order
zero. Furthermore, properly normalised coordinates of ¢(z,) provide estimators of the deriva-

tives f (), f(2,), ..., f™(x,). For theoretical properties of local polynomial estimators and
their detailed discussion we refer to Tsybakov [2009], section 1.6. O
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A Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem Kapitel werden Begriffe, Notationen und Aussagen der Vorle-
sung Einfiihrung in die Wahrscheinlichickeitstheorie und Statistik (EWS)
wiederholt. Eine detaillierte Einfiihrung findet sich zum Beispiel in Geor-
gii [2015], Krengel [2005] oder Klenke [2020].

A01 Wahrscheinlichkeitsraum

A01.01 Definition.

(a) Eine nicht-leere Menge () aller moglichen Ausgidnge eines zufilligen Experiments wird
Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein moglicher Versuchsaus-
gang w des zufilligen Experiments, also ein Element von €2, kurz w € € heiit Ergebnis
(Stichprobe).

(b) Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge €2, also ein Element der Potenzmenge 2
von €. Fiir einen Versuchsausgang w €  ist ein Ereignis A € 2% eingetreten, wenn w € A.

(c) Ein Paar (O8N wird messbarer Raum genannt, wenn die Menge der interessierenden
Ereignisse o/ C 2% eine o-Algebra ist, also falls gilt: (i) Q € «7; (ii) fiir alle A € & gilt
A°:=Q\ A € & und (iii) fiir alle A,, € & mitn € N gilt (|J, oy An) € . O

A01.02 Beispiel.
(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge € existieren die triviale o-Algebra {(7), Q} sowie die
Potenzmenge 2 als o-Algebren.
(b) Sei & C 2 ein System von Teilmengen von 2. Dann heiBt die kleinste o-Algebra auf €,
die & enthilt, = N {« | « ist o-Algebra auf Q und & C &/}, die von & erzeugte
o-Algebra auf Q). & heifit Erzeuger von o(&).

(c) Fiir jedes nicht-leere A C Q gilt o({A}) = {0,Q, A, A}.

(d) Fiir eine hochstens abzidhlbar unendliche (d.h. endlich oder abzédhlbar unendliche), kurz ab-
ziihlbare, Indexmenge Z sei & = {A; € 2°\{0}, i € Z, paarweise disjunkt und | 4, = Q}
i€T
eine Partition von Q. Dann ist o(&) = { lJ,c, A;| T € 2*}.
(e) Essei S ein metrischer (oder topologischer) Raum und & das System der offenen Teilmen-
gen von S. Dann heif3t die von den offen Mengen & erzeugte o-Algebra %, := o(0) die
Borel-o-Algebra iiber S. Die Elemente von %, heillen Borel-Mengen.

() BZ8 := A.. bezeichnet die Borel-o-Algebra iiber R" versehen mit dem Euklidischen Ab-

stand d(z,y) = ||z — y|| := /D>y (@ — yi)? fir £ = (2)iepa)s ¥ = (Yi)iepng € R™ mit
[n] :=[1,n] NN.

(g) Seien (£2, .¢7) ein messbarer Raum und B C (2 eine nicht-leere Teilmenge. Dann heif3t die
o-Algebra iiber B, M‘B = NB:={ANB|A € &} Spur von & iiber B, wobei fiir
5629gi1t0(5)|320(£’|3). O

A01.03 Schreibweise.
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A Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie AO1 Wahrscheinlichkeitsraum

(i) Wirsetzen R := [0,00), R := (0,00), R, := R\ {0}, R := [~00, 0], R = [0, 00].

(i1) Fur a,b € R™ schreiben wir « < 0, wenn a; < b; fur alle i € [n] gilt. Fir a < b,
definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt (a,0) = XI'_, (a;,b;) =
(a1,b1) X (ag,by) X -+ X (an, b,). Analog, sind [a, b|, (a, b] sowie [a, b) definiert. Weiterhin,
sei (—00,b) := X' (—o00, b;) und analog (—oo, b| definiert.

(iii) Wir bezeichnen mit %/:= 2, die Borel-o-Algebra iiber der kompaktifizierten Zahlengera-
de R, wobei die Mengen {—oo}, {oo} und R in R abgeschlossen bzw. offen, also Borel-
Mengen sind. Insbesondere, ist % := %, = % N R die Borel-o-Algebra iiber R. Weiterhin
schreiben wir 7 = ZNR", # = BNR", # = BN R und [0.1] :=2nN[0,1].

(iv) Ein Folge (x,,)nen aus R heiBit monoton wachsend (bzw. fallend), wenn x, < x,.1 (bzw.
Tnt1 < o) fir alle n € N gilt. Ist eine monotone wachsende (bzw. fallende) Folge konver-
gent, etwa x = lim,,_, &, so schreiben wir kurz =,, T = (bzw. =, | 7).

(v) Sei A, C Q fir n € N. Die Folge (A,,)nen heiBt monoton wachsend (bzw. fallend), wenn

A, C A1 (bzw. A, 1 C A,) fiir alle n € N gilt. Weiterhin heillen = lim inf A,, :=
n— 00
Up=1 Misn Am und = limsup A, = V51 Upsp Am Limes inferior bzw. Limes
n—oo
superior der Folge (A, )nen. Die Folge (A,,)nen heibt konvergent, wenn A, = A* =: A gilt.
In diesem Fall schreiben wir kurz lim,, ... A, = A. O

(vi) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (A,,),en von Teilmengen von ) ist konver-
gent mit A := lim, oo Ay = U, e An (bzw. A :=lim,, o A, = [),,cn An)- In diesem Fall
schreiben wir kurz A,, T A (bzw. A, | A). m

A01.04 Definition. Sei (€2, .27) ein messbarer Raum.

(a) Eine Abbildung ﬂ : o/ — [0,1] heiBt Wahrscheinlichkeitsmaf3 (kurz Verteilung) auf <,
wenn sie folgenden Bedingungen geniigt: (i) P(€2) = 1 (normiert); und (ii) P (14}, An) =
> nen P(Ay) fiir jede Folge (A,,),en paarweise disjunkter Ereignisse aus <7, d.h. A,NA,, =
() fiir alle n, m € N mit n # m (o-additiv).

(b) Wir bezeichnen mit YW := W(</) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf 7. Ein
Tripel J{P=AIZN bestehend aus einer Ergebnismenge (2, einer o-Algebra .o/ interessieren-
der Ereignisse sowie einem Wahrscheinlichkeitsmall P auf o7 wird Wahrscheinlichkeits-
raum genannt.

(c) Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaBl P auf (€2, <) heift ein Element w € 2 mit {w} € < und
P({w}) > 0 Atom. Die Wahrscheinlichkeit P ({w}) wird Masse des Atoms w genannt.

(d) Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf (R, %) wird @l : R — [0, 1] mit z — F(z) :=
P((—o0, z]) die zugehorige Verteilungsfunktion genannt.

(e) Wenn () eine abzihlbare Menge ist, dann wird ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf &/ =
2 diskret genannt und (Q, o7, P) heiBt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung
B:©— [0 1] mitw — p(w) := P({w}) wird Zihldichte des WahrscheinlichkeitsmaBes
P genannt.

(f) Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R", ") heif3t stetig, wenn eine Wahrscheinlichkeits-
dichte (kurz Dichte) §fll auf R", also eine Lebesgue-integrierbare Funktion f : R" — R"

mit P(B) = [, f(x)dx fir alle B € #" existiert. (R", 2", P) wird dann stetiger Wahr-
scheinlichkeitsraum genannt. 0
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AO1 Wahrscheinlichkeitsraum A Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

A01.05 Eigenschaft.

(i) Ist (R)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafle in W, so ist auch jede Konvexkombi-
nation ) . w,B mit w, > 0, n € N, und ) w, = 1in W. Die Diracmafle bilden
Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmayfe.

(ii) Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (2, o7) besitzt abzdhlbar viele Atome.

(iii) Ist eine Abbildung F : R — [0, 1] monoton wachsend, rechtsstetig mit lim,_, ., F(z) =0
und lim, ., F(z) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafp P auf (R, %) mit
P((z,y]) = F(y) — F(x) fiir alle z,y € R mit x < y. Insbesondere ist F die Verteilungs-
funktion von P. O

A01.06 Beispiel.

(a) Sei (€2, .o7) ein messbarer Raum. Fiir A C bezeichnet Q= {0,1} mit 1, *({1}) =
Aund 1,7*({0}) = A° die Indikatorfunktion auf A. Fiir jedes w € 2 ist das Einpunkt- oder
Diracmaf c o/ — {0,1} mit 0,(A) := 1,(w) fiir alle A € ./ ein Wahrscheinlichkeits-
mal aus W (7).

(b) Sei ) # © C R abzihlbar und p eine Zihldichte auf 2. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P
auf (R, ) mit P(B) == > ., p(w)i, fir B € % und die zugehorige Verteilungsfunktion

F:R — [0,1] mit F(z)= P((—00,2]) = > cqP(W)du((—o0,2]) = > _ p(w) fir
2 € R werden diskret genannt.

(¢) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz Lapg, mit [ < coundp_ (w) = ﬁ fiir w € Q.

(d) Bernoulli-Schema, kurz B!, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1], Linge n € N, Q =
{0,1}" und p,_ (w) = p=i=1¥(1 — p)"~=i=1¥ fiir w = (w;)ieqg € {0, 1}
Bernoulli-Verteilung. Im Fall n = 1, schreiben wir kurz B,, also p (w) = p*(1 — p)'~ fiir
w e {0,1}.

(e) Binomial-Verteilung, kurz Bin, ,, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Lange n € N,
Q:=[0,n]Jundp_ (w) = (")p*(1 —p)" firw € [0,n].

Bin(p p) w

() Poissonverteilung, kurz Poiy, mit Parameter \ € Rfo, Q = Ny und P, (w) = exp(—A)% fiir
w € No.

(2) Gleich-/Uniformverteilung, kurz Ug, auf G € 2 mit Lebesgue-MaBl A\(G) € IRTO und
fio. () = xgy Lo(2) fiirz € R.

(h) Exponentialverteilung, kurz Exp,, mit A\ € R} und f,, (z) = Aexp(—Az)1L,. () firz € R.

XPx

(i) Normalverteilung, kurz N, ,2), mit Parametern 1 € R und 0® € R{ sowie fy , (z) =
\/2;7 exp(—5z (¢ — p)?) fiir © € R. Weiterhin vereinbaren wir N, o):= d,. .

A01.07 Schreibweise. Sei ((S;,.7;))iez eine Familie messbarer Rdume mit beliebiger, nicht-leerer In-
dexmenge Z. Die Menge S7 := X7 S, aller Abbildungen (s;);er : Z — U;ezS; sodass s; € S;
fuir alle ¢ € 7 ist, heilit Produktraum oder kartesisches Produkt. Sind alle S; gleich, etwa S; = S,
dann schreiben wir S” := Sz, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz & := SZ. Fiir jedes j € 7
bezeichne 115 : Sz — S; mit (s;);ez — s; die Koordinantenabbildung. O
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A Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie A02 Zufallsvariablen

A01.08 Definition.

(a) Fir eine Familie (<7 );c7 von Teil-o-Algebren von <7 mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-
ge T bezeichnet )\, ; 7 := (\,cz @ und \/, . A := (U, o7 #) die grofte o-Algebra, die
in allen .7, i € Z, enthalten ist, bzw. die kleinste o-Algebra, die alle .<7;, i € T, enthilt.

(b) Die Produkt-o-Algebra .77 := ), ., -7; auf dem Produktraum Sz ist die kleinste o-Algebra,
sodass fiir jedes ¢ € Z die Koordinantenabbildung Ils, .#7-.;-messbar ist, d.h. .7 =
Ricz i = Viezo(ls) = Vjer ngl(%). Sind alle (S;,.7;) gleich, etwa (S;,.%;) =
(S,.7), dann schreiben wir .7 := %7, im Fall n := |Z| < oo, auch nur /" := 7.

(c) Ist fiir jedes ¢ € Z weiterhin P ein Wahrscheinlichkeitsmal auf (S;,.7;), dann heif3t ein
Wahrscheinlichkeitsmall P auf ®ieI %; Produktma/f3, wenn fiir alle endlichen 7 C 7 und
S; € S5 € J gilt B(Nes s (5;)) = [Les B(S;). In dem Fall schreiben wir B=
®i€I P. Sind alle P gleich, etwa P = P, dann schreiben wir kurz PZ:= B und im Fall
n = |Z| < oo auch P":= B. O

A01.09 Eigenschaft.

(i) Sei Z abzdhlbar, fiir jedes i € T sei S; separabler und vollstindiger metrischer Raum (pol-
nisch) mit Borel-o-Algebra %; und sei Bs, die Borel-o-Algebra bzgl. der Produkttopologie
auf S = Xicz S;. Dann gilt Bs, = Br = Q),c7 Bi, also insbesondere Byrn = FB" (vgl.
Klenke [2012] Satz 14.8).

(i1) Seien P, ..., P diskrete Wahrscheinlichkeitsmafse auf (2 mit Ziihldichten p,...,p. Die Pro-
duktzéihldichte 1T}, p(wi) fiir (wi)icpn) € Q" ist die Zdihldichte des Produktmafes B, =
Qg P auf (27,2%7).

(i) Seien P, ..., P stetige Wahrscheinlichkeitsmafie auf R mit Wahrscheinlichkeitsdichten t,, ... f..
Die Produktdichte [ [;_, §.(x;) fiir (2;)ic[n) € R™ ist Dichte des Produktmafies B; = @,y P
auf (R™, A™). O

A02 Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (€2, .o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S,.#’) ein messbarer Raum und
((Si, ) )iez eine Familie messbarer Riume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z.

A02.01 Definition.
(a) Eine Funktion X : Q — S heilt &7 -.-messbar (kurz messbar), falls =X1) =

{X71(9)|S € &} C « gilt. Jede solche messbare Funktion wird ((S,.%)-wertige) Zu-
fallsvariable genannt. o (X) wird die von X erzeugte o-Algebra genannt und ist die kleinste
Teil-o-Algebra aus 2%, so dass f messbar ist.

(b) Das BildmaB P* := P o X! von P unter X auf (S,.7) wird die Verteilung von X, kurz

, genannt. Mit der Verteilungsfunktion (Dichte , Zihldichte ) von X
werden wir stets die zu P* gehdrigen GroBen bezeichnen. X heiBt diskret-verteilte Zu-
fallsvariable, wenn P ein diskretes WahrscheinlichkeitsmaB auf (S,.#) ist. Eine reelle
Zufallsvariable (Zufallsvektor) X mit stetigem BildmaB P wird stetig-verteilt genannt.

(©) (S,)-wertige Zufallsvariablen X, i € Z heiBen identisch verteilt (kurz i.v.), wenn fiir alle
i € T gilt P = P fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P € W (.%).

(d) DasBildmaB P* := Po X ' unter X := (X;);cr auf (S, #2) heibt gemeinsame Verteilung
der Familie (X;);cz. Fiir jedes i € T wird das BildmaB P :=Po X; ' = Po(I;0 X) ™! =
P* o II;* Randverteilung (marginale Verteilung) von X; bzgl. P*' genannt. m
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A02 Zufallsvariablen A Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

A02.02 Eigenschaft. Sei X : Q) — S eine Abbildung.
(i) Fiir jedes Teilmengensystem & aus 2° gilt o (X 1(&)) = X *(0(&)).
(ii) Falls X~Y(&) C o fiir einen Erzeuger & von ., also ¥ = o(&), gilt, so ist X eine
of - -messbare Funktion, also eine (S, )-wertige Zufallsvariable.
(iii) Fiir Abbildungen X; : Q — S;, i € List 0((X;)iez) = Viez 0(Xi) = 0(UiezX; ' (H))
die kleinste Teil-o-Algebra, so dass alle X;, © € L, messbar sind.

(iv) Jede stetige Funktion g : S — T zwischen metrischen Riumen S und T ist Bs-Br-
messbar, kurz Borel-messbar. m

A02.03 Definition. Sei X :
(a) Falls (S,.¥) =

) — (S,.7) eine Zufallsvariable.
@, ) so heiBt X numerische Zufallsvariable, kurz X € o .
@+, B ), so heift X positive numerische Zufallsvariable, kurz X € .
R,
R+

(2,
(
(
(
(
(

Falls (S,.%) =
(b) Falls (S,.7) = (R, A), so heiBit X reelle Zufallsvariable, kurz X € < .
Falls (S,.¥) = (R", #"), so heiBt X positive reelle Zufallsvariable, kurz X € o/".
(S8,)

(c) Falls R™ %"™), so heiBit X Zufallsvektor, kurz X € o7/". O

Y

A02.04 Beispiel.

(a) Seien (2, .o7) ein messbarer Raum und 1, mit A C  die Indikatorfunktion. Dann gilt
1, € o7, d.h. 1, ist genau dann eine reelle Zufallsvariable, wenn A € o7 gilt.

(b) Fiir jedes n € N ist die identische Abbildung id;. : R” — R" mit  — id,.(z) := x ist ein
Zufallsvektor auf (R™, "), also id,. € A".

(c) Eine reelle Zufallsvariable X € .o heilit einfach oder elementar, falls sie nur endlich viele
reelle Werte annimmt, d.h. fir X(Q2) = {z;,7 € [n]} € R mitn € N besitzt X eine
Darstellung der Form

X = Z zil,, mit Aji=X"{a;}) ={X=u;} € &.

(d) Sei (R™, A", P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte
f : R" — R". Dann ist f eine positive reelle Zufallsvariable. m

A02.05 Schreibweise.

(i) Sei (X,)nen eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf (£, .27). Die Fol-
ge (X, )nen heiBt (punkiweise) monoton wachsend (kurz isoton) bzw. fallend (kurz antiton),
wenn X, (w) < X,41(w) bzw. X, 11 (w) < X, (w) fiir alle w € Q und fiir alle n € N gilt. Fiir
jedes w € € definiere [lim inf X, |(w) := sup,,-; infy,>, Xon(w) und [lim sup X, |(w) =

n—o0 n—o0

inf,,>1 sup,,~,, Xm(w). Dann heilen - = lim inf X, und = lim sup X,, Limes in-

n—00 n—o0
ferior bzw. Limes superior der Folge (X, ),en. Die Folge (Xn)neN heiBt konvergent, wenn

X, = X* =: X gilt, d.h. der punktweise Grenzwert existiert iiberall. In diesem Fall schrei-
ben wir lim X, = X.

n— oo
(i1) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (X ,,), - von numerischen oder reellen Zu-
fallsvariablen ist konvergent mit X' := lim,, .. X, = sup, X, (bzw. X = lim,, . X, =
inf, - X,,). In diesem Fall schreiben wir kurz X, T X (bzw. X, | X).

(iii) Sei (Ay)nen Folge von Teilmengen aus 2. Fir A, := lim inf A, := (>, >, A und

n—oo
A* = limsup A, = (,5; Up>, Ak gilt dann 1, = (1, ), = liminfl1, und 1,. =
n—»00 ~ ~ n—00
(1, )" =limsupl, . O
n—oo
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A Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie A03 Unabhingigkeit

A02.06 Eigenschaft.

() Fiir Zufallsvariablen X,Y € < und a € R gelten: aX € ;z (mit der Konvention 0 x
o0 =0); XVY = max(X,Y), X AY := min(X,Y) € & und insbesondere X+ :=
XV0, X~ i=(-X)* e und|X| e ; {X <Y} {X <Y} {X=VY) e Fir
z€R sei |x] :=sup{z € Z: 2z <z} Dann gilt | X | € .

(ii) Es seien Xy,..., X, € & und h : R" — R™ Borel-messbar. Dann ist
h(X1,...,X,) € o™ Insbesondere gilt also (X1, ...,X,) € " und X; + Xy, X1 — X,
X1 X, € o sowie, falls iiberall wohldefiniert, X1/ X, € <.

(iii) Sei (X,)nen aus o/. Dann gilt sup, ey Xn € o, infpen X, € o, X, = liminf X,, € o

n—oo

und X* = lim sup X,, € <. Falls X := lim X,, existiert, dann ist X € <.

n—00 n—00
(iv) Sei S : (Q, ) — (S,.) messbar und Y : @ — R. Dann sind dquivalent: (a) Y ist
messbar bzgl. o(S), kurz Y € o(S); (b) Es existiert h : (S,.”) — (R, %) messbar,
kurz h € 7, mit Y = h(X). Falls Y reell, beschrinkt oder positiv ist, so erbt h diese

Eigenschaft.
(Q.5) —— (8.7)
- [h €.
Y = h(S) € 0(9)
(R, %)

(V) Fiir jedes X € o st (Xn)nen mit X, := (272" X |) A n fiir n € N eine Folge einfacher
Zufallsvariablen aus </ " derart dass gilt (a) X,, 1T X, (b) X,, < X A n; (c) Fiir jedes
c € R giltlim,,_,o X, = X gleichmdifig auf{X < c}. m

A03 Unabhangigkeit

A03.01 Definition.
(a) Zwei Ereignisse A, B € o heilen (stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz A Ll B, wenn
P(ANB)=P(A)P(B) gilt.

(b) Eine Familie (A;);cz von Ereignissen aus .7 mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z heif3t
(stochastisch) unabhdingig (unter P), kurz |, _; A;, wenn fiir jede endliche Teilmenge 7 C 7
gilt P ((Ner 4)) = [jer P(A).

(c) Eine Familie (&;);cz von Teilmengensystemen aus .27 mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-
ge Z,d.h. & C o fir alle i € Z, heilt (stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz 11, , &,
wenn 1l A; firalle A; € & und i € 7 gilt.

(d) Sei (4, )nen eine Folge von Teil-o-Algebren aus <7, dann heibt 7, := A, -, V, =, @, die
asymptotische (terminale) o-Algebra. Ein Ereignis A € o7, wird asymptotisch (terminal)
bzgl. (},)nen genannt.

(e) Die Familie (X;);c7 von Zufallsvariablen heiit unabhdngig, kurz 11, X;, wenn die Familie
(0(X;))icz von Teil-o-Algebren von .o/ unabhingig ist

(f) Sei (X,,)nen eine Folge von (S, .,)-wertigen Zufallsvariablen auf (€2, o7, P). Dann heif3t
Ay = Nzt Vinsn 0(Xon) die asymptotische o-Algebra. Ein Ereignis A € @/x wird asym-
ptotisch bzgl. (X, )nen genannt, d.h. A hingt fiir alle n > 1 nur von (X,,,)>n ab. O

A03.02 Beispiel.
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(a) Ist(A;);ez eine Familie von Ereignissen, so gilt o ({A4;}) = o(X;) fiir die Bernoulli-Zufallsvariable

X;:=1,,t € Z. Weiterhin gilt 1., A; genau dann, wenn 1L, X;.

(b) Sei (A,)nen eine Folge von Ereignissen aus <7, dann sind A, = lim inf,,_,,, A, und A* =
lim sup,,_,, 4, asymptotische Ereignisse bzgl. (¢({4,}))nen.

(c) Sei (A, )nen eine Folge von unabhdngigen Ereignissen aus .7 Da A, = lim inf,, ., A, und
A* = lim sup,,_,., A, asymptotische Ereignisse bzgl. der Folge unabhingiger o-Algebren
(0(A,))nen sind, folgt aus §A03.03 (iii) P(A,) € {0,1} und P(A*) € {0, 1}.

(d) Sei (X,)nen eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen X, :=
lim inf,, ., X, und X* := lim sup,,_, ., X,, messbar bzgl. 7.

(e) Sei (X,)nen eine Folge unabhiingiger numerischer Zufallsvariablen auf (€2, .o/, P), so sind
X, = lim inf, , X, und X* := lim sup,,_, . X, fast sicher konstant, das heifit, es gibt
T, 7" ERmitP(X, =2,) = 1lund P(X* = 2*) = 1. O

A03.03 Eigenschaft.
(i) (Satz von Borel-Cantelli) Fiir (A,)nen aus < gilt: (a) [F"(lim SUDP,, o0 An) = 0, falls
>uen P(A4y) < oo; (b) Ist zusdtzlich 1L, A, so auch P(lim sup,_,., A,) = 1, falls
Y onen P(Ay) = oo

(ii) Fiir jede unabhingige Familie (<;);cr von Teil-o-Algebren aus <f mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge L, also 11._,.<7;, und jede Partition {7, : k € K} von T ist die Familie
<vieIk ;) kexc von Teil-o-Algebren aus < unabhdngig, also 1L, Vz’ejk ;.

(iii) (0-1-Gesetz von Kolmogorov) Sei (,,)nen eine Folge von unabhiingigen Teil-c-Algebren
aus </ . Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (<, )nen asymptotischen Ereignisses
entweder 0 oder 1, also o, C T = {A € o |P(A) € {0,1}}. T wird P-triviale
o-Algebra genannt.

(iv) Seien (T;, 7;)icr eine Familie messbarer Riume und fiir jedes i € I, h; : S; — T; eine
;- T;-messbare Funktion. Ist L. X;, so gilt auch 11, h;(X;). Fiir jede Partition {7}, :

k € K} von T ist ((hi(X;))ies, )kex eine Familie von unabhdiingigen Zufallsvariablen, also
JJ—keK(hi(Xi))iEJk'

(V) Fiir jede Familie (S;,.%;, R);cr von Wahrscheinlichkeitsriiumen mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge T existiert eine Familie (X;);cr unabhdngiger (S;, %;)-wertiger Zufallsvaria-
blen definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung P und
dem Produktmaf} Q),.; P als gemeinsamer Verteilung auf dem Produktraum (Sz, 7).

(vi) (0-1-Gesetz von Kolmogorov) Sei (X, )nen eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen
auf (2, <7, P). Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (X, )nen asymptotischen Er-
eignisses entweder 0 oder 1, also o/x C 7. O

A04 Erwartung

A04.01 Definition. Fiir jedes WahrscheinlichkeitsmaBl PP auf einem messbarem Raum (€2, .o7') heif3it das
eindeutig bestimmte Funktional Ji=N : T - @+, das die folgenden Bedingungen erfiillt:

(El) Firalle X,Y €  unda,be R gilt E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y); (linear)
(E2) Firalle (X,,)neny T X in 4 gilt E(X,,) T E(X); (monoton konvergent)
(E3) Fiir jedes A € &7 gilt E(1,) = P(A). (normiert)
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Erwartung bzgl. P und fiir jedes X € o heibt IH®QR der Erwartungswert von X, wobei fiir
P .= {P C o | P endliche Partition von Q} gilt E(X) = sup { > (inf X(w))P(4)}. ©
PeP  Aep: weA

A04.02 Eigenschaft.

(i) Fiir X € o ist P(X = 0) = 1 genau dann wenn E(X) = 0. Insbesondere fiir E(X) < oo
gilt P(X = +00) = 0.

(ii) Fiir X,Y € o gilt P(X <Y) =1 genau dann, wenn E(X1,) < E(Y1,) fiiralle A € o/
gilt. Insbesondere, aus P(X <Y) =1 folgt E(X) < E(Y). Weiterhin gilt P(X =Y) =1
genau dann, wenn E(X1,) = E(Y'1,) fiir alle A € <f gilt.

(iii) (Lemma von Fatou) Fiir (X,,)nen aus ra gilt E ( lim inf Xn) < lim inf E(X,).

n—oo

n—oo

(iv) Eine Familie (<7;);c1 von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge T
ist unabhiingig, also 1. ,.<7;, genau dann, wenn fiir jede Familie (X;);cz positiver numeri-

scher Zufallsvariablen mit X; € E+Z-, 1 € L, und jede endliche nicht-leere Teilmenge J C T
gilt [E(Hjej Xj) = Hjej E(X;)- .

A04.03 Definition. Sei X € &7 eine numerische Zufallsvariable.

(a) Isthochstens einer der beiden Erwartungswerte E (X ) und E (X ) nicht endlich, dass heift,
E(XT) ANE(X ™) < oo, so definiert {A®@N := E(X ") — E(X ) den Erwartungswert von
X mit den iiblichen Konventionen oo + = oo und —oo + x = —oo fiir alle z € R. Der
Erwartungswert von X ist nicht definiert, wenn E(X 1) = E(X ™) = oo gilt.

(b) Falls E(|X|) < oo, also falls E(X ') < oo und E(X ™) < oo, gilt, dann heiit X integrier-
bar. Die Menge aller integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen wir mit

= Z(P) = L(d,P):={X € : E(|X]) < x}.
(¢) Fir p € R, definiere || X || &:= ([E(\X\p))l/p und || X||g:= inf{z € R" : P(|X] >
—+
z) = 0}. Fir p € R heiBt X Z-integrierbar, wenn || X || < co. Die Menge aller .%-
integrierbaren Zufallsvariablen bezeichnen wir mit b := Z(P) := Z( . P) == {X €
|| X < oo}

(d) Fiir X € Zund p € N heifit E(X?) das p-te Moment von X; fir X € £ und p € R, heifit
E(|X|?) das p-te absolute Moment von X .

(e) Fiir Zufallsvariablen X,Y € .4 bezeichnet Cov(X,Y) := E({X — E(X )}{Y E(Y)}) =

E(XY) — E(X)E(Y) die Kovarianz zwischen X und Y. Mit Var(X) := Cov(X,X) =
E{X — E(X)}?) = E(X?) — {E(X)}? bzw. std(X) := /Var(X beze1chnet man die

Varianz bzw. Standardabweichung (standard deviatlon) von X.

(f) Fir X,Y € £ mitstd(X),std(Y) € R, heibt p(X,Y):= ~XXY)D ¢ 1 1] Korrelati-

std(X) std(Y)
on zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y) = 0 gilt, heifien X und Y unkorreliert. O
A04.04 Schreibweise. Fir £ € N bezeichen wir mit = W,.(#) die Menge aller Wahrschein-

lichkeitsmaBe auf (R, %) mit endlichem k-ten absolutem Moment, also fiir alle P € W) gilt
id, € Z(P) (vgl. Beispiel A02.04 (b)). Weiterhin, bezeichnet E die Erwartung bzgl. P, so

schreiben wir fiir ¥ ~ [? zum Beispiel auch = E(idy) fR yP(dy). O

A04.05 Eigenschaft. Fiir p € [1,00] ist £ ein Vektorraum. Fiir das Funktional E : £ — R mit
X — E(X) gilt:
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(i) Fiiralle X,Y € Zund a,b e R gilt aX +bY € L und E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y),
falls X > 0soauch E(X) > 0; |[E(X)| < E(|X]); falls X <Y soauchE(X) < E(Y);

(ii) Seien X € LundY € o/ mitP(X =Y) =1, dann gilt Y € L und E(X) = E(Y).
(iii) Falls X,Y € 2 unabhiingig sind, so gilt XY € L und E(XY') = E(X)E(Y). Somit sind

unabhdngige Zufallsvariablen unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht. Fiir unkorrellierte
Zufallsvariablen X,Y € £ gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

(iv) Fiir X € Zist P(X = 0) = 1 genau dann, wenn E(X1,) = 0 fiir alle A € <f gilt.

(v) (Ungleichung von Jensen) Seien X € £ und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit
¢(X) € £ Dann gilt $(E(X)) < E(o(X)).

(vi) (Monotone Konvergenz) Sei (X, )nen aus £ mit X,, T X (bzw. X,, | X) fiir ein X € of
und sup,,cy |E(X,,)| < co. Dann gilt X € £ und E(X,,) T E(X) (bzw. E(X,,) | E(X)).

(vii) (Dominierte Konvergenz) Sei (X, )nen aus £ mit lim,,_oo X, = X fiir ein X € o
und existiert Y € £ mit sup,,cy | Xn| < Y, also sup,cy | Xn| € &, dann gilt X € %,
lim,, o0 E(|X — X,|) = 0 und lim,, o, E(X,,) = E(X).

(viii) Sei X eine (S,.)-wertige Zufallsvariable auf (2, o | P), sei P* = Po X! die Verteilung
von X auf (S,.%) und sei h € .7 eine numerische Zufallsvariable auf (S,.#). Fiir h > 0,
alsoh € 7, gilt E.(h(X)) = E,.(h). Weiterhin gilt h(X) € Z(2, «/,P) genau dann,
wenn h € £(S,.,PY).

() —— (S,.7)
h(X)e% Jheﬂ"}x)
(R, %)

(ix) Fiir p )6 R gilt X € £ genau dann, wenn |X|P € £ gilt. Fiir p = oo gilt [FD(|X| >
[ X]2) = 0.

(x) Fiirp,q € @TO mitp < qund X € Z gilt || X ||z < || X|| % und somit £ C Z,.

(xi) Seip € @TO. Fiir X € o gilt | X||.¢ = 0 genau dann, wenn P(X = 0) = 1. Fiir a € R gilt
|aX ||z = |a||| X|| . Fir X € Z gilt P(|X| <oo) =1 FiirY e & mitP(X=Y)=1
gilt [ Xl = [V

(xii) (Holder Ungleichung) Seien X,Y € o und p,q € [1,00] mit % + % = 1. Dann gilt:
E(XY]) < [[ X[ £[lY ] 2
(Cauchy-Schwarz Ungleichung) Fiir X,Y € £ gilt XY € £ und
[E(XY)]? < [ X%V % = E(XP)EY ).

(xiil) (Minkowski Ungleichung) Fiir X,Y € £ mitp € [1,00] gilt X +Y € £ und
|1 X + Y|y < || X2+ [|Y] . Insbesondere ist ||-|| & fiir p € [1, 00] eine Pseudonorm auf
%, das heift fiir X,Y € £ und a € R gilt: (a) || X|| & = 0 fiir alle X und | X|| & = 0, falls
X =0P-5; ) X5 = lall| X[l wnd © [1X + V]l < X[ + [V .

(xiv) (Markov Ungleichung) Fiir Y &€ o und p,€ € Rt) gilt eP1y,., < YP, sodass
P(Y >¢) < e PE(Y?).
(Tschebischeff Ungleichung) Fiir X € £ und ¢ € RTO gilt
P(|X —E(X)| >¢) < e ?Var(X). O
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A04.06 Schreibweise. Im Folgenden fassen wir Vektoren a = (a; ---a,)" € R™ als Spaltenvektoren
auf. Wir bezeichnen mit (-, -) das Standardskalarprodukt auf R", dass heiBt, (a,b) = >""" | a;b; =

bla fiir alle a,b € R". Fir p € @1 sei ||-||, die tibliche .Z-Norm auf R", dass heifit, fiir

alle a € R™ist [lal, = (X, |a:))/? fiir p € R sowie [afoc = maxep, |a,|. Fir die
vom Standardskalarprodukt < -) auf R™ induzierte Norm schreiben wir kurz ||-||:= ||-||o, al-

so |la|| = v/{a,a) = Vata = (Y., a?)"/? fiir alle a € R™. Fiir eine symmetrische Matrix
r=(%;) € R®») schreiben wir & > 0 oder ¥ € [R{g’ 7), falls sie positiv semi-definit ist, sowie
¥ > 0 oder & € R falls sie strikt positiv definit ist. o

A04.07 Definition. Sei X = (X;)icn € /" ein numerischer Zufallsvektor (aufgefasst als Spaltenvek-
tor) auf (Q, o7, P), also X; € 7, i € [n], sowie || X||, € < fiirp € @1.

(a) Furp € @; heit X .Z-integrierbar, falls || .X||, € Z(</,P) oder dazu dquivalent X; €
Z fir alle i € [[n]] gilt. Wir definieren = ||| X]pllg sowie £ = L) =
La,p)={X ed :||X|z eR}.

(b) Fir X € £"heiBt E(X) := ([E<Xi>)ie[[n]] € R" Erwartungswertvektor von X.
(c) Falls X € .Z", dann heil3it

Cov(X) = (Cov(Xes X,),, pp i ([E({Xi CE(X)HX, - [E(Xj)}))

= E((X — E(X))(X — E(X))") = E(XX") — E(X)(E(X))" € R

i,5€[n]

(n,n)

Kovarianzmatrix von X. O

A04.08 Schreibweise. Fiir £ € N bezeichen wir mit :: W, (#") die Menge aller Wahrscheinlich-

keitsmaBe auf (R", %") mit endlichem k-ten absolutem Moment, also fiir alle P € W),(%") gilt
id,. € Z(%4",P) (vgl. Beispiel A02.04 (b)). Weiterhin, bezeichnet E die Erwartung bzgl. P, so

schreiben wir fiir Y ~ P auch (002 H0E T = E(id,. ) = (fq. viP )Zew. O

A04.09 Eigenschaft.

(i) (Ungleichung von Jensen) Es seien £ C R™ konvex und X = (X)icpny € Z"(P) mit
P(X €€&) =1 sodass E(X) = <E(Xi))ie[[n]] € & Ist : € — R eine konvexe Funktion
dann gilt E(¢(X)) = Y(E(X)).

(ii) Fiir die Kovarianzmatrix Y3 := Cov(X) eines Zufallsvektors X € £" gilt fiir alle a,b € R,
Cov({a, X),(X,b)) = >, >0, aibj Cov(X;, X;) = b'Sa = (Xa,b). Insbesondere gilt
Yi; = Cov(X;, X;) = Cov(X,, X;) = X, fiiralle i, j € [n] und (¥c,c) = Var((X,c)) >
0 fiir alle c € R", also ¥ € R;"’").

(iii) Sei X € &/™in Z. Fiiralleb € R" und A € R"™™ istdann Y = AX +b € Z". Bezeichnen

wir weiterhin mit ji = E(X) € R" und ¥ := Cov(X) € R™" den Erwartungswertvektor
und die Kovarianzmatrix von X, dann gilt E(Y') = Au + bund Cov(Y) = AX A" O

A04.10 Definition. Fiir X € 2" und Y € %" heiBt Z* = A*X + b* mit A* € R™” und b* € R" eine
lineare Vorhersage von Y durch X. Z* wird beste lineare Vorhersage von Y durch X genannt,
wenn E||Y — Z*||2 < E||Y — (AX + b)||? fir alle A € R™ und b € R" gilt. O

A04.11 Bemerkung. Fiir eine Matrix A € R"™" heiBt eine Matrix o6l € R“" Moore-Penrose Inverse
von A, wenn AATA = A, ATAAT = A" und AA" sowie AT A symmetrisch sind. Die Moore-
Penrose Inverse ist eindeutig festgelegt. Ist B € R" symmetrisch, so dass U!BU = Diag())
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fiir eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix Diag(\) mit reellen Diagonaleintrigen
A = (M)iepn]- Setzen wir AT = (Af) ey mit A = Aflﬂmfu()‘i)’ dass heiBt, fiir \; € R, ist
A = A\7! und ansonsten A\ = 0. Dann ist B¥ = U Diag(\*)U? die Moore-Penrose Inverse

von B. Allgemein ist A* = (A'A)TA' € R™" die Moore-Penrose Inverse von A € R™. o

A04.12 Eigenschaft. Fiir X € L' undY € £" mit Cov(Y,X) .= E((Y — E(Y))(X — E(X))") ist
Z* =E(Y)+Cov(Y, X) Cov(X)" (X —E(X)) die beste lineare Vorhersage von'Y durch X. Der
Fehler e :=Y — Z* und AX fiir beliebiges A € R"™*) sind unkorreliert, also Cov (s, AX) = 0.
Es gilt Cov(e) = Cov(Y) — Cov(Y, X) Cov(X)" Cov(X,Y) und E(¢) = 0. O

A05 Multivariate Normalverteilung

Nicht degenerierte multivariate Normalverteilungen konnen direkt tiber ihre Dichte definiert wer-
den. Eine Normalverteilung heifit degeneriert, falls ihre Kovarianzmatrix nicht strikt positiv de-
finit ist (nicht vollen Rang hat). In der Vorlesung werden wir auch Zufallsvariablen mit degene-
rierten Normalverteilungen betrachten. Beispiele fiir solche Zufallsvariablen sind Projektionen
von nicht degenerierten normalverteilten Zufallsvariablen auf lineare Teilrdume.

A05.01 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines R"-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen (X, ¢) fiir alle ¢ € R". O

A05.02 Definition. Ein R"-wertiger Zufallsvektor X besitzt eine multivariate Normalverteilung

mit ;1 € R™ und positiv semi-definiter Matrix ¥ € R(™™), falls fiir alle ¢ € R" die reelle Zufalls-
variable (X, c) eine N((,.¢) (zcc))-Verteilung besitzt. Das ProduktmaB No g,y = Q) ; N1) =
N7 | heiBit insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei FE,, die n-dimensionale

(0,1)
Einheitsmatrix ist. m
A05.03 Vorbemerkung.. Fiir eine Matrix A € R(™) mit Spaltenvektoren ds, .. ., ds,, bezeichnet

Bild(A) = (Ge1,.-.,0em) € R™ die lineare Hiille der Spaltenvektoren, also das Bild der li-
nearen Abbildung R™ — R™ mit x — Ax. Fiir einen linearen Unterraum I/ C R"™ bezeichnet
R™ = U & U+ die direkte orthogonale Summe, dass hei3t, ¢/ und U+ sind orthogonal, also fiir
alle w € Y und v € U~ gilt (u,v) = 0, und jedes Element x € R™ hat eine eindeutige Dar-
stellung 2 = u + v mit u € U und v € U+. Wir bezeichnen mit II;; die Darstellungsmatrix der
orthogonalen Projektion von R™ in U, alsoUd & U+ — U mitx = u + v — u = [Iyx. Eine
Matrix U € R(™™) heifit partielle Isometrie, falls UU? = Ugiiq(y und U U = Hgiia(ert)- O

A05.04 Eigenschaft. Seien Z ~ N g,y undY ~ N g,), dann gelten die folgenden Aussagen:
() Falls A € R™™ ynd B € R™*) mit AA* = BB gilt, dann sind die R™-wertigen Zufalls-
vektoren AZ und BY identisch verteilt.

(i) Falls U € R™™ eine partielle Isometrie ist, dann gilt UZ ~ N(OvnBild(U))'

(i) Falls A € R™™ und B € RU™k) mit A'B = 0. Dann sind g4 Z ~ N und

gias)Z ~ N(opya.s)) Unabhdngig.

0,IIgj1ac4))

Sei X ~ N, sy mit p € R" und ¥ € [R(;’"), dann gelten die folgenden Aussagen:
(iv) Fiir alle i € [n] gilt X; ~ N, .-

(V) Fiirallei,j € [n] miti # j sind die Koordinaten X; und X ; von X genau dann unabhiingig,
wenn X;; = 0 gilt.

(vi) Fiir A€ R™™ undb € R™ gilt Y = AX + b ~ N(apypana).
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(vii) Ist X2 positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte
f(z) = (2m) "% (det )2 exp { —3(Z" (& — p), (x — p)) }, v € R™ O

A05.05 Beispiel. Der stetig-verteilte Zufallsvektor (X, Y") wird bivariat normalverteilt mit Parametern
wx, by € R,ox,0y € Rfo und p € (—1, 1) genannt, wenn die gemeinsame Dichte durch

1

(z—px)? 2p(x—px ) (y—pry) (y—py)? )
2noxoy/1—p

B, y) = 5 XD (31,7 ) XP (T Boray ) XP(— 312007

gegeben ist, wobei puy = E(X), uy = E(Y), 0% = Var(X), 02 = Var(Y) und p =
Corr(X,Y) = %. Die nédchsten Graphiken stellen die gemeinsame und die marginalen

Dichten fiir verschiedene Werte der Parameter dar.
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X und Y sind genau dann unabhingig, wenn sie unkorreliert sind, also p = 0 gilt (vgl. §A05.04
(v)). Achtung, es ist natiirlich moglich, dass X ~ N(MX,Ug() und Y ~ N(szy ) unkorreliert sind,
aber der Vektor (X,Y") nicht bivariat normalverteilt ist. Betrachte dazu zwei unabhingige Zu-
fallsvariablen X und V', wobei X ~ N ;) und V' ist eine Rademacher-Zufallsvariable, d.h.
Ve {-1,1} mit P(V = —1) = 1/2 = P(V = 1). Es ist nun leicht zu zeigen, dass die
Zufallsvariablen Y := VX und X unkorreliert sind und dass Y ~ N ;) (Nachrechnen!). Die
Zufallsvariablen X und Y sind somit standardnormalverteilt und unkorreliert, aber ihre gemein-
same Verteilung ist keine Normalverteilung (warum?). Die nidchsten Graphiken zeigen 5000
Realisierungen von (X, Y") (in griin) und zum Vergleich 5000 Realisierungen einer bivariaten
Standardnormalverteilung.
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Im Folgenden sind (Z;);c[o,m+#] unabhingige und identisch N g ;)-verteilte Zufallsvariablen,

also (Z;)icfo,m+k] ~ N%(H);Jrk'

A05.06 Y?-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

k
Q=7
=1

heiBt (zentrale) x>-Verteilung mit k Freiheitsgraden , kurz
. Fir « € (0,1) bezeichnen wir weiterhin den Wert
Xio € R als a-Quantil einer (zentralen) y*-Verteilung mit &

. L
0 2

Freiheitsgraden, falls P(Q < xji ,) = « gilt. _ Xﬁ-D;chtefunktionen
Fiir 6 € R heiB3t die Verteilung der Zufallsvariable

6 8

k
Q= (Z1+6°+) 7

1=2

nicht-zentrale x2-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 62, kurz
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OEBGACHY. ;.. (0%) € R bezeichnet das a-Quantil einer nicht-zentralen x*-Verteilung mit
k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 62, d.h. P(Q < x7,(6%)) = a. O

A05.07 Eigenschaft. Sei Q ~ x3 und W ~ x2(6%), dann gilt E(Q) = k, Var(Q) = 2k und E(W) =

0% + k. Fiir 7 ~ N1y v € R™ und A € R™P mit rg(A) = p gelten auferdem: (i)

sy Z||* ~ x; und (i) | Z +vl]> ~ x2,([[v]*). O

A05.08 (Student-) t-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

Z 0 A —k2

1 k 2
%@;Zi
|

hei3t (Student-) t-Verteilung mit k Freiheitsgraden, kurz ,
und ty, € R bezeichnet das a-Quantil einer (Student-) t- '\ 33,
Verteilung mit k-Freiheitsgraden, d.h. P (7" < tk,a) = q. t5-Dichtefunktionen

T :=

A05.09 Eigenschaft.

(i) Die (Student-) t,-Verteilung mit einem (k = 1) Freiheitsgrad entspricht gerade der Cauchy-
Verteilung.

(i1) Fiir jedes k € N besitzt die ty.-Verteilung endliche Momente nur bis zur Ordnung p < k (sie
ist heavy-tailed). Insbesondere, ist T ~ ty so gilt E(T') = 0 fiir k > 1, sowie Var(T) =
k/(k —2) fiir k > 2.

(iii) Fiir (X;)ieqn ~ N2, o, X 1= S0y Xpund S = 25 370 (X — X,)? sind (X, —
p) ~ N1y und (710;21)3(22) ~ X2_, unabhiingig, so dass fn = ‘é—ﬁ(yn — 1) ~ tyu_q mit

§n =/ §7(12) gilt. O

A05.10 (Fisher-) F-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

Q
S 4
1 X~ 2 @
m Z ZZ =
= — d1=1,d2=1
Fo=— o | — d1=2, d2-1
1Ly 72 - — g1=5,d2=2
k. ¢ d1=100, d2=1
i=m+1 2 \ d1=100, d2=100
heilt zentrale (Fisher-) ¥-Verteilung mit m und k Freiheitsgra- o | \\k ,
den, kurz . F'y k.o bezeichnet das a-Quantil einer zen- ST T T T T
o 1 2 3 4 5

tralen Fisher-F,, ,-Verteilung mit m und %k Freiheitsgraden, d.h.
P(F < Fm,k,a) = Q. F 41,42-Dichtefunktionen

Fiir 0 € R heif3t die Verteilung der Zufallsvariable

(21 +0)" + iZ?}

F = p—_

Pz
i=m-+1
nicht-zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititspara-
meter 6%, kurz JARSRIMERN. I, ;. ,(0?) € R bezeichnet das a-Quantil einer nicht-zentralen
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F,, x(6?)-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitéitsparameter 6%, das heif3t
P(F < Fppa(6?) = . O

A05.11 Eigenschaft.
(1) Sei F' ~F,,  mit k > 1, dann ist F~!eine F'y m-verteilte Zufallsvariable. Fiir T' ~ ty, ist T?
eine Iy j-verteilte Zufallsvariable.

(i) Sei Fy, ~ Fux k € N, dann konvergiert die Folge von Zufallsvariablen (mF},)ien fiir
k — oo in Verteilung gegen ein x> -verteilte Zufallsvariable. 0

A06 Grenzwertsatze

A06.01 Schreibweise. Im Folgenden bezeichnen wir mit C;, := C;,(R"') die Menge aller beschrinkten,
stetigen, reellen Funktionen auf R*. Fiir i € C, ist somit ||k« := sup,cpx |h(z)] < oo, so dass
fiir jedes WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %), kurz P € W(%*), gilt C, C Z.(%*,P). o

A06.02 Definition.

(a) Eine Folge (X,,),en reeller Zufallsvariablen in <7 konvergiert

® P-fast sicher (P-f.s.) gegen die numerische Zufallsvariable X € o7, kurz B¢ Pl x
wenn lim sup,,_, .| X,, — X| = 0 P-f.s., dass heiit P (lim sup|X,, — X| = 0) = 1 gilt.

n—oo

® P-fastvollstindig (P-f.v.) gegen die numerische Zufallsvariable X € o, kurz ,
wenn firallee € R gilt Y-, P (|X,, — X[ > ¢) < o0

® stochastisch gegen die numerische Zufallsvariable X € .7, kurz , wenn fiir alle
e € R}, giltlim,,o P(| X, — X| > ¢) = 0.

(b) Eine Folge (X,,)nenin %, p € @;, konvergiert in £ gegen X € Z, kurz , wenn
gilt limy, o0 || Xy — Xl = 0.

(c) Eine Folge (P),.cn von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R*, %) konvergiert schwach gegen
ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %), wenn lim,, ,, E.(h) = E,(h) fiir alle h € G,
gilt. Wir schreiben kurz oder P = w-lim P.

n—oo

(d) Eine Folge (X,,),en von R*-wertigen Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen einen
R*-wertigen Zufallsvektor X, kurz , wenn lim E(h(X,)) = E(h(X)) fiir alle
n—oo
h € Cp, also P* = w-lim P*" gilt.

n—oo

(e) Fir eine Folge (X,,),en definieren wir Konvergenz in Verteilung mit einem Wahrscheinlich-

keitsmal3 P als Grenzwert, kurz , allgemein durch [Ny =} O

A06.03 Eigenschaft. Es seien X, X,, undY,, n € N, reelle Zufallsvariablen.

(i) Sei h : R — R eine stetige Funktion und (X,,),en konvergiere P-f.s. (stochastisch bzw. in
Verteilung) gegen X. Dann konvergiert (h(X,,))nen auch gegen h(X) P-f.s. (stochastisch
bzw. in Verteilung).

(ii) Konvergiert (Y, )nen in Verteilung gegen X, also 'Y, DX , und konvergiert (X,, — Y, )nen
stochastisch gegen Null, also | X,, — Y,,| il 0, dann konvergiert (X,,)nen in Verteilung auch
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gegen X, also X, Ly X. Fulls X, Ly X und Y, i a, so gilt auch X, +Y, Lo x +a
sowie Y, X,, Dy uX.
(iii) (X, )nen konvergiert in Verteilung gegen eine Konstante a € R, also X, D, a, genau dann,

wenn sie stochastisch gegen a konvergiert, also X, %
(iv) (Delta Methode) Seien x € R und a,, 1 oo mit a,(X,, — ) L2y X. Dann gilt X, 2w Ist

weiterhin f € 2 differenzierbar in x, so gilt a,(f(X,) — f(x)) — a, (X, — x)f'(z) 50
und somit auch a,(f(X,) — f(x)) TN ()Y

(v) (Cramér-Wold device) Fiir eine Folge R*-wertiger Zufallsvektoren (X1 )nen sind dquivalent:
(a) Es gibt einen Zufallsvektor X mit X,, Dox (b) Fiir jedes v € R? existiert ein X" mit
(v, X,) Ly X, Falls (a) und (b) gelten, so sind X* und (v, X') identisch verteilt.

(vi) Gegenbeispiele zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der folgenden direkten Implikatio-
nen (in rot) nicht gelten.

inf{e >0:P(| X, — X| >e) =0} 22250

VeeR, : ¥ P(|Xp—X|>e) <oo
N neN

P-f.s.
X, — X

P(llm sup\Xn X|=0)=1

\

VheC, : lim E(h(Xn)) = E(h(X))

+ .
l Ve €R, ¢ lim P(|Xn - X|>¢e)=0

O

A06.04 Definition. Eine Familie (X, ;);c[n)nen reeller Zufallsvariablen in .Z heiBit standardisiertes
Dreiecksschema, wenn (i) (X, ;)jcn sind unabhingig; sowie (ii) E(X,;) = 0, 5 € [n],
und >, g Var(X,,;) = 1 fiir jedes n € N gilt.

Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) je[n],nen erfiillt

2 NP —
(a) die Lindeberg-Bedingung, wenn hm Z]G[[n]] (Xn,j]l{‘xm_‘> }) = 0 fiir jedes 0 € R, gilt;

(b) die Lyapunov-Bedingung, wenn lim E (|Xn7j|2+5 ) =0fiirein 9 € [R+ gilt. O
n—oo

JE€[n]

A06.05 Eigenschaft. Sei (X,,),en eine Folge unabhéingiger reeller Zufallsvariablen.
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(i) (Starkes Gesetz der grofien Zahlen) Seien X,,, n € N, identisch-verteilt. X, € £ gilt genau
dann, wenn lim,, ., X, = E(X;) P-f.s. (und dann auch in £).

(i) (Lévy’s Aquivalenzsatz) Die Folge der Partialsummen (S, )nen mit S, := Zie[[n]] X, neN,
konvergiert P-f.s. genau dann, wenn sie stochastisch konvergiert. Andernfalls ist (S,)nen
divergent mit Wahrscheinlichkeit Eins.

(Dreireihensatz von Kolmogorov) (S, )nen konvergiert P-f.s. genau dann, wenn die fol-
genden drei Bedingungen fiir ein ¢ € R gelten: (a) > _(P(|X,|>¢) < oo, (b)
Y nen [E(anl{‘xn‘gs}) konvergiert; und (¢) >, - \/ar(Xn]l{lanE}) < 0.

Sei (X j)je[n]nen ein standardisiertes Dreiecksschema.
(iii) Erfiillt (X, ;) je[n]nen die Lyapunov-Bedingung, so auch die Lindeberg-Bedingung.
(iv) (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg (1922)) Erfiillt (X, ;)jc[n]nen die Lindeberg-

Bedingung, so gilt fiir (die Zeilensumme) S’ = > Xnj 2, No,1)- O

j€ln]
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B

Elementare MaB- und Integrationstheorie

In diesem Kapitel werden Begriffe, Notationen und Aussagen der Vorle-
sung Wahrscheinlichickeitstheorie 1 (WT1) wiederholt. Eine detaillierte
Darstellung findet sich zum Beispiel in Bauer [1992], Elstrodt [2011 ] oder
Klenke [2020].

B01 MaBraum

B01.01 Definition. Sei (2, .27) ein messbarer Raum und p1 : &7 — R eine Mengenfunktion.  heif3t

(a)

(b)

additiv, falls fiir je endlich viele paarweise disjunkte Mengen A;,..., A, € & gilt, dass
p(lg 4) = S n(4).

o-additiv, falls fiir je abzdhlbar vieler paarweise disjunkte Mengen A, Ay, ... € o gilt,
dass M(Ejl A) = 2 (1(As).

Eine o-additive Mengefunktion x mit 1(0)) = 0 heiBt Mafs. Ein MaB 1 heit

(d)
(e)

endlich, falls 11(2) < oo,

o-endlich, falls es eine Folge (A, )nen in &7 gibt mit Q = (J)~ | A, und p(A,) < oo fiir
jedes n € N. O

B01.02 Definition.

(a)

(b)
(c)

(d)

Wir bezeichnen mit M (:) = M(().<) die Menge aller MaBe auf 7. Ein Tripel W
auf .7 wird

bestehend aus einer Ergebnismenge €2, einer o-Algebra <7 sowie einem Mal}
MalBraum genannt.

Ist 2 abzihlbar, so wir der MaBraum (2, 2, 1) diskret genannt.

Die Menge aller o-endliche Malie auf .o/’ bezeichnen wir mit M (7). Die Teilmenge aller
endliche Mal3e auf .o/’ bezeichnen wir mit M (<) und zur Erinnerung YV («) bezeichnet die
Teilmenge der Wahrscheinlichkeitsmalle (Definition A01.04 (b)).

Das Bildmaf3 von u € M («) auf (S,.”) unter einer messbaren Abbildung f : (2, o/) —
(S, ) bezeichen wir weiterhin mit 1/ := po f~1. O

B01.03 Beispiel.

(a)

(b)

Fiir A € 2¢ bezeichnet : Q0 — {0,1} mit 1,7'({1}) = Aund 1,7'({0}) = A° die
Indikatorfunktion auf A. Fiir jede o-Algebra &7 C 2% und jedes w € € ist das Einpunkt-
oder Diracmay : o/ — {0,1} mit §,(A) := 1,(w) ein WahrscheinlichkeitsmaB, also
0y € M().

Sei Q # 0 abzihlbar und p : © — R". Dann ist g : 2% — R mit A — p(A4) =
> eq P(w)d,(A) ein o-endliches MaB auf 2%, also 11 € M, (2%). Wir bezeichen p als Zéihl-
dichte von pi. Ist Q C R* so definiert B — u(B) ein o-endliches MaB auf (R*, %*). Zur
Erinnerung, erfiillt p zusitzlich ) _, p(w) = 1 dannist 1 € W(2%) = M,(2%) ein diskre-
tes Wahrscheinlichkeitsmal3. Im Spezialfall p(w) = 1 fiir jedes w € 2 heilit := p das
Zihlmaf; auf €.
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(c) Es existiert ein eindeutig bestimmtes MaB X" auf (R"™, ") mit der Eigenschaft X'((a, b)) =
[Ticqu (b — @) fiir alle a,b € R mit a < b. B9 heiBt Lebesgue-Mafs auf (R", #") (vgl.
Vorlesung Analysis 3). Fiir das Lebesgue-MaB auf (R, %) schreiben wir kurz B§ := A\, o

B01.04 Definition. Sei (€2, <7, ;1) ein MaBraum.
(a) Eine Menge N € & heiBt pu-Nullmenge, oder kurz Nullmenge, falls 1 (N) = 0. Mit A/
bezeichnen wir das System aller Teilmengen von p-Nullmengen.

(b) Eine Aussage gilt p-fast iiberall (j1-f.ii.), wenn es eine u-Nullmenge N € A gibt, so dass
die Aussage fiir alle w € Q\ N = N¢ gilt. Ist A € &/ , so sagen wir, eine Aussage gilt
p-fast iiberall auf A, falls N € A/ gibt, so dass die Aussage fiir alle w € A\ N gilt. Ist
1w =P € W(«) ein Wahrscheinlichkleitsmal, so sagen wir dann auch, dass die Aussage
P-fast sicher (P-f.s.) gilt, beziehungsweise P-fast sicher auf A.

(c) Der MaBraum (2, o7, ;1) heiBit vollstindig, falls N C o .

(d) Fir B € o/ wird durch pu|,(A) := p(A) fir A € o/ mit A C B ein Ma auf der Spur
o ‘ 5 = @ N B von & iiber B definiert. Dieses MaB wird Einschrinkung von p auf B
genannt. O

B02 Integral

302.01 Definition. Fiir jedes MaB} 1 auf einem Messraum (€2, <7) heiit Integral beziglich p das ein-
deutig bestimmte Funktional [, : A @Jr, das die folgenden Bedingungen erfiillt:

(11) Firalle f,g € & unda,b e R giltl,(af + bg) = al,(f) + bl,(g); (linear)
(12) Fir alle (f,,)nen T f in o gilt1,(f) T0.(f); (monoton konvergent)
(13) Fiir jedes A € 7 giltl,(1,) = u(A). (normiert)

Fiir jedes f € o heift IBXUA = 1,(f) das Integral von f beziiglich p , wobei I,(f) =

sup { > (inf f(w))u(A)} fir & = {P C & |P endliche Partition von Q}. Fiir 4 € o/
Pep  Acp. weA

schreiben wir kurz [JINUM := [(f1,) dpu. O

B02.02 Schreibweise. Fiir f € &/ und A € .o/ schreiben wir auch |00l = [ fdu = Jo f(w)p(dw)
sowie pu(f1,) = [, fdu = [, f(w)pu(dw). O

302.03 Eigenschaft. Sei (), <7, p) ein beliebiger Mafsraum und ( f,,)nen eine Folge aus o
(1) (Lemma von Fatou) Dann gilt u(li}giorolf fn) =/ Uiﬂlﬁ?f fn) dp < liyrgiogff fndu. Ins-
besondere fiir jede Folge (A,,)nen von Mengen aus <f gilt i ( h}g&lf An) < 11,?Li2f 1 (An)
Ist u € M (<) endlich, so gilt auflerdem lim sup p (An) < i ( lim sup An).
n—o0 n—oo

(H) Es gllt ZHEN f" € E+ undlu(znel\l f”) = f (ZneN fn) d,u = ZneN M(fn)

Seien weiterhin f, g € "
(iii) Genau dann ist f = 0 p-f.ii., wenn p(f) = [ fdp = 0 gilt. Ist u(f) € RY, so gilt f € R
w-f.i. und die Einschrinkung von i auf { f# O} ist ein o-endliches Map.

(iv) Die Mengenfunktion fu : of — R mit A — fu(A) = p(Lyf) = [(L.f) du ist ein Maf3
auf (2, o). Fiir alle A € of mit i(A) =0 gilt fu(A) = 0.
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(V) Ist f < g (bzw. [ = g) p-fid, so gilt fu < gu (bzw. fu = gp).
Ist (cl) f p-integrierbar, oder (c2) pn € M (<), oder (c3) gu € M (o) o-endlich, so gilt
auch die Umkehrung.

Insbesondere, gilt u(f) = [ fdu < [ gdu = pu(g) (bzw. u(f) = p(g)).

(vi) Genau dann ist |1 € M (o) o-endlich, wenn es h € 42%\[? mit ;1(h) € R" (u-integrierbar)
gibt. Insbesondere, exisitiert zu jedem o-endlichen |1 € M (o) ein h € ,Qf\; , derart dass
hp € M (<) endlich ist und hy besitzt die gleichen Nullmengen wie [u.

(vii) Fiir f € o mit f > 0 p-fii. gilt > pu({f =n}) < [ fdp < ZneNOu({f >n})
und [ fdp = [ p({f >t})dt O

502.04 Definition. Seien (€2, <7, ;1) ein MaBraum und f € <" . Wir sagen, dass das durch v(A) :=
J(1,F)dp fir A € o7 definierte MaB := v die Dichte dv/du = d” = { beziiglich p
besitzt.

B02.05 Eigenschaft. Seien p1 € M(e) ein Maf3 auf (2, o7 ) und v = T mit j—: —fecd .

(i) Fiir jede Funktion g € o gilt [gdv = [(gF)du = p(gf) =tulg) =v(g).

(ii) Seip:=qumitq € & . Dann gilt p = qu = q(fp) = (qf ).

(iii) Die pi-Dichte dv /dp von v ist eindeutig bis auf Gleichheit ji-fast iiberall, wenn v € M (o)
oder |1 € M (o) o-endlich ist.

(iv) Ist v € M (o) o-endlich, so ist j—: = f € R" p-f.ii.. Die Umkehrung gilt, wenn 1 €
M (). O

o

B02.06 Schreibweise. Ist f € o/ eine numerische Funktion, so sind /* := fV 0, /= (=f)F, fT +
T=lfled ’ positive numerische Funktionen (vgl. Eigenschaft A02.06). O

B02.07 Definition. Seien (€2, <7, ;1) ein MaBraum und f € ./ eine numerische Funktion.
(a) Ist hochstens eines der beiden Integrale | f* du und [ f~ du nicht endlich, dass heift,
p(fH) A u(f7) € R, so definiert = [ fTdu — [ f~ du das Integral von f
beziiglich ;o mit den tiblichen Konventionen co+2z = oo und —oco+z = —oo fiiralle z € R.
In diesem Fall wird f quasiintegrierbar genannt. Das Integral von f ist nicht definiert, wenn

[fHdp=o00=[fdpugilt
(b) Falls [ |f|du € R, also falls [ f*dy € R und [ f~dp € R, gilt, dann heiBt f s-
integrierbar. Die Menge aller pi-integrierbaren numerischen Funktionen bezeichnen wir mit

B = 2w =L ={fed : [|flducR}.

(c) Fiir p € R, definiere || f||5:= ( [(|f|") du)l/p und ||f||z:= inf{z € R" : p({|f| >
z}) = 0}. Fiirp € @1 heit f .Z-integrierbar, wenn || f|| € R'. Die Menge aller .Z-
integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit = L) = Lo, p) = {f € o
| fll% € R} Fiir p € [1,00] ist ||-|| & eine Pseudonorm auf dem Vektorraum .Z.

d) (-,) g L) x L) — Rmit (f,g9) — (f,9)% = | fgdpu ist eine positive semidefinite
symmetrische Bilinearform. O

302.08 Bemerkung. Fir X € Z(P) entspricht damit der Erwartungswert Von X dem Lebesgue-
Integral von X bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmafes P, dass heif3t, E (X fQ P(dw) und
wir erhalten die bekannten Darstellungen:

(i) Sei P ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf R mit Dichte f beziiglich des Lebesgue-
MaBes A. Dann gilt X € Z(P) genau dann, wenn |, | X (w)|f(w)A(dw) < oo, wobei wir
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auch weiterhin die Schreibweise [, | X (w)|f (w)dw benutzen. In diesem Fall ist

E(X) = / X(w)f (w)dw.

JR

(ii) Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmall mit Zihldichte p. Dann gilt X € %(P) genau
dann, wenn |, [ X (w)|P(dw) = >, | X(w)|p(w) < oo. In diesem Fall ist

E(X) =Y X(w)pw).

wes

O

B02.09 Lemma (Eigenschaften). Seien f,q € Z(, p).
(i) Fiiralle a,b € R giltaf +bg € L(u)und [(af +bg)dp =a [ fdu+b [ gdu; (linear)

(i) Seih € . Isth = f p-f.ii, dann gilt h € L(u)und [ hdu = [ fdp.
Ist |h| < g p-f.., dann gilt h € Z(u).
<

(iil) Ist f < g p-fii, soist [ fdp < [ gdp. (monoton)
Insbesondere aus f € R p-f.ii. folgt [ fdueR". (positiv)
(iv) Esgilt| [ fdul < [|f]dpu. (Dreiecksungleichung)

(v) Esgilt f =0 u-f.i. genau dann, wenn fA fdu =0 fiiralle A € o gilt.
(vi) Ist p € M (o) endlich und h € o/ beschrinkt, also sup,.q |h(w)| < oo, so gilt h € Z(u).

(vii) Fiir p,v € M(«) ist h € ZL(u+v) genau dann wenn h € ZL(u) N L (v) gilt. In diesem
Fallist [hd(p +v) = [hdu+ [ hdv.

(viii) Sei v = mit g—; =1 € & . Eine Funktion g € o ist genau dann v-integrierbar, wenn
gf p-integrierbar ist. In diesem Fall gilt v(g) = p(gf) = [(9F) dp = [gd(fp) = [ gdv.

Seien nun f,qg € <.

(ix) Seip € R!. Genau dann ist f € L), wenn |f|P € L(n). Es gilt p({|f| > ||fl|l2}) = 0.

(x) Seip € @;. Genau dann ist ||f||¢ = 0, wenn f = 0 p-fii. Fira € R gilt ||af|¢ =
all il Ist | € Ly und | = g L, 50 gilt || < 00 -t sowie | fll = gl
Seien weiterhin (X, Z") ein Messraum, X : Q — X eine <7 -2 -messbare Funktion und ;¥ :=

po Xt e M(2) das Bildmaf3 von p unter X auf (X, Z").
(xi) Fiirh € & gilt dann [ WX)du = [ hdp*. Genau dann ist h € X integrierbar beziig-
lich i, wenn h(X) € < integrierbar beziiglich yu ist, und dann gilt ebenfalls [ h(X) du =

[ hdp.
Q) —— (X, 2)
\ {h c Z(/LX)
h(X) € ZL(n)
(R, 2)

Ist speziell X eine Zufallsvariable auf (), o7 ,P), so gilt

/ h(z)P* (dz) = / hdP* = P (h) = P(h(X)) = / h(X) dP — / B(X ()P (dw). ©
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B03 Konvergenzarten

B03.01 Definition. Sei (€2, .7, 11) ein MaBraum. Eine Folge ( f,,)nen aus .27 konvergiert gegen f € .o/

w-fast iiberall (u-f..), kurz f, el f, wenn lim sup,,_, |f, — f| = 0 p-f.ii. gilt. Es also eine
p-Nullmenge N € o gibt, sodass fiir jedes w € N°¢:= Q\ N gilt, dass lim,, | fn(w) —

flw)=0.

p-fast vollstindig (u-f.v.), kurz f, LaiiN f, wenn fiir jedes A € ./ mit u(A) € R" und fiir jedes
ee R gilt> u({lfn—fl>c}nNA) eR.

p-stochastisch (oder dem MaBe 1 nach), kurz f, 2 f, wenn fiir jedes A € .o/ mit u(A) € R
und fiir jedes € € R}, gilt lim,,_,o st ({| f — f| > e} N A) = 0.

4 L
im p-ten Mittel (oder in Z (1)), p € R, kurz f, =, J, wenn (fy)nen und f aus Z(u) sind
und cs gilt i, o | o — fll —

Gelegentlich verwenden wir abkiirzend [, AN f oderauch [, 2, | wenn das zu Grund liegende
Mab p aus dem Kontext hervorgeht. O

503.02 Eigenschaft. Sei (2, <7, ) ein beliebiger Mafraum.
(i) (Monotone Konvergenz) Sei (fn)nen aus L(u) und f € of mit f, 1 f p-f.ii.. Dann gilt
[ fadut [ fdp.

(ii) (Dominierte Konvergenz) Sei ( fy)nen aus o p-f.ii. konvergent und es gebe g € L (1) mit
SUp,en | ful < g p-fil. Dann existiert ein f € o mit lim, o0 f, = f p-fii, (fo)nen
und f sind aus Z(u) und es gilt im, o [(|f — ful)dp = 0 sowie lim, o [ frdp =
[ fdp. Ist g € L) fiir p € [1,00) dann sind auch (fo)nen und f aus L (i) und es gilt
limy, o0 || fr — f”% = 0 sowie lim,, oo || fu|l 2 = || fl|.2-

(iii) (Satz von Scheffé) Seien ( f,)nen und f aus " integrierbar und es gelte f, LN f sowie
J fudp 222 [ f dp. Dann gilt f, 22 f.
(iv) (Satz von Riesz) Seien (fn)nen und f aus £ (n) mit p € [1,00) und es gelte f, LN f.

RZam
Dann gilt [ |f,|P dpy — [ |f|P du genau dann, wenn f,, — iGN f

TL—)OO

(V) Fiir f und (f,)nen aus <7 gilt f, i—u—> = fa LN f<=rf ﬂ) folstp e M () o-

endlich, dann gilt auch f, LaiiN f=rn LAiN f. Weiterhin gilt f, B r genau dann, wenn
zu jeder Teilfolge von (f,,)nen eine gegen [ p-fast iiberall konvergente Teilfolge existiert. o

303.03 Definition. Eine Familie F aus .Z(u) heiit gleichgradig i-integrierbar, wenn
inf { sup (| f|Lyy5y) : 9 € Zn) ﬂg+} =0.
feF
Ist 4 € M (=) endlich, so ist die gleichgradige p-Intergrierbarkeit dquivalent zu
inf{supu(|f|]l{|f‘>a}) ta € R+} =0. O
feF
B03.04 Bemerkung.

(i) Ist F C &7 und g € .,2”(;4)(142% mit | f| < g p-f.u. fur alle f € F, dann ist FP := {|f|" :
f € F} gleichgradig p-integrierbar. O
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B03.05 Eigenschaft. Sei (€),.27, ) ein beliebiger Mafsraum. Sei (f,)nen reellwertig aus Z(n), p €
[1,00). Dann sind dquivalent:

(i) (fnen konvergiert in & (y);

(1) (|fn|P)nen ist gleichgradig i-integrierbar und ( f,,)nen ist konvergent dem Mafle 1 nach. ©
B03.06 Zusammenfassung. Seien (§2, .97, 1) ein beliebiger Mafiraum, p € [1,00] und (f,)nen aus

Z(n). Dann sind die folgenden Aussagen sind dquivalent:

&

(i) Es gibt ein f € Z(u) mit f,, =, f-

(1) (fn)nen ist eine Z(u)-Cauchy Folge, also limy, oo || fro — finl|.2 = 0.

Istp < oo und i € M (o) o-endlich, so sind (1) und (i1) zudem dquivalent zu

(ii1) (|fn|P)nen ist gleichgradig intergrierbar, und es gibt f € </ mit f,, NS

Die Limiten in (1) und (iii) stimmen iiberein.

gleichgradig integrierbar

. p-fv £ Z(w) X
j'n f 7 g T()[]f()]ge f’n 7 f
A \/ A
Teilfolge "~ /" gleichgradig integrierbar
. 7 K
Jo = f
Die Abbildung wurde auf der Grundlage von Klenke [2020, Abb.6.1, S.159] erstellt. O

B03.07 Bemerkung. Zur Erinnerung fiir p € @\t und f, g € o gilt||f—g]| « = 0 genau dann, wenn f =
g p-f.ii.. In diesem Fall sehen wir f und g als dquivalent an. Sei nun ' = { fe o f=0 ,u-f.ii.},
dann ist A/ ein Untervektorraum von Z(u), so dass wir formal den Quotientenraum QUg:=
Lu) == L. p) := {[f]:==f+N: f €L} bilden kénnen. Fiir [f] € L(u) setzen wir
I/l == If]lz firein f € [f] und [[f]dp := [ fdp, falls der Ausdruck fiir f definiert ist.
Dabei hingt ||[f]||r, nicht von der Wahl des Reprisentanten f € [f] ab. Analog fiir [f], [g] € L,(n)

O

definieren wir ([f], [9])1, :== ([, g).%z, wobei f € [f] und g € [g].

B03.08 Eigenschaft. Sei (2, <7, ) ein beliebiger Mafraum.
(i) (Holder Ungleichung) Seien p,q € [1, 00| mit % + é = 1. Dann gilt || fgl| = < || fll 2]l 9]l =
(Cauchy-Schwarz Ungleichung) Insbesondere gilt |(f, 9) «| < ||f|l2]l9]|.2-
(i1) Seien o € M () endlich, q € @; und p € (0, q). Dann gilt u(Q)Y4) fll.z < n(Q)V7]| fll2
und somit £, C Z.
(iii) (Minkowski Ungleichung) Fiir p € [1,00] gilt || f + gll.z < || fll.2 + 9]l 2

(iv) (Fischer-Riesz) Fiir p € [1,00] ist (L(n), ||-||r,) ein Banachraum.
Insbesondere ist (L(1), (-, -)1,) ein reeller Hilbertraum. O

B04 MaBe mit Dichten - Satz von Radon-Nikodym

B04.01 Definition. Seien v, u € M (&) MaBe auf (), &7).

: v heiBt (absolut-)stetig beziiglich i, kurz p-stetig, oder dominiert durch p, wenn jede
p-Nullmenge aus <7 auch eine v-Nullmenge ist, also fiir jedes A € & mit u(A) = 0
gilt auch v(A) = 0. Die MaBe p und v heilen dquivalent (kurz i <> v), falls v < 1 und
<.
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. p heiBt singuldr zu v, kurz v-singuldr, wenn es eine p-Nullmenge N € o7 gibt mit
v =1yw,alsov(A) =v(ANN) firalle A € o/, oder dquivalent dazu N¢ := Q \ N ist

eine v-Nullmenge. m
B04.02 Eigenschaft.
(1) Sind v, € M (<) endliche Mafie mit v < i, so gibt es eine mef3bare Funktion h : ) —
0, 1] mit v = hp.

(ii) (Satz von Radon-Nikodym) Seien . € M, (<) ein o-endliches Maf3 und v € M (<) ein pi-
stetiges Maf auf (), <), also v < . Dann hat v eine Dichte f = dv /du € o beziiglich
W, d.h. es gilt v = { pu. O

B04.03 Bemerkung. Es seien y,v € M (&) o-endliche MaBe und f = dv/du € " eine p-Dichte
von v < . Dann folgen aus Eigenschaft B02.05 direkt die tiblichen Kettenregeln:

(i) Ist g € o quasiintegriebar, so gilt [, gdv = [, gf dy fiiralle A € 7.

_ dp dv

(i1) Ist p € M (o) ein o-endliches Mall mit p < v < p so gilt 2 I du

p-fi..

(iii) Ist h : Q — [0, 1] messbar mit h = p-f.i., so gilt g—: = ﬂ p-f.i.. O

d(v +u)

B04.04 Beispiel.

(a) Stetige Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R¥, 2%) (vgl. Definition A01.04 (f)) sind somit ge-
rade die beziiglich des Lebesgue-MaBes X absolutstetigen WahrscheinlichkeitsmaBe mit
entsprechender (Radon-Nikodym-) Dichte.

(b) Bezeichnen wir mit (,, das Zahlmaf} auf einer abzéhlbaren Menge €2, so sind diskrete Wahr-
scheinlichkeitsmafe auf (€, 2) (vgl. Definition A01.04 (e)) absolutstetig beziiglich ¢, und
ihre Zihldichte entspricht gerade der (Radon-Nikodym-) Dichte beziiglich (,. Ist 2 C R
und P ein Wahrscheinlichkeitsmal auf (R, %) mit Zahldichte p wie in Beispiel A01.06 (b),
dann ist P absolutstetig beziiglich des ZahlmaBes ¢, auf (2 aufgefasst als Maf auf (R, %)
und p gerade die (Radon-Nikodym-) Dichte von P beziiglich (,. m

B04.05 Lebesgue’scher Zerlegungssatz. Seien i, v € M (o) o-endliche Mafie auf (2, o). Dann gibt
es genau eine Zerlegung v = v + v von v in zwei Mafe v, v € M (<), derart dass v < i der -
stetige Anteil und v 1y der p-singuldre Anteil von v beziiglich p ist. Dabei sind v, v € M (o)
o-endlich, und genau dann v,y € M(«) endlich, wenn v € M (<) endlich ist. v, besitzt eine
p-Dichte dv /dp € o, die w-fast iiberall rellwertig ist. O

B04.06 Bemerkung. Wir kénnen in Satz B04.05 die numerische Funktion f = dv /du € /" durch
die reelle Funktion f := f ]1{ff ey € " ersetzen,da f = f p-f.ii.. Mit anderen Worten feo"
ist ebenfall eine Festlegung der Radon-Nikodym Dichte von v beziiglich p. Sind v, n € M (o)
o-endlich, so werden wir stets dv /du € </ annehmen. Weiterhin definieren wir noch eine
numerische Funktion L := f1,. 4+ col, € &/ mit u(N) = 0 = y(N°¢), so ist {L=c} =N
und die Lebesgue Zerlegung schreibt sich in der Form v = Ly + 1, _,v, d.h. fiir alle A € &/
giltv(A) = [, Ldu+v(AN{L = co}). O

B04.07 Definition. Seien v, € M, («) o-endliche Mafe auf (§2,.<7), wobei nicht notwendig v < 1
gilt. Dann heift jede positive numerische Funktion L. € &7 " mit

p(L=00)=0undv =Lpu+1,_ v (04.01)

ein Dichtequotient (DQ) von v beziiglich . O
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B04.08 Eigenschaft. Seien v, € M (o) o-endliche Mafle. Dann ist der Dichtequotient L. € " von
v beziiglich | eindeutig bis auf Gleichheit v + ji-fast iiberall. O

B05 Endliche ProduktmaBe

B05.01 Erinnerung. Seien (S,,.%), i € Z, messbare Riume mit beliebiger, nicht-leerer Indexmenge
Z. Die Menge S, := X,z S aller Abbildungen (s;);er : Z — U;ezS; sodass s; € S, fiir alle
1 € T gilt, heiBt Produktraum oder Kkartesisches Produkt. Sind alle S, gleich, etwa S, = S, dann
schreiben wir S’ := S,, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz & := S”. Fiir jedes J C T
bezeichne [1. : S; — S, mit (s;);ez — (8;)jes die kanonische Projektion und speziell fiir j € Z
die Koordinantenabbildung mit 11, : S; — S, mit (s;);ez — s;, sodass X,.7 F; = (., 11, Y(Ey)
firE; CS,iel. O

B05.02 Definition.

(a) Fir eine Familie (<7 );c7 von Teil-o-Algebren von 7 mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-
ge T bezeichnet \,.; & = (,cz & und \/,.; & := 0(U,o; &) die grofte o-Algebra, die
in allen .7, i € Z, enthalten ist, bzw. die kleinste o-Algebra, die alle <7, i € T, enthilt.

(b) Die Produkt-o-Algebra .7, := ®ieI 7 auf dem Produktraum &7 ist die kleinste o-Algebra,
sodass fiir jedes 7 € 7 die Koordinantenabbildung I, .%-. -messbar ist, d.h.

S =7 =\ olily) = \/ 11, ().

i€z i€ i€z
Sind alle (S,,.%) gleich, etwa (S,,.%) = (S,.), dann schreiben wir . := .#, im Fall
n = |Z| < oo, auch nur ." := ", O

B05.03 Eigenschaft. Fiir jedes i € [n] sei & ein Erzeuger der o-Algebra . auf S,, welcher eine Folge
(Eir)ken von Mengen mit Ey, T S, enthdlt. Dann wid die Produkt-o-Algebra ./, = ®i€[[n] S

vom System aller Mengen {XZ-GM E,:E,eé&,i¢c [[n]]} erzeugt. O

B05.04 Definition. Sei y, € M () ein MaB auf (S,,.) fiir jedes i € [n]. Ein MaB p,, € M(#,)
auf (S, 7)) heiBt Produkimaf3, wenn fiir alle E; € 7, i € [n] gilt p,, (Xicpy Bi) =

Munn(ﬂz‘e[[nﬂ I (E)) = [Ticgny :(Es). In dem Fall schreiben wir @&);c,,; 14, := f,;- Sind alle
. =  gleich, so schreiben wir p*":= pu, . 0

B05.05 Eigenschaft.

(i) (Eindeutigkeit eines endlichen Produktmafes) Jeder Erzeuger & von ., i € [n], sei N-
stabil und enthalte eine Folge (Ey,)ren von Mengen mit Ey, T S, und p.(Ey) < oo fiir jedes
k € N. Dann gibt es hochstens ein Mafs i, € M(%,) auf (Syy, A.) mit ju,, ( Xic] E,) =
[icpay 1:(Es) fiir alle E; € &, i € [n].

(ii) (Existenz eines Produktmafles) Sei jedes u, € M () ein o-endliches Mafs auf (S,,.%)),

i € [n]. Dann existiert genau ein Produktmaf j1, , auf (S, #.;). Dabei ist ji,, € M (%,)
auch o-endlich. O

B05.06 Schreibweise. Bei gegebener Abbildung h : &7 X So — S bezeichnen wir fiir jedes s; € S
und so € Sy mit hy, : So — Sz bzw. h*2 : §; — S die Abbildung sy — hg, (s2) := h(sy, s2)
bzw. 51— h%2(s1) := h(s1, S2). O

B05.07 Definition. Seien (€2, .o/, ;1) ein MaBiraum, (S,.¥) ein Messraum und NV € <7 eine ;-Nullmenge.
Eine Abbildung h : N¢ := Q\ N — S heilt u-fast iiberall definiert sowie <f - -messbar, falls
() C o gilt. 0
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B05.08 Bemerkung. Sind h,g € o p-fast-iiberall endlich, so ist die Funktion ¢ — h p-fast iiberall
definiert und .27 -Z-messbar. Insbesondere gilt dies, wenn ¢ und h i p-integrierbar sind. Ist f
nun R-wertig, ji-fast-iiberall definiert mit ;-Nullmenge N und o7 -Z-messbar, so konnen wir
f (w) := 0 fiir w € N und andernfalls f(w) := f(w) definieren. Dann ist f € &/ numerisch. Ist
f weiterhin y-integrierbar, so definieren wir fiir f das Integral p(f) = [ fdp = [ f du. m

B05.09 Eigenschaft.
(i) (Satz von Tonelli) Seien (S;, 7, ), i € [2], o-endliche Maf3rdume und sei h € A ® 7
positiv numerisch. Dann ist ji,(h*) : S, — R mit sy — 11,(h*) aus 7, und p,(h.) = S, —
R mit sy — p,(hs, ) aus 7, . Es gilt

@) =l 0) = [ )ptdse) = [ [ hisrsan @si(dse)
:/M%mwwzm%%ﬂ

(i) (Satz von Fubini) Seien (S;, -, ), i € [2], o-endliche Mafrdume und h € £, @ p,).
Dann ist ji,(h.) : sy = p,(hs,) p,-fast iiberall definiert und 7-%-messbar und i, (h*) :
So > 1, (h®2) p,-fast iiberall definiert und .%,-98-messbar. Es gilt

mwMW=/ﬁMﬂM%ﬁ=m®MM=/@MQM%0=M%W»

(iii) Fiir jedes i € [n] sei (S;,.%, 1) ein o-endlicher Mafraum, T, € %" und v = fu,. Dann
ist das Produktmaf} v, = ®%E[[N]] v definiert, und absolut stetig beziiglich des Produktmaf3es

Hyy = Qyepny # mit Produktdichte [ [, T, d-h. es gilt v, = ([ Ticqy ©) iy O

B05.10 Erinnerung. Seien nun v = P und x = B Wahrscheinlichkeitsmafe auf (S,.7), wobei nicht
notwendig ? < B gilt. Dann heif}t jede positive, numerische Funktion L. € " mitP = LP +
1R und P(L € R") = 1 Dichtequotient von P beziiglich P (vgl. Definition B04.07).
Bezeichnet ;1 € M, () ein o-endliches Mall mit P < 1, ¢ € [2], (Z.Bsp das endliche Mal} . =
P +P) und bezeichnen f, € .#" p-Dichten von P, i € [2], soist LI := b i1 + o0l €

7" eine spezielle Festlegung des Dichtequotienten. In dem speziellen Fall R < P stimmt der
Dichtequotient von P? beziiglich P mit der P-Dichte von P iiberein und ist P-bestimmt. O

{f.eR"} {f,=0,f,€R},}

B05.11 Eigenschaft. Fiir jedes i € [n] seien B,,R, € W(¥) Wahrscheinlichkeitsmafie auf (S;, )
mit Dichtequotient L von B, beziiglich R,. Dann ist das Produkt L(x) := [[,cp,p Li(2:) fiir x =
(%;);icn] eine Festlegung des Dichtequotienten von I := ®z€[[n]] . beziiglich P : ®i€[[n]] B,. O

B06 Ubergangskerne

B06.01 Definition. Seien (21, .27) und ({22, .2%) messbare Rdaume. Eine Abbildung x : Q; X &, —
R heift (o-)endlicher Ubergangskern von (), 27) nach (€, <), falls sie die folgenden zwei
Bedingungen erfiillt:

(Uk1) furallew, € Qistr, : 9% — R" mit Ay — K, (A2) := K(wy, Az) ein (o-)endliches MaB
auf (Qq, o), kurz r,, € M (e%) bzw. K, € M (o4);

Uk2) fir alle Ay € o ist k™ : Q; — R mit wi = K" (wy) = K(wi, Ay) eine positive,
numerische .27 -messbare Abbildung, kurz x™* € ﬂZ+.
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Ist fiir jedes wy; € Q das MaB in (Ukl) ein WahrscheinlichkeitmaB, x, € W(), so heiBt
Markovkern. O

B06.02 Bemerkung. Es geniigt die Bedingung (Uk2) nur fiir Mengen aus einem N-stabilen Erzeuger &
von .27, der €2y oder eine Folge (E,,),ecn von Mengen mit £, T €, enthilt, zu fordern. O

B06.03 Eigenschaft. Sei r ein endlicher Ubergangskern von (Q,.%7) nach (Qy,.9%), und sei h €
P A positiv numerisch. Dann ist die Funktion r.(h.) : Q1 — R mit w, — &, (hy,) =
[ he, dk,, wohldefiniert und aus <7, . O

B06.04 Schreibweise. Fir 1, € (& ® )", also A € <7, ® .4, ist nach Eigenschaft B06.03 die Funk-
tion ., (A.) = K ((1,).) : Q1 — R mitw; — #, (A,,) = K ((1,).,) wohldefiniert und aus
—+

w1

. O

B06.05 Eigenschaft. Sei (), .9, p,) ein endlicher Mafiraum, (o, <7,) ein Messraum und r ein end-
licher Ubergangskern von (Q1, <) nach (2, ). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes, o-

endliches Maf3 € M (o ® o) auf dem Produktraum (Qy X Qq, o, @ ) mit ;1 & r(A) =
w(k, (A.))ﬁjrA € A, @ 4, wobei fiir alle A, € <, und Ay € <7, gilt

e (A X Ag) = M(]lAlﬁA?) - /

Ay

HAzd/L:/ K(wr, Ag)p(dwy).
Ay

Ist k ein Markovkern und i ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so ist u©r ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.
O

B06.06 Satz von Tonelli/Fubini fiir Ubergangskerne. Sei (0, o7, 11) ein endlicher Mafraum, (2, 7,)

ein Messraum und r ein endlicher Ubergangskern von (0, o) nach (o, o4). Ist h € &) ® ,527;
oder h € Z(u® k) dann gilt

1 © w(h) = p(k(h)) :/nwl(hwl),u(dwl) :/(/hwl i ) (deon)
= [ [ rorenmlon denutdn),

O

B06.07 Schreibweise. Betrachte einen Wahrscheinlichkeitsraum (€21, <7, P), einen Messraum (€25, <7%),
einen Markovkern x von (21, %) nach (25, %) und mit Eigenschaft B0O6.05 das eindeutig be-
stimmte Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf - (Q x Q9,9 ® o). Dann bezeichnen wir mit

KP(Ay) =P (k") = /IiAZ dP = /K/(U.)l,AQ)P(dWI), fir alle Ay € &,

die durch P ® k auf (€29, %) induzierte Randverteilung [HEf € W(). O
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C Bedingte Erwartung

In diesem Kapitel werden Begriffe, Notationen und Aussagen der Vorle-
sung Wahrscheinlichickeitstheorie 1 (WT1) wiederholt. Eine detaillierte
Darstellung findet sich zum Beispiel in Klenke [2020] und Witting [1985].

CO1 Diskret- oder stetig-verteilte Zufallsvariablen

C01.01 Erinnerung. Sei (2, o7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fir B € & mit P(B) € R, heifit

P (A‘ B) = Pu(j,‘g?) die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei gegebenem B. O

C01.02 Eigenschaft.

(i) Sei (S, X) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit Werten in (S x X, 25*%) und gemeinsa-
mer Zihldichte p**) : S x X — [0, 1] (beziiglich des Produktziihlmafes (; & (). Fiir jedes
s € S mit strikt-positiver Randzéhldichte von S in s, also p*(s) € R, ist die Abbildung

_ p¥V(z,s)

p¥5= X — [0,1] mit 2 — p*¥=(2) -
0.1 )=

(01.01)

eine Zdahldichte (beziiglich des Zdihlmafes (., ).

(i) Sei (S, X) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte 5% : R™™" — R*
(beziiglich des Lebesgue-Mafles X'™"). Fiir jedes s € R™ mit strikt-positiver Randdichte
von S in s, also T5(s) € R, ist

\0?

59 (s, x)

X|S=s . n + . X|S=s o
f 'R" - R mitx — °7°(2) := ()

(01.02)

eine Dichte (beziiglich des Lebesgue-Mafies X'). O

C01.03 Bemerkung. Da die Mengen {s € S : p°(s) = 0} bzw. {s € R™ : §%(s) = 0} Nullmengen
bzgl. der Verteilung P° von S sind, sind die Abbildungen p**=* und Y= tatsichlich P°-fast
tiberall, also nur auBerhalb einer [F"S—Nullmenge, definiert. Wir konnen auf diesen Nullmengen
beliebig Dichten, zum Beispiel die Randdichten p*¥=* = p* und £*°=* = ¥, wihlen. O

C01.04 Definition.
(a) Sei (S, X) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit Werten in (S x X', 2°*%), Fiir jedes s €
S mit strikt-positiver Randzéhldichte von S in s heilit die Verteilung mit Zihldichte
in (01.01) bedingte Verteilung (mit bedingter Zihldichte) von X gegeben S = s.
Fir h € 2% baw. h € L) wird = = P (h) = Y pex h(2)p = (x) =
[ hp*5=* d(, bedingter Erwartungswert von h(X) bei gegebenem S = s genannt.
(b) Sei (S, X) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit Werten in R"*™. Fiir jedes s € R™ mit
strikt-positiver Randdichte von S in s heiBt die Verteilung |8l mit Dichte [Rdaa i

(01.02) bedingte Verteilung bzw. bedingte Dichte von X gegeben S = s. Fir h € WJr
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C Bedingte Erwartung CO1 Diskret- oder stetig-verteilte Zufallsvariablen

bw. h € 2P wird (BRI = P (h) = [ h(@)f (@)X (dr) = [ b5 dX
bedingter Erwartungswert von h(X) gegeben S = s genannt. O

C01.05 Bemerkung. Betrachten wir den stetigen Fall (fiir den diskreten Fall folgen die Aussagen ana-
log). Da fiir h € Z(P*) auch auBerhalb einer P*-Nullmenge [ |A|f5%) dX' < oo gilt, ist fiir jedes
s auBerhalb einer P°-Nullmenge der bedingte Erwartungswert E**=*(h) = P**~*(h) von h(X)
gegeben S = s, wie auch zuvor die bedingte Dichte, definiert, und auf der Nullmenge kdnnen
wir diesen beliebig fortsetzen. Verschiedene Versionen (Festlegungen) unterscheiden sich damit
nur auf einer Nullmenge. Wir sehen spiter, dass wir eine Festlegung derart wihlen kénnen, dass
die Abbildung s — ¢(s) := E"(h) = P**=*(h) messbar ist. In diesem Fall gilt fiir alle
B e %™

E’(1,0) = PP (1,p) = /anS dX" z/

Rm

]IB(S)/ h(x)ES9 (s, 2) X (dz) X" (ds)
RTL
- / Lh 99X = POV (15h) = E¥V(15h)

Die Messbarkeit und die letzte Gleichheit sind der Ausgangspunkt fiir den folgenden allgemeine-
ren Zugang, der uns erlaubt, auch den diskreten sowie den stetigen Fall abzudecken. Die folgen-
den Resultate und Eigenschaften lassen sich dann auf die bisher vorgestellten bedingten Dichten,
Verteilungen und Erwartungswerte iibertragen. O

C01.06 Beispiel.

(a) Sei X = |W; — Ws|und S = W, + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe
der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W;, W5). Dann ist (.S, X) diskret-
verteilt mit Werten in [0, 5] x [2, 12] und bedingten Zihldichten von X gegeben S = s:

S
p¥s=(z) |2 3 456 7 8 9101112 | p*(x)
0 1olotololo1| &
1 1 1 10
1 01o0tololo1o]| L
2 2 2 2 8
1 1 6
3 oootoltoloool| &
4
4 00002020000]| 4
1 2
5 100000200000/ 2
P°(s) |3 3 36 36 36 36 36 36 36 3% 3 | |

(b) Seien X und S Zufallsvektoren mit

. X . _ [ kX n+m _ EX EXS
Y = (S) Ny,x) mit 1 = (HS) eR und ¥ = (ZSX Es) > 0,

also X ~ N, vy, S ~ Nug 54 und Cov(X,S) = Xxg = X§. Dann ist die bedingte

Verteilung von X gegeben S = s eine N, o v ,_,)-Verteilung mit

[ix|s=s = pix + Lxs35 (s — p1s) € R™ und Xyjs—s := Tx — xsX5' Ssx > 0.

DefinitionsgemiB ist j1x|s—s gerade der bedingte Erwartungswert von X gegeben S = s.
Zum Beweis der Aussage benutzen wir, dass fiir X > 0 gilt Xx > 0, 2Xg > Ound E :=
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Yx — SxsYg Usx > 0 sowie mit F := Lxs3g" auch
E! ~E7F
-1
= <—FE—1 5! +FtE—1F) >0

Fiir die gemeinsame Dichte f,  von Y = (X', 5*) und die Randdichte f, _  von S gilt
mit y = (27, s) und Normierungskonstante ¢

ﬂ:NuE (y) — —
Ly coP 2y = STy — )+ gl — )T (s — o))
Niug.zg)

= cexp{ — 3z — (ux + F(s — ps))) B (& — (ux + F(s — ps))) }-
Da pix|s=s = ptx + F(s — pug) und Y x|s—s = E folgt die Behauptung. O

CO02 Positive numerische Zufallsvariablen

Seien im Folgenden stets (€2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E die Erwartung bzgl. P und
F C o eine Teil-o-Algebra von 7.

C02.01 Erinnerung. Wir schreiben kurz X e E+ wenn X eine positive numerische Zufallsvariable
auf (Q,.o7), also X : Q — R eine /-7 -messbare Abbildung, ist. Insbesondere, ist . C 4
und fiir Y € 7 somit E(Y") definiert. O

C02.02 Eigenschaft. Zu jedem X € o existiert eine Losung Y € 7 der Radon-Nikodym-Gleichung
E(1.Y) = E(1.X) fiir jedes F' € F, wobei Y bis auf Gleichheit P-f.ii. eindeutig ist. O

02.03 Definition. Fiir X € 7 heift jede Abbildung Y : (2 — R Festlegung (Version) des bedingten
Erwartungswertes von X gegeben .%, symbolisch |2 (X

28 = Y, wenn sie die folgenden
zwel Bedingungen erfiillt:

(bE1) Y ist # —@+-messbar, alsoY € ?+ und
(bE2) E(1,Y) = E(1,X) fur jedes F G F. (Radon-Nikodym-Gleichung)
Jede Abbildung [E( ‘ ) ra - F " mit X — E (X ‘J) heif3t Festlegung der bedmgten

Erwartung bzgl. P gegeben .% . Die von E ( ) {J ) implizierte Abbildung A = F

mit A — IP’ A!J =E (]l |J) wird Festlegung der bedingten Vertellung von P gegeben .7
genannt Mit (bE2) ist jede Festlegung IP A’ﬁ ) Losung der Radon-Nikodym-Gleichung, d.h.
E(1,P(A|F)) = [,P(A].F)dP =P(FNA)firalle F € Z. =

C02.04 Bemerkung. Nach Eigenschaft C02.02 unterscheiden sich fiir jedes X € o Festlegungen des
bedingten Erwartungswertes von X gegeben .% nur auf einer P-Nullmenge. Diese Eigenschaft
ibertragt sich im Allgemeinen nicht auf Festlegungen der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben

%, da wir zu jedem X € o eine Ausnahmemenge erhalten, und deren Vereinigung im All-
gemeinen keine Nullmenge mehr ist. Betrachten wir eine Festlegung IP( ° ‘9 ) der bedingten
Verteilung von P gegeben ., so ist eine wijnschenswerte Eigenschaft, dass fiir jedes w € (2 die

entsprechende Abbildung [P’( . }fi )( o/ >R mitAs P A|J ) ein Wahrscheinlich-
keitsmal auf (€2, o7) ist. O

€02.05 Erinnerung (vgl. Definition B06.01). Seien (€2, ) und (25, %) messbare Rdume. Eine Abbil-
dung k : 0y x o, — [0, 1] heiit Markovkern von (§2y, <7 ) nach (029, %), falls sie die folgenden
zwei Bedingungen erfiillt:
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(Mk1) fiirallew; € yist k, : @ — [0, 1] mit Ay — r, (As) := k(w1, A2) ein Wahrscheinlich-
keitsmaB auf (2, <7), kurz K, € W(4) ;

(MK2) fiir alle Ay € o ist £ : Q; — [0,1] mit w; — £ (w;) = Kk(w;, A2) eine H-B,, -
messbare Abbildung, kurz k™ € 7" O

€02.06 Schreibweise (vgl. B06.07). Betrachte einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, <7, P), einen messba-
ren Raum ({25, %) und einen Markovkern « von (€21, %) nach (s, 7% ). Dann existiert nach Ei-
genschaft B06.05 ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmal3 auf (21 x Qq, F ®

<7,) mit

P ® /{,(Al X AQ) = P(ILALI{AQ) = / li(wl,A2>P(dwl), fiir alle Al € JZZ,AQ € JZ{Z
Ay

Isth € & @ oderh e Z(P © k) dann gilt
P ©r(h) =P(k(h)) = / / h(wy, ws)k(wr, dws)P(dwy)
o Jas

(vgl. Satz B06.06). Weiterhin bezeichnen wir mit die durch k ® P auf (Qy, o%) induzierte
Randverteilung, also <[P (Ay) = fQ K (w1, Ag)P(dwy) fiir alle Ay € . O

C02.07 Definition.

(a) IP ]J) heilt reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben .%, wenn die
Abbildung (w, A) — P (A‘ﬁ ) ) die Eigenschaften (Mk1) und (Mk2) erfiillt, also IP( ‘ )
ein Markovkern von (£2,.% ) nach (Q, o) ist.

(b) E(e|Z) heibt reguliire Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .#, wenn die
implizierte Festlegung IP( ° |/) der bedingten Verteilung von P gegeben .# regulir ist
und fiir jedes w € €2 die Abbildung X — E(X|.#)(w) die Erwartung bzgl. P( e |.%)(w
ist. O

C02.08 Schreibweise. Ist E ( ° ‘gZ ) eine regulire Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben
Z ,und [P’( ° |9 ) die 1mphzlerte Festlegung der bedingten Verteilung bzgl. P gegeben .#, so

’) = P(X 7) O

verwenden wir fir X € o/ wie bisher auch beide Schreibweisen F (X

C02.09 Eigenschaft.
(i) Zu jeder reguliiren Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben .F existiert eine sie

implizierende reguliire Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben %

(ii) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R*, %%) und Teil-o-Algebra & C B von HB*
existiert eine reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben .7 . m

C02.10 Bemerkung. Bevor wir Eigenschaften der bedingten Erwartung festhalten, werden wir in ein-
fachen Situationen konstruktiv Versionen der bedingten Erwartung bzw. Verteilung bestimmen.
Dabei zeigt sich, dass auch eine regulédre Festlegung der bedingten Verteilung nicht eindeutig ist,
aber in vielen fiir uns interessanten Situation bis auf P-f.ii. Gleichheit eindeutig bestimmt ist. ©

C02|01 Einfache Bedingungen

Wir betrachten zunéchst eine Teil-o-Algebra .% von o7, die nur von einer einzelnen messbaren
Menge erzeugt ist, dass heift, # = {0, B, B,Q} = o({B}) mit B € .
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C02.11 Erinnerung. Sei (2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zu [P existiert nach Definition A04.01
eine eindeutig bestimmte Erwartung [ : EJr — @+, die (E1) linear und (E2) monoton konvergent

ist mit (E3) E(1,) = P(A) fiiralle A € /. O
C02.12 Bedingte Erwartung. Sei B € «/ mit P(B) € R Dann ist
P(AN B)
P(B)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (2, <7 ). Entsprechend existiert zu IP( . ‘B) eine eindeutig be-
stimmte Erwartung, die wir mit [E( . }B) bezeichnen. Mit (E3) erfiillt diese

P(ANB) _E(L1,)

P(e|B): o —[0,1] mit A~ P(A|B) =

VAe o : E(1,|B) =P(A|B) = P(B) ~ BB P(1,B).
Da fiir jedes X € " weiterhin gilt X1, € " erfiillt die Erwartung [E( . B) auch
—t [E(X]l )
VX ed : E(X|B)= BE) P(X|B).

Falls fiir B = Q\ B € & auch P(B°) € R, gilt, so konnen wir analog das Wahrschein-
lichkeitsmaf3 P ( « | B¢) auf (0, &) und die entsprechende Erwartung E (» | B%) bzgl. P( » | B°)
betrachten. Fiir jedes X € " ist dann

E(X|F): Q=R mitw— E(X].F)(w) = E(X|B)1(w) + E(X|B)1,(w)

messbar bzgl. der Teil-o-Algebra F = {B} {Q) B, BC Q} C &, also eine einfache
numerische Zufallsvariable auf (2, F), kurz E (X ‘J) e 7. Fiir ]edes w € () ist entweder
wEBund[E(X‘ —[E(X‘B odeerBcsowze[E(X‘ ) —[E(X‘BC sodass

E(e|Z): o —F mit X — E(X|F):=E(X|B)1, + [E(X|BC)]IBC. (02.01)
Wir halten fest, dass gegeben w € B, gilt E( |B = [E ‘J . Fiir jedes X € o st

(X ‘52 ) insbesondere Losung der Radon-Nikodym-Gleichung ( emfaches nachrechnen!)

VF e # : E(1,E(X|.7)) = E(1,X). (02.02)
Damit erfiillt die Abbildung E ( . ‘32) in (02.01) die Bedingungen (bE1) sowie (bE2), und sie ist
somit eine Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7 . O

C02.13 Regulire Festlegung. Wir halten weiterhin fest, dass die von der Festlegung [E( ‘ ) in (02.01)
implizierte Festlegung der bedingten Verteilung

P(e|F): o - F mit A P(AlF) =E(1,|F
ein Markovkern von (Q, F ) nach (Q, &) ist. In der Tat erfiillt die Abbildung Q x o/ — R" mit
(w,A) = P(A|.Z)(w) = P(A|B)15(w) + P(A|B) L. (w),

die Bedingungen (Mk1) und (Mk2). Betrachte (Mk1). Fiir w € () ist entweder w € B, und
somit P( ‘ﬂ (w) = P( ‘B) oder w € B® und P( o }ﬁ’)(w) = P(e }BC). In beiden
Fillen ist P( s |.7 ) (w) € W(&Z) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, < ). Wir halten fest, dass
gegeben w € B, gilt P( o |B) = P( ! 7 ) (w). Andererseits, gilt (MK2). Da fiir jedes A € o
nach Konstruktion die Zufallsvariable P (A‘,/) = [E(]l |33 ) die Bedingung (bEl) erfiillt, die
Abbildung [P’(A|J :Q — [0,1] mit w — [FD(A‘J) also .F -messbar ist. Folglich ist die
Festlegung [P’( ‘J) der bedingten Verteilung von P gegeben F reguliir. Andererseits ist per
Konstruktion fiir jedes w € () die Abbildung E( ‘J) ) die Erwartung bzgl. P( ’ )(w) S0
dass auch die Festlegung ﬂE( } ) in (02.01) reguldr lst O
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C02.14 Bedingte Verteilung gegeben eine Nullmenge B. Fiir B € «/ mit P(B) = 0 ist P+ | B)
und damit auch [E( . ‘55 ) sowie P( . |ﬁ ) bisher nicht definiert. Wir vereinbaren im Folgenden
IP( o }B) := P und somit E ( o ‘B) = [E. Die Abbildung (02.01) wird dann zu

E(e|Z): o —F mit X — E(X|F) = E(X)1L, + E(X|B%) 1. (02.03)

[E( . |ﬁ) erfiillt fiir alle X € o weiterhin die Bedingungen (bE1)-(bE2), d.h. E (XL@) eF
sowie E(1,E (X‘gf)) = E(1,X) fiiralle F € .%. Damit ist E (- ‘9) in (02.03) eine Festlegung
der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7 . Aufierdem sind (Mk1) und (Mk2) immer noch von

P(e|Z): o = F mit As P(|F) :=P(A)1, +P(A|B)1, (02.04)

erfiillt. Damit ist IP’( . ‘ﬁ ) weiterhin eine reguldre Festlegung der bedingten Verteilung von P
gegeben % . Per Konstruktion ist fiir jedes w € €) die Abbildung [E( o |\ F ) (w) die Erwartung
bzgl. IP( . }9) (w), so dass auch die Festlegung [E( . 9) in (02.03) reguldir ist. 0

C02.15 Anmerkung. Alle bisher getroffenen Aussagen fiir [E( . ‘ﬁ’ ) und [F"( . ‘ﬂ ) gelten damit fiir
beliebige Teil-o-Algebren von &7 der Form .# = o({B}) mit B € <. Offensichtlich ist in der
Situation P(B) = 0 die Wahl P (| B) = P willkiirlich. Die Aussagen gelten genauso, wenn wir
P (+|B) = P fiir ein beliebiges P € () und mit der Erwartung E bzgl. P auchE(+|B) = E
setzen. Es ist wichtig zu bemerken, dass in der Situation P(B) = 0 eine andere Wahl [E( o |F )
und P( . ‘f ) nur auf der Nullmenge B bzgl. P dndert, also [E( . ‘ff ) und [P’( . |ﬁ ) eindeutig
sind bis auf Gleichheit P-f.ii.. O

C02.16 Skizze. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), %o 1), Ujo,1)). Die néchsten Graphiken
stellen eine positive numerische Zufallsvariable X : [0,1) — R sowie fiir # = o({B}) mit
B =10,0.5) und B¢ = [0.5, 1) die vorgestellte regulire Festlegung des bedingten Erwartungs-
wertes von X gegeben .# dar.

E(X|B) |
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R e

R

—X

E(X|B°) |

— E(X|oe({B}))

Q=1[0,1) Q=10,1)

O

C02|02 Abzahlbare Bedingungen

Wir betrachten nun eine Teil-o-Algebra .% von o7, die von einer abzdhlbaren und messbaren
Partition { B;,i € Z} von () erzeugt ist, dass heit .# = o({B;,i € Z}).

C02.17 Bedingte Erwartung. Fiir eine abzdhlbare und messbare Partition {Bi,i el } von (), wobei

wir wie bisher [P’( ‘B ) = P fiir [FD( ;) = 0 setzen, sei fiir jedes i € T weiterhin [E( . 1) die
Erwartung bzgl. [P’ |B . Fiir = o( {BZ, 1€ I} ) erfiillt dann die Abbildung
E(e|Z): o —»F mit X »E(X|F):=> E(X|B)1, (02.05)

€L

die Bedingungen (bEl) und (bE2). Betrachte (bEl). Fiir X € o gilt [E(X ‘9’ ) € 7 . Inder
Tat sind die Abbildungen f : Q — I mitw — f(w) =i w € Biundg : T — R mit
i — E(X|B;) F-2%- baw. 9T B -messbar; so dass E(X|.#7) =gof € F ' eine F-B -
messbare Abbildung ist. Andererseits, ist F' € F, so existiert J C I mit F = |4 e Bj und
(bE2) gilt, da

E(LE(X]Z)) =) E(L,E(X|#))=> E(1,E(X]|B;))
JjeJ JjeJ
=Y P(B)E(X|B)) =Y E(1,;X) = E(L:.X).
JjeJ JjeT

Damit erfiillt die Abbildung E ( . ‘ﬁz) in (02.05) die Bedingungen (bE1) sowie (bE2), und sie ist
somit eine Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben % . Wir halten weiterhin fest,
dass die von der Festlegung E ( } ) in (02.05) implizierte Festlegung der bedingten Verteilung

P(s

F) i = F mit A P(A|LF) =E(1,|Z) =) _ P(A|B)1, (02.06)

i€T

ein Markovkern von (2, %) nach (2, <) ist. In der Tat die Abbildung Q) x </ — [0, 1] mit

(w, A) — P(A|Z => P(A|B)1

i€
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erfiillt die Bedingungen (Mk1) und (Mk2). Betrachte (Mk1). Da fiir jedes w € §) genau eini € T
mit w € B; existiert, ist nach Konstruktion IP( . ‘ﬂ’ )(w) = P( . |Bl) ein Wahrscheinlich-
keitsmafs auf (2, o). Andererseits erfiillt fiir jedes A € </ nach Konstruktion die Zufallsva-
riable P(A}?) = E(L, ‘,/) die Bedingung (bE1), die Abbildung [P’(AL/) : Q — [0, 1] mit
w— P (A’J) ist also .F -messbar. Folglich ist die Festlegung [P’( ) in (02.06) der be-
dingten Vertellung von P gegeben ¥ reguliir. Andererseits ist per Konstruktion fiir jedes w € §)
die Abbildung IE( ‘J) ) die Erwartung bzgl. [P’( ‘ )(w) so dass auch die Festlegung
HE( . }ﬁ) in (02.05) regular ist. O

€02.18 Skizze. Betrachte wie in Skizze C02.16 den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), %jo.1), Ujp,1)). Die
néchsten Graphiken stellen die vorgestellte reguldre Festlegung des bedingten Erwartungswertes
von X gegeben .# = o({B, U1, j € [2], fiir die zwei Partitionen B( )= [ =, 1) i € [4] und

B® ==L 1) i ¢ [8] von [0, 1) dar.
- X —_— X
—E(X|e({B"})) —[Ema({B )
0 025 05  0.75 1 0 02 05 075 1
Q Q

O

C02|03 Induzierte bedingte Verteilung

€02.19 Erinnerung. Ist X eine Zufallsvariable auf (£2,.o7,P) mit Werten in einem messbaren Raum
(X, Z),s0oheit P* =P o X! =P(X!(e)) die von P auf (X, 2) induzierte Verteilung. o

€02.20 Definition. Sei X eine Zufallsvariable auf ({2, 7, P) mit Werten in einem messbaren Raum

(X, Z2)und .F C o eine Teil-o-Algebra.

(a) Zu jeder Festlegung P ( . ]35 ) der bedingten Verteilung von P gegeben ., heifit die von X
induzierte Abbildung . 2 F mit Brs PV (B) := P(X~Y(B)|.F) Festlegung
der bedingten Verteilung von X gegeben %, wobei fiir alle F' € % und B € 2 somit
E(Ly- 1) = E(P7(B)1,) gilt. Ist weiterhin

(w, B) = P*(B)(w)
ein Markovkern von (2,.% ) nach (X, Z7), so wird diese Festlegung reguldir genannt.

(b) Zu jeder Festlegung E (+|.7) der bedingten Erwartung bzgl. PP gegeben .77, heift EX'7 (h)
=E (h(X )’ F ) fir h € Z Festlegung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gege-
ben .7 und die von X induzierte Abbildung JI=Ras8 T = F mith— EXZ (h) Festle-
gung der bedingten Erwartung von X gegeben %, wobei fiir alle F' € .% und h € 7 die
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Radon-Nikodym-Gleichung (bE2) gilt E(h(X)1,) = E(E (h(X)|.#)1,) = E(EXIZ (h)1,).
Die Festlegung EX17 heiBt regulir, falls die induzierte Festlegung P*'” regulir ist, und fiir
jedes w € Q, EX1¥ (o)(w) die Erwartung bzgl. P*7 (o) (w) ist. 0

C02.21 Bemerkung. P*"” erfiillt definitionsgemi8 die Bedingung (Mk2). Sei zusitzlich die Festlegung
[FD( . |ﬁ ) reguldr, so dass (Mk1) erfiillt ist, also fiir alle w € (2 die Abbildung

A P(ALF)(w)

ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, kurz P( ¢ [#)(w) € W(&/). Damit ist auch P*” ()(w) =
P(X(s)].7)(w) € W(Z) fiir jedes w € Q. Die Festlegung P*” erfiillt also auch (Mk1).
Sie ist somit ein Markovkern, also reguldr. Fiir eine regulidre Festlegung [E( . ]55 ) ist definiti-
onsgemdl die induzierte Festlegung [P’( o |7 ) und somit auch P*'” regulir. Fiir jedes w € € ist

nach dem Transformationssatz (Eigenschaft A04.05 (viii)) die induzierte Festlegung EX7 (o) (w)
gerade die Erwartung bzgl. P*"” () (w). O

C02|04 Bedingte Erwartung gegeben eine Zufallsvariable

C02.22 Erinnerung. Sei .# = o(95) fiir eine Zufallsvariable S auf (£2,.o7,[P) mit Werten in einem
messbaren Raum (S,.7). Wir bezeichnen wie bisher mit P* das Bildmaf und mit E* die ent-
sprechende Erwartung. Ist Y eine o(S)-messbare, positive numerische Zufallsvariable, also

Y € o(S), so existiert nach Eigenschaft A02.06 (iv) ein ¢ € 7 mitY = ©(S), also
Y(w) = p(S(w)), w € Q. Die Abbildung ¢ ist durch Y nur auf S(2) eindeutig festgelegt,
fiir s ¢ S(£2) kann sie beliebig (messbar) fortgesetzt werden. O

02.23 Definition. Fir S : (Q, &) — (S,.%) sei E(X|0(9)) € (S)+ eine Festlegung des be-
dingten Erwartungswertes von X € </ gegeben o(S) und ¢ € ¥ wie in C02.22, also
E(X|0(9))(w) = ¢(Sw)), w € Q. JARYEIN := ¢ und E(X|S = s5):= ¢(s) firs € S,
heilen Festlegung des bedingten Erwartungswertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s. Jede
Abbildung A 7 mit X — E (X ‘ S ) heil3t Festlegung der bedingten Erwartung
bzgl. P gegeben S. Die von [E( . S) implizierte Abbildung L of = 7 mit A
P(A|S) = E(1,|5) sowie P (o [S =s): & — R mit A —» P(A|S = s5) := E(L,|S = s)
wird Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben S bzw. gegeben S = s genannt. Die
entsprechende Radon-Nikodym-Gleichheit (bE2) lautet E*(1,P (A[S)) = [,P(A|S)dP" =
P(S~'(B) N A) fir alle B € . und A € . Die Festlegung P ( s |.S) heiBt reguldr, falls
(s, A) — P(A|S = s) ein Markovkern von (S,.#) nach (€2, &) ist. Analog wird die Festle-
gung E (o ’S reguldir genannt, wenn die implizierte Festlegung P (o }S ) regulir ist, und fiir jedes
s € S,E(»|S = s) die Erwartung bzgl. P« |S = s) ist. o

C02.24 Eigenschaft. Fiir X € o seien o(S) und ¢(S) mit o, p € .7 zwei Festlegungen des be-
dingten Erwartungswertes E(X ‘O’(S)) von X gegeben o(S). Nach Eigenschaft C02.02 gilt
©0(S) = () P-f.id. und damit auch ¢ = ¢ P°-fii. Im Gegensatz zu [E(X|U(S)) héngt ¢
nicht nur von o(S), sondern auch von der speziellen Wahl der Zufallsvariable S ab. O

0225 Bemerkung. P( «|S) erfiillt definitionsgeméB die Bedingung (Mk2). Sei zusitzlich die Festle-
gung P (s |o(S)) regulir, so dass auch (Mk1) erfiillt ist, also fiir alle w € Q2 die Abbildung

A P(A]o(S)) (w) = P(A|S = S(w))
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ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, kurz P( o |S = S(w)) € W(&). Damit gilt P(« |S = s) €
W(&) fiir jedes s € S(Q). Fiir jedes surjektive S erfiillt die Festlegung P ( » |.S) also auch
(Mk1). Sie ist somit ein Markovkern, also regulir. Ist S nicht surjektiv, aber S(£2) € ., so ist
zum Beispiel die Festlegung P ( . )]ls(m + P 1 g €in Markovkern. Analog, ist die Festlegung
E( e |0(5)) reguldr, also P( e |0(5)) ist regulér und fiir jedes w € Qist E( o |0(5))(w) =
E(e|S = S(w)) die Erwartung bzgl. P(A|o(5))(w) = [P’(A|S = S(w)). Ist S surjektiv, so
ist auch E( s |S) regulir, falls S(Q) = S gilt. Ist S nicht surjektiv, aber S(2) € ., so ist die
Festlegung E ( ¢ |:S) Ly, + E(*)Ls 5, regulir. Andererseits, ist die Festlegung P( « |5) regular
also ein Markovkern von (S,.#) nach (£, &), dann ist auch (w, A) — P(A]S = S(w)) =
(A‘a ) w) eine regulire Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben o (.S), also ein
Markovkern (€2, o(.S)) nach (£2, «7). Offensichtlich gilt (Mk2), da die Hintereinanderausfiihrung
messbarer Abbildungen messbar ist. Weiterhin gilt fiir alle w € € auch IP(A‘S = S(w)) €
W(</), also (Mk1). O

C02.26 Beispiel. Seinun S : (Q ) = ({O 1},2{01}) eine einfache Zufallsvariable, also {S =1} =
“({1}) € # und 0(S) = o({S7'({1})}) =: Z. Eine Festlegung der bedingten Erwartung
bzgl. P gegeben o(.S) ist somit

E(el|o(9)) : o —>0(S) mit
X = E(X|o(8) = E(X[ST({1}) Lsy + E(X[STH{0}) Lssop = #(S)
und ¢ Em+ mit
s p(s) = (X’S {1})) 1,(s )—i—[E(X}S {O})) L5 (s).

Damit ist E( « |S) = ( ’S ({1))0,, + E( |5 {0})) wundE(e|S =3s) =E(e
|STH{I) 1y (s) + E( o [STH{0}) Loy (s), s € {0,1} eine Festlegung des bedingten Er-
wartungswertes Von X gegeben S bzw. gegeben S = s. Wir halten fest, dass insbesondere
E(e|S=1)=E(e|[S7'({1})) undE(s|S=0) =E(«[S'({0})) gilt. O

C02|05 Induzierte bedingte Verteilung gegeben eine Zufallsvariable

C02.27 Erinnerung. Sei (S5, X) eine Zufallsvariable auf (2, .o/, P) mit Werten in dem Produktraum
S x X versehen mit der Produkt-o-Algebra . ® 2. Wir bezeichnen mit P“* die von (S, X)
auf (S x X,.¥ ® Z7) induzierte gemeinsame Verteilung. Seien wie bisher I], : S x X —
Xud I, : § X X — S mit (s,2) — IL(s,z) := x bzw. (s,2) — Il(s,z) = s die
entsprechenden Koordinatenabbildungen. Fiir die Randverteilungen von X und S gilt dann P* =
PoX ' =Po(I,(S, X)) = P*YoIl;" bzw. P* = P*¥oT1,". Die Statistiken IT, und T], sind
offensichtlich surjektiv. Unser Ziel ist eine bedingte Verteilung von X gegeben S einzufiihren
unter Verwendung der Definitionen C02.20 und C02.23. Geben wir uns eine Festlegung [P’( .

|o(S)) vor, so impliziert diese mit Definition C02.20 eine Festlegung P* " mit Werten in (S )+,
welche weiterhin mit Definition C02.23 eine Festlegung P*'® mit Werten in 7 impliziert. Ist
die Festlegung [P’( . |J(S )) regulir, so auch P**¥, aber wie wir in Bemerkung C02.25 gesehen
haben, ist im Allgemeinen P*"* nicht regulir. Andererseits, konnen wir uns eine Festlegung
P** (e |o(IIs)) vorgeben, so impliziert diese mit Definition C02.20 eine Festlegung P*'""™ mit
Werten in U(HJ, welche weiterhin mit Definition C02.23 eine Festlegung P*'* mit Werten in

7" impliziert. Da I, surjektiv ist, folgt die Regularitit der Festlegung P*'*, falls wir mit einer
reguliren Festlegung P**'( ¢ |o(I1;)) angefangen haben. O

C02.28 Definition. Sei P“"’ die gemeinsame Verteilung von (S, X) auf (S x X,.¥ @ ).
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(a) Zu jeder Festlegung [P’(S’X>( . |0(H5)) auf (S x X, . ® Z") der bedingten Verteilung von
P gegeben o (T1,), heiBt die Abbildung

Bl . 2 7 mit A~ P*(A) .= pund
P (4) = PO (I (A) o (1)) = o(Ts)

Festlegung der bedingten Verteilung von X gegeben S und I]}Y‘S:S(A) = (s) Festlegung
der bedingten Wahrscheinlichkeit von X € A bei gegebenem = s. Die entsprechende
Radon-Nikodym-Gleichheit (bE2) lautet P*(P**(A)1,) = [, P**(4)dP’ = P(X~'(4) N
S~Y(B)) = P (B x A) firalle A € 2 und B E 5”. Ist welterhm (5,A) = P (A)
ein Markovkern von (S,.7) nach (X, Z"), so wird diese Festlegung regulir genannt, wo-
bei dann auf Grund der Definition C02.03 (bE2) P° © P*¥ = P*Y gilt (vgl. Schreibwei-
se C02.06). Besitzt in diesem Fall fiir ein s € S die Verteilung P*°=* ein endliches erstes

EY(id,) = [, 2P (dz).

(b) Zu jeder Festlegung [E(S’X)( . |O’(H5)> der bedingten Erwartung bzgl. P'** gegeben o (1),
hei3t die Abbildung

absolutes Moment, so schreiben wir auch [SSOQ) : —

=l 27— 7 mith — EY(h) := ¢ und
[Ex\o(ns)(m _ [E(S‘X)(h(ﬂxﬂa(m)) = ¢(Ils)

und [=MEOAN — ©(s) Festlegung der bedingten Erwartung von X gegeben S bzw. Fest-

legung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S = s. Die Festlegung EY”®

heiBt regulir, falls die induzierte Festlegung P*'® regulir ist, und fiir jedes s € S, E¥*~* die
Erwartung bzgl. P*'*=* ist. O

CO03 Integrierbare Zufallsvariablen

€03.01 Erinnerung. Seien (2, .o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, .# C .o eine Teil-o-Algebra
und X € &/ eine numerische Zufallsvariable. Mit Hilfe der Zerlegung X = X* — X~ mit
X+, X~ € o/ haben wir in Definition A04.03 (b) fir X mit E(|X|) € R" also E(X*) € R’
und E(X~) € R" den Erwartungswert E(X) := E(XT) — E(X ) definiert. Im Folgenden
sei L(o.P) :={X € o : E(|X]|) € R"} und zu PP bezeichne E : .Z/(«,P) — R die ein-
deutig bestimmte Erwartung. Da auch .% C & ist £(#.P) C L(«.P). Sei X € L(,P),
dann gilt E(X") € R" und fiir jede Festlegung [E(X+|3Z) gilt (bE1), (X+|§) ¢ 7 und
(bE2), E(1,E(XT|.#)) = E(L1,X") fiir alle F € .#, also insbesondere mit /' = ( auch
E(E(XT|#)) =E(XT) e R". Som1tkann[E(X+|ﬁ) € J‘*undanalog[E(X |\F) € F ge-
wihlt werden. Damit erfiillt Y := E X +} X ]9‘ # , als auch die Radon-Nikodym-
Gleichung (bE2), wobei insbesondere Y € .Z/(.7, P) m

€03.02 Definition. Fiir X € Z(«,P) heibt jede Abbildung Y : Q0 — R Festlegung (Version) des
bedingten Erwartungswertes von X gegeben .7, symbolisch := Y, wenn sie die
folgenden zwei Bedingungen erfiillt:
(bE1) Y ist .%-%-messbar, also Y € .Z und
(bE2) E(1,Y) = E(1,X) fiir jedes F' € Z#. (Radon-Nikodym-Gleichung)
Jede Abbildung [E( . }ﬁ) L P) = F mit X — E (XL?) heiBt Festlegung der bedingten
Erwartung bzgl. P gegeben .7 . [E( . ) heilBt reguldire Festlegung der bedingten Erwartung
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bzgl. P gegeben .#, wenn die implizierte Festlegung [F"( . ‘ﬂ ) der bedingten Verteilung von P
gegeben .7 regulir ist, und fiir jedes w € § die Abbildung E( s |.7)(w) : L(«,P) — R die
Erwartung bzgl. P (s |.7)(w) ist. O

C03.03 Bemerkung.
(i) Sei X eine Zufallsvariable auf (€2, .o/, [P) mit Werten in einem messbaren Raum (X', 2")
und .7 C o/ eine Teil-o-Algebra. Dann definieren wir analog zu Definition C02.20 (b) nun
fir h € £ (2, P) eine Festlegung E*'” (1) € .7 des bedingten Erwartungswertes von h(X)
gegeben .7 sowie eine (reguliire) Festlegung =@ : L (2 P°) — F mit h — EX7 () der
bedingten Erwartung von X gegeben .7 .

(i) Fir S : (Q,4) — (S,7) definieren wir nun fiir X € Z(2",p) wie in Definition C02.23
eine Festlegung E (X }S ) € .Y und E (X |S = s) € R des bedingten Erwartungswertes von
X gegeben S bzw. gegeben S = s sowie eine (reguldire) Festlegung JEMIIN : & (7 . P) —
S mit X — E (X|S) der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben S.

(i) Sei (S, X) : () = (S x X,.¥ ® 2 ) mit gemeinsamer Verteilung P'*. Analog
zu Definition C02.28 (b) definiere fiir h € .£(2°,P") eine Festlegung E*°(h) € . und
EY"(h) € R des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S bzw. gegeben S = s
sowie eine (reguliire) Festlegung [588l : L (2 P°) — % mit h — E"*(h) der beding-

ten Erwartung von X gegeben S. Ist analog zu Definition C02.28 (a) P eine reguliire
Festlegung der bedingten Verteilung von X gegeben S, und besitzt fiir ein s € S die Ver-

teilung P*'°=* zum Beispiel ein endliches erstes absolutes Moment, so schreiben wir auch
EOE) = EY(id,) = [, 2P (dw). O

€03.04 Eigenschaft. Seien X,Y € Z(o/,P) und F C o eine Teil-o-Algebra. Fiir jede Festlegung
der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7 gelten die folgenden Aussagen P-f.s.,

(i) Fiiralle a,b € R gilt E(aX +bY |.F) = aE(X|.7) + bE(Y|.F); (linear)
(ii) Fiir X <Y gilt E(X|Z) < E(Y].7); (monoton)
(i) [E(X|.#)| <E(|X||Z): (Dreiecksungleichung)
(iv) Fiir S € o mit E(|S||.7) € #" gilt P(|S] = o0) = 0. (endlich)
(v) Fiir ¢ : R — R konvex mit $(X) € Z(,P) (Ungleichung von Jensen)

gilt 6 (E(X].7)) <E((6(X))|F).
(vi) Fiir X,, T X P-f.i. gilt sup,,o\ E (Xn}ﬂ’) =E (X‘ﬁz) (monotone Konvergenz)
(vii) Fiir X,, - X P-fii. mit | X,,| <Y, neN, (dominierte Konvergenz)

gilt lim,, oo E(X,|F) = E(X|.F) P-f.s.und in £( ,P).
Ist die Festlegung reguldr, also [E( . ‘35 )(w) eine Erwartung fiir alle w € ), so gelten die
Aussagen (1)-(vii) fiir alle w € €. O

€03.05 Eigenschaft. Seien X|Y € Z(o/,P)und 9 C F C o Teil-o-Algebren. Fiir jede Festlegung
der bedingten Erwartung gelten die folgenden Aussagen P-f.s.,

(i) FirE(|XY]) <ocoundY € .F gelten
E(XY|F) =YE(X|.Z) und E(Y|Z) =E(Y|o(Y)) =Y

(i) E(E(X|Z7)|9) =E(E(X|¥9)|Z) =E(X|¥9):; (Turmeigenschaft)
(iii) Sind 0(X) und F unabhngig, so gilt E(X |F) = E(X); (unabhiingig)
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(iv) Fiir 7 .= {A e @ |P(A) € {0,1}} gilt E(X|.T) = E(X).

v) E(E(X|Z)) =E(X). (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Seien weiterhin S und T' Zufallsvariablen von (), <7 ) nach (S, ) sowie (T, 7).

(vi) Fiir h € . mit E(|h(S)X]) < oo gilt E(h(S)X|S) = h(S)E(X|S) P’ fs.

(vii) Sind (X, S) und (Y, T) unabhiingig, so gilt E(XY|(S,T) ) = E(X|9)E(Y|T) P*"-fs..

0
C03.06 Eigenschaft. Es seien B, € W(«) Wahrscheinlichkeitsmafie mit B < R. Fiir jede Zufallsva-
riable S : (Q, ) — (S, Y) gilt:
i) unﬁ <P

(11) ( S )

(iii) Ist h € <, fiir die B (h) existiert, so gilt P <
P (hf|S)
P (f]S)

Bezelchnet € W(«) ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit ﬁ < B, L einen Dichtequotien-
ten (DQ) von [P’ beziiglich R, I einen DQ von [P’S beziiglich B°, sowie N " bzw. N?¥ die singuliiren
Bereiche von P beziiglich ® bzw. von ps beziiglich °, so gilt mit ¢ := P (NC}S)

(iv) B(N) = BS(N®) + B(E(S)(1 - o(5))).
v) R(L|S) =Ly B’fs. =

dp®
dp’

dR

dP |E"g-f.S.. Insbeson-

s) — B(h]S)

dere gilt P (h|S) = R°-f.s. mit f := dR /dP.

C03|01 Regulare Festlegungen

€03.07 Erinnerung. Sei (S, X) eine Zufallsvariable auf (2, .o/, P) mit Werten in dem Produktraum
S x X versehen mit der Produkt-o-Algebra . ® 2 . Eine reguldre Festlegung der beding-
ten Verteilung P*'° von X gegeben S, wenn sie existiert, ist aufgefasst als Abbildung (s, A)
P¥1°=*(A) ein Markovkern von (S,.#) nach (X', "), der Losung der Radon-Nikodym-Gleichung
P° o P* = P ist, d.h. fiir jedes A € 2" gilt

IP(S’X)(B x A) =P(S™(B) N X"1(A)) = / PX\S(A) AP — PS(]IBPX‘S(A)) VBeY

Hiufig ist es niitzlich, neben P*' auch eine regulire Festlegung der bedingten Verteilung %"

von (S, X) bei gegebenen S zu betrachten, also einen Markovkern (s, D) +— P**=*(D) von
(S, )nach (§ x X,.¥ @ Z), der fiir jedes D € .¥ @ 2" Losung der entsprechenden Radon-
Nikodym-Gleichung

*UDN(BxX))=P((S,X)"H(D)nS(B)) = / P8(D) ap®
= P (P*Y¥(D)1,) VBe.s

ist. Dann ergibt sich die bedingte Verteilung P*"*=* aus der bedingten Verteilung P**"*=* wieder
als Randverteilung gemif P~ (A) = P*Y1(S x A), A € 2. Wir bezeichnen weiterhin
mit D, := {zx € X : (s,z) € D} bzw. [.(x) := f(s,x) den s-Schnitt von D C S x X bzw.

f:8 xX — R, jeweils bei gegebenem s € S. m
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€03.08 Eigenschaft. Sei (S, X) eine Zufallsvariable auf (2, o/ ,P) mit Werten in (S x X, @ Z°).
Es existiere eine reguliire Festlegung P*'° der bedingten Verteilung von X bei gegebenen S.
(i) Dann ist (s,D) +— P®(D) = P*(D,) eine regulire Festlegung der bedingten
Verteilung von (S, X) bei gegebenen S.

(ii) Fiir jede Funktion f € . @ 4, fiir die P (f) = E(f(S, X)) existiert, gilt
PR (f) = / fodP T =P(f) fiir PPfas €S,

sowie fiir alle A € & und B € .7 gilt

P (Flen) = P (P (00) = [ ([ 5.aP™ )P ).

€03.09 Bemerkung. Intuitiv liegt es nahe, P**(fg) fiir P**¥'(f) zu schreiben. Das ist jedoch nicht
gerechtfertigt, da sich P*'*(f5) nicht als .#-messbare Losung einer Radon-Nikodym-Gleichung
gewinnen ldsst, und somit nicht in der iiblichen Weise als bedingter Erwartungswert formuliert
werden kann (siehe Witting [1985, S.125] fiir eine weiterfithrende Diskussion). Andererseits
kann zur vereinfachenden Berechnung im Integranden f (.S, X) durch f(s, X) ersetzt werden, al-
so die symbolische Schreibweise S = s als ein Einsetzen verstanden werden. Die Rechtfertigung
eines derartigen Einsetzens folgt daraus, dass (s, D) — P**=*(D, ) unter den Voraussetzungen
von Eigenschaft C03.20 eine Version der reguliren Festlegung P ist. Fir D = {s} x X
gilt damit P*=(D) = P**=(x) = 1 fir P°-f.a. s € S. Die bedingte Verteilung P***
konzentriert sich also fiir P*-f.a. s € S auf der Menge {S = s}. O

C03.10 Beispiel.
(a) Seien X, S € Z(</,P) unabhingig. Dann gilt P-f.s.

E(X + S|o(9)) = E(X]|o(S)) + E(S|o(S)) = E(X) + S.

Allgemeiner, sei f € .7 ® 2, fiir die P*(f) = E(f(S, X)) existiert. Da X 1L S (siche
auch Eigenschaft C03.11) ist der Markovkern (s, A) — P*(A) von (S,.#) nach (X, 2")
eine regulidre Festlegung der bedingten Verteilung von X bei gegebenen S. Unter Verwen-
dung von Eigenschaft C03.08 (ii) gilt damit [E(f(S, X)|S = s) = PV = PY(f,) =
E(f(s, X)) fir P"-fa.s € S.

(b) Sei (X;);c[n) eine unabhingige Familie aus .Z(«,P) mit E(X;) = 0, ¢ € [n]. Fiur m € [n]
setze .7, := o ((X;)ie[m) und Sy := 37, Xi» dann gilt P-fs.

E(S.|Z) =) E(X:|Z)=> X;+ > EX

i€n] ie[m] i€[m+1,n]
Da o(S,,) C %, folgt mit Eigenschaft C03.05 (ii) auch P-f.s.
E(Sn|o(Sm)) = E(E(Sa|Z)|0(Sm)) = E(Sm|o(Sm)) = S =

C03.11 Eigenschaft. Sei (S, X) eine Zufallsvariable auf (2, o7 ,[P) mit Werten in (S x X,. @ Z°).
Existiert eine reguliire Festlegung P~ der bedingten Verteilung von X bei gegebenen S, so sind
die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) X und S sind unabhdiingig, kurz X 1L S, unter P.
(ii) Es gibt eine Festlegung P~ die unabhingig von S ist.
iy P =pP*  P°-fii.
In dem Fall X 1S unter P gibt es fiir jedes g : (Sx X, @2 ) — (T, .7 ) eine P°-Nullmenge
N derart, dass P (C) = PO fiir alle C € T und s € N° gilt. O
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C03|02 Bedingte Dichten

C03.12 Vorbemerkung. Eine explizite Darstellung einer regulidren Festlegung der bedingten Verteilung
P*"* von X bei gegebenem S, und somit eine Moglichkeit des Nachweises der Existenz, kénnen
wir angeben, wenn die gemeinsame Verteilung eine Dichte beziiglich eines Produktmales o-
endlicher Mafe besitzt. Wir bezeichnen weiterhin mit D, := {x € X : (s,z) € D} bzw.
fo(x) == f(s,x) den s-Schnitt von D C 8§ x X bzw. f : § x X — R, jeweils bei gegebenem
seS. m

C03.13 Definition. Seien (S, X) eine Zufallsvariable auf (2, o7, P) mit Werten in (S x X', @ Z)
und P « v ® p mit v ® p-Dichte % € (¥ ® Z°)" fiir o-endliche MaBe 1 € M (2°) und
v € M (~). Weiter bezeichne f* € 2 “und 9 € " Festlegungen der Randdichten (bzgl.
pbzw. v), d.h. £5(s) = [(F9) dp = p((FS9),) v-fii und £ (z) = v((f*)*) p-fii.. Die
S @ X -R'-bzw. 2 -R"-messbaren Abbildungen

= (f(SvXVfS)]l{PeW} + fx]l{fs:o} 'S x X — R mit

& (s, )

X[S=s () .
(s,z) — 7= (x) == Fo(s) e

1 + fX(I)]l{MS):O} (03.01)

und £¥5= : X — R" heiBen reguliire Festlegungen der bedingten i-Dichte von X bei gegebe-
nem S bzw. S = s. O

C03.14 Eigenschaft. Unter den Annahmen von Definition C03.13 gilt
(i) Es gibt reguliire Festlegungen P*"° und P von X bzw. (S, X) bei gegebenem S. Diese

lassen sich explizit angeben und zwar bei festem s € S mit P*°=* = §¥15=), € W(2') und
P e Wi @ 20) mit D s PEYVE(D) = (1, £557) = [ 55 dp,

(ii) Fiir jede Funktion h € (. @ Z), fiir die P (h) = E(h(S, X)) existiert, gilt
PO () = p(hef¥15=) = £5=u(h,)  fiir P°fa.s € S,

sowie fiirall A € 2 und B € .7 gilt

P(SYX)(h]]-BxA> _ V(]]_Bﬂ:SP(S’X)lS(]lAh>) = / IIL(:[LAhS.ﬂ:X‘S:S) ﬂ:b(S)V(dS) O
B

C03.15 Bemerkung. Die in der Definition C01.04 (a) und (b) eingefiihrten Begriffe konnen wir nun
in den allgemeineren Ansatz einbetten. Dazu sei (S, X) eine Zufallsvariable mit gemeinsamer
Verteilung P*Y auf (S x X, @ Z).

(i) Seien S x X abzihlbar, also (S, X) diskret-verteilt, wie in Definition CO1.04 (a). Fiir jedes
s € S bezeichnen wir die Zihldichte p**=* : 2% — [0, 1] (bzgl. des ZihlmaBes (,) mit

X|S=s _ pEY(sm) X . .
x = pri=(x) ) ]l{ps(s)mn} +p (x)]l{ps(s):o} als reguldre Festlegung der bedingten
Ziihldichte von X bei gegebenem S = s. Dann ist (s, A) — P**~°(A) ein Markovkern von
(S,25) nach (X,2%), der (bEl), also P**(A) : 25 — [0, 1], als auch die Bedingung (bE2)

erfiillt. In der Tat, fiir jedes A € 2% und jedes B € 2° gilt

PP LX) 15(9) = D) 1s(s) Y Lu(2)p™(x, 5)

SES reX
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(ii) Seien (S, X) stetig-verteilt mit Werten in (R™+", ™", wie in Definition C01.04 (b). Fiir
jedes s € R™ bezeichnen wir die Dichte X5~ € (£")" (bzgl. des Lebesgue-MaRes \') mit
z s P (g) = %l{ms)@%} + fX(g;)]l{MS)ZO} als reguldre Festlegung der bedingten
Lebesgue-Dichte von X bei gegebenem S = s. Danniist (s, A) — P*°*~*(A) ein Markovkern
von (R™, %" nach (R" #"), der (bEl), also P**(A) € (#")", als auch die Bedingung
(bE2) erfiillt. In der Tat, fiir jedes A € #" und jedes B € #™ gilt

PS(L,(X)1,(5)) = / 1,(5) / () s, a)dnds
= / 1,(s)F5 ()P (A)ds = E° (P (A)1,).

C03.16 Eigenschaft. Unter den Annahmen von Definition C03.13 sind X und S genau dann unabhdn-
gig, kurz X AL S, unter P, wenn 15 = % P°£.ii. gilt. O

C03.17 Beispiel.

(a) Unter Verwendung von Eigenschaft C03.16 sind im Beispiel CO1.06 (a) X und S somit nicht
unabhiingig, da zum Bsp. p*/5=2 # p* mit P°({2}) = p*(2) = 1/36 > 0 gilt. Andererseits
im Beispiel CO1.06 (b) sind X und S unabhingig, d.h. p¥$ = p¥ gilt P*-f.s., genau dann,
wenn X xg = 0 gilt, also wenn X und .S unkorreliert sind.

(b) Fira € RTO seien X ~ Exp, und Y ~ Exp, unabhingig. Dann sind X und S = X +Y
abhingig, und es gilt P*°~" = Upp 4 fiir \-f.a. s € R". Dagegen sind W := X/(X +Y) und
S unabhingig, und es gilt P""* = Upp,1) A (Ubung.) O

C03|03 Beste Vorhersage

€03.18 Vorbemerkung. Sei (H, (-, )y) ein Hilbertraum versehen mit der induzierten Norm ||-||y und
U ein abgeschlossener linearer Unterraum von H. Fiir jedes Element & € H existiert dann ein
eindeutig bestimmtes Element u;, € U mit ||h — uy||y = infyucu||h — u||y. Die Abbildung I1y, :

H — U mit h — Iy(h) = uy heiBt orthogonale Projektion. Bezeichnen wir mit Ut das
orthogonale Komplement von U in H, so gilt fiir alle A, g € H:

(1) Hy oy = Iy, (Projektion)
(i) h —TIIy(h) € UL, (orthogonal)

(iii) h = Iy(h) + (h — Iy(h)) die eindeutig bestimmte Zerlegung von A in eine orthogonale
direkte Summe von Elementen aus U und U+,

(iv) Iy ist linear und selbst-adjungiert, also (ITy,(h), ¢)u = (h, y(g))u- O

C03.19 Eigenschaft. Fiir jede Teil-o-Algebra F C o ist Z(.F ,P) ein abgeschlossener linearer Un-
terraum von (< | P). O

03.20 Eigenschaft. Sei .7 C & eine Teil-o-Algebra und [E( . |ﬁ ) eine Festlegung der bedingten
Erwartung. Dann ist E( e |F) : Z(o ,P) — Z(F,P) eine orthogonale Projektion, also fiir
alle X € Z( ,P)undY € L(F,P) gilt

IX = Y% =E(X -Y]’) > E(IX - E(X|Z)P) = |X - E(X[Z)]%,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn Y = [E (X‘ﬂ’) P-f.s.. O
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€03.21 Anmerkung. Fiir jede Statistik S : (Q, ) — (S,) und .F = o(5) ist E(X|o(S5)) = ¢(5)
nach Eigenschaft C03.20 in Z(o(S),P) die beste Vorhersage von X, da fiir alle h € Z(7,P%)
gilt E|X — E(X|0(5))|" < E|X — h(S)|”. Nach Eigenschaft A04.12 ist Z* = E(X) +
Cov(X, S)(Cov(S))*(S—E(S)) fiir Zufallsvektoren X und S in .Z die beste lineare Vorhersage
von X durch S ist, also fiir alle A und b gilt E |X—Z* 2 < E(X—(AS+D) ‘2 (Definition A04.10).
Offensichtlich ist eine beste Vorhersage, die auch linear ist, eine beste lineare Vorhersage, aber
die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. O

C03.22 Beispiel.
(a) Seien X und S wie in Beispiel CO1.06 (b) gemeinsam normal-verteilt. Dann stimmt die
beste Vorhersage E (X|0(S)) = px +SxsXg" (S — ps) mit der besten linearen Vorhersage
in Eigenschaft A04.12 iiberein.

(b) Seien U und S unabhiingig und identisch N 1y-verteilt, und X := S 2+ S+ U. Dann ist
fiir die beste Vorhersage E (X ‘O'(S )) = S% + S (benutze Beispiel C03.10 (a)) der mittlere

quadratische Vorhersagefehler E|X — E(X|o(S5)) !2 = E(U)? = 1. Die beste lineare Vor-
hersage von X durch S ist in diesem Fall Z* = S + 1, da Cov(X,S) = 1, E(X) = 1,
Var(S) = 1 und E(S) = 0 ist. Damit gilt E|X — Z*|* = E(S*) + E(U?) — 2E(S?) + 1 =
3>1=E|X —E(X]a(5))]". 0

€03.23 Eigenschaft. Sei p € [1,00], # C & eine Teil-o-Algebra und E( o ‘9) eine Festlegung der
bedingten Erwartung. Dann ist die lineare Abbildung [E( . ‘f) D LA, P) — L(F,P) eine
Kontraktion, also ||E(X | )% < || X||, und damit beschrinkt und stetig. Folglich fiir jede in
L+ ,P) konvergente Folge (X, )nen ist (E (Xn ‘ﬂ))neN ebenso in £ (7 ,P) konvergent. O

C03.24 Erinnerung. Eine Familie (X;);c7 von Zufallsvariablen in .%(.<7, [’) mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge Z, fiir die gilt

inf { sup [FD(|Xi|]l{‘XZ|>a}) fa € [R+} =0.
ieT

heiBt gleichgradig integrierbar (Definition B03.03). 0

C03.25 Eigenschaft. Fiir beliebige nicht-leere Indexmengen I und J seien (X;);cr eine gleichgra-
dig integrierbare Familie von Zufallsvariablen in £(</,P) und (F ;)jes eine Familie von
Teil-o-Algebren von <7. Dann ist die Familie ([E (Xi“ajj))ieljej gleichgradig integrierbar in
L ,P). Insbesondere fiir X € L(o/ ,P)und J = {F : Fist Teil-o-Algebra von </ } ist die

Familie (E (X|9))y€j in £(,P) gleichgradig integrierbar. O
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