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Kapitel 1

Statistische Inferenz im linearen Modell

1.1 Das lineare Modell

§1.1.1 Beispiel. In der folgenden Tabelle ist ein Auszug des ,,Cars93* Datensatzes aus dem
Statistikpaket R Core Team [2015] (library {MASS}) angegeben. Der Datensatz umfasst unter
anderem den Preis, die Anzahl der Zylinder (Zyl.), den Hubraum (Hub.), die Breite sowie das
Herkunftsland fiir 93 in den USA im Jahr 1993 verkauften Autos.

Preis Zyl. Hub. Breite Herkunft | Preis Zyl. Hub. Breite Herkunft
159 4 1.8 68 non-USA | 10 4 1.5 64  non-USA
339 6 3.2 71 non-USA | 139 4 2 69  non-USA
29.1 6 2.8 67 non-USA | 479 8 4.5 72 non-USA
37177 6 2.8 70  non-USA | 28 6 3 70  non-USA

30 4 3.5 69 non-USA | 352 6 3 71  non-USA
157 4 2.2 69 USA 343 6 3.8 73 USA

208 6 3.8 74 USA 36.1 8 4.6 77 USA
237 6 5.7 78 USA 8.3 4 1.6 66  non-USA
263 6 3.8 73 USA 11.6 4 1.8 66  non-USA
347 8 4.9 73 USA 165 4 2.5 69  non-USA
40.1 8 4.6 74 USA 191 6 3 72 non-USA
114 4 2.2 68 USA 319 4 23 67  non-USA
151 6 34 74 USA 619 6 32 69  non-USA
159 4 2.2 71 USA 141 4 1.6 65 USA
163 6 3.8 74 USA 149 6 3.8 73 USA
166 6 4.3 78 USA 103 4 1.5 67  non-USA

Preis, Anzahl der Zylinder (Zyl.), Hubraum (Hub.), Breite sowie Herkunftsland von in den USA
verkauften Autos.

Sei Y; der Preis des i-ten Autos mit Hubraum z;; und Breite z5;. Wir nehmen an, die Autos
seien austauschbar und es existiert ein linearer Zusammenhang (vgl. nachfolgende Graphik)
zwischen dem erwartetem Verhalten des Preises und den erkldrenden Variablen Hubraum und
Breite:

EY; = Bo + Biz1i + Bazai, i=1,...,93.

Wir moéchten statistische Aussagen iiber die Parameter (3, und [, treffen, wie zum Beispiel die
Werte der Parameter schitzen, Hypothesen der Form 3; = 0 oder 8, = 0 verifizieren oder den
zu Grunde gelegten linearen Zusammenhang iiberpriifen.
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Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell 1.1 Das lineare Modell

o
Dependent variable is: Preis
No Selector
R squared = 35,7% R squared (adjusted) = 35,0%
50,0 T ° s= 7,789 with 93 -2 =91 degrees of freedom
Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
Regression 3063,78 1 3063,78 50,5
P Residual 5520,24 91 60,6619
r
e Variable Coefficient s.e. of Coeff t-ratio prob
i Constant 4,66919 2,239 2,09 0,0398
s Hubraum 5,56294 0,7828 7,11 <0,0001
Dependent variable is: Preis
No Selector
' y R squared = 20,8% R squared (adjusted) = 19,9%
1 2 3 4 5 s= 8,644 with 93 -2 =91 degrees of freedom
Hubraum Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
Regression 1785,15 1 1785,15 23,9
62,5 1 ° Residual 6798,88 91 74,7129
Variable Coefficient s.e. of Coeff t-ratio prob
50.0 4+ Constant -61,3587 16,57 -3,70 0,0004
’ o Breite 1,16565 0,2385 4,89 <0,0001

P Dependent variable is:  Preis
d No Selector
e R squared = 37,2% R squared (adjusted) = 35,8%
i s= 7,737 with 93 -3 =90 degrees of freedom
S Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
Regression 3196,80 2 1598,40 26,7
Residual 5387,22 90 59,8581
} ; ; ; ; Variable Coefficient s.e. of Coeff t-ratio prob
Constant 43,6021 26,21 1,66 0,0997
60 64 68 72 76 Hubraum 7,58068 1,561 4,86 <0,0001
Breite Breite -0,638773 0,4285 -1,49 0,1395

Preis in Abhingigkeit des Hubraumes bzw. der Breite des Autos.
i

§1.1.2 Einfache lineare Regression. Zu einem vorgegeben (nicht zufélligem) Versuchsplan
z1,..., 2, € R beobachten wir Realisierungen der reellwertigen Zufallsvariablen (ZV’en)

Y;:(I—szi—FEi, ?::1,...,71,

wobei die zentrierten ZV’en {¢;}7 , (d.h. E(¢;) = 0) Messfehler modellieren und a,b € R
unbekannte Parameter sind. Man denke z.B. an Messungen der Leitfdhigkeit Y; eines Stoffes
in Abhingigkeit der Temperatur z;, eines Effektes Y; in Abhédngigkeit einer Dosierung z; oder
eines Klausurergebnisses Y; in Abhiingigkeit der Klassengrofle z;. Offensichtlich gilt,

EY;))=a+bz, i=1,...,n.

so dass ein linearer Zusammenhang nur zwischen der erkldrenden Variable x; und der Er-
wartung der zu erkldrenden zufilligen GroBe Y; zu Grunde gelegt wird. Betrachten wir wei-
terhin die n-dimensionalen zufilligen Vektoren Y = (Yi,...,Y,) und € := (g1,...,¢&,)",
den unbekannten Parametervektor 3 = (a,b)! € R? sowie die vorgegebene (Design-)Matrix
X = (z1,...,7,)" € R mit Zeilen ! = (1,2;),i = 1,...,n, dann lésst sich die einfache
lineare Regression kompakt in der Form Y = X 3 + ¢ schreiben. Wir bezeichnen weiterhin mit
Y = Cov(e) € R™" die Kovarianzmatrix von ¢, d.h. fiir den Eintrag ¥;; in der i-ten Zeile und
j-ten Spalte von X := (X;;)1<;j<n gilt ¥;; = Cov(eg;, ;) = E(gs¢;). Bezeichnet (v, w) = w'v
fiir v, w € R? das euklidische Skalarprodukt, dann gilt Cov({e,v), (e, w)) = (Xv, w). O

§1.1.3 Bemerkung. Wir schreiben > > 0, falls > eine symmetrische, strikt positiv-definite
Matrix ist. Insbesondere, ist dann ¥ diagonalisierbar mit ¥ = UAU" fiir eine Diagonalmatrix

\S)
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1.1 Das lineare Modell Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

A = diag(Aq, ..., \,) und eine unitdre Matrix U. Fiir s € R setzen wir ¥° = UAU" mit A* =
diag()i, ..., A%). Wie erwartet, gilt (X~1/2)2 = X! und somit || X ~/20||? = (X0, v). O

§1.1.4 Definition. Ein lineares Modell beschreibt addquat den Zusammenhang zwischen ei-
nem zu erklirenden, zufilligem Vektor (ZielgroBe) Y € R" mit E||Y||* < oo und einer
erkldarenden, vorgegebenen Matrix X € R"*P, der Designmatrix oder Matrix der Effekte,
falls ein Parametervektor 5 € RP existiert, so dass E(Y) = X/ gilt. Die Kovarianzmatrix
Y = Cov(e) € R™ ™ des zentrierten zufilligen Vektors € := Y — X3, den Fehler- oder Stor-
grofen, sowie der Vektor 5 € RP sind unbekannte Parameter in einem linearem Modell. Be-
obachtet wird eine Realisierung von Y und die Designmatrix X und wir schreiben abkiirzend
Y {&(XB,%),8 € R, T > 0}. In einem gewdhnlichen linearen Modell gilt weiterhin
¥ = ¢21d,, fiir ein Fehlerniveau o > 0, wobei Id,, € R™*" die Einheitsmatrix bezeichnet. O

§1.1.5 Beispiele. (a) Ein zufilliger Vektor Y € R" folgt einem Lokations-Skalen-Modell,
falls E(Y) = pl, mit 1, := (1,...,1)" € R" und Cov(Y) = ¢%1d, gilt. Die unbekannten
Parameter sind 11 € R als auch o > 0. Wir schreiben abkiirzend Y ® {£(ul,,0?1d,), u €
R,o0 > O}. Sind die Koordinaten von Y zusitzlich unabhidngige und identisch verteilte
(u.i.v.) reellwertige ZV’en, so ist die Verteilung von Y durch das Produkt der eindimen-
sionalen Randverteilungen gegeben und wir schreiben Y @ {£%"(u,0%),n € R,0 > 0}.
Wird die Varianz o2 der Beobachtungen als bekannt vorausgesetzt, so erfiillt der zufillige
Vektor Y ein Lokations-Modell und wir schreiben abkiirzend Y ® {£(u1,,021d,), u € R}
oder Y ® { £9" (p,02), 1 € R}. Wird dagegen der Erwartungswert 1, als bekannt voraus-
gesetzt, so folgt der zufillige Vektor Y einem Skalen-Modell und wir schreiben abkiirzend
Y ® {£(poln,0%1d,),0 > 0} oder Y @ {€%"(1o,0%),0 > 0}. Setzen wir # = 1 und
X =1, so sind die drei Modelle offensichtlich (gewohnliche) lineare Modelle.

(b) Varianzanalyse mit einem Faktor. Es werden q Proben an p Labore geschickt, wir erhalten
zu jeder Probe einen Messwert, die wir als Realisierung von ZV’en

}/}kzuj+€jk7 jzla"'7p7 kzl?"'?Q?

auffassen. Ein Anordnen der ZV’en als n = pq dimensionalen Vektor, Y = (Y7,...,Y;,)" mit
Yi =Yjrunde = (e1,...,6,) mite; = g, fiir i = k + (j — 1)q erlaubt es uns, kompakt
Y = X + ¢ zu schreiben, wobei § := (u1,...,1,)"  und X = Id, ®1,. Hier bezeichnet
® das Kronecker-Produkt, d.h. A ® B := (aijB) fiir zwei Matrizen A und B. Insbesondere,
folgt also der zufillige Vektor Y einem linearen Modell.

(c) Der Zusammenhang zwischen vorgegebenen Designpunkten zq,...,2, € R und einem
zufilligem Vektor Y € R" wird durch eine polynomiale Regression beschrieben, falls Para-
meter ao, . . ., ap,—1 € R existieren, so dass

E(Y;) = ap, +a12i + azzf + -+ ap12l ', i=1,....n,

gilt. Bezeichnen wir mit § = (ao, . .., a,—1)" den Vektor der unbekannten Parameter und mit
1 7 22 - 27!
v 1 2 z% o b
1 2z, sz 2Pl
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Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell 1.1 Das lineare Modell

die Designmatrix vom Vandermonde-Typ, so gilt E(Y') = X und es liegt somit ein lineares
Modell vor. Fiir p > 2 ist der Zusammenhang zwischen den Designpunkten {z;} und den
Beobachtungen {Y;} insbesondere nichtlinear. Auf Grund der linearen Abhéngigkeit vom
Parametervektor 5 wird das Modell linear genannt. Eine natiirliche Verallgemeinerung der
Modellierung eines nichtlinearer Zusammenhang zwischen den Designpunkten {z;} und den
Beobachtungen {Y;} ist

E(Y;) :Blwl(21)++6pwp(zl)a i = 17"'7”7

mit unbekanntem Parametervektor 5 = (1, . .., 3,)" und vorgegebene Basisfunktionen {1); },
zum Beispiel Splinefunktionen. Setzen wir X := (¢k(zj))j . so gilterneut E(Y) = X3 und
das zugrunde liegende Modell ist linear. O

§1.1.6 Definition. In einem linearen Modell Y @ {£(X,%), 3 € R?, ¥ > 0} heiBt der Pa-
rameter 5 € RP oder allgemeiner der abgeleitete Parameter () € R fiir eine vorgegebene
Funktion «y : R? — RY identifizierbar, falls Eg)Y = EgzY impliziert v(5,) = v(5). O

§1.1.7 Lemma. Sei Y ® {S(Xﬁ, ), €R Y > 0} und C € R?*P eine vorgegebene Ma-
trix. Der abgeleitete lineare Parameter v(3) := C € R ist genau dann identifizierbar wenn
eine Matrix A € R?" existiert, so dass C = AX gilt. O

Beweis von Lemma §1.1.7. in der Vorlesung. O

§1.1.8 Korollar. In einem linearen Modell Y © {£(XB, ), R Y > 0} ist der Parame-
ter B € R? genau dann identifizierbar, wenn die Designmatrix X den Rang rg[X| = p besitzt.
O

Beweis von Korollar §1.1.8. in der Vorlesung. O

§1.1.9 Bemerkung. Besitzt in einem linearen Modell die Designmatrix X den Rang rg[X| =
r < p, so lisst sich durch eine geeignete Transformation v = C3 und X = XU firr C €
R"™P und U € RP*" erreichen, dass v in dem reparametrisierten linearen Modell EY = X~
identifizierbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn XUC = X und rg[X U] = r gilt. O

§1.1.10 Beispiele. (a) (Einfache lineare Regression §1.1.2 fortgesetzt.) Die Parameter a und
b sind identifizierbar, falls mindestens zwei Effekte des Versuchsplans {z;} verschieden sind.

(b) (Polynomiale Regression §1.1.5(c) fortgesetzt.) Die Determinante einer Matrix vom
Vandermonde-Typ ist im Fall p = n gegeben durch Hp2 > j>1($k — x;). Damit ist eine hin-
reichende und notwendige Bedingung fiir die Identifizierbarkeit des Parameters [, dass min-
destens p verschiedene Effekte existieren. O

§1.1.11 Bemerkung. Es gibt wichtige Verallgemeinerungen linearer Modelle (GLM fiir Ge-
neralized Linear Model). Der Zusammenhang zwischen einem zufilligem Vektor Y € R" und
einer Designmatrix X = (z1,...,x,)" € R™? ist durch ein verallgemeinertes lineares Mo-
dell mit vorgegebener Linkfunktion ¢ beschrieben, falls ein Parametervektor 5 € RP? existiert,
so dass E(Y;) = ¢(2if),i = 1,...,n, gilt. Nehmen wir an, dass die ZV Y; das Auftreten ei-
nes positiven oder negativen Effektes nach Verabreichung eines Medikamentes wiedergibt. In
diesem Fall ist Y; ~ Bin(1, m;) eine Bernoulli-ZV und die Erfolgswahrscheinlichkeit 7; der
unbekanntem Parameter. Eine logistische Regression liegt nun vor, falls ein Parametervektor

4 Statistik 1



1.2 Methode der kleinsten Quadrate Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

[ € RP existiert, so dass log(m; /(1 — m;)) = 23 oder dquivalent 7; = {1 + exp(—z3)} ! fiir
i = 1,...,n gilt. Die Linkfunktion ¢(x) = {1 + exp(—z)} ™!, x € R, entspricht gerade der lo-
gistischen Verteilungsfunktion, so dass wir auch von einem Logitmodell sprechen. Ein weiteres
Beispiel, ist das Probitmodell, in dem ¢ der Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung
entspricht. O

1.2 Methode der kleinsten Quadrate

Zur Erinnerung, im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers (MSE fiir mean squared error)
die beste konstante Approximation einer reellwertigen ZV Z mit E(Z?) < oo ist ihr Erwar-
tungswert i = E(Z), d.h. E(Z — p)? = minger E(Z — a)? Das folgende Lemma verallgemei-
nert diesen Sachverhalt und motiviert zudem die Methode der kleinsten Quadrate.

§1.2.1 Lemma. In einem linearen Modell Y {S(Xﬁ, ), R Y > O} gilt

B € arg min E[|27V2(Y — XD)|?
beRP

= EIXVAY - XP)|? = gn]%nEHE_l/z(Y — Xb)|2 (1.1)
cRP
Beweis von Lemma §1.2.1. in der Vorlesung. O

§1.2.2 Definition. In einem linearen Modell Y & {S(Xﬁ, Y),5 € RPY > O} heiflt jede

(messbare) Wahl von B, so dass
B € arg min|| S~ V2(Y — Xb)|? (1.2)
beRP
verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schiitzer (vKQS oder GLSE fiir generalized least squa-
res estimator) des unbekannten Parametervektors (. Im gewohnlichen Fall (X = o2 1d,,) be-
zeichnen wir [ als gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schéatzer (gKQS oder OLSE fiir ordina-
ry least squares estimator). O

§1.2.3 Geometrische Interpretation. Betrachten wir eine Realisierung y der Beobachtung Y
als einen Punkt im n-dimensionalen Raum R™ und variieren wir den Parameter 3, so beschreibt
X den k-dimensionalen Unterraum R (X ), d.h. eine k-dimensionale Hyperebene durch den
Ursprung im R"”. Der gewohnliche Kleinste-Quadrate-Schitzwert B(y) gibt uns nun den Punkt
X B(y) auf der Hyperebene, der der Beobachtung y am niichsten liegt. Da die £2-Norm durch
ein Skalarprodukt (-, -) induziert ist, bedeutet die Wahl der £2-Norm als Abstand im R™, geome-
trisch, dass wir y orthogonal bzgl. des Skalarproduktes (-, -) auf diese Hyperebene projizieren.

\P |
-

Xp

5

R(X)
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Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell 1.3 Der Satz von Gaul3-Markov

§1.2.4 Lemma. Setze X = Y2X sowie Y := S7Y2Y. Bezeichne mit R(X) := {Xb :
b € RP} den Bildraum der linearen Abbildung X und mit I a’te orthogonale Projektion

von R" auf R(X ) Dann sind in einem linearen Modell Y@ {2 XB,%),5 € RPY > O}

die folgenden Aussagen dquivalent: (i) B ist vkKQS, d.h. B erfiillt (1.2), (ii) Xﬁ = HR(X)Y
(iii) XtX 5 = XY (,,Normalengleichungen“). Insbesondere existiert der vKQS. O
Beweis von Lemma §1.2.4. in der Vorlesung. O

§1.2.5 Korollar. Sei X' eine Designmatrix mit 1g[X] = p, dann gilt 11 5 = X(X'X)1X!
und B = (X'X)'X'Y = (X'SIX)LX'SYY ist der eindeutige vKQS. Weiterhin ist im
gewdhnlichen linearen Modell der gKQS 3 = (X'X) ' X'Y eindeutig und unabhéingig von
der Kenntnis von o> O

§1.2.6 Bemerkung. Die Matrix X+ := (X*X)~1X" heiBt auch Moore-Penrose-Inverse von X
und fiir die vKQS gilt 5 = X Y. O

§1.2.7 Einfache lineare Regression (§1.1.2 fortgesetzt). Wir wéhlen eine alternative Parame-
trisierung 3, := a + bz sowie B35 := bmitz = n~! > ¢ | zi. Dann gilt

Yi=01+4+ 0620z —2)+e;, 1=1,...,n.

Setze weiterhin z; = (1,2; —2)',i=1,...,nund X = (z1,...,2,)", sodass E(Y) = X/ mit
B = (B4, B2)". Wir bestimmen im Folgenden einen gKQS von ﬁ dazu setze Y :=n"" Yo, Y,

Sy =31 (z—2)Y;, =" (2 —2)(Y;=Y)und S,, :=>_" (2, — Z)?, dann gilt

e Y I B ()

Somit hat X*X den vollen Rang falls mindestens zwei {z;} verschieden sind. In dieser Si-
tuation ist nach Korollar §1.2.5 der gKQS emdeutlg gegeben durch B (XIX)IXY =
(Y,S2!S.y)" und somit sind@ =Y — bzund b = S!S,y die gKQS von a und b. O

§1.2.8 Varianzanalyse mit einem Faktor (§1.1.5(b) fortgesetzt). Wir bestimmen im Fol-
genden die gKQS der unbekannten Parameter i1, . . ., f1,. Bezeichnet Y, = ¢! ! Y,
j=1,...,p,dann gilt XY = (¢Y1a,...,qY ) und X*X = ¢Id,. Offensichtlich hat XX
den vollen Rang so dass 3 = (X'X)"' XY = (V,... ,Y o)t nach Korollar §1.2.5 der ein-
deutige gKQS von § = (pu1, ..., pp)" ist. O

1.3 Der Satz von GauB-Markov

§1.3.1 Satz. Besitzt die Designmatrix X den Rang rg[X| = p, so gelten im gewéhnlichen
linearen Modell Y {S(Xﬁ, 0*1d,),B € RP, 0 > 0} die folgenden Aussagen:

(a) Der gKQS B= (XtX)7LXY ist ein erwartungstreuer Schiitzer von (3 (d.h. E(B) = f).

6 Statistik 1



1.4 Die multivariate Normalverteilung Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

(b) (Satz von GauB3-Markov) Unter allen Schéitzern des abgeleiteten linearen Parameters v =
(B,v) fiir ein v € RP, die linear (in den Daten Y') und fiir alle 5 € RP erwartungstreu sind,
besitzt der lineare und erwartungstreue Schdétzer ¥ = (f,v) eine minimale Varianz, nimlich

Var(y) = o[ X (X'X)

(c) Bezeichnet R :=Y — X [3 den Residuenvektor, so ist die geeignet normalisierte Stichpro-
benvarianz 6° = || R[> = LY — X B|? ein erwartungstreuer Schiitzer von o*. O

Beweis von Satz §1.3.1. in der Vorlesung. O

§1.3.2 Bemerkung. (a) Der Schitzer 7 im Satz von Gau-Markov wird bester linearer erwar-
tungstreuer Schitzer (BLUE fiir best linear unbiased estimator) genannt. Verzichtet man auf
die Linearitdt oder Erwartungstreue des Schitzers, so gibt es im Allgemeinen bessere Schiit-
zer im Sinne des mittleren quadratischem Fehlers, zumindest fiir ausgewihlte unbekannte
Parameter 5 bzw. . Ein einfacher linearer aber nicht erwartungstreuer Schitzer ist ¥ = 0.
Offensichtlich gilt fiir seinen MSE E(5 —~)? = 72, so dass fiir alle unbekannten Parameter in
einer hinreichend kleine Umgebung um die Null, der MSE von 7 strikt kleiner als der MSE
des BLUE 7 ist.

(b) Héufig sind wir nicht am MSE fiir eine Parameterschidtzung im zu Grunde liegenden Mo-
dell interessiert, sondern an dem Vorhersagefehler ||.X B—XB |?. In der Situation einer ge-
wohnlichen linearen Regression entspricht dies der quadrierten Differenz der vorhergesagten
und wahren Werte an den Designpunkten. Der Koordinaten des Vektors Y = X ﬂ werden
angepasste Werte (fitfed values) genannt. Fiir den mittleren Vorhersagefehler (MPE fiir mean
prediction error) priift man nun leicht dass

E[XB - XB|I° = E[llgx)Y — Hre X8| = E[gxe]* = o°p.

Insbesondere wichst der Vorhersagefehler linear in der Dimension p des Parameterraumes.

(c) Eine entsprechende Aussage des Satzes von Gauf3-Markov gilt auch im linearen Modell
Y@ {£(X4,%),5 € Rr,E} (Ubung!). O

1.4 Die multivariate Normalverteilung

Nicht degenerierte multivariate Normalverteilungen konnen direkt {iber ihre Dichte definiert
werden. Eine Normalverteilung heit degeneriert, falls ihre Kovarianzmatrix nicht strikt posi-
tiv definit ist (nicht vollen Rang hat). In der Vorlesung werden wir auch Zufallsvariablen mit
degenerierten Normalverteilungen betrachten. Beispiele fiir solche Zufallsvariablen sind Pro-
Jektionen von nicht degenerierten normalverteilten Zufallsvariablen auf lineare Teilrdume. Dies
ist etwa der Fall fiir X /3 im Falle einer deterministischen Designmatrix und unabhingigen nor-
malverteilten Fehlern. Dies wird in der nichsten Sektion behandelt.

§1.4.1 Lemma. Sei X € R? eine ZV mit E|| X ||*> < occ. Fiir alle b € R? und A € RY? ist dann
Y = AX + b € RY eine ZV mit E||Y'||? < oo. Bezeichnen wir weiterhin mit i := E(X) € R?

und ¥ = Cov(X) € RP*P den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix von X, dann gilt
E(Y) = Au+bund Cov(Y) = A A" O
Beweis von Lemma §1.4.1. in der Vorlesung. O
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Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell 1.4 Die multivariate Normalverteilung

§1.4.2 Satz (Cramér-Wold). Die Verteilung einer ZV X € RP ist vollstindig festgelegt durch
die eindimensionalen Verteilungen der linear Formen (X, c) fiir alle ¢ € RP. O

Beweis von Satz §1.4.2. zum Beispiel unter Zuhilfenahme von multivariaten charakteristischen
Funktionen, z.Bsp. Theorem 15.55 in Klenke [2008]. O

§1.4.3 Korollar. Die Koordinaten einer ZV X € RP sind genau dann unabhdngig und iden-
tisch (standardnormal) (0, 1)-verteilt , wenn fiir alle ¢ € RP die reellwertige ZV (X, c) eine
MN(0, (c, c))-Verteilung besitzt, d.h. (X, c) ist stetig verteilt mit Dichte
1 x?
- = - eR.
/(@) (27(c, c))1/? P < 2{c, c>)’ ¢ O
Beweis von Korollar §1.4.3. in der Vorlesung. O

§1.4.4 Definition. Ein zufilliger Vektor X € R? mit Erwartungswertvektor ;1 € R und Ko-
varianzmatrix ¥ := Cov(X) € RP*? besitzt eine multivariate Normalverteilung, falls fiir
alle ¢ € RP die reellwertige ZV (X ¢) eine MN({u, ¢), (Xc, ¢))-Verteilung besitzt. Wir schreiben
dann X ~ N(u, X). Die Verteilung MN(0, Id,) = N®"(0, 1) heiBt insbesondere (p-dimensionale)
Standardnormalverteilung. i

§1.4.5 Lemma. Seien X ~ MN(0,1d,) undY ~ 9M(0,1d,), dann gelten die folgenden Aussagen
(a) Falls A € R™? ynd B € R™*Y mit AA* = BB gilt, dann sind die ZV’en AX € R™
und BY € R™ identisch verteilt.
(b) Falls U € R™*? eine partielle Isometrie ist, dann gilt UX ~ (0, r ).
(c) Falls A € RP*™ und B € RP*? mit A'B = 0. Dann sind g4 X ~ N0, pa)) und
Hr )X ~ N0, (p)) unabhingig. O

Beweis von Lemma §1.4.5. in der Vorlesung. O

§1.4.6 Korollar. Sei X ~ 9(u,Y), dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Die i-te Koordinate von X ist N(j;, 3y;)-verteilt.
(b) Die Koordinaten von X sind genau dann unabhdngig, wenn sie unkorreliert sind.
(c) Fiir A€ RP*Tund b e R1gilt Y = AX +b ~N(Au+ 35, ALA").
(d) Ist X strikt positiv-definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte

o) = ey e e, seR

Beweis von Korollar $1.4.6. (Ubung). O

§1.4.7 Beispiel. Seien X und Y reellwertige ZV’en mit E(X?) < oo und E(Y?) < oo. Setze
px = E(X), py := E(Y), 0% := Var(X), 0% := Var(Y) und den Korrelationskoeffizienten
p = Corr(X,Y) = %. Der zufillige Vektor (X,Y") besitzt eine bivariate Normalver-

teilung, falls fiir alle Konstanten a,b € R die ZV aX + bY eine N(ap, + by, a’o? + b?o +
Qabpaxay) -Verteilung besitzt. Die gemeinsame Dichte ist gegeben durch

p(x y): 1 Xexp(_M>
’ 2roxoy\/1 — p? 2(1 — p?)ok

o (20 o (- 1), v
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1.4 Die multivariate Normalverteilung Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

Die nédchsten Graphiken stellen die gemeinsame sowie die marginalen Dichten fiir verschiedene
Werte der Parameter dar:

1x=0 ux=0
= wy=0 = ny=1
= o2=1 = o2=1
[-% 5 a %(
ol=1 ol=1
_/ \ p=0 p=0
© ®
~ \ N
> o > o
N / o
© ©
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
x pr(y) x pv(y)
nx=1 ux=1
— =0 . =1
z o1 £ o1
& X e 3
Y oy=1
p=0
©
~
>~ o
o
@
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
X py(y) x py(y)
ux=0 ux=0
2 o 2 w0
E 0§—1 B (x§—1
ol=4
p=0
<
~
- o >
R
¥
4 2 0 2 4 6 4 2 0 2 4 6
X py(y) X py(y)
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px(x)

T AW0E E
Pl
px(x)

px(x)

siAa
px(x)

% AE ¥
L0 T

4
4

-2
-2 2

4

x pe(y) x pe(y)

Besitzt (X,Y) eine bivariate Normalverteilung so gilt offensichtlich X ~ 9(u,,02) und
Y ~ ‘ﬁ(uy, 05). Sind X und Y weiterhin unkorreliert, d.h. p = 0, dann sind X und Y un-
abhingig und es gilt aX + bY ~ N(ap, + by, a’or + b*o2). Insbesondere sind die fol-
genden beiden Aussagen dquivalent: (i) X ~ 91(0,02) und Y ~ 91(0, 0?) sind unabhingig;
(i) X +Y ~ 91(0,20%) und X — Y ~ 91(0, 20%) sind unabhiingig. (Warum?) Es ist natiirlich
moglich, dass X ~ 9y, 02) und Y ~ 9N(p,, 02) unkorreliert sind, aber der Vektor (X,Y")
besitzt keine bivariate Normalverteilung. Betrachte dazu zwei unabhéngige ZV’en X und V/,
wobei X ~ 91(0,1) und V ist eine Rademacher-ZV, d.h. V € {—1,1} mit P(V = —1) =
1/2 = P(V = 1). Es ist nun leicht zu zeigen, dass die ZV’en Y := VX und X unkorreliert
sind und dass Y ~ 9%(0,1) (Ubung!). Die ZV’en X und Y sind somit standardnormalverteilt
und unkorreliert, aber ihre gemeinsame Verteilung ist keine Normalverteilung (warum?). Die
nichsten Graphiken zeigen 5000 Realisierungen von (X, Y") (in griin) und zum Vergleich 5000
Realisierungen einer bivariaten Standardnormalverteilung.
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1.4 Die multivariate Normalverteilung Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

§1.4.8 Definition. Sei (71, ..., Z;)" ~ N(0,Idy).

Die Verteilung der ZV 1o
k 08H :tj
2 P
Q=> 7 .
=1 »

04

heiBt (zentrale) y>-Verteilung mit k Freiheitsgraden. Wir
schreiben @ ~ x3. Fiir a € (0, 1) bezeichnen wir weiterhin den
Wert X%a € R als a-Quantil einer (zentralen) y2-Verteilung mit o - = (, !
k Freiheitsgraden, falls P(Q < x% ) = «. x2-Dichtefunktionen
Fiir § € R heiBt die Verteilung der ZV

k
Q= (Z+6°+)> 7

1=2

nichtzentrale y:-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichitzentralitiitsparameter 6. Wir
schreiben Q@ ~ x3(6?) sowie x7 ,(0%) € R fiir das a-Quantil einer nichtzentralen x*-Verteilung
mit / Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 6%, d.h. P(Q < x7,(6%)) = a. 0

§1.4.9 Korollar. Sei Q ~ x3 und W ~ x3(6?), dann gilt E(Q) = k, Var(Q) = 2k und
E(W) = 6% + k. Fiir Z ~ N(0,0%1d,,), v € R™ und A € R™? mit rg(A) = p gelten
auferdem: (i) 02| Ilga)Z|]* ~ X]27 und (ii) || Z /o + v||* ~ X2 (|[v]]?). 0

Beweis von Korollar §1.4.9. Ubung. O

§1.4.10 Definition. Sei (Zy, Z1, ..., Zx)" ~ N(0,1dy41).
Die Verteilung der ZV

04 —ket

2 —k2
Z 0 035 7\ — s

k=10
keinfini

heif3t (Student-) t-Verteilung mit k& Freiheitsgraden. Wir schrei-  ws ’
ben: 7' ~ t;, und bezeichnen mit t, ,, das a-Quantil einer Student- ~ °.=, =570, .
t-Verteilung mit k-Freiheitsgraden, d.h. P(T < t,) = a. t;,-Dichtefunktionen

§1.4.11 Bemerkung. Die Student-t-Verteilung mit einem (k = 1) Freiheitsgrad entspricht ge-
rade der Cauchy-Verteilung und fiir & — oo konvergiert sie schwach gegen die Standardnor-
malverteilung (Slutsky-Lemma). Fiir jedes £ € N besitzt die t;-Verteilung endliche Momente
nur bis zur Ordnung p < k (sie ist heavy-tailed). Insbesondere, ist 7' ~ t;, so gilt E(T") = 0 fiir
k> 1, sowie Var(T) = k/(k — 2) fir k > 2. O

§1.4.12 Definition. Sei (71, ..., Z1x)" ~ N0, Id, k).
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Die Verteilung der ZV

o
4]
1 X~ 2 0
i=1 — d1=1,d2=1
F = T o | — d1=2, d2=1
1 72 - di=5, d2=2
k Z l d1=100, d2=1
i=m+1 9 \ d1=100, d2=100
heif3t zentrale (Fisher-) §-Verteilung mit m und £k Freiheitsgra- o _ \¥
. . . . o
den. Wir schreiben: F' ~ §,, und bezeichnen mit §,, das Tt
0o 1 2 3 4 5

a-Quantil einer zentralen Fisher-§-Verteilung mit m und k Frei-
heitsgraden, d.h. P(F < Smk,a) = q. T a1.a2-Dichtefunktionen
Fiir € R heifit die Verteilung der ZV

L{(Z1+6)* + S 72}

5
F = !
1 m—+k
2
T 2 Z
i=m-+1

nichtzentrale (Fisher-) §-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitditspara-
meter 0°. Wir schreiben F' ~ §,, 1(6%) sowie §p10(0%) € R fiir das a-Quantil einer nicht-
zentralen §-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 52, d.h.

P(F < Fmpald?) = . 0

§1.4.13 Bemerkung. Sei I’ ~ §,, , mitk > 1, dannist F~!eine Skm-verteilte ZV. Fir T' ~ t;,
ist 77 eine 1 k-verteilte ZV. Weiterhin sei Fj, ~ §,, %, £ € N, dann konvergiert die Folge von
ZV’en (mF},);> fiir K — oo in Verteilung gegen ein x2 -verteilte ZV. O

1.5 Das normale lineare Modell

§1.5.1 Definition. Ein normales lineares Modell bezeichnet ein lineares Modell in dem der
zu erkldrende zufillige Vektor eine multivariate Normalverteilung besitzt. Beobachtet wird eine
Realisierung von Y und die Designmatrix X und wir schreiben abkiirzend Y @ {M(X, %), 3 €
RPY > O}. In einem gewohnlichen normalen linearen Modell gilt weiterhin ¥ = o2 Id,, fiir
ein Fehlerniveau o > (. Im gewdhnlichen Fall sind die Koordinaten des zentrierten Fehlervek-
tors € := Y — X 3 unabhiingig und identisch 9(0, 0?)-verteilt, d.h. ¢ /o ~ 9" (0, 1). O

§1.5.2 Satz. Besitzt die Designmatrix X den Rang rg[X| = p, so gelten im gewéhnlichen
normalen linearen Modell Y {‘JI(XB, 0?1d,),B € R?, 0 > O} die folgenden Aussagen:
(a) Der gKQS ist normalverteilt:

B~ M(B, 0 (XIX)).

(b) Die Stichprobenvarianz 6> = n%pHY — X B||? ist nach geeigneter Normalisierung x*-
verteilt mit n — p Freiheitsgraden:

(n—p)3*/o® ~ x5,

(c) Der gKQS B und die Stichprobenvarianz 62 sind unabhdingig.
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1.5 Das normale lineare Modell Kapitel 1 Statistische Inferenz im linearen Modell

(d) Der zentrierte und geeignet normalisierte gKQS B\ hat eine t-Verteilung mit n — p Frei-
heitsgraden: fiir v € R?P

<B\_ 57U> ~
Fl(XIX) w2

-~

(e) Der Vorhersagefehler | X (3 — B)||? ist nach geeigneter Normalisierung §-verteilt mit p
und n — p Freiheitsgraden:

XG0
pag p,n—p*
Beweis von Satz §1.5.2. in der Vorlesung. O

§1.5.3 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes §1.5.2 gelten folgende
Konfidenzaussagen fiir gegebenes o € (0, 1):
(a) Konfidenzbereich fiir 3: Bezeichnet §p—p1—ao das (1 — «)-Quantil einer §-Verteilung mit
p und n — p Freiheitsgraden, so ist

Co=1{BeR:|X(B—B)? <p0%Fpn_pio}

ein Konfidenzellipsoid zum Niveau 1 — « fiir 5.

(b) Konfidenzbereich fiir (3,v): Bezeichnet to 1= t,_p1-a/2 = —ta_pas2 das (1 — a/2)-
Quantil einer t-Verteilung mit n — p Freiheitsgraden, so ist

]U,Oé = [<B7 U> - tOéa|<(XtX)_1Ua U>|1/27 </§7 U) + ta8|<(XtX>_1U7 U) |1/2]
ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir (3, v).

§1.5.4 Beispiel (§1.1.5 (a) fortgesetzt). In einem normalen Lokations-Skalen-Modell
Y@ {N® (n,0%),p € R0 >0} ist

Iyo = [7 — tnfl,lfa/Zn_1/2/o-\a Y + tnfl,lfoz/Qn_lma\]

mit 52 = —L||Y — Y'1,|]* ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir den unbekannten
Parameter pi. Dies folgt direkt aus Korollar §1.5.3 (b) mitp =1, v = 1 und v = p. O

§1.5.5 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes §1.5.2 kann fiir einr € R
die lineare Hypothese H, : (3,v) = r gegen die Alternativen (a) Hy : (8,v) > r; (b) Ha :

(B,v) < 1 sowie (c) Ha : {8,v) # r mit Hilfe der Teststatistik T := 3|<(Xt<)’8;’;}21_7:v>|1/2 und den
Entscheidungsregeln

(a) lehne die Hypothese H ab, falls T' > t,_, 1_q;

(b) lehne die Hypothese H ab, falls T' < —t,,_p, 1_q;

(c) lehne die Hypothese Hy ab, falls |T| > t,_,1-a/2;
unter Einhaltung des vorgegebenen Niveau o € (0, 1) getestet werden.

§1.5.6 Beispiel (§1.5.4 fortgesetzt). In einem normalen Lokations-Skalen-Modell
Y {N®(u,0%),n € R,o > 0} kann die Hypothese Hy : ju = pu, gegen die Alternativen
(a) Hao = o > oy (b) Ha @ < i, sowie (¢) Hy4 @ o # p, mit Hilfe der Entscheidungsregeln
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(a) lehne die Hypothese Hy ab, falls Y — p, > t, 11 _on~ /%5,
(b) lehne die Hypothese Hy ab, falls Y — y, < t,_11_on"'/%5;
(c) lehne die Hypothese Hy ab, falls |Y — j1,| > t,_11_a/on~ %5,

unter Einhaltung des vorgegebenen Niveau o € (0, 1) getestet werden. O

1.6 Asymptotische Theorie

Wir untersuchen nun die Verteilung des Kleinste-Quadrate-Schitzers im Grenzfall, in dem die
Anzahl der Beobachtungen gegen unendlich geht. Dazu sei (Y},),en eine Folge von zufilligen
ZielgroBen und (z,),en eine Folge von erklidrenden Effekten. Wir nehmen an, dass fiir alle
n > ng der Zusammenhang zwischen dem zufilligen Vektor Y{,,) := (Y1,...,Y,)" und der De-
signmatrix X,y = (21,...,2,)" addquat durch ein gewohnliches lineares Modell beschrieben
ist, d.h. Vi) @ {£(X (w3, 0°1d,,), B € RP,0 > 0}.

§1.6.1 Satz. Sei Y,y @{L(XB,0°1d,), 8 € RP,0 > 0} mit 1g[X ()] = p fiir alle n > ny,.
Gelten die folgenden drei Bedingungen:
(i) {Y, — 2% 8,n € N} sind unabhiingige und identisch verteilte (u.i.v.) ZV en.

(ii) Fiir den kleinsten Eigenwert \(,) der Matrix X fn)X (n) &ilt limy, o0 Ay = 00.

(iii) Fiir die Diagonalelemente der Matrix Py = X(») (thn)X(n))_lX(tn) gilt

-----

Dann ist der Kleinste-Quadrate-Schditzer B(n) = (X (tn)X (n))_lX (tn)Y(n) konsistent fiir 3 und

1 2 c

E(Xme(n))l/Q(ﬁ(n) — ) — N(0,1d,)

(konvergiert in Verteilung gegen eine k-dimensionale Standardnormalverteilung) und weiterhin
gilt fiirv € R?P

~

<5(n) - ﬁ,U> L

— (0, 1).

(Xt Xu) 0, 0) 172 (0.1)
Gilt zusditzlich E(Y, — 2! 3)* < oo, dann ist 5% = n%p | Yin) — Xg(n) ||? ein konsistenter Schitzer
fiir 0. O
Beweis von Satz §1.6.1. in der Vorlesung. O

§1.6.2 Bemerkung. Die Bedingung §1.6.1 (i1) besagt, dass man mit wachsendem n immer
mehr Information bekommt. Weiterhin dominiert kein Vektor von Effekten z; die anderen unter
der Bedingung §1.6.1 (iii). O

§1.6.3 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes $1.6.1 gilt folgende
asymptotische Konfidenzaussage fiir gegebenes o € (0,1). Bezeichnet z1_o)2 das (1 — a/2)-
Quantil einer N(0, 1)-Verteilung, so ist

Lo = [(Bnys 0) = 21-a/20 (X oy X))~ 0, 0) Y2, By, 0) + 21020 (X [y X)) 0, 0)[7]

ein Konfidenzintervall zum asymptotischen Niveau 1 — « fiir (3, v).
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§1.6.4 Beispiel (§1.1.5 (a) fortgesetzt). Sei Y(,) ® {£"(u,0%),n € R,0 > 0} durch ein
Lokations-Skalen-Modell mit u.i.v. Koordinaten addquat beschrieben, dann ist

Iv,a = [?(n) - Zl—a/2n71/287?(n) + Zl—a/2n71/28:|

mit ?(n) = % > . Y; ein Konfidenzintervall zum asymptotischen Niveau 1 — « fiir den unbe-
kannten Parameter . Dies folgt direkt aus Korollar §1.6.3 mit v = 1. O

§1.6.5 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes §1.6.1 kann fiir einT € R
die lineare Hypothese H, : (5,v) = r gegen die Alternativen (a) Hy : (5,v) > r; (b) Ha :

(B,v) < r sowie (c) Ha : (f,v) # r mit Hilfe der Teststatistik T := al((Xff(’;Jz;:le/g und den

Entscheidungsregeln
(a) lehne die Hypothese H ab, falls T' > z1_,;

(b) lehne die Hypothese H ab, falls T' < —zy_,;
(c) lehne die Hypothese Hy ab, falls |T| > z1_4/2;

unter Einhaltung des vorgegebenen asymptotischen Niveau o € (0, 1) getestet werden.

§1.6.6 Beispiel (§1.6.4 fortgesetzt). SeiY @ {£%" (i, 0?), u € R} durch ein Lokations-Skalen-
Modell mit u.i.v. Koordinaten addquat beschrieben, dann kann die Hypothese H : 1w = i, ge-
gen die Alternativen (@) Ha : pt > pio; (b) Ha @ 1 < p, sowie (¢) Ha @ p # p, mit Hilfe der
Entscheidungsregeln

1/2

(a) lehne die Hypothese H ab, falls ?(n) — o > Z1_on” 40,

(b) lehne die Hypothese H ab, falls Y () — 1, < z1-an~?0;
(c) lehne die Hypothese H ab, falls |?(n) — o] > 21_a/2n_1/20;

unter Einhaltung des vorgegebenen asymptotischen Niveau o € (0, 1) getestet werden. O

1.7 Residuenanalyse

Wir nehmen im Folgenden an, dass der Zusammenhang zwischen der Zielgroe Y und der De-
signmatrix durch ein gewohnliches lineares Modell Y @ {£(X 3, 0%1d,,)} adiquat dargestellt
ist. Bezeichnen wir mit Y das arithmetische Mittel der Beobachtung, so ist die totale Quadrat-
summe ||V — Y1, = 31 (Y; — Y)? (SST fiir total sum of squares) ein MaB der Variabilitit
der Realisierungen der ZielgroBen. Wir wollen nun untersuchen in wie weit diese Variabilitt
durch die Variabilitdt der angepassten Schitzwerte Y = X /3 oder der Residuen Y — Y erklért
wird. Eine einfache Zerlegung der totalen Quadratsumme in eine Quadratsumme der Regressi-
on bzgl. der angepassten Werte (SSR fiir regression sum of squares) und eine Quadratsumme
der Residuen (SSE fiir error sum of squares) ergibt

SST = ||Y =YL, |2 = |Y =Y 1,|?+||Y = Y|?=: SSR+ SSE.

Offensichtlich, spricht ein im Verhéltnis zum SSR kleiner Wert des SSE fiir eine gute Anpassung
des linearen Modells. Betrachten wir den standardisierten Quotienten

%SSR
- _LGSSE’
n—p
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so sprechen groBBe Werte von F' fiir eine gute Anpassung des linearen Modells. Nehmen wir
zusitzlich an, dass die Beobachtung Y normalverteilt ist, so vergleichen wir die Anpassung
in dem linearen Modell Y ® {M(X3,0?1d,)} mit der in einem Lokations-Skalen-Modell
Y ® {M®" (1, 0?)}. Unter der Annahme, dass 1 € R(X) gilt, hat F* eine §-Verteilung mit
(p, n — p) Freiheitsgraden.

Alternativ konnen wir des Verhiltnis zwischen der totalen Variabilitidt und der Variabilitédt der
Schétzwerte betrachten:

_ SSR - SSE
- SST SST’

Der Wert R? wird Bestimmtheitsmaf3 genannt und entspricht im Fall ¥ = 1 dem Quadrat des
empirischen Korrelationskoeffizienten

D v/ 1s e o[ N
NO NI LRV SN o

Bezeichnet B\_i den gewohnliche Kleinste-Quadrate-Schitzer ohne die i-te Koordinate der Be-
obachtung Y, dann gilt

R2

Y, - Y,
[X(XtX)*lX]u-(

B\_Z‘—B: —1 XtX)_ll’i.

Wir sehen also, dass der Einfluss der i-ten Beobachtung sowohl vom i-ten Residuum als auch
vom Diagonalelement [X (X'X)™'X];;, seinem Leverage-Score, abhingt. Um einflussreiche
Beobachtungen zu entdecken, plottet man daher oft die Residuen R; gegen die [X (X! X )1 X];;.
Basierend auf der Differenz der geschitzten Parameter ist die Cook-Distanz definiert durch

TR TR W et ) SN (6.6 0 47
pe2 ! XX = k621 — [ X(X'X)1X]u;1— [X(XtX)_lX]ii'

Sie ist eine einfache Funktion von [X (X' X)~!X];; sowie dem Quadrat des studentisierten Re-
siduums (Y; — V;)//02(1 — [X(X*X)~1X];;)) welche Student-t-verteilt ist unter einer Nor-
malverteilungsannahme. Sie wird hiufig als diagnostisches Hilfsmittel verwendet. Diejenigen
Beobachtungen, bei denen die Cook-Distanz deutlich grofler ist als beim Rest, sollte besonders
betrachtet, bzw. in der Analyse weggelassen werden. Analog erhilt man als Anderung beim
Hinzufiigen einer Beobachtung Y, zum Effekt z,,;1:

1
L+ 27 4 (X' X) T

(XtX)fliCn+1(Yn+1 - ‘/’CflJrl/B)'

Durch Hinzufiigen einer einzigen Beobachtung kann somit der Kleinste-Quadrate-Schitzer be-
liebig verindern werden.
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Kapitel 2

Entscheidungstheorie

2.1 Formalisierung eines statistischen Problem

§2.1.1 Definition. Sei Po := {[%,0 € O} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf
einem messbarem Raum (X, 7). Die Indexmenge © # () wird Parametermenge genannt und
X heift Stichprobenraum. Ist X ein ZV mit Werten in (X, .o) so schreiben wir abkiirzend
X @ Peo, falls X ~ P, fiir ein 0 € O gilt. Wir bezeichnen (X, <7, Pg) als statistisches Ex-
periment oder statistisches Modell. Ein statistisches Experiment (X', &7, Pg ) heiit addiquat fiir
eine ZV X, falls X ® Peg gilt. Ein abgeleiteter oder interessierender Parameter v : © — T’
heiBt identifizierbar, falls fiir beliebige 0,0, € © aus v(0) # ~(6,) folgt Py # Pp,. Jede
(o ,.)-messbare Funktion S : X — S mit Werten in einem messbarem Raum (S, %) heifit
Beobachtung oder Statistik. P§ := {P;,0 € O} bezeichnet die induzierte Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen und (S,.7,P§) das induzierte statistische Modell. Eine Statistik 7 mit
Werten in I hei3t Schditzer oder Schdtzfunktion fiir den abgeleiteten Parameter «y. Eine Statistik
¢ mit Werten in {0, 1} (versehen mit der Potenzmenge %) wird (nicht randomisierter) Test fiir
das Testproblem von Hy : v € I'g gegen H; : v € I'; mit I’ = T',UI'; genannt. Nimmt ¢ den
Wert eins an, so wird die Hypothes [ abgelehnt, und anderenfalls wird die Hypothese H nicht
abgelehnt. Eine Statistik o mit Werten in [0, 1] (versehen mit der Borel-o-Algebra Bo,1)) wird
randomisierter Test genannt. Dabei wird ¢(x) als bedingte Wahrscheinlichkeit interpretiert, die
Hypothese Hj abzulehnen, wenn eine Realisierung X = z beobachtet wird. O

§2.1.2 Definition. Sei (X', <7, Pg) ein statistisches Experiment. Eine Entscheidungsregel ist ei-
ne (<7, &)-messbare Abbildung 6 : X — £ mit Werten in einem messbarem Raum (€, &), der
Entscheidungsraum genannt wird. Wir bezeichnen mit A eine vorgegebene Menge von Ent-
scheidungsfunktionen. Jede Funktion v : © x & — [0,00) =: R, die messbar im zweiten
Argument ist, heilt Verlustfunktion. Das Risiko (der mittlere Verlust) einer Entscheidungsregel
0 bei Vorliegen des Parameters 6 € © (F ist die zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsver-
teilung und [Ey die Erwartung beziiglich F) ist

R,(0,6) := Ey[v(0,0)] := / v(0,5(x)) Py(dz).

X

(€, &, v) wird statistisches Entscheidungsproblem genannt. O

§2.1.3 Beispiele. (a) In einem gewdhnlichen linearem Modell Y @ {£(X 3,0%1d,,), 8 € RP,
o > 0} wihle © := R? x (0, 00) als Parameterraum mit Parametern § = (5, 0) € ©, so dass
Py = £(XB,0?1d,,) die Verteilung von Y bei vorliegen des Parameters 6 = (3,0) € © be-
zeichnet. Versieht man den Stichprobenraum X = R" mit seiner Borel-o-Algebra .of' = PBgn
so bilden die Verteilungen {£(X3,0%1d,,),3 € RP,0 > 0} eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaB3en auf dem Stichprobenraum und es liegt zusammenfassend das statistische Ex-
periment (R", Bgn, { (X 3,0?1d,,), 3 € RP, 0 > 0}) vor.
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Um den (gewohnlichen) Kleinste-Quadrate-Schitzer B als Entscheidungsregel zu interpre-
tieren sowie seine Giite zu messen, betrachtet man den Entscheidungsraum £ = RP und
beispielsweise die quadratische Verlustfunktion (6, e) = v((8,0),¢) = || — ¢||. Fiir die-
se spezielle Wahl der Verlustfunktion ist der Parameter o irrelevant. Da aber die Verteilung
Py = £(Xj3,0%1d,) von o abhiingt, bezeichnet man o als einen Stérparameter.

Beachte, dass bei obiger Modellierung nur das erste und zweite Moment der Verteilung der
Beobachtung Y festgelegt werden, d.h. genauer betrachten wir die Familie

{P W-maB iiber Bgn : Ep(Y) = XBund Covp(Y) = old, mit5 € RPund o > 0} so
dass vereinfachend die Verteilung der zentrierten und standardisierten Fehler o=} (Y — X 3)
als ein Storparameter aufgefasst werden kann. Dies gilt offensichtlich in einem gewohnlichen
normalen linearen Modell Y @ {M(X3,01d,), € RP,o > 0} nicht, da die multivaria-
te Normalverteilung der Beobachtung Y eindeutig durch das das erste und zweite Moment
festgelegt ist.

(b) Fiir einen Test auf Wirksamkeit eines neuen Medikaments werden 100 Versuchspersonen
mit diesem behandelt. Unter der (stark vereinfachenden) Annahme, dass alle Personen iden-
tisch und unabhéngig auf das Medikament reagieren, wird fiir jede Person der Erfolg oder
Misserfolg der Behandlung notiert, so dass die Anzahl X der erfolgreichen Behandlungen
eine Binomial-verteilte ZV mit Erfolgswahrscheinlichkeit 7 € (0, 1) ist. Zusammenfassend
nehmen wir an, dass X @ {P, := Bin(100,7),7 € (0,1)}. Wihlen wir den Stichproben-
raum X = {0,1,...,100} versehen mit der Potenzmenge & als o-Algebra, so liegt das
statistische Experiment (X, &2, {®Bin(100, ), € (0,1)}) vor. In Abhéngigkeit von der An-
zahl X der erfolgreichen Behandlungen soll entschieden werden, ob die Erfolgsquote hoher
ist als diejenige einer klassischen Behandlung mit bekannter Erfolgswahrscheinlichkeit 7.
Die Nullhypothese fiir den unbekannten Parameter 7 ist somit Hy : m < m,. Als Entschei-
dungsraum dient £ = {0, 1} (H, nicht ablehnen bzw. ablehnen), und wir wihlen den Verlust
v(me) = vpel{r<m} + v1(1 — e)1{r > =} mit Konstanten v, ; > 0. Dies fithrt auf des
Risiko einer Entscheidungsregel (eines Tests) § : X — &£

~ JwPr(0 > ), ™ < mo;
Ry (m,0) = {VOPW(é < m), ™ > mo;
so dass die Irrtumswahrscheinlichkeit erster Art P.(0 > m) mit vy und die zweiter Art
P, (0 < mp) mit 14 gewichtet wird. O

§2.1.4 Definition. Sei (X, <7, Pg) ein statistisches Experiment und (£, &, v) ein Entschei-
dungsproblem. Eine Entscheidungsregel 6, € A heil3it (gleichmdifiig) besser in A als eine Ent-
scheidungsregel § € A, falls R,(0,d,) < R, (0, 0) fur alle § € © gilt und falls ein 6, € © mit
R, (0,,0,) < R,(0,,0) existiert. Eine Entscheidungsregel heilit zuldssig in A, wenn es keine
(gleichmiBig) bessere Entscheidungsregel in A gibt. m

§2.1.5 Bemerkung. Héufig schriankt die betrachtete Klasse A die moglichen Entscheidungsre-
geln ein. So ist der gKQS im gewohnlichen linearen Modell nach dem Satz §1.3.1 von GauB3-
Markov zulidssig unter quadratischem Verlust in der Klasse der erwartungstreuen und linearen
Schitzern. O

§2.1.6 Beispiel (§1.1.5 (a) fortgesetzt). Wir vergleichen in einem normalen Lokations-Modell
Y @ {N(ul,,Id,),n € R} die Schitzfunktionen iy = Y, fia = Y + 0.5 sowie 3 = 6
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unter Verwendung eines quadratischen Verlustes v(y,0) = (1 — 6)%. Da R, (u, i1) = 1/n,
R, (1, f2) = 1/4 + 1/n gilt, ist 1y besser als iy, allerdings ist weder fi; besser als i3 noch
umgekehrt. Insbesondere ist ji3 zuldssig (in der Klasse aller Schitzer!), da R, (6, j13) = 0 gilt
und jeder andere Schitzer g mit R, (6, 1) < MR, (6,13) = 0 mit i3 Lebesgue-fast iiberall
iibereinstimmt. Spiter werden wir zeigen dass auch 7i; zuldssig ist. O

§2.1.7 Definition. Zu einem vorgegebenen Entscheidungsproblem (£, &, v) in einem statisti-
schen Modell (X, o7, Pg) heifit eine Entscheidungsregel ¢ unverzerrt, falls

V0,0 € O : Eg[v(6,0)] = Eo[v(6,8)] = R, (6,6). -
§2.1.8 Lemma. Es seien (X, ,Pg) ein statistisches Experiment, v : © — & C R ein in-
teressierender Parameter und (£, & ,v) ein statisistisches Entscheidungsproblem mit quadra-
tischem Verlust v(0,¢) := (v(0) — e)?. Eine Entscheidungsregel 7 : X — & ist dann ein
Schiitzer fiir den abgeleiteten Parameter ~y. Gilt fiir jedes § € © weiterhin Eg(7%) < oo und
Ey(7) € v(©) := {7(6,),0, € O}, dann ist die Entscheidungsregel 7 genau dann unverzerrt,
wenn sie erwartungstreu ist, d.h. By (%) = ~v(0) gilt fiir alle 6 € ©. O

Beweis von Lemma §2.1.8. in der Vorlesung. O

§2.1.9 Lemma. Es seien (X, </, Pg) ein statistisches Experiment mit © = ©qUO1, und (€, &, v)
ein statisistisches Entscheidungsproblem mit Entscheidungsraum & = |0, 1] und Verlustfunktion
v(0,e) = voele,(0) + v1(1 — e)lg, (0) fiir vy, v1 € R,. Eine Entscheidungsregel ¢ : X — £
(ein randomisierter Test) fiir das Testproblem H, : 0 € ©q gegen H, : 0 € O ist genau dann
unverzerrt, wenn sie zum Niveau o« = vy /(v + v1) unverfilscht ist, d.h.

VO € Og:Ey(p) <a, VO €O :Ey(p) > a.
Beweis von Lemma §2.1.9. Ubung. O

§2.1.10 Definition. Eine Abbildung K : X x . — [0, 1] heilit Markovkern von (X, </) nach
(S,.7), falls
(a) S+ K(x,9) ist eine Wahrscheinlichkeitsmal auf (S,.7) fir alle z € X’;

(b) x — K(z,S) ist messbar fiir alle S € .. O

§2.1.11 Definition. Zu einem vorgegebenen Entscheidungsproblem (&£, &, ) in einem statisti-
schen Modell (X, <7, Pe) heiit ein Markovkern D von (X, &7) nach (€, &) Entscheidungskern
oder randomisierte Entscheidungsregel mit der Interpretation, dass bei Vorliegen der Beobach-
tung = gemilB D(x, o) eine Entscheidung zufillig ausgewihlt wird. Das zugehorige Risiko ist

R,(0,D) = ]Eg[/gu(e,a)p(x, de)] = /X/gy(ﬁ,e)D(x,ds)Pg(dx). o

§2.1.12 Beispiele. (a) Betrachte £ = © versehen mit einer o-Algebra Ag, ein Markovkern
D von (X, o) nach (O, e ) ist dann ein ,,randomisierter Schitzer. Falls fiir jedes © € X,
D(x, e) ein Punktmal in §(z) € £ ist, d.h. D(x,{d(x)}) = 1, so dass die Abbildung § : X —
& messbar ist. Dann ist ¢ eine Entscheidungsregel (,,nicht randomisierter” Schétzer) und

SR,,(G,D):/X/gz/(@,s)D(q:,da)Pg(dm):/Xz/(@,é(x))Pg(da:):9%1,(9,6).
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(b) Betrachte das Testproblem von Hy : § € ©¢ gegen H, : § € O, fir © = 0,UO,. Es
seien £ = [0,1] und v(0, e) := vyele,(0) + v1(1 — €)le,(0). Jede (deterministische) Ent-
scheidungsregel § zum Entscheidungsproblem ([0, 1], %) 1}, v) (randomisierter Test) definiert
mit D(z,{1}) := §(z) sowie D(z,{0}) := 1 — §(x) einen Entscheidungskern D zum Ent-
scheidungsproblem ({0,1}, &2 v). Auf der anderen Seite jeder Entscheidungskern D zum
Entscheidungsproblem ({0, 1}, &7, v) definiert eine Entscheidungsregel §(z) := D(x,{1})
zum Entscheidungsproblem ([0, 1], %o 1}, ). Dies bedeutet also, dass d(x) die Wahrschein-
lichkeit angibt, mit der bei Vorliegen der Beobachtung x die Hypothese H, abgelehnt wird.
Offensichtlich, gilt dann R, (6, D) = R, (0, 9). O

§2.1.13 Bemerkung. Es sei £ C R? konvex sowie (6, ¢) eine im zweiten Argument konvexe
Verlustfunktion. Dann gibt es zu jeder randomisierten Entscheidungsregel eine deterministische
Entscheidungsregel, deren Risiko nicht groBer ist. 0

2.2 Minimax- und Bayes-Ansatz

§2.2.1 Definition. Fiir ein Entscheidungsproblem (£, &, v) zu einem statistischen Experiment
(X, o7, Po) heifit eine Entscheidungsregel 6, A-minimax, falls

R, = supR,(0,d,) = inf supR,(,0)
0 0€A geco

gilt, weiterhin wird R}, A-Minimaxrisiko genannt. Wir bezeichnen 0 als minimax falls die Men-
ge A alle moglichen Entscheidungsregeln (fiir die das Risiko definiert ist) enthiilt. O

§2.2.2 Definition. Es seien (X, <7, Py) ein statistisches Experiment, %g eine o-Algebra iiber
dem Parameterraum O, die Verlustfunktion v (%o ® &, Br, )-messbar, und § — Py(A)
messbar fiir alle A € .o7. Sei ¥ eine ZV mit Werten in (0, B ), so dass die Parameter § € O als
Realisierung der ZV 19 aufgefasst werden konnen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Py von
¥ auf dem messbaren Raum (O, Bg) wird a-priori Verteilung des Parameters 6 genannt und
wir bezeichen mit Ey die Erwartung beziiglich Py. Das mit Py assoziierte Bayesrisiko einer
Entscheidungsregel ¢ ist

RO () = By [Ro (9, 6)] = / R, (0, 5) Py (d0) — / / U0, 5(2)) Py (d) Pa (dB).
© eJx
Eine Entscheidungsregel 9, heiit A-Bayesregel oder A-Bayes-optimal (beziiglich Py) falls

Ry (4,) = inf RJ(0)
S

gilt. Erstreckt sich das Infimum iiber alle moglichen Entscheidungsregeln & so heift § kurz
Bayesregel oder Bayes-optimal. O

§2.2.3 Bemerkung. Wihrend eine Minimaxregel den maximal zu erwartenden Verlust mini-
miert, kann das Bayesrisiko als ein (mittels Py) gewichtetes Mittel des zu erwartenden Verlu-
stes angesehen werden. Alternativ wird Py als die subjektive Einschidtzung der Verteilung der
zu Grunde liegenden Parameter interpretiert. Daher wird das Bayesrisiko auch als insgesamt zu
erwartender Verlust verstanden. O
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§2.2.4 Definition. Es sei T eine (S, .7)-wertige ZV auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X', <7, P)
und X ~ P. Ein Markovkern von (X, %7) nach (S,.7) heiit reguliire bedingte Wahrschein-
lichkeitsverteilung beziiglich T, falls

K(T,A) = Pxir(A) .= Exjr(14) := E(14(X)|o(T)) P — f.s.
fiir alle A € &7 gilt. O

§2.2.5 Satz. Es sei (2,d) ein vollstindiger, separabler Raum mit Metrik d versehen mit der
Borel-o-Algebra % (polnischer Raum). Fiir jede ZV T auf (X, %, P) existiert eine reguldire
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung K beziiglich T. K ist P-f.s. eindeutig bestimmt, d.h.
fiir eine zweite solche reguliire bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung K, gilt P(VA € o :
K(X,A) = K,(X,A)) =1 O

Beweis von Satz §2.2.5. z.Bsp. in Klenke [2008] Theorem 8.36. O

§2.2.6 Definition. Es seien (X, <7, Pg) ein statistisches Experiment, X @ Pg eine Beobach-
tung, ¥ ~ Py ein ZV mit Werten in (O, %e) und (0, A) — Py(A) = Px|9=9(A) eine re-
guldren bedingte Wahrscheinlichkeit (Markovkern) beziiglich 9. Bezeichne mit Py » die ge-
meinsame Verteilung des zufilligen Vektors (X, ) mit Werten in dem messbaren Produk-
traum (X x ©,.9 ® HBg). Die durch Px » implizierte reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit
(x, B) = Pg|x—.(B) beziiglich X heiit a-posteriori Verteilung des zufilligen Parameters 9
gegeben die Beobachtung X = z. O

§2.2.7 Bemerkung. Die gemeinsame Verteilung Py , des zufilligen Vektors (X, 4) ist wohl-
definiert und erfiillt Py y(dx,df) = Py(dx)Py(df) (betrachte Py 9(Ax B) = [, Py(A)Py(d0)
und verwende den MaBerweiterungssatz). Wir bezeichnen mit Px die Randverteilung von X
und mit Ex die assoziierte Erwartung. Insbesondere gilt

Ry (6) = Ex [1(8,0)] = Ex [Eg|x—c (9, 5(x))]]

— Ey[Ex|go[v(9,6(2))]] = /@ Eo[v(0,0)]Po(db).

§2.2.8 Satz. Es seien (X, </, Pg) ein statistisches Experiment, X ( Pg eine Beobachtung, ¥
ein ZV mit a-priori Verteilung Py auf (0, Be). Weiterhin sei f eine v-Dichte von Py beziiglich
eines dominierenden Mafles v (Py < v) sowie Pg eine beziiglich eines Mafles | dominierte
Verteilungsfamilie (Py < u fiir alle 6 € ©) mit u-Dichten {fy,0 € O}. Ist X x © > (2,60) —
fo(x) € Ry eine (of @ PBg)-messbare Funktion, so besitzt die a-posteriori Verteilung Py |x —,
eine v-Dichte, ndmlich (Bayesformel)

— Jelx)fe(0)
Jove=e®) = 175, 0) folO) ()
Beweis von Satz §2.2.8. Ubung. O

§2.2.9 Beispiel. Wir bezeichnen als Bayestestproblem (oder Bayes-Klassifikationsproblem) mit
einfachen Hypothesen ein Entscheidungsproblem (€, &, v) mit Entscheidungsraum £ = {0, 1}
sowie 0-1-Verlustes v (0, d) = |6 — §| zu einem statistischen Experiment (X', <7, Pg) mit Para-
meterraum © = {0, 1}. Betrachte eine a-priori Verteilung Py auf (0, &) mit Py({0}) =: m
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und Py({1}) =: m;. Die Familie von WahrscheinlichkeitsmaBe Py = {P,, P, } ist dominiert
beziiglich eines MaBles ;o (z.Bsp p = Py + P;) und f; und f; bezeichne die p-Dichten. Nach
der Bayesformel (mit Zdahlma@ ) erhalten wir als a-posteriori Verteilung

mifi(x) i=0,1 (Px— fi.).

Fopx=(ti}) = mo fo(x) + w1 fi(x)’ O

§2.2.10 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen von Definition $§2.2.6. Betrachten wir
das statistische Entscheidungsproblem (£, &, v), so ist § eine A-Bayes-optimale Entscheidungs-
regel, falls

8(X) = arg minEyx[v(9. §(X)] (Px — fii),

gilt, d.h. By |x— [V(9,6(2))] < Eg|x=r V(9,6 (2))] fiir alle § € A und Px-fast alle v € X.
Beweis von Satz §2.2.10. in der Vorlesung. O

§2.2.11 Korollar. Seien © C R und A = R. Unter den Annahmen des Satzes §2.2.10 gelten
die folgenden Aussagen:

(a) Fiir die quadratische Verlustfunktion v(0,5) := (6 — 0)? ist jede Festlegung der beding-
ten Erwartung .= Ey | x=o [V beziiglich der a-priori Verteilung Py ein Bayes-optimaler
Schditzer von 6 (Bayes-optimale Entscheidungsregel in R).

(b) Fiir den Absolutbetrag v(0,0) := |6 — 0| ist jeder a-posteriori Median é\med(:r), d.h.
Pyix—s(0 < gmed(x)) > 1/2 und Py x—, (9 > é\med(l’)) > 1/2, beziiglich der a-priori
Verteilung Py ein Bayes-optimaler Schdtzer von 0 (Bayes-optimale Entscheidungsregel in
R).

Beweis von Korollar §2.2.11. Ubung. O

§2.2.12 Beispiel (§2.2.9 fortgesetzt). Nach Satz §2.2.10 ist ein Bayestest (Bayesklassifizierer)
eine Minimalstelle der Abbildung

o fo() n T fi(z)

{0,1} 5 e Eyx=: [V(9,€)] = Tofolz) + ﬂlfl(a:)e mofo(w) + i fi(x)

(1—e).
Eine Losung des Minimierungsproblems und somit ein Bayestest ist gegeben durch

0, mofo(z) > m fi()
p(z) = L, mofo(z) < T fi()
beliebig, o fo(x) = m f1()

Damit entscheiden wir uns fiir dasjenige ¢ € {0, 1}, dessen a-posteriori Wahrscheinlichkeit am
groBten ist (MAPE fiir maximum a posteriori estimator). Insbesondere sei fiir spiter auf die
Neymann-Pearson-Struktur des Bayestests ¢ in Abhidngigkeit von f(x)/ fo(x) hingewiesen. ©

§2.2.13 Satz. Es seien die Annahmen und Notationen der Definition §2.2.6 erfiillt. Betrachten
wir das statistische Entscheidungsproblem (€, &, v), so gelten die folgenden Aussagen
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(a) Fiir jede Entscheidungsregel § gilt

sup R, (6, 5) = sup Y (9),

) Py

wobei sich das zweite Supremum iiber alle a-priori Verteilungen Py erstreckt. Insbesondere
ist das Bayes-Risiko einer A-Bayesregel stets kleiner oder gleich dem A-Minimax-Risiko.

(b) Fiir eine A-Minimaxregel 0, gilt

supRY(8,) = inf sup R?(6).

Py 0EA Py

Beweis von Satz §2.2.13. in der Vorlesung. O

§2.2.14 Bemerkung. Der letzte Satz wird insbesondere dazu verwendet, untere Schranken fiir
das Minimax-Risiko durch das Bayes-Risiko einer Bayesregel abzuschitzen. O

§2.2.15 Satz. Es seien die Annahmen und Notationen der Definition $2.2.6 erfiillt. Betrachten
wir das statistische Entscheidungsproblem (€, &, v), so gelten fiir jede Entscheidungsregel 6, €
A die folgenden Aussagen:
(a) Ist 6, minimax-optimal und eindeutig in A in dem Sinne, dass jede andere Minimax-
Regel die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist 0, zuldssig in A.

(b) Isté, zuldssig mit konstanter Risikofunktion auf A, so ist 0, minimax-optimal in A.

(c) Ist 6, eine Bayesregel (bzgl. Pg) und eindeutig in A in dem Sinne, dass jede andere
Bayesregel (bzgl. Py) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist o, zuldssig in A.

(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum versehen mit der Borel-o-Algebra
PBeo. Ist b, eine Bayesregel (bzgl. Py) in A, so ist 6, zuliissig in A, falls (i) R2(4,) < oo;
(ii) fiir jede nicht leere offene Menge U in © gilt Py(U) > 0; (iii) fiir jede Entscheidungs-
regel § € A mit RY(5) < RY(4,) ist die Abbildung 0 — R, (0, 0) stetig.

Beweis von Satz §2.2.15. Ubung. O

§2.2.16 Satz. Es seien X1,..., X, unabhiingig und identisch N (u,1dy)-verteilte ZV’en mit
unbekanntem |1 € ]Rd._BezL'iglich der quadratischen Verlustfunktion v(ju,0) = ||u — d||? ist das
arithmetische Mittel X = % > X, ein minimax-optimaler Schditzer fiir fu.

Beweis von Satz §2.2.15. in der Vorlesung. O

§2.2.17 Satz. Es seien X1, ..., X, unabhingig und identisch N (u, 1)-verteilte ZV’en mit un-
bekanntem i € R. Beziiglich der quadratischen Verlustfunktion v(j,6) = (u — )% ist das
arithmetische Mittel X = % v X, ein zuldssiger Schiitzer fiir .

Beweis von Satz §2.2.15. in der Vorlesung. O

§2.2.18 Bemerkung. Liegt eine andere Verteilung mit Erwartungswert ;¢ und Varianz eins als
die Normalverteilung vor, so ist X weder zulissig noch minimax (sofern n > 3 gilt), vergleiche
Lehmann and Casella [1998], Seite 153. Unter der Normalverteilungsannahme ist X fird =2
weiterhin zuldssig, allerdings gilt dies fiir d = 3 nicht mehr: Stein-Phé@nomen in Sektion 2.3. o
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Kapitel 2 Entscheidungstheorie 2.3 Das Stein-Phéinomen

§2.2.19 Definition. Es seien die Annahmen und Notation von Definition §2.2.6 erfiillt. Fiir ein
Entscheidungsproblem (&£, &, v) heilit eine Verteilung Py, auf (O, Be) ungiinstigste a-priori
Verteilung bzgl. A, falls

. Iy o . 9
nf R)7(0) = Sup inf 3(9).

§2.2.20 Satz. Fiir das Entscheidungsproblem (£,&,v) sei Py, eine a-priori Verteilung mit
zugehériger A-Bayesregel 6,. Dann sind die Eigenschaften (i) R2°(5,) = supgee Ru (0, ,)
und (ii) die Sattelpunkteigenschaft

VPy Vo e A = RP(6,) < R (6,) < R (6).

dquivalent. Aus jeder dieser Eigenschaften folgt, dass 0, minimax-optimal in A und Py, ungiin-
stigste a-priori Verteilung bzgl. A ist.

Beweis von Satz §2.2.20. in der Vorlesung. 0

§2.2.21 Beispiel. Sei X ® {Bin(n,7), 7 € (0,1)} mitn > 1. Wir bestimmen einen minimax-
optimalen Schiitzer fiir 7 beziiglich der quadratischer Verlustfunktion v(7,§) = (§ — )2 unter
Verwendung des Satzes §2.2.20. Dazu betrachten wir die Beta-Verteilung Beta(a, b) mit Pa-
rametern a,b > 0 auf [0, 1] als a-priori Verteilung und bestimmen einen zugehorigen Bayes-
schitzer 7, fiir 7. Bezeichne mit 7r,; den zufilligen Parameter mit Werten in [0, 1] und a-
priori Verteilung Beta(a, b). Die a-posteriori Verteilung Py ,|x ist wieder eine Beta-Veteilung
Beta(a + X, b+ n — X) und der zugehorige Bayesschiitzer ist 7o = Er, | x (7o) = atX

a+b+n

(Ubung) und fiir sein Risiko gilt R, (7, Top) = Er(Tap — m)° = (afa”(fabjzii?g U=7) Im Fall
s N ~ ._ _ X+Vm/2 X X-n/2 .

a* = b* = /n/2 erhilt man Ty p := B o x (Tar ) = S AT = 4 e mit zu-

gehorigem Risiko R, (7, T« ) = (24/n + 2)72 welches unabhingig von 7 ist, woraus die

Sattelpunkteigenschaft folgt:
VP, VT e [0, 1] : m:(%a*,b*) < m:a*,b* (%a*,b*) < g{:a*’b* (/TF)

Damit ist Py _, ,. = Beta(a*, b*) unglinstigste a-prior Verteilung und 7,- ;» minimax-optimaler
Schitzer von 7. Insbesondere ist der natiirliche Schitzer 7 = X/n mit R, (7) = n(1 — 7)/n
nicht minimax (er ist jedoch zulissig). O

§2.2.22 Bemerkung. Gehoren fiir ein statistisches Modell die a-posteriori Verteilungen wieder
zur der Klasse von a-priori Verteilungen (i.A. mit geinderten Parametern), so nennt man die ent-
sprechenden Verteilungsklassen konjugiert. Zum Beispiel sind Beta-Verteilungen konjugiert zur
Binomialverteilung (Beispiel §2.2.21). Konjugierte Verteilungen sind die Ausnahme, nicht die
Regel, und fiir komplexere Modelle werden hédufig Rechnen-intensive Methoden wie MCMC
(Markov Chain Monte Carlo) verwendet, um die a-posteriori Verteilung zu berechnen. O

2.3 Das Stein-Phanomen

Es seien X7, ..., X, unabhidngig und identisch 9%(u, Id,)-verteilte ZV’en mit unbekanntem . €
R?. Wir betrachten das Entscheidungsproblem, den Parameter 1 moglichst gut im Sinne eines
quadratischen Verlustes vy, 1) = || — > zu schitzen. Auf Grund der Unabhingigkeit der
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2.3 Das Stein-Phéinomen Kapitel 2 Entscheidungstheorie

Koordinaten erscheint das (koordiantenweise) arithmetische Mittel X, eine natiirliche Antwort
zu sein. Ein alternativer, sogenannter empirischer Bayesansatz, beruht auf der Familie der a-
priori Verteilungen {91(0,0%1d,) : 0 > 0}. Betrachten wir einen zufilligen Parameter g, ~
90,02 1Id4) so ist der zugehorige Bayesschiitzer E,, x = #7 (vgl. Beweis des Satzes
§2.2.16). Der empirische Bayesansatz beruht nun auf der Ersetzung von o durch die Schitzung
52 = | X||?/d — n~'. Da die Randverteilung von X; beziiglich der gemeinsamen Verteilung
Px ., gerade einer N(0, (o + n~') Id,) entspricht, ist 52 ein erwartungstreuer Schitzer von
o?. Wir erhalten den Schétzer

. [ — d —

=i = n||7||2)X
Der Bayessche Ansatz ldsst vermuten, dass fiir kleine Werte von || || der Schitzer 1 ein kleine-
res Risiko als X hat. Uberraschenderweise gilt fiir Dimension d > 3 sogar, dass /i besser als X

ist. Das folgende Steinsche Lemma liefert das zentrale Argument fiir den Beweis.

§2.3.1 Lemma (Stein). Es sei f : R — R eine in jeder Koordinate Lebesgue-f.ii. absolut
stetige Funktion. Dann gilt fiir Y @ {0M(u, 02 1dy), u € R, o > 0}

Euol(n=Y)f(Y)] = —0’E[Vf(Y)],
sofern EMJ[]%(Y)H < oo fiirallei =1,...,n gilt.
Beweis von Lemma §2.3.1. in der Vorlesung. O

§2.3.2 Satz. Esseid > 3und X1, ..., X, unabhingig und identisch N(p,1d,)-verteilte ZV en
mit unbekanntem p € R%. Dann gilt fiir den James-Stein-Schitzer

~ d—2 —
Hjs = (1 - — )X
nf| X2
mit X := L3 | X, dass

d (d —2)? d —
E,lliiys —p||> = - —E,[~———=—] < = =E,||1i;s — X|*.
;U'HIMJS luH n M[TLQHXHZ} n ,U«HILLJS H
Insbesondere ist X fiir eine quadratische Verlustfunktion kein zuldissiger Schiitzer von v im Fall
d > 3.

Beweis von Satz §2.3.2. in der Vorlesung. O

§2.3.3 Bemerkungen. (a) Die Abbildung p — E,[|| X||~?] ist monoton fallend in ||z|| und
erfiillt Eo[||X||7] = n/(d — 2) und Eq||ziss — p||*> = 2/n. Damit ist iy fiir ;2 nahe 0,
groBe Dimension d und kleine Stichprobenumfiinge n eine deutliche Verbesserung von X.
Der James-Stein-Schitzer wird auch Shrinkage-Schditzer genannt, weil die Koordinaten des
urspriinglichen Schitzers X gediampft (zur Null hingezogen) werden.

(b) Der James-Stein-Schdtzer mit positivem Gewicht

d—2 , —
— ——):+X, (a)y :=max(a,0),
| X11?

ist bei quadratischer Verlustfunktion besser als der James-Stein-Schitzer ji;5. Damit ist
selbst der James-Stein-Schitzer (sogar mit positivem Gewicht) unzulidssig. Die Konstruk-
tion eines zuldssigen Minimax-Schétzers ist gelost fiir d > 6 (vgl. Lehmann and Casella
[1998], S. 385). O

fiys+ = (1
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