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8. Übungsblatt

Aufgabe 1. Es seien X eine Pθ-verteilte ZV mit unbekanntem Parameter θ ∈ Θ, ∆ die
Klasse der Schätzer eines interessierenden Parameters γ ∈ R mit endlicher Varianz, d.h.
die Klasse der reellwertigen Statistiken γ̂ mit Eθ(γ̂2) < ∞ für alle θ ∈ Θ und γ̂o ∈ ∆
ein erwartungstreuer Schätzer für γ. Zeigen Sie, dass γ̂o genau dann ein Kleinste-Varianz-
Schätzer für γ ist wenn Covθ(γ̂o, U) = 0 für alle θ ∈ Θ und für alle U ∈ U := {U ∈
∆ |EθU = 0,∀θ ∈ Θ} gilt.

Hinweis: Überzeugen Sie sich davon, dass jeder erwartungstreue Schätzer γ̂ ∈ ∆ für γ die
Form γ̂ = γ̂o + U für ein U ∈ U besitzt. „⇒“ Betrachten Sie erwartungstreue Schätzer γ̂a,
a ∈ R, für γ der Form γ̂ = γ̂o+aU für ein U ∈ U und schließen Sie, dass Covθ(γ̂o, U) = 0
für alle θ ∈ Θ gilt. „⇐“ Zeigen Sie, dass Varθ(γ̂o) = Covθ(γ̂o, γ̂) gilt und schließen Sie
daraus die Behauptung. (4 Punkte)

Aufgabe 2. Es sei P = {Expθ | θ ∈ (0,∞)} die Familie der Exponentialverteilungen
mit Dichten fθ(x) = θ exp(−θx)1(0,∞)(x). Zeigen Sie, dass θ̂o = (n−1)∑n

i=1Xi
für n > 3 ein

Kleinste-Varianz-Schätzer für θ ist, ist θ̂o Cramér-Rao-effizient?

Hinweis: Sind X ∼ Γ(m, θ) und X ∼ Γ(n, θ) unabhängige ZV’en, so gilt X + Y ∼
Γ(m+ n, θ). Ferner Exp(θ) = Γ(1, θ). (4 Punkte)

Aufgabe 3. Beim Vergleich zweier Medikamente tritt das folgende Zweistichprobenpro-
blem auf. Es bezeichne X1, . . . , Xn die Behandlungserfolge eines neuen Medikaments und
Y1, . . . , Ym seien die entsprechenden Ergebnisse eines herkömmlichen Medikaments in ei-
ner Kontrollgruppe.
Wir wollen annehmen, dass X1, . . . , Xn und Y1, . . . , Ym unabhängige Zufallsgrößen mit
Xi ∼ N (µ, σ2) und Yj ∼ N (η, σ2) sind, wobei die Parameter µ, η ∈ R und σ > 0 unbe-
kannt sind. Geben Sie einen Kleinste-Varianz-Schätzer für den interessierenden Parameter
γ(µ, η, σ) = µ− η an, ist dieser Cramér-Rao-effizient? (4 Punkte)



Aufgabe 4. Es sei X ein zufälliger Vektor mit X©∼ {N⊗n(θ, σ2
o) | θ ∈ R} für festes σo > 0.

Berechnen Sie den Pitman-Schätzer von θ,

θ̂o(x) =

∫
R uf0(x1 − u, . . . , xn − u)du∫
R f0(x1 − u, . . . , xn − u)du

.

(4 Punkte)

Abgabe bis 11:15 Uhr am Mittwoch, 09. Dezember (in den Übungszettelkasten INF 294)


