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6. Übungsblatt

Aufgabe 1. Beweisen oder widerlegen Sie die Aussage, dass folgende Verteilungen Expo-
nentialfamilien bilden. Bestimmen Sie gegebenenfalls den natürlichen Parameterraum.

(a) Multinomialverteilung {M(θ;n), θ ∈ (0, 1)s+1,
∑s

i=0 θi = 1} mit Zähldichten

pθ(x) =
n!

x0! · · ·xs!
θx00 · · · θxss , x ∈ {0, . . . , n}s+1,

s∑
i=0

xi = n;

(b) Poissonverteilung {Poi(λ), λ > 0};

(c) Gleichverteilung {U([0, θ]), θ > 0};

(d) Geometrische Verteilung {Geom(θ), θ ∈ (0, 1)} mit Zähldichten

pθ(x) = θ(1− θ)x, x = 0, 1, 2, . . . ;

(e) Betaverteilung {Beta(a, b), a, b > 0} mit Lebesguedichten

fa,b(x) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xa−1(1− x)b−1, x ∈ (0, 1).

(4 Punkte)

Aufgabe 2. Beweisen Sie: Sei PΘnat eine Exponentialfamilie mit natürlichem Parameter-
raum Θnat ⊂ Rk und Darstellung

dPθ
dµ

(x) = C(θ)h(x) exp
(
〈θ, T (x)〉

)
= h(x) exp

(
〈θ, T (x)〉 − A(θ)

)
,

mit A(θ) = log
( ∫
X h(x) exp(〈θ, T (x)〉)µ(dx)

)
. Ist θo ein innerer Punkt von Θnat, so ist

die erzeugende Funktion ψθo(s) = Eθo [exp(〈T, s〉)] in einer Umgebung der Null wohldefi-
niert und beliebig oft differenzierbar. Es gilt weiterhin ψθo(s) = exp(A(θo + s) − A(θo))
für alle s mit θo + s ∈ Θnat. Für i, j = 1, . . . , k folgt außerdem Eθo(Ti) = ∂A

∂θi
(θo) und

Covθo(Ti, Tj) = ∂2A
∂θi∂θj

(θo). (4 Punkte)



Aufgabe 3. Für eine Familie P von Verteilungen wird eine erschöpfende (suffiziente) Sta-
tistik T ∗ minimalerschöpfend (minimalsuffizient) genannt, falls für jede weitere erschöp-
fende Statistik T eine Funktion g existiert, so dass T ∗ = g ◦ T P -f.s. für alle P ∈ P .

SeiPΘ eine Familie von Verteilungen auf (X ,A ) mit Dichten fθ bezüglich eines σ-endlichen
Maßes µ. Ferner sei der Träger der Dichten identisch.

(i) Eine Statistik T ist erschöpfend für PΘ genau dann, wenn für feste θ und θ′ der
Quotient fθ/fθ′ eine Funktion von T (x) ist.

(ii) Ist Θ = {0, ..., k}, so ist T (X) =
(p1(X)
p0(X)

, ..., pk(X)
p0(X)

)
minimalerschöpfend für PΘ.

(iii) Sei Po ⊂ PΘ, T minimalerschöpfend für Po und erschöpfend für PΘ. Beweisen Sie,
dass dann T minimalerschöpfend für PΘ ist.

(iv) Zeigen Sie, dass X minimalerschöpfend für {N⊗n(µ, 1), µ ∈ R} ist.
(4 Punkte)

Aufgabe 4. Sei PΘ eine Familie von Verteilungen auf (X ,A ), die von einem σ-endlichen
Maß µ dominiert werde. Ferner sei A ein festes Element von A mit Pθ(A) > 0 für alle
θ ∈ Θ, und P ∗θ die auf A eingeschränkte Verteilung, d.h. P ∗θ (B) := Pθ(B∩A)

Pθ(A)
. Zeigen Sie:

(a) Ist T : (X ,A ) → (Y ,B) erschöpfend für PΘ, dann ist T auch erschöpfend für
P∗Θ := {P ∗θ : θ ∈ Θ}.

(b) Ist T außerdem vollständig für PΘ, dann ist T auch vollständig für P∗Θ.
(4 Punkte)

Abgabe bis 09:15 Uhr am Freitag, 27. November (in den Übungszettelkasten INF 294)


