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4. Ubungsblatt

Aufgabe 1. Eine Krankheit kommt bei ca. 0.1% der Bevolkerung vor. Ein Test zur Erken-
nung der Krankheit fiihrt bei 97% der Kranken, aber auch bei 2% der Gesunden zu einer
Reaktion. Auf Grund des Tests wird eine Person als krank bzw. gesund klassifiziert. Mit
vy = 0 (bzw. v; > 0) werde der Verlust bei der Klassifizierung krank (bzw. gesund) eines
gesunden (bzw. kranken) Patienten bewertet. Formulieren Sie dies als Bayessches Entschei-
dungsproblem und geben Sie eine Bayes-optimale Entscheidungsregel in Abhéngigkeit von

vo und v an. (4 Punkte)

Aufgabe 2. Die Beta-Verteilung Beta(a, b) auf [0, 1] ist gegeben durch die Dichte
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wobei a,b > 0 und I' die Gamma-Funktion bezeichnet. Beta(a, b) hat Erwartungswert
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(a) Skizzieren Sie f,, fiir (a,b) € {0.5;1;10}* (Computereinsatz gestattet).

(b) Es sei X @ {Bin(n,7),7 € (0,1)} mit n > 1. Betrachte Beta(a,b) als a-priori
Verteilung fiir den Parameter 7. Zeigen Sie, dass die a-posteriori Dichte bei Vorliegen
einer Beobachtung X = x zur Beta-Verteilung Beta(a + z,b + n — x) gehort.

(c) SchlieBen Sie, dass der Bayesschitzer bzgl. einer quadratischen Verlustfunktion ge-

geben ist durch 7, , = a‘r;fn Bestimmen Sie sein quadratisches Risiko als Funktion
von 7 und sein zugehoriges Bayesrisiko. (4 Punkte)

Aufgabe 3. Sei (X, 27, Pe) mit © C R? ein statistisches Experiment mit a-priori Ver-
teilung ¥ ~ Py und J sei eine Bayesregel (bzgl. Py) zur quadratischen Verlustfunktion
v(0,e) = |le — 0||*. Zeigen Sie, dass ¢ nur dann erwartungstreu sei kann, wenn R (§) = 0.

(4 Punkte)



Aufgabe 4. Beweisen Sie das Stein- bzw. Chen-Stein-Lemma:

(a) Eine reellwertige Zufallsvariable X ist D9(u, 0?)-verteilt genau dann, wenn
E[(X — p)f(X)] = o?E[f'(X)] fiir alle f € C}(R) mit E[|f/(X)]] < oo gilt.

(ii) Eine ZV N mit Werten in Ny ist Boi(\)-verteilt genau dann, wenn
E[Nf(N)] = AE[f (NN + 1)] fur jedes beschrinkte f : Ny — R gilt. (4 Punkte)

Abgabe bis 09:15 Uhr am Freitag, 13. November (in den Ubungszettelkasten INF 294)



