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Aufgabe 1 (5 Bonuspunkte)

Es seien ϕ : [0, 1] → [0, 1] eine stetige, monoton fallende Funktion mit ϕ(0) = 1 und
0 < ϕ(x) ≤ 1 − x für x ∈ (0, 1) und PΘ = {Pθ |θ ∈ Θ = [0, 1]} eine Verteilungfamilie mit
Lebesguedichten

fθ(x) =
1− θ
ϕ(θ)

(
1− |x− θ|

ϕ(θ)

)
+

1[0,1)(θ) +
θ

2
1[−1,1](x).

Ziel ist es für X©∼ PnΘ := {Pnθ |Pθ ∈ PΘ} und für ein geeignetes ϕ zu sehen, dass für alle
θ ∈ [0, 1] jeder Maximum-Likelihood-Schätzer fast sicher gegen Eins konvergiert und somit
insbesondere nicht konsistent ist.

a) Zeigen Sie, dass für θ ∈ [0, 1] die Funktion fθ eine Wahrscheinlichkeitsdichte bezüglich
des Lebesguemaßes auf R ist und, dass sie den Träger [−1, 1] besitzt.

b) Zeigen Sie, dass ein Maximum-Likelihood-Schätzer θ̂n exisitiert.

c) Zeigen Sie, dass für 0 ≤ θ < 1, x ∈ R fθ(x) < 1/ϕ(θ) + 1/2 gilt und folgern Sie
daraus, dass für die Loglikelihood-Funktion `n bei n Beobachtungen x1, . . . , xn und
für jedes α < 1

max
θ∈[0,α]

`n(θ)

n
≤ log

(
1

ϕ(α)
+

1

2

)
<∞

gilt.

d) Mit x(n) := maxi∈J1,nK xi gilt für x ∈ Ωn := {x ∈ [−1, 1]n|0 < x(n) < 1}

max
θ∈[0,1]

`n(θ)

n
≥ n− 1

n
log
(x(n)

2

)
+

1

n
log

(
1− x(n)

ϕ(x(n))

)
und zeigen Sie, dass Pnθ [Ωn]→ 1 für alle θ ∈ Θ.
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Verwenden Sie ohne Beweis, dass n1/4(1−x(n))
Pnθ→ 0. Definieren Sie für beliebige α ∈ (0, 1)

die Menge Ξαn := {x ∈ (−1, 1)n|n1/4(1− x(n)) <
1

(log(1/ϕ(α)+1/2)+2)1/4
}.

e) Wählen Sie ϕ(θ) := (1 − θ) exp(−(1 − θ)−4 + 1) und zeigen Sie, dass für alle ε > 0

gilt

Pnθ [|θ̂n − 1| > ε]→ 0.

Aufgabe 2 (5 Bonuspunkte)

Es sei Θ ⊂ Rk kompakt sowie (Xn(θ), θ ∈ Θ)n≥1 und (X(θ), θ ∈ Θ) stetige Prozesse mit
Xn(θ)

P→ X(θ) für n→∞ für alle θ ∈ Θ. Zeigen Sie:

a) ∀δ > 0 : ∃Uδ ⊂ Θ endlich: supθ∈Θ infθ′∈Uδ ‖θ − θ′‖ ≤ δ.

b) Mit dem Stetigkeitsmodul ωδ(f) := sup|θ1−θ2|≤δ |f(θ1)− f(θ2)| gilt

sup
θ∈Θ
|Xn(θ)−X(θ)| ≤ ωδ(Xn) + ωδ(X) + max

θ′∈Uδ
|Xn(θ′)−X(θ′)|.

c) Es gilt maxθ∈Uδ |Xn(θ) − X(θ)| P→ 0 für n → ∞ sowie ωδ(X) → 0 fast sicher für
δ → 0.

d) Schließen Sie nun aus der Straffheitsbedingung

∀ε, η > 0 : ∃δ > 0 : lim sup
n→∞

P[ωδ(Xn) ≥ ε] ≤ η

die gleichmäßige Konvergenz, das heißt supθ∈Θ |Xn(θ)−X(θ)| P→ 0 für n→∞.

Aufgabe 3 (5 Bonuspunkte)

Für zwei Wahrscheinlichkeitsmaße P,Q auf dem Raum (X ,X ) bezeichnet

H2(P,Q) :=

∫
X

(√
p(x)−

√
q(x)

)2
µ(dx)

den quadrierten Hellinger-Abstand, wobei µ ein P und Q dominierendes σ-endliches
Maß ist (wähle zum Beispiel µ = P+Q) und p,q die entsprechenden µ-Dichten bezeichnet.
Zeigen Sie:

a) Der Hellinger-Abstand H is unabhängig vom dominierenden Maß µ und definiert
eine Metrik.

b) Es gilt H2(P,Q) = 2− 2
∫
X
√
p(x)

√
q(x)µ(dx) ∈ [0, 2].
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c) Für Produktmaße P =
⊗n

i=1 Pi,Q =
⊗n

i=1 Qi gilt

H2(P,Q) = 2

(
1−

n∏
i=1

(
1− 1

2
H2(Pi,Qi)

))
≤

n∑
i=1

H2(Pi,Qi).

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass Folgendes gilt: Pi � νi mit Dichte pi für
i ∈ J1, nK, Pi W-maß, νi σ-endliches Maß. Dann gilt

⊗n
i=1 Pi �

⊗n
i=1 Qi mit Dichte

p(x) =
∏n
i=1 pi(xi).

Aufgabe 4 (5 Bonuspunkte)

Für zwei Wahrscheinlichkeitsmaße P,Q auf dem Raum (X ,X ) bezeichnet

‖P−Q ‖TV := sup
A∈X

|P[A]−Q[A]|

den Totalvariations-Abstand. Seien p,q µ-Dichten von P und Q.

a) Zeigen Sie, dass ‖P−Q ‖TV = 1
2

∫
|q−p |dµ = 1−

∫
min(p,q)dµ.

b) Zeigen Sie, dass (
∫ √

pqdµ)2 ≤ 2
∫

min(p,q)dµ.

c) Weisen Sie die Ungleichung von Le Cam nach

1

2
H2(P,Q) ≤ ‖P−Q ‖TV ≤ H(P,Q)

√
1− 1

4
H2(P,Q).

Anmerkung: Insbesondere konvergiert eine Folge (Pn)n≥1 gegen P im Totalvariationsab-
stand, wenn die Konvergenz im Hellinger-Abstand vorliegt.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spätestens Montag, den 22. Juli 2019, 11:15 Uhr.
(Die Übungszettelkästen sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage:
https://sip.math.uni-heidelberg.de/vl/st1-ss19/
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