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Aufgabe 1 (5 Bonuspunkte)

Es seien ¢ : [0,1] — [0,1] eine stetige, monoton fallende Funktion mit ¢(0) = 1 und
0<p(x)<1l—zfirze(0,1) und Po = {Py|0 € © = [0,1]} eine Verteilungfamilie mit
Lebesguedichten

1-6 |z — 0 0
t =——|(1- 1 0)+=1;_ :
o(z) -00) ( -00) >+ 0.1)(0) + 51 -11)(2)
Ziel ist es fir X @ P = {Py | Py € Po} und fiir ein geeignetes ¢ zu sehen, dass fiir alle
0 € [0,1] jeder Maximum-Likelihood-Schétzer fast sicher gegen Eins konvergiert und somit
insbesondere nicht konsistent ist.

a) Zeigen Sie, dass fiir 6 € [0, 1] die Funktion fy eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich
des Lebesguemafes auf R ist und, dass sie den Tréger [—1, 1] besitzt.

b) Zeigen Sie, dass ein Maximum-Likelihood-Schétzer B, exisitiert.

c) Zeigen Sie, dass fir 0 < 0 < 1,z € R fp(z) < 1/p(f) + 1/2 gilt und folgern Sie
daraus, dass fiir die Loglikelihood-Funktion ¢, bei n Beobachtungen x1,...,z, und
flir jedes a < 1

0.(6) ( 1 1>
max <log|—F——+2) <o

0c[0,a] N ola) 2
gilt.

d) Mit 2, 1= maxep n z; gilt fiir € Q,, := {z € [-1,1]"|0 < 2(,,) < 1}

ba(0) S n—1. (Tmy 1 ()
m > 1 —1
ee[%,)i] n - n 8 < 2 ) + n 08 (T (n))

und zeigen Sie, dass Py[Q,] — 1 fiir alle 6 € ©.



IP}’VL
Verwenden Sie ohne Beweis, dass n'/4(1 — T(n)) -4 0. Definieren Sie fiir beliebige o € (0, 1)
die Menge Z% := {z € (—1,1)"[n4(1 — z(,))

1
< Tos(i/o@+1/2 727 )

e) Wihlen Sie ¢(6) := (1 — ) exp(—(1 — )% 4 1) und zeigen Sie, dass fiir alle ¢ > 0
gilt

P36, — 1| > €] — 0.

Aufgabe 2 (5 Bonuspunkte)

Es sei © € R¥ kompakt sowie (X,,(0),0 € ©),>1 und (X (), € ©) stetige Prozesse mit
Xn(0) 5 X (0) fiir n — oo fiir alle § € ©. Zeigen Sie:

a) Vo > 0:3Us C O endlich: supgeg infocp, ||6 — 0’| < 0.

b) Mit dem Stetigkeitsmodul ws(f) := supjg, _g,<s [£(01) — f(62)] gilt

sup | X, (0) — X ()| < ws(Xyp) + ws(X) + max | X, (0') — X (6)].
0cO 0'eUs

c) Es gilt maxgpey, | Xn(0) — X (0)] 5 0 fiir n — oo sowie ws(X) — 0 fast sicher fiir
0 —0.

d) Schliefen Sie nun aus der Straffheitsbedingung

Ve,n>0:30 > 0: limsupPlws(X,) >¢] <n

n—oQ

die gleichméfige Konvergenz, das heifit supycgq | X (6) — X (0)] 5 0 fiir n — oo.

Aufgabe 3 (5 Bonuspunkte)
Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P, Q auf dem Raum (X', 2") bezeichnet

1.0 = [ (Vo) - va@) o)

den quadrierten HELLINGER-ABSTAND, wobei p ein P und Q dominierendes o-endliches
Maf ist (wihle zum Beispiel p = P+ Q) und p, q die entsprechenden p-Dichten bezeichnet.
Zeigen Sie:

a) Der Hellinger-Abstand H is unabhéngig vom dominierenden Maf p und definiert
eine Metrik.

b) Es gilt H*(P,Q) =2 -2 [, v/p(z)va(z)u(dz) € [0,2].



c¢) Fir Produktmafe P = Q" P;,Q = Q;-; Q; gilt
HA(P,Q) = 2 <1 11 (1 - ;HQ(R-,@»)) <3 HA(P, Q).
i=1 =1

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass Folgendes gilt: P; < v; mit Dichte p, fiir
i € [1,n], P; W-mak, v; o-endliches Maf. Dann gilt @." | P; < Q- ; Q; mit Dichte
p(x) = [[i=) pi(i).

Aufgabe 4 (5 Bonuspunkte)
Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P, Q auf dem Raum (X, 2") bezeichnet

IP—=Qllpv := sup |P[A] — Q[A]]
Aex
den TOTALVARIATIONS-ABSTAND. Seien p, q p-Dichten von P und Q.
a) Zeigen Sie, dass [|[P—Q|rv =3 [|a—p|du =1 — [ min(p,q)dpu.

b) Zeigen Sie, dass ([ \/p qdp)? < 2 [ min(p, q)dp.

¢) Weisen Sie die Ungleichung von Le Cam nach

LH(B.Q) < [P~ Qllrv < HP.Q)\[1 - {H2(,Q).

Anmerkung: Insbesondere konvergiert eine Folge (P,),>1 gegen P im Totalvariationsab-

stand, wenn die Konvergenz im Hellinger-Abstand vorliegt.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spatestens Montag, den 22. Juli 2019, 11:15 Uhr.
(Die Ubungszettelkisten sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)
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