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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei (X, 2", Pg) ein statistisches Experiment derart, dass ein Kleinste-Varianz-Schitzer 7*
fiir den interessierenden Parameter v : © — R existiere. Sei weiterhin A die Klasse der
Schétzer fiir v mit endlicher Varianz, das heifst die Klasse aller reellwertigen Statistiken 7
mit Ey[7%] < oo fiir alle § € © und sei 7y € A ein erwartungstreuer Schitzer fiir v. Sei
U:={U € AV € © : Ey[U] = 0}.

a) Zeigen Sie, dass es fiir jeden erwartungstreuen Schitzer ¥ € A ein U € U existiert,
sodass ¥ = 7p + U gilt.

b) Sei 7y ein Kleinste-Varianz-Schétzer. Definieren Sie fiir beliebige U € U und a € R
den Schétzer 7, = 7p + aU um zu zeigen, dass Covy[7p, U] = 0 fiir alle # € © und
fiir alle U € U gilt.

c) Zeigen Sie die Riickrichtung im Aufgabenteil b): Es gelte nun fiir 7y, dass Covy[yo, U] =
0 fiir alle @ € © und fur alle U € U. Schliefen Sie, dass dann Vary[yg] = Covg[7,70]
fiir alle 8 € © und alle erwartungstreuen 7 € A gilt und zeigen Sie damit, dass 7y
ein Kleinste-Varianz-Schétzer ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei X = (X})iepin] @ {Expylf € © := (0,00)}, wobei n > 3 ist.

a) Zeigen Sie, dass §O(X ) := = ein erwartungstreuer Schiitzer fiir ¢ ist.
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b) Zeigen Sie, dass go(X ) ein Kleinste-Varianz-Schétzer fiir 0 ist.

¢) Uberpriifen Sie, ob 6,(X) Cramér-Rao-effizient ist (vergleiche Beispiel 16.16).



Hinweis: Sind X ~ T'(p, 9) und Y ~ T'(, g) stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen, so
gilt X +Y ~ D' 1p0). Ferner ist Expg = I'(1 ).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Beim Vergleich zweier Medikamente tritt das folgende Zweistichprobenproblem auf. Es
bezeichne X = (X1,...,X,)! dier Behandlungserfolge eines neuen Medikaments und Y =
(Y1,...,Y,)! seien die entsprechenden Ergebnisse eines herkémmlichen Medikaments in
einer Kontrollgruppe.

Seien X ~ N&’Ug),Y ~ N?fwg

) und X,Y stochastisch unabhingig, wobei p,n7 € R und
02 > 0 unbekannt sind. Sei weiter 6 = (u,n,0?) und () := pu — 7.

a) Sei Z = (X1,...,X,,Y1,...,Y,)! Bestimmen Sie die Likelihoodfunktion der Verteilung
von Z beziiglich des Parameters 6§ = (u,7,02) und zeigen Sie, dass fiir die zugehérige

Fisher-Informationsmatrix gilt

L0 0
I0)=|0 = 0
0 0

b) Zeigen Sie, dass fiir die Cramér-Rao Schranke des Modells im Aufgabenteil a) gilt

B 50500 = (24 L)% 0 RxRx(0.0)

c) Zeigen Sie, dass §(Z) = 23" | X; — L 3™ Y; ein Kleinste-Varianz-Schitzer fiir
ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei X ein zufalliger Ve}tor mit X @ {N?G’UQ)W € R} fiir ein festes 02 > 0. Berechnen
Sie den Pitman-Schéatzer 6,(X) von 6 mit

6, (x) Jrufo(zr —u,... 2, —u)du
o\ = Jzfolz1 —v,...,zn —v)dv ’

Klausurvorbereitung:
Die folgende Aufgabe dient zur Wiederholung des Vorlesungsstoffes und als Hilfsmittel zum

gezielten Lernen auf die Klausur.



Aufgabe 5 (Vorbereitung; 4 Bonuspunkte)
Nutzen Sie das Faktorisierungskriterium von Neyman, um zu zeigen, dass die angegebenen

Statistiken erschopfend fiir die jeweiligen Verteilungsfamilien sind.

n

a) S(x1,...,zn) = 130 | ; fiir {Bin{ 50 € (0,1)},

b) S(x1,...,7,) = (230 log(z;), min(z1,...,2,)) fiir {Parctofy, o,1|0 = (61,02) €

n
(0,00)%}.
Hinweis: Die Pareto-Verteilung Pareto(, ;) hat die Dichte £, ,(7) = Qf—fl]l[wom) (x)
beziiglich des Lebesgue-Mafses auf R.

Zeigen Sie weiter:
c¢) S(x) = z ist nicht vollstandig fiir {Ujgg41)|0 € R} und

d) S(x1,...,z,) = max(zy,...,x,) ist vollstindig fiir {U[’é 9}]0 € (0,00)}.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spéatestens Montag, den 24. Juni 2019, 11:15 Uhr.
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