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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei (X, Z") ein messbarer Raum.

a)

b)

Seien p,v € M(2') und f € 2°" eine Dichte von v gegeben u mit f(z) > 0 fiir alle
x € X. Zeigen Sie, dass g := % eine Dichte von p gegeben v ist.

Es seien Xi,..., X, unabhéngig und identisch N, ;)-verteilte Zufallsvariablen mit
unbekanntem Parameter p € R. Geben Sie das zugehorige statistische Experiment
(X, Z,Pg) auf X = R™ an und zeigen Sie, dass es vom Produktmafs N?O,l) dominiert
wird.

Hinweis: Betrachten Sie zuerst das Lebesguemafs als dominierendes Mafs und ver-
wenden Sie dann den Aufgabenteil a).

Zeigen Sie, dass die Likelihoodfunktion des dominierten statistischen Experimentes
im Aufgabenteil b) gegeben ist durch

Lsr) = exp (5 (I = P ~ 1s1)

mit g = (p,...,p)t € R™,

Bestimmen Sie die Stelle u € R, an der die Likelihood-Funktion L(u, x) zu gegebenem
x € R™ maximal ist. Betrachten Sie hierfiir die Funktion p — €(u, z) := log(L(p, x)).
Anmerkung: Dies ist der Wert des Maximum-Likelihood-Schétzers bei Vorliegen der
Beobachtung X = x.



Aufgabe 2 (2 Punkte)

Es seien (X, 2 ,Pg) ein statistisches Experiment, S eine (S,.7)-wertige Statistik auf
(X, 2 ,Pg) und Pg die induzierte Verteilungsfamilie auf (S,.#). Zeigen Sie unter Ver-
wendung von Lemma 12.03, dass (X..2,Pg) informativer als (S,.7,P2) ist.

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Seien X7, X2 unabhéngig und identisch Poig-verteilt mit unbekanntem Parameter 6 €
(0,00) =: O, so dass (X1, X2)® Pg = (Poi3)peco, und PL sei die durch T(X, Xa) :=
X1 + X, induzierte Verteilungsfamilie auf (Ng, 2M0).

a) Zeigen Sie, dass fiir t € N, 0 € © : PL[{t}]] = Po[T = t] (23)t exp(—20) gilt.
b) Bestimmen Sie die bedingte Verteilung von (X7, X2) gegeben T

¢) Folgern Sie mithilfe des Aufgabenteils b), dass das statistische Experiment (N3, 2N x
2No Pg) und das Bildexperiment (N, 2N0,]P’g) aquivalent sind.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien X : (Qo, o) — (Q1,9) und T : (Qy,.9) — (0, 9%) zwei Statistiken und P eine
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (€9, ¢%). Zeigen Sie, dass dann gilt:

a) Ist T o X erschopfend fiir P, dann ist T erschopfend fiir PX = {PX |P € P}.
b) Falls o = X ~!(4), so gilt in a) die Umkehrung.

Hinweis: Rekapitulieren Sie die Definition 12.08 (erschopfend), Definition 03.10 (bedingter
Erwartungswert), die Eigenschaft 01.15 und Eigenschaft 01.23.

Aufgabe 5 (3 Punkte)
Sei © = {0 = (01,02) € R%|0; < 65}. Fiir 6 € O sei Py = Upg, 9,) die Gleichverteilung auf
dem Intervall [0, 02] und es seien zusétzlich Xi,..., X, @Sj Pg . Zeigen Sie:
a) S1(X) := (minjepy n) Xi, max;eqy ) Xi) ist erschopfend fiir Pg.
b) Ist 61 bekannt, so ist S3(X) := max;e[ ) Xi erschopfend fiir {P{y oy (6 € (61,00)}.
c) Ist f bekannt, so ist S3(X) := min;epy ;) Xi erschopfend fiir {Pf 4, [0 € (—00,02)}.

Hinweis: Verwenden Sie das Faktorisierungskriterium von Neyman.
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