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Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe 3 Aufgabe 4 Σ

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Eine Krankheit kommt bei circa 0.1% der Bevölkerung vor. Mittels eines Tests zur Erken-
nung der Krankheit wird eine Person als krank bzw. gesund klassifiziert. Dieser führt
bei 97% der Kranken, aber auch bei 2% der Gesunden zu einer Klassifizierung als krank.
Mit ν0 ≥ 0 (bzw. ν1 ≥ 0) werde der Verlust bei der falschen Klassifizierung krank (bzw.
gesund) eines gesunden (bzw. kranken) Patienten bewertet.
Formulieren Sie dies als Bayessches Entscheidungsproblem und geben Sie eine Bayes-
optimale Entscheidungsregel in Abhängigkeit von ν0 und ν1 an.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es seien die Annahmen und Notationen der Definition 09.06 erfüllt. Zeigen Sie: Im statis-
tischen Entscheidungsproblem (E ,E , ν) gelten für jede Enscheidungsregel δ0 ∈ ∆ die fol-
gende Aussagen:

a) Ist δ0 minimax-optimal und eindeutig (in ∆) in dem Sinne, dass jede andere Minimax-
Regel die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist δ0 zulässig in ∆.

b) Ist δ0 zulässig mit konstanter Risikofunktion, so ist δ0 minimax-optimal.

c) Ist δ0 eine Bayesregel (bzgl Pϑ) und eindeutig (in ∆) in dem Sinne, dass jede andere
Bayesregel (bzgl. Pϑ) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist δ0 zulässig (in ∆).

d) Die Parametermenge Θ bilde einen metrischen Raum versehen mit der Borel-σ-
Algebra BΘ. Ist δ0 eine Bayesregel (bzgl. Pϑ in ∆), so ist δ0 zulässig (in ∆),
falls

i) Rϑ
ν (δ0) <∞;

ii) für jede nichtleere offene Menge U in Θ gilt Pϑ[U ] > 0;
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iii) für jede Entscheidungsregel δ(∈ ∆) mit Rϑ
ν (δ) ≤ Rϑ

ν (δ0) ist die Abbildung
θ 7→ Rν(θ, δ) stetig.

Hinweis: Bei allen Aufgabenteilen ist es ratsam, zunächst anzunehmen, dass δ0 nicht
zulässig wäre.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Für ein d ∈ N sei Y ©∼ Nn
(Rd×{Ed})

= (Nn(µ,Ed))µ∈Rd .

a) Nehmen Sie eine N(0,σ2Ed)-Verteilung für die a-priori Verteilung von µ an und bestim-
men Sie den Bayesoptimalen Schätzer µ̂ für den Parameter µ gegeben der Beobach-
tung Y .
Hinweis: Verwenden Sie geschickt das Ergebnis der Aufgabe 2 des Übungszettels 4.

b) Bestimmen Sie das quadratische Risiko von Ȳ := 1
n

∑n
i=1 Yi und das quadratische

Risiko von µ̂.
Hinweis: Verwenden Sie die Aufgabe 2 c) des Übungszettels 3.

c) Zeigen Sie mittels a) und b), dass bezüglich der quadratischen Verlustfunktion ν(µ, e) =

‖µ − e‖2 das arithmetische Mittel Ȳ = 1
n

∑n
i=1 Yi ein minimax-optimaler Schätzer

für µ ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Beweisen Sie das Stein-bzw. Chen-Stein-Lemma:

a) Eine reellwertige ZufallsvariableX ist Nµ,σ2-verteilt genau dann, wenn E[(X−µ)f(X)] =

σ2 E[f ′(X)] für alle f ∈ C1(R) mit E[|f ′(X)|] <∞ gilt. Die Hinrichtung wurde bere-
its in der Vorlesung gezeigt.

i) Zeigen Sie, dass aus E[Zf(Z)] = E[f ′(Z)] für alle f ∈ C1(R) mit E[|f ′(Z)|] <∞
folgt bereits für n ∈ N

µn = E[Zn] =

{
0 , für n ungerade;

(n− 1)!! = (n− 1)(n− 3) · · · 3 · 1 , für n gerade .

Hinweis: Vergessen Sie nicht die Integrabilität zu überprüfen.

ii) Zeigen Sie, dass lim supn→∞
1
n(E[|Z|n])1/n =: α <∞.

Anmerkung: Hieraus folgt bereits, unter Verwendung des Korollar 15.32 (Mo-
mentenproblem) des Buches Wahrscheinlickeitstheorie, Achim Klenke, dass die
Momente (µk) die Verteilung eindeutig charakterisieren. Da (µk) insbesondere
die Momente der Standardnormalverteilung sind, folgt, dass Z standardnor-
malverteilt sein muss.
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b) Eine ZufallsvariableN mitWerten in N0 ist Poiλ-verteilt genau dann, wenn E[Nf(N)] =

λE[f(N + 1)] für jedes beschränkte f : N0 → R gilt.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spätestens Dienstag, den 27. Mai 2019, 11:15 Uhr.
(Die Übungszettelkästen sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage:
https://sip.math.uni-heidelberg.de/vl/st1-ss19/
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