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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei (X, 2 ,Pg) mit © C RY, (©,.7) messbarer Raum, ein statistisches Experiment mit
a-priori Verteilung 9 ~ P?, wobei E?[(8)?] < oo und A = Noco L (P). Zeigen Sie die
folgenden Aussagen

a) Fiir die quadratische Verlustfunktion v(0,e) = [|@ — e||? ist eine Festlegung des be-
dingten Erwartungsweres g = Eﬂlx[ﬂ], falls Sie existiert, ein A-Bayes-optimaler
Schétzer von 6 beziiglich der a-priori Verteilung P? und jeder weitere Bayesregel &
unterscheidet sich nur auf einer PX-Nullmenge von )

b) Sei § eine Bayesregel beziiglich P? zur quadratischen Verlustfunktion v(6,e) = |le —
0|2 und 0 := EYX[9] existiert. Ist § erwartungstreu dann muss bereits RY(6) = 0
gelten.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Wir betrachten erneut den Ridge-Schétzer BRidge(A) in einem gewohnlichen normalen lin-
earenAModell Y ~ Nxgo214,,8 € RP,0 > 0 fiir ein A > 0 und € := Y — Xf3. Zeigen Sie,
dass fRridge(A) ein Bayes-optimaler Schétzer bzgl der quadratischen Verlustfunktion und
der a-priori Verteilung 8 ~ NﬁpQ, £ und € unabhédngig, mit geeigneter a-priori Varianz
p? = p*(\,0) >0 ist.

Hinweis: Verwenden Sie, ohne Beweis, die Woodbury-Matriz Identitit fir Matrizen A €
R U e R™P) ¢ e RPP) YV e R A C invertierbar:

(A+UCV)t=A — AW (C + VAT IU) VATt



Aufgabe 3 (4 Punkte)

Die Lebesgue-Dichte einer Beta-Verteilung Beta,, auf [0,1] ist gegeben durch

Fop(z) := Ba b)xa—lu —z)7t 2z e(0,1),

wobei a,b > 0 und B(a,b) = fol 221 — 2)b e = % die Beta-Funktion und T’

die Gamma-Funktion bezeichnet. Beta, hat Erwartungswert p,), = ;43 und Varianz

0.2 — ab
a,b (a+b)2(a+b+1)"

a) Es sei X ~ Bin(n,7),7 € (0,1) mit n > 1. Betrachte Beta, ; als a-priori Verteilung
flir den Parameter w. Zeigen Sie, dass die a-posteriori Dichte bei Vorliegen einer
Beobachtung X = x zur Beta-Verteilung Beta(a + x,b + n — x) gehort.

b) Schliefen Sie, dass der Bayesschétzer beziiglich einer quadratischen Verlustfunktion
+X
a(—ll—b—&—n
tion von 7 und sein zugehoriges Bayesrisiko.

gegeben ist durch 7, = . Bestimmen Sie sein quadratisches Risiko als Funk-

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Wenn man in der Bayesformel die Dichte £¥ durch eine nichtnegative, messbare Funktion
ersetzt und £21X ~*(0) weiterhin wohldefiniert ist, so ergibt sich aus dem Erwartungswert
der a-posteriori Verteilung ein verallgemeinerter Bayesschétzer fiir die quadratische Ver-
lustfunktion. Gegeben Sei X1,..., X, i Ny1dg 1 € RY.
a) Betrachten Sie das Lebesguemafs als verallgemeinerte a-priori Verteilung. Zeigen Sie,
dass X := % > i1 X, ein verallgemeinerter Bayesschétzer von p bzgl. der quadratisch
Verlustfunktion v(u,e) = || — e||? ist.

b) Betrachten Sie fiir d = 1 die Funktion f?(9) = 1(a,5)(0) mit a,b € RU{—o00,00}.
Berechnen Sie den verallgemeinerter Bayesschétzer [i,j von p bzgl. der quadratischen
Verlustfunktion v(u, e) = (1 — e)?.
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In Zweiergruppen, bis spétestens Dienstag, den 20. Mai 2019, 11:15 Uhr.
(Die Ubungszettelkisten sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage:
https://sip.math.uni-heidelberg.de/v1/stl-ss19/


https://sip.math.uni-heidelberg.de/vl/st1-ss19/

