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00. Ubungsblatt

Anmerkung: Dieser Ubungszettel ist nicht abzugeben. Er wird im ersten Tutorium be-
sprochen und dient der Auffrischung und Vertiefung von Konzepten aus vergangenen Vor-

lesungen.

Aufgabe 1 (0 Punkte)

Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in N. Dann gilt die folgende alternative Formel fiir
den Erwartungswert, falls dieser exisitiert

o0

E[X] =) P[X > j].
j=1

Sei Y ~ Geoy,p € (0,1), d.h. fiir n € N gilt P[Y =n] = p(1 — p)"~L.

a) Bestimmen Sie explizit den Wert von P[Y" > j] fiir j € N und berechnen Sie damit
den Erwartungswert E[Y].

b) Bestimmen Sie nun den bedingten Erwartungswert E[Y|Y > j] fiir ein beliebiges
jEN.

Aufgabe 2 (0 Punkte)
Die Dichte einer Xz—verteilten Zufallsvariable ist gegeben durch

1 k
2

fr(z) = W;c -1 exp(—2/2)1 (g ) (), z €R.

Hierbei ist I'(z) := [;° ¢*~ ! exp(—t)dt, z > 0, die Gamma-Funktion.
a) Sei X ~ Np 1. Zeigen Sie, dass Z = X? die Dichte f; besitzt.
b) Sei X ~ X%, Y ~ X? fir £,/ € N und X und Y unabhingig. Zeigen Sie, dass
X+Y ~ Xi v
c) Sei Xy, X» uy Nop,1. Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte von V' = X 12 + X22 an.
Zu welcher bekannten Verteilungsfamilie gehort diese noch?



Aufgabe 3 (0 Punkte)

Sei Xo, ..., X, unabhéngig und identisch Bin, ; p-verteilte Zufallsvariablen und sei weiter
7 eine Zufallsvariable mit 7 ~ Bin,, ;o mit Zahldichte

n

Plr=k] = <k:> 0.58(1 — 0.5)" 7%, k€ 0,n]
wobei 7 stochastisch unabhéngig zu den (X;) sei. Wir definieren die zufillig gestoppte
Summe S; := > ; X; und die Summe S, = >"" ; X;.
a) Bestimmen Sie E[S,,|X(]

b) Bestimmen Sie E[X(|S,]. Gegen welchen Wert konvergiert E[X|S,] in Wahrschein-
lichkeit 7

c) Bestimmen Sie E[S;|7].
d) Bestimmen Sie E[S;|X()].

e) Bestimmen Sie jeweils mit Hilfe von c) oder d) E[S;] .

Aufgabe 4 (0 Punkte)

Es seien X und Y reellwertige Zufallsvariablen mit E[|Y]] < oo und gemeinsamer Lebesgue-
Dichte %Y. Als bedingte Dichte von Y gegeben X = x definiert man

£5Y (2, y)

EY|X:Z‘( — v \
Jp £ (2, 2)d=

y) : y € R.

a) Zeigen Sie, dass £¥1X=2(y) fiir PX-fast alle 2 wohl definiert ist.

b) Betrachten Sie die Funktion g(x) := [py FY1X=2(y)dy, falls die rechte Seite wohldefiniert
ist, und g(z) := 0 andernfalls. Weisen Sie nach, dass g(X) eine Version der bedingten
Erwartung E[Y|X] ist.

¢) Nehmen Sie an, dass X und Y gemeinsam normalverteilt sind mit Erwartungswert

p € R? und Kovarianzmatrix ¥ € R(22)

Sie E[Y|X].

, wobei X strikt positiv definit. Bestimmen

d) Sei E[|X|] < oo, berechnen Sie die bedingte Erwartung von E[X||X|]

Aufgabe 5 (0 Punkte)

Es seien X und Y reellwertige Zufallsvariablen mit E[|Y|] < oo, gemeinsamer Lebesgue-
Dichte £% und bedingter Dichte FYX=% yon Y gegeben X = z wie in Aufgabe 4. m(x)



ist ein bedingter Median von Y gegeben X = x, sofern (falls wohldefiniert)
m(z)
/ fY|X:x(y)dy =1/2

gilt. Zeigen Sie, dass m die Minimalitatseigenschaft
E[JY —m(X)[] = inf E[]Y — h(X)]]

besitzt, wobei sich das Infimum {iber alle Borel-messbaren h : R — R erstreckt. Welches
Kriterium minimieren die entsprechend definierten bedingten a-Quantile, o € (0,1)?

Hinweis: Jeder Wert m € R mit P[Z < m| > 1/2 und P[Z > m] < 1/2 heifst Median
der reellwertigen Zufallsvariable Z. Zeigen und benutzen Sie, dass fiir ¢ > m gilt
E[|Z = cl] = E[|Z —m|] = (¢ = m)(P[Z < m] = P[Z > m]) + 2E[(c = Z)Lmcz<c)]-

Abgabe:
Der 0.te Ubungszettel ist nicht abzugeben.
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