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Kapitel 1

Prolog

In diesem Kapitel werden zunächst Begriffe, Notationen und Aussagen
der Vorlesung Einführung in die Wahrscheinlichickeitstheorie und Stati-
stik wiederholt. Im Anschluß wird eine kurze Einführung in die elementa-
re Maß- und Integrationstheorie gegeben, sowie der Begriff der bedingten
Erwartung eingeführt. Eine detailierte Darstellung mit vielen Beispielen
und weiterführenden Diskussionen wird zum Beispiel in dem Lehrbuch
Klenke [2012] gegeben.

§01 Grundlagen

1. Wahrscheinlichkeitsraum

§01.01 Definition.

(a) Eine nicht-leere Menge Ω aller möglichen Ausgänge eines zufälligen Experiments wird
Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein möglicher Versuchs-
ausgang ω des zufälligen Experiments, also ein Element von Ω, kurz ω ∈ Ω heißt Ergebnis
(Stichprobe).

(b) Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge Ω, also ein Element der Potenzmenge 2Ω

von Ω. Für einen Versuchsausgang ω ∈ Ω ist ein EreignisA ∈ 2Ω eingetreten, wenn ω ∈ A.

(c) Ein Paar (Ω,A ) wird messbarer Raum genannt, wenn die Menge der interessierenden
Ereignisse A ⊆ 2Ω eine σ-Algebra ist, also falls gilt: (i) Ω ∈ A ; (ii) für alle A ∈ A gilt
Ac := Ω \ A ∈ A ; und (iii) für alle An ∈ A mit n ∈ N gilt

(⋃
n∈NAn

)
∈ A .

§01.02 Beispiel.
(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge Ω existieren die triviale σ-Algebra {∅,Ω} sowie die

Potenzmenge 2Ω als σ-Algebren.

(b) Sei E ⊆ 2Ω ein System von Teilmengen von Ω. Dann heißt die kleinste σ-Algebra auf Ω,
die E enthält, σ(E ) :=

⋂
{A |A ist σ-Algebra auf Ω und E ⊆ A }, die von E erzeugte

σ-Algebra auf Ω. E heißt Erzeuger von σ(E ).

(c) Für jedes nicht-leere A ⊆ Ω gilt σ({A}) = {∅,Ω, A,Ac}.

(d) Für eine höchstens abzählbar unendliche (d.h. endlich oder abzählbar unendliche), kurz ab-

zählbare, Indexmenge I sei E =

{
Ai ∈ 2Ω\{∅}, i ∈ I, paarweise disjunkt und

⊎
i∈I

Ai = Ω

}
eine Partition von Ω. Dann ist σ(E ) =

{⊎
j∈J Aj | J ∈ 2I

}
.
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Kapitel 1 Prolog §01 Grundlagen

(e) Es sei S ein metrischer (oder topologischer) Raum und O das System der offenen Teilmen-
gen von S. Dann heißt die von den offen Mengen O erzeugte σ-Algebra BS := σ(O) die
Borel-σ-Algebra über S. Die Elemente von BS heißen Borel-Mengen.

(f) Bn := BRn bezeichnet die Borel-σ-Algebra über Rn versehen mit dem Euklidischen
Abstand d(x, y) = ‖x− y‖ :=

√∑n
i=1(xi − yi)2 für x = (xi)i∈J1,nK, y = (yi)i∈J1,nK ∈ Rn

mit J1, nK := [1, n] ∩ N.

(g) Seien (Ω,A ) ein messbarer Raum und B ⊆ Ω eine nicht-leere Teilmenge. Dann heißt die
σ-Algebra über B, A

∣∣
B

:= A ∩ B := {A ∩ B |A ∈ A } Spur von A über B, wobei für
E ∈ 2Ω gilt σ(E )

∣∣
B

= σ(E
∣∣
B

).

§01.03 Schreibweise.
(i) Wir setzen R+ := [0,∞), R+

\0 := (0,∞), R\0 := R \ {0}, R := [−∞,∞], R+
:= [0,∞].

(ii) Für a, b ∈ Rn schreiben wir a < b, wenn ai < bi für alle i ∈ J1, nK gilt. Für a < b,
definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt (a, b) :=

n
i=1(ai, bi) :=

(a1, b1)×(a2, b2)×· · ·×(an, bn). Analog, sind [a, b], (a, b] sowie [a, b) definiert. Weiterhin,
sei (−∞, b) :=

n
i=1(−∞, bi) und analog (−∞, b] definiert.

(iii) Wir bezeichnen mit B:= BR die Borel-σ-Algebra über der kompaktifizierten Zahlengera-
de R, wobei die Mengen {−∞}, {∞} und R in R abgeschlossen bzw. offen, also Borel-
Mengen sind. Insbesondere, ist B := BR = B∩R die Borel-σ-Algebra über R. Weiterhin
schreiben wir B

+
:= B ∩ R+

, B+ := B ∩ R+ und B+
\0 := B ∩ R+

\0. .

§01.04 Definition. Sei (Ω,A ) ein messbarer Raum.
(a) Eine Abbildung P : A → [0, 1] heißt Wahrscheinlichkeitsmaß (kurz Verteilung) auf A ,

wenn sie folgenden Bedingungen genügt: (i) P(Ω) = 1 (normiert); und (ii) P(
⊎
n∈NAn) =∑

n∈N P(An) für jede Folge (An)n∈N paarweise disjunkter Ereignisse aus A , d.h. An ∩
Am = ∅ für alle n,m ∈ N mit n 6= m (σ-additiv).

(b) Wir bezeichnen mit W := W(A ) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf A . Ein
Tripel (Ω,A ,P) bestehend aus einer Ergebnismenge Ω, einer σ-Algebra A interessieren-
der Ereignisse sowie einem Wahrscheinlichkeitsmaß P auf A wird Wahrscheinlichkeits-
raum genannt.

(c) Für ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (Ω,A ) heißt ein Element ω ∈ Ω mit {ω} ∈ A und
P({ω}) > 0 Atom. Die Wahrscheinlichkeit P({ω}) wird Masse des Atoms ω genannt.

(d) Für ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (R,B) wird F : R → [0, 1] mit x 7→ F(x) :=
P((−∞, x]) die zugehörige Verteilungsfunktion genannt.

(e) Wenn Ω eine abzählbare Menge ist, dann wird ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf A = 2Ω

diskret genannt und (Ω,A ,P) heißt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung
p : Ω→ [0, 1] mit ω 7→ p(ω) := P({ω}) wird Zähldichte des Wahrscheinlichkeitsmaßes
P genannt.

(f) Ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (Rn,Bn) heißt stetig, wenn eine Wahrscheinlichkeits-
dichte (kurz Dichte) f auf Rn, also eine Lebesgue-integrierbare Funktion f : Rn → R+

mit P(B) =
∫
B
f(x)dx für alle B ∈ Bn existiert. (Rn,Bn,P) wird dann stetiger Wahr-

scheinlichkeitsraum genannt.
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§01 Grundlagen Kapitel 1 Prolog

§01.5 Eigenschaft.
(i) Ist (Pn)n∈N eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaße inW, so ist auch jede Konvexkombi-

nation
∑

n∈NwnPn mit wn > 0, n ∈ N, und
∑

n∈Nwn = 1 in W. Die Diracmaße bilden
Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße.

(ii) Ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (Ω,A ) besitzt abzählbar viele Atome.

(iii) Ist eine Abbildung F : R→ [0, 1] monoton wachsend, rechtsstetig mit limx→−∞ F(x) = 0
und limx→∞ F(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (R,B) mit
P((x, y]) = F(y) − F(x) für alle x, y ∈ R mit x < y. Insbesondere ist F die Verteilungs-
funktion von P.

§01.06 Beispiel.
(a) Sei (Ω,A ) ein messbarer Raum. Für A ⊆ Ω bezeichnet 1A : Ω→ {0, 1}mit 1−1

A ({1}) =

A und 1−1
A ({0}) = Ac die Indikatorfunktion auf A. Für jedes ω ∈ Ω ist das Einpunkt- oder

Diracmaß δω : A → {0, 1} mit δω(A) := 1A(ω) für alle A ∈ A ein Wahrscheinlich-
keitsmaß ausW(A ).

(b) Sei ∅ 6= Ω ⊆ R abzählbar und p eine Zähldichte auf Ω. Das Wahrscheinlichkeitsmaß P auf
(R,B) mit P(B) :=

∑
ω∈Ω p(ω)δω für B ∈ B und die zugehörige Verteilungsfunktion

F : R → [0, 1] mit F(x)= P
(
(−∞, x]

)
=
∑

ω∈Ω p(ω)δω
(
(−∞, x]

)
=:
∑

ω6x p(ω) für
x ∈ R werden diskret genannt.

(c) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz LapΩ, mit |Ω| <∞ und pLapΩ
(ω) = 1

|Ω| für ω ∈ Ω.

(d) Bernoulli-Schema, kurz Bn
p , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ∈ [0, 1], Länge n ∈ N, Ω =

{0, 1}n und pBnp (ω) = p
∑n
i=1 ωi(1− p)n−

∑n
i=1 ωi für ω = (ωi)i∈J1,nK ∈ {0, 1}n.

Bernoulli-Verteilung. Im Fall n = 1, schreiben wir kurz Bp, also pBp(ω) = pω(1 − p)1−ω

für ω ∈ {0, 1}.

(e) Binomial-Verteilung, kurz Bin(n,p), mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ∈ [0, 1], Länge n ∈ N,
Ω := J0, nK und pBin(n,p)

(ω) =
(
n
ω

)
pω(1− p)n−ω für ω ∈ J0, nK.

(f) Poissonverteilung, kurz Poiλ, mit Parameter λ ∈ R+
\0, Ω = N0 und pPoiλ(ω) = exp(−λ)λ

ω

ω!

für ω ∈ N0.

(g) Gleich-/Uniformverteilung, kurz UG, auf G ∈ B mit Lebesgue-Maß λ(G) ∈ R+
\0 und

fUG(x) = 1
λ(G)

1G(x) für x ∈ R.

(h) Exponentialverteilung, kurz Expλ, mit λ ∈ R+
\0 und fExpλ(x) = λ exp(−λx)1R+(x) für

x ∈ R.

(i) Normalverteilung, kurz N(µ,σ2), mit Parametern µ ∈ R und σ2 ∈ R+
\0 sowie fN(µ,σ2)

(x) =
1√

2πσ2
exp(− 1

2σ2 (x− µ)2) für x ∈ R. Weiterhin vereinbaren wir N(µ,0):= δµ.

§01.07 Schreibweise. Sei ((Si,Si))i∈I eine Familie messbarer Räume mit beliebiger, nicht-leerer In-
dexmenge I. Die Menge SI := i∈I Si aller Abbildungen (si)i∈I : I → ∪i∈ISi sodass si ∈ Si
für alle i ∈ I ist, heißt Produktraum oder kartesisches Produkt. Sind alle Si gleich, etwa Si = S,
dann schreiben wir SI := SI , im Fall n := |I| <∞, auch nur kurz Sn := SI . Für jedes j ∈ I
bezeichne ΠSj : SI → Sj mit (si)i∈I 7→ sj die Koordinantenabbildung.
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§01.08 Definition.
(a) Für eine Familie (Ai)i∈I von Teil-σ-Algebren von A mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-

ge I bezeichnet
∧
i∈I Ai :=

⋂
i∈I Ai und

∨
i∈I Ai := σ(

⋃
i∈I Ai) die größte σ-Algebra,

die in allen Ai, i ∈ I, enthalten ist, bzw. die kleinste σ-Algebra, die alle Ai, i ∈ I, enthält.

(b) Die Produkt-σ-Algebra SI :=
⊗

i∈ISi auf dem Produktraum SI ist die kleinste σ-Algebra,
sodass für jedes i ∈ I die Koordinantenabbildung ΠSi SI-Si-messbar ist, d.h. SI =⊗

i∈ISi :=
∨
i∈I σ(ΠSi) =

∨
j∈I Π−1

Sj (Sj). Sind alle (Si,Si) gleich, etwa (Si,Si) =

(S,S ), dann schreiben wir S I := SI , im Fall n := |I| <∞, auch nur S n := S I .

(c) Ist für jedes i ∈ I weiterhin Pi ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Si,Si), dann heißt ein
Wahrscheinlichkeitsmaß PI auf

⊗
i∈ISi Produktmaß, wenn für alle endlichen J ⊆ I

und Sj ∈ Sj , j ∈ J gilt PI
(⋂

j∈J Π−1
Sj (Sj)

)
=
∏

j∈J Pj(Sj). In dem Fall schreiben wir
PI=

⊗
i∈I Pi. Sind alle Pi gleich, etwa Pi = P, dann schreiben wir kurz PI := PI und im

Fall n := |I| <∞ auch Pn:= PI .

§01.9 Eigenschaft.
(i) Sei I abzählbar, für jedes i ∈ I sei Si separabler und vollständiger metrischer Raum (pol-

nisch) mit Borel-σ-Algebra Bi und sei BSI die Borel-σ-Algebra bzgl. der Produkttopologie
auf SI = i∈I Si. Dann gilt BSI = BI =

⊗
i∈IBi, also insbesondere BRn = Bn (vgl.

Klenke [2012] Satz 14.8).

(ii) Seien P1, . . . ,Pn diskrete Wahrscheinlichkeitsmaße auf Ω mit Zähldichten p1, . . . ,pn. Die
Produktzähldichte

∏n
i=1 pi(ωi) für (ωi)i∈J1,nK ∈ Ωn ist die Zähldichte des Produktmaßes

PJ1,nK =
⊗

i∈J1,nK Pi auf (Ωn, 2Ωn).

(iii) Seien P1, . . . ,Pn stetige Wahrscheinlichkeitsmaße auf R mit Wahrscheinlichkeitsdichten
f1, . . . , fn. Die Produktdichte

∏n
i=1 fi(xi) für (xi)i∈J1,nK ∈ Rn ist Dichte des Produktmaßes

PJ1,nK =
⊗

i∈J1,nK Pi auf (Rn,Bn).

2. Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (Ω,A ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S,S ) ein messbarer Raum und
((Si,Si))i∈I eine Familie messbarer Räume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge I.

§01.10 Definition.
(a) Eine FunktionX : Ω→ S heißt A -S -messbar (kurz messbar), falls σ(X) := X−1(S ) :=

{X−1(S) |S ∈ S } ⊆ A gilt. Jede solche messbare Funktion wird ((S,S )-wertige) Zu-
fallsvariable genannt.

(b) Die kleinste Teil-σ-Algebra σ(X) := X−1(S ) von A , so dass X messbar ist, wird die
von X erzeugte σ-Algebra genannt.

(c) Das Bildmaß PX := P ◦ X−1 von P unter X auf (S,S ) wird die Verteilung von X ,
kurz X ∼ PX , genannt. Mit der Verteilungsfunktion FX (Dichte fX , Zähldichte pX )
von X werden wir stets die zu PX gehörigen Größen bezeichnen. X heißt diskret-verteilte
Zufallsvariable, wenn PX ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß auf (S,S ) ist. Eine reelle
Zufallsvariable (Zufallsvektor) X mit stetigem Bildmaß PX wird stetig-verteilt genannt.

(d) (S,S )-wertige Zufallsvariablen Xi, i ∈ I heißen identisch verteilt (kurz i.v.), wenn für
alle i ∈ I gilt PXi = P für ein Wahrscheinlichkeitsmaß P ∈ W(S ).
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(e) Das Bildmaß PX := P◦X−1 unterX := (Xi)i∈I auf (SI ,SI) heißt gemeinsame Verteilung
der Familie (Xi)i∈I . Für jedes i ∈ I wird das Bildmaß PXi := P◦X−1

i = P◦(Πi◦X)−1 =
PX ◦ Π−1

i Randverteilung (marginale Verteilung) von Xi bzgl. PX genannt.

§01.11 Eigenschaft. Sei X : Ω→ S eine Abbildung.
(i) Für jedes Teilmengensystem E aus 2S gilt σ

(
X−1(E )

)
= X−1

(
σ(E )

)
.

(ii) Falls X−1(E ) ⊆ A für einen Erzeuger E von S , also S = σ(E ), gilt, so ist X eine
A -S -messbare Funktion, also eine (S,S )-wertige Zufallsvariable.

(iii) Für Abbildungen Xi : Ω → Si, i ∈ I ist σ((Xi)i∈I) :=
∨
i∈I σ(Xi) = σ(∪i∈IX−1

i (Si))
die kleinste Teil-σ-Algebra, so dass alle Xi, i ∈ I, messbar sind.

(iv) Jede stetige Funktion g : S → T zwischen metrischen Räumen S und T ist BS-BT -
messbar, kurz Borel-messbar.

§01.12 Definition. Sei X : (Ω,A )→ (S,S ) eine Zufallsvariable.
(a) Falls (S,S ) = (R,B), so heißt X numerische Zufallsvariable, kurz X ∈ A .

Falls (S,S ) = (R+
,B

+
), so heißt X positive numerische Zufallsvariable, kurz X ∈ A

+
.

(b) Falls (S,S ) = (R,B), so heißt X reelle Zufallsvariable, kurz X ∈ A .
Falls (S,S ) = (R+,B+), so heißt X positive reelle Zufallsvariable, kurz X ∈ A +.

(c) Falls (S,S ) = (Rn,Bn), so heißt X Zufallsvektor, kurz X ∈ A n.

§01.13 Beispiel.
(a) Seien (Ω,A ) ein messbarer Raum und 1A mit A ⊆ Ω die Indikatorfunktion. Dann gilt

1A ∈ A , d.h. 1A ist genau dann eine reelle Zufallsvariable, wenn A ∈ A gilt.

(b) Für jedes n ∈ N ist die identische Abbildung idn : Rn → Rn mit x 7→ idn(x) := x ist ein
Zufallsvektor auf (Rn,Bn), also idn ∈ Bn.

(c) Eine numerische (bzw. reelle) Zufallsvariable X auf (Ω,A ) heißt einfach (elementar),
falls sie nur endlich viele verschiedene numerische (bzw. reelle) Werte annimmt, d.h. für
X(Ω) = {xi, i ∈ I} besitzt X eine Darstellung der Form

X =
∑
i∈I

xi1Ai mit Ai := X−1({xi}) = {X = xi} ∈ A ,

wobei I endlich ist und alle xi ∈ R (bzw. xi ∈ R) verschieden sind.

(d) Sei (Rn,Bn,P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte
f : Rn → R+. Dann ist f eine positive reelle Zufallsvariable.

§01.14 Schreibweise.
(i) Sei (Xn)n∈N eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf (Ω,A ). Die Folge

(Xn)n∈N heißt (punktweise) monoton wachsend (bzw. fallend), wenn Xn(ω) 6 Xn+1(ω)
(bzw. Xn+1(ω) 6 Xn(ω)) für alle ω ∈ Ω und für alle n ∈ N gilt. Für jedes ω ∈ Ω definiere
[lim inf
n→∞

Xn](ω) := supn>1 infm>nXm(ω) und [lim sup
n→∞

Xn](ω) := infn>1 supm>nXm(ω).

Dann heißen X? := lim inf
n→∞

Xn und X? := lim sup
n→∞

Xn Limes inferior bzw. Limes supe-

rior der Folge (Xn)n∈N. Die Folge (Xn)n∈N heißt konvergent, wenn X? = X? =: X gilt,
d.h. der punktweise Grenzwert existiert überall. In diesem Fall schreiben wir lim

n→∞
Xn= X .
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(ii) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (Xn)n∈N von numerischen oder reellen Zu-
fallsvariablen ist konvergent mitX := limn→∞Xn = supn∈NXn (bzw.X := limn→∞Xn =
infn∈NXn). In diesem Fall schreiben wir kurz Xn ↑ X (bzw. Xn ↓ X).

(iii) Sei (An)n∈N Folge von Teilmengen aus Ω. Für A? := lim inf
n→∞

An :=
⋃
n>1

⋂
k>nAk und

A? := lim sup
n→∞

An :=
⋂
n>1

⋃
k>nAk gilt dann 1A? = (1An)? = lim inf

n→∞
1An und 1A? =

(1An)? = lim sup
n→∞

1An .

§01.15 Eigenschaft.
(i) Für Zufallsvariablen X, Y ∈ A und a ∈ R gelten: aX ∈ A (mit der Konvention 0 ×
∞ = 0); X ∨ Y := max(X, Y ), X ∧ Y := min(X, Y ) ∈ A und insbesondere X+ :=

X ∨ 0, X− := (−X)+ ∈ A
+

und |X| ∈ A
+

; {X < Y }, {X 6 Y }, {X = Y } ∈ A . Für
x ∈ R+

sei bxc := sup{z ∈ Z : z 6 x}. Dann gilt bXc ∈ A
+

.

(ii) Es seien X1, . . . , Xn ∈ A und h : Rn → Rm Borel-messbar. Dann ist
h(X1, . . . , Xn) ∈ A m. Insbesondere gilt also (X1, . . . , Xn) ∈ A n und X1 +X2, X1−X2,
X1X2 ∈ A sowie, falls überall wohldefiniert, X1/X2 ∈ A .

(iii) Sei (Xn)n∈N aus A . Dann gilt supn∈NXn ∈ A , infn∈NXn ∈ A , X? = lim inf
n→∞

Xn ∈ A

und X? = lim sup
n→∞

Xn ∈ A . Falls X := lim
n→∞

Xn existiert, dann ist X ∈ A .

(iv) Sei X : (Ω,A ) → (S,S ) messbar und Y : Ω → R. Dann sind äquivalent: (a) Y ist
messbar bzgl. σ(X), kurz Y ∈ σ(X); (b) Es existiert h : (S,S ) → (R,B) messbar,
kurz h ∈ S , mit Y = h(X). Falls Y reell, beschränkt oder positiv ist, so erbt h diese
Eigenschaft.

(Ω,A ) (S,S )

(R,B)

X

Y = h(X) ∈ σ(X)
h ∈ S

(v) Für jedes X ∈ A
+

ist (Xn)n∈N mit Xn := (2−nb2nXc)∧n für n ∈ N eine Folge einfacher
Zufallsvariablen aus A

+
, derart dass gilt (a) Xn ↑ X; (b) Xn 6 X ∧ n; (c) Für jedes

c ∈ R+ gilt limn→∞Xn = X gleichmäßig auf {X 6 c}.

3. Unabhängigkeit

§01.16 Definition.
(a) Zwei EreignisseA,B ∈ A heißen (stochastisch) unabhängig (unter P), kurzA⊥⊥B, wenn

P(A ∩B) = P(A)P(B) gilt.

(b) Eine Familie (Ai)i∈I von Ereignissen aus A mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge I
heißt (stochastisch) unabhängig (unter P), kurz⊥⊥i∈I Ai, wenn für jede endliche Teilmenge
J ⊆ I gilt P

(⋂
j∈J Aj

)
=
∏

j∈J P(Aj).

(c) Eine Familie (Ei)i∈I von Teilmengensystemen aus A mit beliebiger nicht-leerer Index-
menge I, d.h. Ei ⊆ A für alle i ∈ I, heißt (stochastisch) unabhängig (unter P), kurz
⊥⊥i∈I Ei, wenn ⊥⊥i∈I Ai für alle Ai ∈ Ei und i ∈ I gilt.
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(d) Sei (An)n∈N eine Folge von Teil-σ-Algebren aus A , dann heißt A∞ :=
∧
n>1

∨
m>n Am die

asymptotische (terminale) σ-Algebra. Ein Ereignis A ∈ A∞ wird asymptotisch (terminal)
bzgl. (An)n∈N genannt.

(e) Die Familie (Xi)i∈I von Zufallsvariablen heißt unabhängig, kurz ⊥⊥i∈I Xi, wenn die Fa-
milie (σ(Xi))i∈I von Teil-σ-Algebren von A unabhängig ist

(f) Sei (Xn)n∈N eine Folge von (Sn,Sn)-wertigen Zufallsvariablen auf (Ω,A ,P). Dann heißt
AX :=

∧
n>1

∨
m>n σ(Xm) die asymptotische σ-Algebra. Ein EreignisA ∈ AX wird asym-

ptotisch bzgl. (Xn)n∈N genannt, d.h. A hängt für alle n > 1 nur von (Xm)m>n ab.

§01.17 Beispiel.
(a) Ist (Ai)i∈I eine Familie von Ereignissen, so gilt σ({Ai}) = σ(Xi) für die Bernoulli-

Zufallsvariable Xi := 1Ai , i ∈ I. Weiterhin gilt ⊥⊥i∈I Ai genau dann, wenn ⊥⊥i∈I Xi.

(b) Sei (An)n∈N eine Folge von Ereignissen aus A , dann sind A? = lim infn→∞An und A? =
lim supn→∞An asymptotische Ereignisse bzgl. (σ({An}))n∈N.

(c) Sei (An)n∈N eine Folge von unabhängigen Ereignissen aus A . Da A? = lim infn→∞An
und A? = lim supn→∞An asymptotische Ereignisse bzgl. der Folge unabhängiger σ-
Algebren (σ(An))n∈N sind, folgt aus §01.18 (iii) P(A?) ∈ {0, 1} und P(A?) ∈ {0, 1}.

(d) Sei (Xn)n∈N eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen X? :=
lim infn→∞Xn und X? := lim supn→∞Xn messbar bzgl. AX .

(e) Sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger numerischer Zufallsvariablen auf (Ω,A ,P), so sind
X? := lim infn→∞Xn und X? := lim supn→∞Xn fast sicher konstant, das heißt, es gibt
x?, x

? ∈ R mit P(X? = x?) = 1 und P(X? = x?) = 1.

§01.18 Eigenschaft.
(i) (Satz von Borel-Cantelli) Für (An)n∈N aus A gilt: (a) P

(
lim supn→∞An

)
= 0, falls∑

n∈N P(An) < ∞; (b) Ist zusätzlich ⊥⊥n∈NAn, so auch P
(

lim supn→∞An
)

= 1, falls∑
n∈N P(An) =∞.

(ii) Für jede unabhängige Familie (Ai)i∈I von Teil-σ-Algebren aus A mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge I, also ⊥⊥i∈I Ai, und jede Partition {Jk : k ∈ K} von I ist die Familie
(
∨
i∈Ik Ai)k∈K von Teil-σ-Algebren aus A unabhängig, also ⊥⊥k∈K

∨
i∈Jk Ai.

(iii) (0-1-Gesetz von Kolmogorov) Sei (An)n∈N eine Folge von unabhängigen Teil-σ-Algebren
aus A . Dann ist die Wahrscheinlichkeit für jedes bzgl. (An)n∈N asymptotischen Ereignisses
entweder 0 oder 1, also A∞ ⊆ T :=

{
A ∈ A |P(A) ∈ {0, 1}

}
. T wird P-triviale σ-

Algebra genannt.

(iv) Seien (Ti,Ti)i∈I eine Familie messbarer Räume und für jedes i ∈ I, hi : Si → Ti eine
Si-Ti-messbare Funktion. Ist ⊥⊥i∈I Xi, so gilt auch ⊥⊥i∈I hi(Xi). Für jede Partition {Jk :
k ∈ K} von I ist ((hi(Xi))i∈Jk)k∈K eine Familie von unabhängigen Zufallsvariablen, also
⊥⊥k∈K(hi(Xi))i∈Jk .

(v) Für jede Familie (Si,Si,Pi)i∈I von Wahrscheinlichkeitsräumen mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge I existiert eine Familie (Xi)i∈I unabhängiger (Si,Si)-wertiger Zufallsvaria-
blen definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung Pi und
dem Produktmaß

⊗
i∈I Pi als gemeinsamer Verteilung auf dem Produktraum (SI ,SI).
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(vi) (0-1-Gesetz von Kolmogorov) Sei (Xn)n∈N eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen
auf (Ω,A ,P). Dann ist die Wahrscheinlichkeit für jedes bzgl. (Xn)n∈N asymptotischen
Ereignisses entweder 0 oder 1, also AX ⊆ T .

4. Erwartung

§01.19 Definition. Für jedes Wahrscheinlichkeitsmaß P auf einem messbarem Raum (Ω,A ) heißt das
eindeutig bestimmte Funktional E : A

+ → R+
, das die folgenden Bedingungen erfüllt:

(a) Für alle X, Y ∈ A
+

und a, b ∈ R+
gilt E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ); (linear)

(b) Für alle (Xn)n∈N ↑ X in A
+

gilt E(Xn) ↑ E(X); (σ-stetig)

(c) Für jedes A ∈ A gilt E(1A) = P(A). (normiert)

Erwartung bzgl. P und für jedes X ∈ A
+

heißt E(X) der Erwartungswert von X , wobei für
P := {P ⊆ A | P endliche Partition von Ω} gilt E(X) = sup

P∈P

{ ∑
A∈P:

(
inf
ω∈A

X(w)
)
P(A)

}
.

§01.20 Eigenschaft.
(i) FürX ∈ A

+
ist P(X = 0) = 1 genau dann wennE(X) = 0. Insbesondere fürE(X) <∞

gilt P(X = +∞) = 0.

(ii) Für X, Y ∈ A
+

gilt P(X 6 Y ) = 1 genau dann, wenn E(X1A) 6 E(Y 1A) für alle
A ∈ A gilt. Insbesondere, aus P(X 6 Y ) = 1 folgt E(X) 6 E(Y ). Weiterhin gilt
P(X = Y ) = 1 genau dann, wenn E(X1A) = E(Y 1A) für alle A ∈ A gilt.

(iii) (Lemma von Fatou) Für (Xn)n∈N aus A
+

gilt E
(

lim inf
n→∞

Xn

)
6 lim inf

n→∞
E(Xn).

(iv) Eine Familie (Ai)i∈I von Teil-σ-Algebren aus A mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge
I ist unabhängig, also ⊥⊥i∈I Ai, genau dann, wenn für jede Familie (Xi)i∈I positiver nu-
merischer Zufallsvariablen mit Xi ∈ A

+

i , i ∈ I, und jede endliche nicht-leere Teilmenge
J ⊆ I gilt E(

∏
j∈J Xj) =

∏
j∈J E(Xj).

§01.21 Definition. Sei X ∈ A eine numerische Zufallsvariable.
(a) Ist höchstens einer der beiden Erwartungswerte E(X+) und E(X−) nicht endlich, dass

heißt, E(X+)∧E(X−) <∞, so definiert E(X) := E(X+)−E(X−) den Erwartungswert
von X mit den üblichen Konventionen∞ + x = ∞ und −∞ + x = −∞ für alle x ∈ R.
Der Erwartungswert von X ist nicht definiert, wenn E(X+) = E(X−) =∞ gilt.

(b) Falls E(|X|) <∞, also falls E(X+) <∞ und E(X−) <∞, gilt, dann heißt X integrier-
bar. Die Menge aller integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen wir mit L1

:= L1(P) := L1(A ,P) := {X ∈ A : E(|X|) <∞}.

(c) Für p ∈ R+
\0 definiere ‖X‖Lp :=

(
E(|X|p)

)1/p und ‖X‖L∞ := inf
{
x ∈ R+ : P

(
|X| >

x
)

= 0
}

. Für p ∈ R+

\0 heißt X Lp-integrierbar, wenn ‖X‖Lp < ∞. Die Menge aller
Lp-integrierbaren Zufallsvariablen bezeichnen wir mit Lp := Lp(P) := Lp(A ,P) :=

{X ∈ A : ‖X‖Lp <∞}.
(d) Für X ∈ Lp und p ∈ N heißt E(Xp) das p-te Moment von X; für X ∈ Lp und p ∈ R+

\0
heißt E(|X|p) das p-te absolute Moment von X .
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(e) Für ZufallsvariablenX, Y ∈ L2 bezeichnetCov(X, Y ) := E({X−E(X)}{Y −E(Y )}) =
E(XY ) − E(X)E(Y ) die Kovarianz zwischen X und Y . Mit Var(X) := Cov(X,X) =
E({X − E(X)}2) = E(X2) − {E(X)}2 bzw. std(X) :=

√
Var(X) bezeichnet man die

Varianz bzw. Standardabweichung (standard deviation) von X .

(f) Für X, Y ∈ L2 mit std(X), std(Y ) ∈ R+
\0 heißt ρ(X, Y ):= Cov(X,Y )

std(X) std(Y )
∈ [−1, 1] Korre-

lation zwischen X und Y . Falls Cov(X, Y ) = 0 gilt, heißen X und Y unkorreliert.

§01.22 Schreibweise. Für k ∈ N bezeichen wir mit Wk := Wk(B) die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmaße auf (R,B) mit endlichem k-ten absolutem Moment, also für alle P ∈ Wk gilt
id1 ∈ Lk(P) (vgl. Beispiel §01.13 (b)). Weiterhin, bezeichnet E die Erwartung bzgl. P, so
schreiben wir für Y ∼ P zum Beispiel auch EP(Y ) := E(id1) =

∫
R yP(dy).

§01.23 Eigenschaft. Für p ∈ [1,∞] ist Lp ein Vektorraum. Für das Funktional E : Lp → R mit
X 7→ E(X) gilt:

(i) Für alleX, Y ∈ Lp und a, b ∈ R gilt aX+bY ∈ Lp und E(aX+bY ) = aE(X)+bE(Y ),
falls X > 0 so auch E(X) > 0; |E(X)| 6 E(|X|); falls X 6 Y so auch E(X) 6 E(Y );

(ii) Seien X ∈ L1 und Y ∈ A mit P(X = Y ) = 1, dann gilt Y ∈ L1 und E(X) = E(Y ).

(iii) Falls X, Y ∈ L1 unabhängig sind, so gilt XY ∈ L1 und E(XY ) = E(X)E(Y ). Somit
sind unabhängige Zufallsvariablen unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht. Für unkorrel-
lierte Zufallsvariablen X, Y ∈ L2 gilt Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

(iv) Für X ∈ L1 ist P(X = 0) = 1 genau dann, wenn E(X1A) = 0 für alle A ∈ A gilt.

(v) (Ungleichung von Jensen) Seien X ∈ L1 und φ : R → R eine konvexe Funktion mit
φ(X) ∈ L1. Dann gilt φ

(
E(X)

)
6 E

(
φ(X)

)
.

(vi) (Monotone Konvergenz) Sei (Xn)n∈N aus L1 mit Xn ↑ X (bzw. Xn ↓ X) für ein X ∈ A
und supn∈N |E(Xn)| <∞. Dann gilt X ∈ L1 und E(Xn) ↑ E(X) (bzw. E(Xn) ↓ E(X)).

(vii) (Dominierte Konvergenz) Sei (Xn)n∈N aus L1 mit limn→∞Xn = X für ein X ∈ A und
existiert Y ∈ L1 mit supn∈N |Xn| 6 Y , also supn∈N |Xn| ∈ L1, dann gilt X ∈ L1,
limn→∞ E(|X −Xn|) = 0 und limn→∞ E(Xn) = E(X).

(viii) Sei X eine (S,S )-wertige Zufallsvariable auf (Ω,A ,P), sei PX = P ◦X−1 die Vertei-
lung von X auf (S,S ) und sei h ∈ S eine numerische Zufallsvariable auf (S,S ). Für
h > 0, also h ∈ S

+
, gilt EP(h(X)) = EPX (h). Weiterhin gilt h(X) ∈ L1(Ω,A ,P) genau

dann, wenn h ∈ L1(S,S ,PX).

(Ω,A ) (S,S )

(R,B)

X

h ∈ L1(PX)
h(X) ∈ L1(P)

(ix) Für p ∈ R+
\0 gilt X ∈ Lp genau dann, wenn |X|p ∈ L1 gilt. Für p = ∞ gilt P

(
|X| >

‖X‖L∞
)

= 0.

(x) Für p, q ∈ R+

\0 mit p 6 q und X ∈ Lq gilt ‖X‖Lp 6 ‖X‖Lq und somit Lq ⊆ Lp.
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(xi) Sei p ∈ R+

\0. FürX ∈ A gilt ‖X‖Lp = 0 genau dann, wenn P(X = 0) = 1. Für a ∈ R gilt
‖aX‖Lp = |a|‖X‖Lp . Für X ∈ Lp gilt P(|X| <∞) = 1. Für Y ∈ A mit P(X = Y ) = 1
gilt ‖X‖Lp = ‖Y ‖Lp .

(xii) (Hölder Ungleichung) Seien X, Y ∈ A und p, q ∈ [1,∞] mit 1
p

+ 1
q

= 1. Dann gilt:
E(|XY |) 6 ‖X‖Lp‖Y ‖Lq .
(Cauchy-Schwarz Ungleichung) Für X, Y ∈ L2 gilt XY ∈ L1 und
|E(XY )|2 6 ‖X‖2

L2
‖Y ‖2

L2
= E(|X|2)E(|Y |2).

(xiii) (Minkowski Ungleichung) Für X, Y ∈ Lp mit p ∈ [1,∞] gilt X + Y ∈ Lp und
‖X+Y ‖Lp 6 ‖X‖Lp+‖Y ‖Lp . Insbesondere ist ‖·‖Lp für p ∈ [1,∞] eine Pseudonorm auf
Lp, das heißt für X, Y ∈ Lp und a ∈ R gilt: (a) ‖X‖Lp > 0 für alle X und ‖X‖Lp = 0,
falls X = 0 P-f.s.; (b) ‖aX‖Lp = |a|‖X‖Lp und (c) ‖X + Y ‖Lp 6 ‖X‖Lp + ‖Y ‖Lp .

(xiv) (Markov Ungleichung) Für Y ∈ A
+

und p, ε ∈ R+
\0 gilt εp1{Y >ε} 6 Y p, sodass

P(Y > ε) 6 ε−pE(Y p).
(Tschebischeff Ungleichung) Für X ∈ L2 und ε ∈ R+

\0 gilt
P(|X − E(X)| > ε) 6 ε−2Var(X).

§01.24 Schreibweise. Im Folgenden fassen wir Vektoren als Spaltenvektoren auf, dass heißt a =
(a1 · · · an)t ∈ Rn. Wir bezeichnen mit 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt auf Rn, dass heißt,
〈a, b〉 =

∑n
i=1 aibi = bta für alle a, b ∈ Rn. Für p ∈ R+

\0 sei ‖·‖p die übliche Lp-Norm auf Rn,
dass heißt, für alle a ∈ Rn ist ‖a‖p = (

∑n
i=1 |ai|p)1/p für p ∈ R+

\0 sowie ‖a‖∞ = maxi∈J1,nK |ai|.
Für die vom Standardskalarprodukt 〈·, ·〉 aufRn induzierte Norm schreiben wir kurz ‖·‖:= ‖·‖2,
also ‖a‖ =

√
〈a, a〉 =

√
ata = (

∑n
i=1 a

2
i )

1/2 für alle a ∈ Rn. Für eine symmetrische Matrix
Σ = (Σij) ∈ R(p,p) schreiben wir Σ > 0 oder Σ ∈ R(p,p)

> , falls sie positiv semi-definit ist, sowie
Σ > 0 oder Σ ∈ R(p,p)

> , falls sie strikt positiv definit ist.

§01.25 Definition. Sei X = (Xi)i∈J1,nK ∈ A
n

ein numerischer Zufallsvektor (aufgefasst als Spalten-
vektor) auf (Ω,A ,P), also Xi ∈ A , i ∈ J1, nK, sowie ‖X‖p ∈ A für p ∈ R+

\0.

(a) Für p ∈ R+

\0 heißt X Lp-integrierbar, falls ‖X‖p ∈ Lp(A ,P) oder dazu äquivalent Xi ∈
Lp für alle i ∈ J1, nK gilt. Wir definieren ‖X‖Lp := ‖‖X‖p‖Lp sowie Lp := Lp(P) :=

Lp(A ,P) :={X ∈ A
n

: ‖X‖Lp <∞}.
(b) Für X ∈ L1 heißt E(X) :=

(
E(Xi)

)
i∈J1,nK ∈ R

n Erwartungswertvektor von X .

(c) Falls X ∈ L2, dann heißt

Cov(X) :=
(
Cov(Xi, Xj)

)
i,j∈J1,nK :=

(
E
(
{Xi − E(Xi)}{Xj − E(Xj)}

))
i,j∈J1,nK

=: E
(
(X − E(X))(X − E(X))t

)
= E(XX t)− E(X)(E(X))t ∈ R(n,n)

Kovarianzmatrix von X .

§01.26 Schreibweise. Für k ∈ N bezeichen wir mit Wk :=Wk(Bn) die Menge aller Wahrscheinlich-
keitsmaße auf (Rn,Bn) mit endlichem k-ten absolutem Moment, also für alle P ∈ Wk(Bn)
gilt idn ∈ Lk(Bn,P) (vgl. Beispiel §01.13 (b). Weiterhin, bezeichnet E die Erwartung bzgl. P,
so schreiben wir für Y ∼ P auch EP(Y ) := E(idn) =

( ∫
Rn yiP(dy)

)
i∈J1,nK.
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§01.27 Ungleichung von Jensen. Es seien E ⊆ Rn konvex und X = (Xi)i∈J1,nK ∈ A
n

und in L1(P)
mit P(X ∈ E) = 1, so dass E(X) =

(
E(Xi)

)
i∈J1,nK ∈ E . Ist ψ : E → R eine konvexe Funktion

dann gilt E(ψ(X)) > ψ(E(X)).

§01.28 Beweis von Lemma §01.27. Zum Beispiel in Klenke [2012] Satz 7.11., S.145

§01.29 Eigenschaft.
(i) Für die Kovarianzmatrix Σ := Cov(X) eines Rn-wertigen Zufallsvektors X ∈ L2 gilt
Cov(〈a,X〉, 〈X, b〉) =

∑n
i=1

∑n
j=1 aibj Cov(Xi, Xj) = btΣa = 〈Σa, b〉 für alle a, b ∈ Rn.

Insbesondere gilt Σij = Cov(Xi, Xj) = Cov(Xj, Xi) = Σji für alle i, j ∈ J1, nK und
〈Σc, c〉 = Var(〈X, c〉) > 0 für alle c ∈ Rn, also Σ ∈ R(n,n)

> .

(ii) Sei X ∈ A m in L2. Für alle b ∈ Rn und A ∈ R(n,m) ist dann Y = AX + b ∈ A n in
L2. Bezeichnen wir weiterhin mit µ := E(X) ∈ Rm und Σ := Cov(X) ∈ R(m,m) den
Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix von X , dann gilt E(Y ) = Aµ + b und
Cov(Y ) = AΣAt.

§01.30 Definition. Für X ∈ A k, Y ∈ A n in L2 heißt Z∗ = A∗X + b∗ mit A∗ ∈ R(n,k) und b∗ ∈ Rn
eine lineare Vorhersage von Y durch X . Z∗ wird beste lineare Vorhersage von Y durch X
genannt, wenn E‖Y − Z∗‖2 6 E‖Y − (AX + b)‖2 für alle A ∈ R(n,k) und b ∈ Rn gilt.

§01.31 Bemerkung. Für eine Matrix A ∈ R(n,k) heißt eine Matrix A+ ∈ R(k,n) Moore-Penrose In-
verse von A, wenn AA+A = A, A+AA+ = A+ und AA+ sowie A+A symmetrisch sind. Die
Moore-Penrose Inverse ist eindeutig festgelegt. Ist B ∈ Rn symmetrisch, so dass U tBU =
Diag(λ) für eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix Diag(λ) mit reellen Diago-
naleinträgen λ = (λi)i∈J1,nK. Setzen wir λ+ = (λ+

i )i∈J1,nK mit λ+
i = λ−1

i 1R+
\0

(λi), dass heißt,

für λi ∈ R+
\0 ist λ+

i = λ−1
i und ansonsten λ+

i = 0. Dann ist B+ = U Diag(λ+)U t die Moore-
Penrose Inverse von B. Allgemein ist A+ = (AtA)+At ∈ R(k,n) die Moore-Penrose Inverse
von A ∈ R(n,k).

§01.32 Eigenschaft. Für X ∈ A k, Y ∈ A n in L2 mit Cov(Y,X) := E((Y − E(Y ))(X − E(X))t)
ist Z∗ = E(Y ) + Cov(Y,X)Cov(X)+(X − E(X)) die beste lineare Vorhersage von Y durch
X . Der Fehler ε := Y − Z∗ und AX für beliebiges A ∈ R(n,k) sind unkorreliert, also
Cov(ε, AX) = 0. Es gilt Cov(ε) = Cov(Y )−Cov(Y,X)Cov(X)+Cov(X, Y ) und E(ε) = 0.

5. Multivariate Normalverteilung

Nicht degenerierte multivariate Normalverteilungen können direkt über ihre Dichte definiert
werden. Eine Normalverteilung heißt degeneriert, falls ihre Kovarianzmatrix nicht strikt posi-
tiv definit ist (nicht vollen Rang hat). In der Vorlesung werden wir auch Zufallsvariablen mit
degenerierten Normalverteilungen betrachten. Beispiele für solche Zufallsvariablen sind Pro-
jektionen von nicht degenerierten normalverteilten Zufallsvariablen auf lineare Teilräume.

§01.33 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines Rn-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen 〈X, c〉 für alle c ∈ Rn.

Statistik 1 11
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§01.34 Definition. EinRn-wertiger ZufallsvektorX besitzt eine multivariate Normalverteilung N(µ,Σ)

mit µ ∈ Rn und positiv semi-definiter Matrix Σ ∈ R(n,n), falls für alle c ∈ Rn die re-
elle Zufallsvariable 〈X, c〉 eine N(〈µ,c〉,〈Σc,c〉)-Verteilung besitzt. Das Produktmaß N(0,En) =⊗n

i=1 N(0,1) = Nn
(0,1) heißt insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei

En die n-dimensionale Einheitsmatrix ist.

§01.35 Vorbemerkung.. Für eine Matrix A ∈ R(n,m) mit Spaltenvektoren a•1, . . . , a•m bezeichnet
Bild(A) = 〈a•1, . . . , a•m〉 ⊆ Rn die lineare Hülle der Spaltenvektoren, also das Bild der li-
nearen Abbildung Rm → Rn mit x 7→ Ax. Für einen linearen Unterraum U ⊆ Rn bezeichnet
Rn = U ⊕ U⊥ die direkte orthogonale Summe, dass heißt, U und U⊥ sind orthogonal, also
für alle u ∈ U und v ∈ U⊥ gilt 〈u, v〉 = 0, und jedes Element x ∈ Rn hat eine eindeutige
Darstellung x = u + v mit u ∈ U und v ∈ U⊥. Wir bezeichnen mit ΠU die Darstellungsmatrix
der orthogonalen Projektion von Rn in U , also U ⊕ U⊥ → U mit x = u+ v 7→ u = ΠUx. Eine
Matrix U ∈ R(n,m) heißt partielle Isometrie, falls UU t = ΠBild(U) und U tU = ΠBild(Ut).

§01.36 Eigenschaft. Seien Z ∼ N(0,Em) und Y ∼ N(0,Ek), dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Falls A ∈ R(n,m) und B ∈ R(n,k) mit AAt = BBt gilt, dann sind die Rn-wertigen Zufalls-
vektoren AZ und BY identisch verteilt.

(ii) Falls U ∈ R(n,m) eine partielle Isometrie ist, dann gilt UZ ∼ N(0,ΠBild(U)).

(iii) Falls A ∈ R(m,n) und B ∈ R(m,k) mit AtB = 0. Dann sind ΠBild(A)Z ∼ N(0,ΠBild(A)) und
ΠBild(B)Z ∼ N(0,ΠBild(B)) unabhängig.

Sei X ∼ N(µ,Σ) mit µ ∈ Rn und Σ ∈ R(n,n)
> , dann gelten die folgenden Aussagen:

(iv) Für alle i ∈ J1, nK gilt Xi ∼ N(µi,Σii).

(v) Für alle i, j ∈ J1, nK mit i 6= j sind die Koordinaten Xi und Xj von X genau dann
unabhängig, wenn Σij = 0 gilt.

(vi) Für A ∈ R(m,n) und b ∈ Rm gilt Y = AX + b ∼ N(Aµ+b,AΣAt).

(vii) Ist Σ positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte
f(x) = (2π)−n/2(det Σ)−1/2 exp

{
−1

2
〈Σ−1(x− µ), (x− µ)〉

}
, x ∈ Rn.

§01.37 Beispiel. Der stetig-verteilte Zufallsvektor (X, Y ) wird bivariat normalverteilt mit Parametern
µX , µY ∈ R, σX , σY ∈ R+

\0 und ρ ∈ (−1, 1) genannt, wenn die gemeinsame Dichte durch

f(X,Y )(x, y) = 1

2πσXσY
√

1−ρ2
exp(− (x−µX)2

2(1−ρ2)σ2
X

) exp(2ρ(x−µX)(y−µY )
2(1−ρ2)σXσY

) exp(− (y−µY )2

2(1−ρ2)σ2
Y

)

gegeben ist, wobei µX = E(X), µY = E(Y ), σ2
X = Var(X), σ2

Y = Var(Y ) und ρ =

Corr(X, Y ) = Cov(X,Y )
σXσY

. Die nächsten Graphiken stellen die gemeinsame und die margina-
len Dichten für verschiedene Werte der Parameter dar.
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X und Y sind genau dann unabhängig, wenn sie unkorreliert sind, also ρ = 0 gilt (vgl. §01.36
(v)). Achtung, es ist natürlich möglich, dass X ∼ N(µX ,σ

2
X) und Y ∼ N(µY ,σ

2
Y ) unkorreliert

sind, aber der Vektor (X, Y ) nicht bivariat normalverteilt ist. Betrachte dazu zwei unabhängi-
ge Zufallsvariablen X und V , wobei X ∼ N(0,1) und V ist eine Rademacher-Zufallsvariable,
d.h. V ∈ {−1, 1} mit P (V = −1) = 1/2 = P (V = 1). Es ist nun leicht zu zeigen, dass
die Zufallsvariablen Y := V X und X unkorreliert sind und dass Y ∼ N(0,1) (Nachrechnen!).
Die Zufallsvariablen X und Y sind somit standardnormalverteilt und unkorreliert, aber ihre
gemeinsame Verteilung ist keine Normalverteilung (warum?). Die nächsten Graphiken zeigen
5000 Realisierungen von (X, Y ) (in grün) und zum Vergleich 5000 Realisierungen einer biva-
riaten Standardnormalverteilung.

Im Folgenden sind (Zi)i∈J0,m+kK unabhängige und identisch N(0,1)-verteilte Zufallsvariablen,
also (Zi)i∈J0,m+kK ∼ N1+m+k

(0,1) .

§01.38 χ2-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

Q :=
k∑
i=1

Z2
i

heißt (zentrale) χ2-Verteilung mit k Freiheitsgraden , kurz
Q ∼ χ2

k . Für α ∈ (0, 1) bezeichnen wir weiterhin den Wert
χ2
k,α ∈ R+

\0 als α-Quantil einer (zentralen) χ2-Verteilung mit k
Freiheitsgraden, falls P(Q 6 χ2

k,α) = α gilt. χ2
k-Dichtefunktionen

Für δ ∈ R heißt die Verteilung der Zufallsvariable

Q := (Z1 + δ)2 +
k∑
i=2

Z2
i

nicht-zentrale χ2
k-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichtzentralitätsparameter δ2, kurz

Q ∼ χ2
k(δ

2) . χ2
k,α(δ2) ∈ R+

\0 bezeichnet das α-Quantil einer nicht-zentralen χ2-Verteilung mit
k Freiheitsgraden und Nichtzentralitätsparameter δ2, d.h. P

(
Q 6 χ2

k,α(δ2)
)

= α.

§01.39 Eigenschaft. Sei Q ∼ χ2
k und W ∼ χ2

k(δ
2), dann gilt E(Q) = k, Var(Q) = 2k und E(W ) =

δ2 + k. Für Z ∼ Nm
(0,1), v ∈ Rm und A ∈ Rm×p mit rg(A) = p gelten außerdem: (i)

‖ΠBild(A)Z‖2 ∼ χ2
p und (ii) ‖Z + v‖2 ∼ χ2

m(‖v‖2).
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§01.40 (Student-) t-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

T :=
Z0√

1
k

k∑
i=1

Z2
i

heißt (Student-) t-Verteilung mit k Freiheitsgraden, kurz
T ∼ tk , und tk,α ∈ R bezeichnet das α-Quantil einer (Student-)
t-Verteilung mit k-Freiheitsgraden, d.h. P(T 6 tk,α) = α. tk-Dichtefunktionen

§01.41 Eigenschaft.
(i) Die (Student-) t1-Verteilung mit einem (k = 1) Freiheitsgrad entspricht gerade der Cauchy-

Verteilung.

(ii) Für jedes k ∈ N besitzt die tk-Verteilung endliche Momente nur bis zur Ordnung p < k (sie
ist heavy-tailed). Insbesondere, ist T ∼ tk so gilt E(T ) = 0 für k > 1, sowie Var(T ) =
k/(k − 2) für k > 2.

(iii) Für (Xi)i∈J1,nK ∼ Nn
(µ,σ2), Xn :=

∑n
i=1Xi und Ŝ

(2)
n := 1

n−1

∑n
i=1(Xi − Xn)2 sind

√
n
σ

(Xn−µ) ∼ N(0,1) und (n−1)
σ2 Ŝ

(2)
n ∼ χ2

n−1 unabhängig, so dass T̂n =
√
n

Ŝn
(Xn−µ) ∼ tn−1

mit Ŝn :=

√
Ŝ

(2)
n gilt.

§01.42 (Fisher-) F-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

F :=

1
m

m∑
i=1

Z2
i

1
k

m+k∑
i=m+1

Z2
i

heißt zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgra-
den, kurz F ∼ Fm,k . Fm,k,α bezeichnet das α-Quantil einer zen-
tralen Fisher-Fm,k-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden, d.h.
P (F 6 Fm,k,α) = α. Fd1,d2-Dichtefunktionen

Für δ ∈ R heißt die Verteilung der Zufallsvariable

F :=

1
m
{(Z1 + δ)2 +

m∑
i=2

Z2
i }

1
k

m+k∑
i=m+1

Z2
i

nicht-zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitätspara-
meter δ2, kurz F ∼ Fm,k(δ

2) . Fm,k,α(δ2) ∈ R+ bezeichnet das α-Quantil einer nicht-zentralen
Fn,k(δ

2)-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitätsparameter δ2, das heißt
P
(
F 6 Fm,k,α(δ2)

)
= α.
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§01.43 Eigenschaft.
(i) Sei F ∼ Fn,k mit k > 1, dann ist F−1 eine Fk,m-verteilte Zufallsvariable. Für T ∼ tk ist

T 2 eine F1,k-verteilte Zufallsvariable.

(ii) Sei Fk ∼ Fm,k, k ∈ N, dann konvergiert die Folge von Zufallsvariablen (mFk)k∈N für
k →∞ in Verteilung gegen ein χ2

m-verteilte Zufallsvariable.

6. Grenzwertsätze

§01.44 Schreibweise. Im Folgenden bezeichnen wir mit Cb := Cb(Rk) die Menge aller beschränkten,
stetigen, reellen Funktionen auf Rk. Für h ∈ Cb ist somit ‖h‖∞ := supx∈Rk |h(x)| <∞, so dass
für jedes Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (Rk,Bk), kurz P ∈ W(Bk), gilt Cb ⊆ L∞(Bk,P).

§01.45 Definition.
(a) Eine Folge (Xn)n∈N reeller Zufallsvariablen in A konvergiert

• P-fast sicher (P-f.s.) gegen die numerische Zufallsvariable X ∈ A , kurz Xn
P-f.s.−−→ X ,

wenn lim supn→∞|Xn −X| = 0 P-f.s., dass heißt P(lim sup
n→∞

|Xn −X| = 0) = 1 gilt.

• P-fast vollständig (P-f.v.) gegen die numerische ZufallsvariableX ∈ A , kurz Xn
P-f.v.−−→ X ,

wenn für alle ε ∈ R+
\0 gilt

∑
n∈N P

(
|Xn −X| > ε

)
<∞.

• stochastisch gegen die numerische ZufallsvariableX ∈ A , kurz Xn
P−→ X , wenn für alle

ε ∈ R+
\0 gilt limn→∞ P

(
|Xn −X| > ε

)
= 0.

(b) Eine Folge (Xn)n∈N in Lp, p ∈ R
+

\0, konvergiert in Lp gegen X ∈ Lp, kurz Xn
Lp−→ X ,

wenn gilt limn→∞‖Xn −X‖Lp = 0.

(c) Eine Folge (Pn)n∈N von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf (Rk,Bk) konvergiert schwach ge-
gen ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (Rk,Bk), wenn limn→∞ EPn(h) = EP(h) für alle

h ∈ Cb gilt. Wir schreiben kurz Pn
w−→ P oder P = w-lim

n→∞
Pn.

(d) Eine Folge (Xn)n∈N vonRk-wertigen Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen einen

Rk-wertigen Zufallsvektor X , kurz Xn
D−→ X , wenn lim

n→∞
E
(
h(Xn)

)
= E

(
h(X)

)
für alle

h ∈ Cb, also PX = w-lim
n→∞

PXn gilt.

(e) Für eine Folge (Xn)n∈N definieren wir Konvergenz in Verteilung mit einem Wahrschein-

lichkeitsmaß P als Grenzwert, kurz Xn
D−→ P , allgemein durch PXn w−→ P.

§01.46 Eigenschaft. Es seien X , Xn und Yn, n ∈ N, reelle Zufallsvariablen.
(i) Sei h : R → R eine stetige Funktion und (Xn)n∈N konvergiere P-f.s. (stochastisch bzw. in

Verteilung) gegen X . Dann konvergiert (h(Xn))n∈N auch gegen h(X) P-f.s. (stochastisch
bzw. in Verteilung).

(ii) Konvergiert (Yn)n∈N in Verteilung gegen X , also Yn
D−→ X , und konvergiert (Xn − Yn)n∈N

stochastisch gegen Null, also |Xn−Yn|
P−→ 0, dann konvergiert (Xn)n∈N in Verteilung auch

gegen X , also Xn
D−→ X . Falls Xn

D−→ X und Yn
P−→ a, so gilt auch Xn + Yn

D−→ X + a

sowie YnXn
D−→ aX .
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(iii) (Xn)n∈N konvergiert in Verteilung gegen eine Konstante a ∈ R, alsoXn
D−→ a, genau dann,

wenn sie stochastisch gegen a konvergiert, also Xn
P−→ a.

(iv) (Delta Methode) Seien x ∈ R und an ↑ ∞ mit an(Xn − x)
D−→ X . Dann gilt Xn

P−→ x. Ist
weiterhin f ∈ B differenzierbar in x, so gilt an(f(Xn) − f(x)) − an(Xn − x)f ′(x)

P−→ 0

und somit auch an(f(Xn)− f(x))
D−→ f ′(x)Y .

(v) (Cramér-Wold device) Für eine Folge Rd-wertiger Zufallsvektoren (Xn)n∈N sind äquiva-
lent: (a) Es gibt einen Zufallsvektor X mit Xn

D−→ X . (b) Für jedes v ∈ Rd existiert ein Xv

mit 〈v,Xn〉
D−→ Xv. Falls (a) und (b) gelten, so sind Xv und 〈v,X〉 identisch verteilt.

(vi) Gegenbeispiele zeigen, dass die Umkehrungen (in grün) der folgenden direkten Implikatio-
nen (in rot) nicht gelten.

Xn
L∞−−→ X

Xn
Lq−→ X Xn

P-f.v.−−→ X

Xn
Lp−→ X Xn

P-f.s.−−→ X

Xn
P−→ X

Xn
D−→ X

inf{ε > 0 : P(|Xn −X| > ε) = 0} n→∞−−−−−→ 0

p < q

E
(
|Xn −X|q

) n→∞−−−−−→ 0
∀ ε ∈ R+

\0 :
∑

n∈N
P
(
|Xn −X| > ε

)
<∞

P(lim sup
n→∞

|Xn −X| = 0) = 1

∀ ε ∈ R+
\0 : lim

n→∞
P
(
|Xn −X| > ε

)
= 0

∀h ∈ Cb : lim
n→∞

E
(
h(Xn)

)
= E

(
h(X)

)

§01.47 Definition. Eine Familie (Xn,j)j∈J1,nK,n∈N reeller Zufallsvariablen in L2 heißt standardisiertes
Dreiecksschema, wenn (i) (Xn,j)j∈J1,nK sind unabhängig; sowie (ii) E(Xn,j) = 0, j ∈ J1, nK,
und

∑n
j=1Var(Xn,j) = 1 für jedes n ∈ N gilt.

Ein standardisiertes Dreiecksschema (Xn,j)j∈J1,nK,n∈N erfüllt

(a) die Lindeberg-Bedingung, wenn lim
n→∞

n∑
j=1

E
(
X2
n,j1{|Xn,j |>δ}

)
= 0 für jedes δ ∈ R+

\0 gilt;

(b) die Lyapunov-Bedingung, wenn lim
n→∞

n∑
j=1

E
(
|Xn,j|2+δ

)
= 0 für ein δ ∈ R+

\0 gilt.
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§01.48 Eigenschaft. Sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger reeller Zufallsvariablen.
(i) (Starkes Gesetz der großen Zahlen) Seien Xn, n ∈ N, identisch-verteilt. X1 ∈ L1 gilt

genau dann, wenn limn→∞Xn = E(X1) P-f.s. (und dann auch in L1).

(ii) (Lévy’s Äquivalenzsatz) Die Folge der Partialsummen (Sn)n∈N mit Sn :=
∑n

i=1Xi, n ∈ N,
konvergiert P-f.s. genau dann, wenn sie stochastisch konvergiert. Andernfalls ist (Sn)n∈N
divergent mit Wahrscheinlichkeit Eins.
(Dreireihensatz von Kolmogorov) (Sn)n∈N konvergiert P-f.s. genau dann, wenn die fol-
genden drei Bedingungen für ein ε ∈ R+

\0 gelten: (a)
∑

n∈N P(|Xn| > ε) < ∞; (b)∑
n∈N E(Xn1{|Xn|6ε}) konvergiert; und (c)

∑
n∈NVar(Xn1{|Xn|6ε}) <∞.

Sei (Xn,j)j∈J1,nK,n∈N ein standardisiertes Dreiecksschema.
(i) Erfüllt (Xn,j)j∈J1,nK,n∈N die Lyapunov-Bedingung, so auch die Lindeberg-Bedingung.

(ii) (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg (1922)) Erfüllt (Xn,j)j∈J1,nK,n∈N die Lindeberg-

Bedingung, so gilt für (die Zeilensumme) S∗n =
∑n

j=1Xnj
D−→ N(0,1).

§02 Elementare Maß- und Integrationstheorie

1. Maßraum

§02.01 Definition. Sei (Ω,A ) ein messbarer Raum und µ : A → R+
eine Mengenfunktion. µ heißt

(a) additiv, falls für je endlich viele paarweise disjunkte Mengen A1, . . . , An ∈ A gilt, dass

µ
( n⊎
i=1

Ai
)

=
n∑
i=1

µ(Ai).

(b) σ-additiv, falls für je abzählbar vieler paarweise disjunkte Mengen A1, A2, . . . ∈ A gilt,

dass µ(
∞⊎
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

µ(Ai).

Eine σ-additive Mengefunktion µ mit µ(∅) = 0 heißt Maß. Ein Maß µ heißt
(d) endlich, falls µ(Ω) <∞,

(e) σ-endlich, falls es eine Folge (An)n∈N in A gibt mit Ω =
⋃∞
n=1 An und µ(An) < ∞ für

jedes n ∈ N.

§02.02 Beispiel.
(a) Sei Ω abzählbar und A = 2Ω. Ferner seien (pω)ω∈Ω nichtnegative Zahlen. Dann wird

durch A 7→ µ(A) :=
∑

ω∈Ω pωδω(A) ein σ-endliches Maß auf 2Ω definiert. Ist Ω ⊆ Rk so
definiert B 7→ µ(B) ein σ-endliches Maß auf (Rk,Bk). Ist pω = 1 für jedes ω ∈ Ω, so
heißt µ das Zählmaß auf Ω. Ist Ω endlich, so ist auch µ endlich.

(b) Das eindeutig bestimmte Maß λk auf (Rk,Bk) mit λk
(
(a, b]

)
=
∏k

i=1(bi − ai) für alle
a, b ∈ Rk mit a < b heißt Lebesgue-Maß auf (Rk,Bk). Für das Lebesgue-Maß auf (R,B)
schreiben wir kurz λ := λ1.

§02.03 Definition.
(a) Wir bezeichnen mit M := M(A ) die Menge aller Maße auf A . Ein Tripel (Ω,A , µ)

bestehend aus einer Ergebnismenge Ω, einer σ-Algebra A sowie einem Maß µ auf A wird
Maßraum genannt.
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(b) Ist Ω abzählbar, so wir der Maßraum (Ω, 2Ω, µ) diskret genannt.

(c) Die Menge aller σ-endliche Maße auf A bezeichnen wir mit Mσ:= Mσ(A ). Die Teil-
menge aller endliche Maße auf A bezeichnen wir mitMe :=Me(A ) und zur Erinnerung
W(A ) bezeichnet die Teilmenge der Wahrscheinlichkeitsmaße (Definition §01.04 (b)).

(d) Das Bildmaß von µ ∈M(A ) auf (S,S ) unter einer messbaren Abbildung f : (Ω,A )→
(S,S ) bezeichen wir weiterhin mit µf := µ ◦ f−1.

2. Integral

§02.04 Definition. Für jedes Maß µ auf einem messbarem Raum (Ω,A ) heißt Integral bezüglich µ
das eindeutig bestimmte Funktional I : A

+ → R+
, das die folgenden Bedingungen erfüllt:

(a) Für alle f, g ∈ A
+

und a, b ∈ R+
gilt I(af + bg) = aI(f) + bI(g); (linear)

(b) Für alle (fn)n∈N ↑ f in A
+

gilt I(fn) ↑ I(f); (σ-stetig)

(c) Für jedes A ∈ A gilt I(1A) = µ(A). (normiert)

Für jedes f ∈ A
+

heißt
∫
f dµ := I(f) das Integral von f bezüglich µ, wobei I(f) =

sup
P∈P

{ ∑
A∈P:

(
inf
ω∈A

f(w)
)
µ(A)

}
für P := {P ⊆ A | P endliche Partition von Ω}. Ist A ∈ A ,

so schreiben wir
∫
A
f dµ :=

∫
(f1A) dµ.

§02.05 Schreibweise. Wir schreiben eine Aussage gilt µ-fast überall (µ-f.ü.), wenn diese für alle ω
außerhalb einer µ-Nullmenge erfüllt ist.

§02.6 Eigenschaft.
(i) Für f ∈ A

+
ist f = 0 µ-f.ü. genau dann, wenn

∫
f dµ = 0. Insbesondere für

∫
f dµ <∞

gilt f <∞ µ-f.ü..

(ii) Für f, g ∈ A
+

gilt f 6 g µ-f.ü. genau dann, wenn
∫
A
f dµ 6

∫
A
g dµ für alle A ∈ A gilt.

Insbesondere, aus f 6 g µ-f.ü. folgt
∫
f dµ 6

∫
g dµ. Weiterhin gilt f = g µ-f.ü. genau

dann, wenn
∫
A
f dµ =

∫
A
g dµ für alle A ∈ A gilt.

§02.07 Definition. Sei f ∈ A eine numerische Zufallsvariable.
(a) Ist höchstens eines der beiden Integrale

∫
f+ dµ und

∫
f− dµ nicht endlich, dass heißt,∫

f+ dµ ∧
∫
f− dµ < ∞, so definiert

∫
f dµ :=

∫
f+ dµ −

∫
f− dµ das Integral von f

bezüglich µ mit den üblichen Konventionen ∞ + x = ∞ und −∞ + x = −∞ für alle
x ∈ R. Das Integral von f ist nicht definiert, wenn

∫
f+ dµ =∞ =

∫
f− dµ gilt.

(b) Falls
∫
|f | dµ < ∞, also falls

∫
f+ dµ < ∞ und

∫
f− dµ < ∞, gilt, dann heißt f µ-

integrierbar. Die Menge aller µ-integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen
wir mit L1 := L1(µ) := L1(A , µ) := {f ∈ A :

∫
|f | dµ <∞}.

(c) Für p ∈ R+
\0 definiere ‖f‖Lp :=

( ∫
(|f |p) dµ

)1/p und ‖f‖L∞ := inf
{
x ∈ R+ : µ

(
{|f | >

x}
)

= 0
}

. Für p ∈ R+

\0 heißt f Lp-integrierbar, wenn ‖f‖Lp < ∞. Die Menge aller Lp-
integrierbaren Zufallsvariablen bezeichnen wir mit Lp := Lp(µ) := Lp(A , µ) := {f ∈
A : ‖f‖Lp <∞}. Für p ∈ [1,∞] ist ‖·‖Lp eine Pseudonorm auf Lp.
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(d) 〈·, ·〉L2 : L2(µ)×L2(µ)→ R mit (f, g) 7→ 〈f, g〉L2 :=
∫
fg dµ ist eine positive semidefi-

nite symmetrische Bilinearform.

§02.08 Bemerkung. Für X ∈ L1(P) entspricht damit der Erwartungswert von X dem Lebesgue-
Integral von X bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmaßes P, dass heißt, E(X) =

∫
Ω
X(ω)P(dω) und

wir erhalten die bekannten Darstellungen:
(a) Sei P ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaß auf R mit Dichte f bezüglich des Lebesgue-

Maßes λ. Dann gilt X ∈ L1(P) genau dann, wenn
∫
Rn |X(ω)|f(ω)λ(dω) <∞, wobei wir

auch weiterhin die Schreibweise
∫
Rn |X(ω)|f(ω)dω benutzen. In diesem Fall ist

E(X) =

∫
R
X(ω)f(ω)dω.

(b) Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß mit Zähldichte p. Dann gilt X ∈ L1(P) genau
dann, wenn

∫
Ω
|X(ω)|P(dω) =

∑
ω∈Ω |X(ω)|p(ω) <∞. In diesem Fall ist

E(X) =
∑
ω∈Ω

X(ω)p(ω).

§02.9 Eigenschaft. Für p ∈ [1,∞] ist Lp ein Vektorraum.
(i) Für alle f, g ∈ L1 und a, b ∈ R gilt af+bg ∈ L1 und

∫
(af+bg) dµ = a

∫
f dµ+b

∫
g dµ,

falls f > 0 so auch
∫
f dµ > 0; |

∫
f dµ| 6

∫
|f | dµ; falls f 6 g µ-f.ü. so auch

∫
f dµ 6∫

g dµ;

(ii) Seien f ∈ L1 und g ∈ A mit f = g µ-f.ü., dann gilt g ∈ L1 und
∫
f dµ =

∫
g dµ.

(iii) Für f ∈ L1 ist f = 0 µ-f.ü. genau dann, wenn
∫
A
f dµ = 0 für alle A ∈ A gilt.

(iv) Für f ∈ A mit f > 0 µ-f.ü. gilt
∑

n∈N µ
(
{f > n}

)
6
∫
f dµ 6

∑
n∈N0

µ
(
{f > n}

)
und∫

f dµ =
∫∞

0
µ
(
{f > t}

)
dt.

(v) (Lemma von Fatou) Für f ∈ L1 und (fn)n∈N aus A
+

mit fn > f µ-f.ü. für jedes n ∈ N
gilt

∫ (
lim inf
n→∞

fn
)
dµ 6 lim inf

n→∞

∫
fn dµ.

(vi) (Monotone Konvergenz) Sei (fn)n∈N aus L1 und f ∈ A mit fn ↑ f µ-f.ü.. Dann gilt∫
fn dµ ↑

∫
f dµ.

(vii) (Dominierte Konvergenz) Sei (fn)n∈N aus L1 mit limn→∞ fn = f µ-f.ü. für ein f ∈ A
und existiert g ∈ L1 mit supn∈N |fn| 6 g µ-f.ü., also supn∈N |fn| ∈ L1, dann gilt f ∈ L1,
limn→∞

∫
(|f − fn|) dµ = 0 und limn→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

(viii) Sei f eine (S,S )-wertige Zufallsvariable auf (Ω,A , µ), sei µf = µ ◦ f−1 das Bildmaß
von µ unter f auf (S,S ) und sei h ∈ S eine numerische Zufallsvariable auf (S,S ). Für
h > 0, also h ∈ S

+
, gilt

∫
(h(f)) dµ =

∫
h dµf . Weiterhin gilt h(f) ∈ L1(A , µ) genau

dann, wenn h ∈ L1(S , µf ).

(Ω,A ) (S,S )

(R,B)

f

h ∈ L1(µf )
h(f) ∈ L1(µ)
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(ix) Für p ∈ R+
\0 gilt f ∈ Lp genau dann, wenn |f |p ∈ L1 gilt. Für p = ∞ gilt µ

(
{|f | >

‖f‖L∞}
)

= 0.

(x) Sei µ ∈ Me und p, q ∈ R+

\0 mit p 6 q. Für f ∈ Lq gilt µ(Ω)1/q‖f‖Lp 6 µ(Ω)1/p‖f‖Lq

und somit Lq ⊆ Lp.

(xi) Sei p ∈ R+

\0. Für f ∈ A gilt ‖f‖Lp = 0 genau dann, wenn f = 0 µ-f.ü.. Für a ∈ R gilt
‖af‖Lp = |a|‖f‖Lp . Für X ∈ Lp gilt |f | < ∞ µ-f.ü.. Für g ∈ A mit f = g µ-f.ü. gilt
‖f‖Lp = ‖g‖Lp .

(xii) (Hölder Ungleichung) Seien f, g ∈ A und p, q ∈ [1,∞] mit 1
p

+ 1
q

= 1. Dann gilt:
‖fg‖L1 6 ‖f‖Lp‖g‖Lq .

(xiii) (Minkowski Ungleichung) Für f, g ∈ Lp mit p ∈ [1,∞] gilt ‖f+g‖Lp 6 ‖f‖Lp+‖g‖Lp .

(xiv) (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Für f, g ∈ L2 gilt |〈f, g〉L2| 6 ‖f‖L2‖g‖L2 .

3. Dichte

§02.10 Definition. Seien ν, µ ∈M(A ).
(a) Eine Funktion f ∈ A + heißt Dichte von ν bezüglich µ, wenn ν(A) =

∫
A
f dµ für jedes

A ∈ A gilt. Wir schreiben dann fµ:= ν und dν/dµ := dν
dµ

:= f.

(b) ν heißt absolut stetig bezüglich µ (kurz ν � µ), wenn für jedes A ∈ A mit µ(A) = 0
auch ν(A) = 0 gilt. Die Maße heißen äquivalent, falls ν � µ und µ � ν.

(c) Existieren Ωµ ,Ων ∈ A mit Ω = Ωµ

⊎
Ων und µ(Ων) = ν(Ωµ) = 0 so heißen ν und µ

singulär (kurz ν ⊥ µ).

§02.11 Eigenschaft.
(i) Es ist g ∈ L1(fµ) genau dann, wenn gf ∈ L1(µ). In diesem Fall gilt

∫
g d(fµ) =∫

(gf) dµ. (Klenke [2012], Satz 4.15, S. 93)

(ii) Sei ν ∈ Mσ. Sind f1 und f2 Dichten von ν bezüglich µ, so gilt f1 = f2 µ-f.ü.. Speziell ist
die Dichtefunktion dν/dµ eindeutig bis auf Gleicheit µ-f.ü..(Klenke [2012], Satz 7.29, S. 159)

(iii) (Zerlegungssatz von Lebesgue) Seien ν, µ ∈ Mσ(A ). Dann existieren νa, νs ∈ Mσ(A )

mit ν = νa + νs, wobei νa � µ und νs ⊥ µ. νa hat eine Dichte dνa/dµ ∈ A
+

bezüglich µ
mit dνa/dµ <∞ µ-f.ü.. (Klenke [2012], Satz 7.33, S. 160)

(iv) (Satz von Radon-Nikodym) Seien ν, µ ∈ Mσ(A ). Dann hat ν eine Dichte bezüglich µ
genau dann wenn ν � µ. In diesem Fall ist dν/dµ ∈ A

+
und dν/dµ <∞ µ-f.ü.. dν/dµ

heißt Radon-Nikodym-Dichte von ν bezüglich µ. (Klenke [2012], Korollar 7.34, S. 161)

(v) Seien ν, µ, µ̃ ∈ Me mit ν � µ � µ̃. Dann gilt dν
dµ̃

= dν
dµ

dµ
dµ̃
µ̃-f.ü.. Für f := dν

d(ν+µ)
gilt

dν
dµ

= f
1−f µ-f.ü..

§02.12 Bemerkung.
(a) Stetige Wahrscheinlichkeitsmaße auf (Rk,Bk) (vgl. Definition §01.04 (f)) sind somit ge-

rade die bezüglich des Lebesgue-Maßes λk absolutstetigen Wahrscheinlichkeitsmaße mit
entsprechender (Radon-Nikodym-) Dichte.
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(b) Bezeichnen wir mit µ das Zählmaß auf einer abzählbaren Menge Ω, so sind diskrete Wahr-
scheinlichkeitsmaße auf (Ω, 2Ω) (vgl. Definition §01.04 (e)) absolutstetig bezüglich µ und
ihre Zähldichte entspricht gerade der (Radon-Nikodym-) Dichte bezüglich µ. Ist Ω ⊆ R
und P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (R,B) mit Zähldichte p wie in Beispiel §01.06 (b),
dann ist P absolutstetig bezüglich des Zählmaßes µ auf Ω aufgefasst als Maß auf (R,B)
und p gerade die (Radon-Nikodym-) Dichte von P bezüglich µ.

§03 Bedingte Erwartung

1. Diskret- oder stetig-verteilte Zufallsvariablen

§03.01 Erinnerung. Sei (Ω,A ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Für B ∈ A mit P(B) > 0 heißt
P
(
A
∣∣B) = P(A∩B)

P(B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

§03.2 Eigenschaft.
(i) Sei (X,S) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit Werten in (X×S, 2X×S) und gemeinsa-

mer Zähldichte p(X,S) : X×S → [0, 1]. Für jedes s ∈ S mit strikt-positiver Randzähldichte
von S in s, also pS(s) > 0, ist die Abbildung

pX|S=s : X → [0, 1] mit x 7→ pX|S=s(x) :=
p(X,S)(x, s)

pS(s)
(03.1)

eine Zähldichte.

(ii) Sei (X,S) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte f(X,S) : Rn+m → R+.
Für jedes s ∈ Rm mit strikt-positiver Randdichte von S in s, also fS(s) > 0, ist

fX|S=s : Rn → R+ mit x 7→ fX|S=s(x) :=
f(X,S)(x, s)

fS(s)
(03.2)

eine Dichte.

§03.03 Bemerkung. Da die Mengen {s ∈ S : pS(s) = 0} bzw. {s ∈ Rm : fS(s) = 0} Nullmengen
bzgl. der Verteilung PS von S sind, sind die Abbildungen pX|S=s und fX|S=s nur außerhalb einer
PS-Nullmenge definiert. Wir können auf diesen Nullmengen beliebig Dichten, zum Beispiel
pX|S=s = pX und fX|S=s = fX , wählen.

§03.04 Definition.
(a) Sei (X,S) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit Werten in (X × S, 2X×S). Für jedes

s ∈ S mit strikt-positiver Randzähldichte von S in s heißt die Verteilung PX|S=s mit
Zähldichte pX|S=s in (03.1) bedingte Verteilung bzw. bedingte Zähldichte von X gege-

ben S = s. Für h ∈ L1(PX|S=s) wird EX|S=s(h) :=
∑

x∈X h(x)pX|S=s(x) bedingter
Erwartungswert von h(X) gegeben S = s genannt.

(b) Sei (X,S) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit Werten in Rn+m. Für jedes s ∈ Rm mit

strikt-positiver Randdichte von S in s heißt die Verteilung PX|S=s mit Dichte fX|S=s

in (03.2) bedingte Verteilung bzw. bedingte Dichte von X gegeben S = s. Für h ∈
L1(PX|S=s) wird EX|S=s(h) :=

∫
Rn h(x)fX|S=s(x)dx bedingter Erwartungswert von h(X)

gegeben S = s genannt.
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§03.05 Bemerkung. Betrachten wir den stetigen Fall (für den diskreten Fall folgen die Aussagen ana-
log). Da für h ∈ L1(PX) auch außerhalb einer PS-Nullmenge

∫
Rn |h(x)|f(X,S)(x, s)dx < ∞

gilt, ist für jedes s außerhalb einer PS-Nullmenge der bedingte Erwartungswert EX|S=s(h) von
h(X) gegeben S = s, wie auch zuvor die bedingte Dichte, definiert, und auf der Nullmenge
können wir diesen beliebig fortsetzen. Verschiedene Versionen (Festlegungen) unterscheiden
sich damit nur auf einer Nullmenge. Wir sehen später, dass wir eine Festlegung derart wählen
können, dass die Abbildung s 7→ ϕ(s) := EX|S=s(h) messbar ist. In diesem Fall gilt für alle
B ∈ Bm:

ES(1Bϕ) =

∫
Rm

1B(s)ϕ(s)fS(s)ds =

∫
Rm

1B(s)

∫
Rn
h(x)f(X,S)(x, s)dxds

= E(X,S)(1Bh)

Die Messbarkeit und die letzte Gleichheit sind der Ausgangspunkt für den folgenden allge-
meineren Zugang, der uns erlaubt, auch den diskreten sowie den stetigen Fall abzudecken. Die
folgenden Resultate und Eigenschaften lassen sich dann auf die bisher vorgestellten bedingten
Dichten, Verteilungen und Erwartungswerte übertragen.

§03.06 Beispiel.
(a) Sei X = |W1 −W2| und S = W1 + W2 der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Sum-

me der Augenzahlen von zwei unabhängigen fairen Würfeln (W1,W2). Dann ist (X,S)
diskret-verteilt mit Werten in J0, 5K × J2, 12K und bedingten Zähldichten von X gegeben
S = s:

s

pX|S=s(x) 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 pX(x)

x

0 1 0 1
3

0 1
5

0 1
5

0 1
3

0 1 6
36

1 0 1 0 1
2

0 1
3

0 1
2

0 1 0 10
36

2 0 0 2
3

0 2
5

0 2
5

0 2
3

0 0 8
36

3 0 0 0 1
2

0 1
3

0 1
2

0 0 0 6
36

4 0 0 0 0 2
5

0 2
5

0 0 0 0 4
36

5 0 0 0 0 0 1
3

0 0 0 0 0 2
36

pS(s) 1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

1

(b) Seien X und S Zufallsvektoren mit

Y :=

(
X
S

)
∼ N(µ,Σ) mit µ =

(
µX
µS

)
∈ Rm+k und Σ =

(
ΣX ΣXS

ΣSX ΣS

)
> 0,

also X ∼ N(µX ,ΣX), S ∼ N(µS ,ΣS) und Cov(X,S) = ΣXS = Σt
SX . Dann ist die bedingte

Verteilung von X gegeben S = s eine N(µX|S=s,ΣX|S=s)-Verteilung mit

µX|S=s := µX + ΣXSΣ−1
S (s− µS) ∈ Rm und ΣX|S=s := ΣX − ΣXSΣ−1

S ΣSX > 0.

Definitionsgemäß ist µX|S=s gerade der bedingte Erwartungswert von X gegeben S = s.
Zum Beweis der Aussage benutzen wir, dass für Σ > 0 gilt ΣX > 0, ΣS > 0 und E :=
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ΣX − ΣXSΣ−1
S ΣSX > 0 sowie mit F := ΣXSΣ−1

SS auch

Σ−1 =

(
E−1 −E−1F
−FE−1 Σ−1

S + F tE−1F

)
> 0.

Für die gemeinsame Dichte fN(µ,Σ)
von Y = (X t, St)t und die Randdichte fN(µS,ΣS)

von S
gilt mit y = (xt, st) und Normierungskonstante c

fN(µ,Σ)
(y)

fN(µS,ΣS)
(s)

= c exp
{
− 1

2
(y − µ)tΣ−1(y − µ) + 1

2
(s− µS)tΣ−1(s− µS)

}
= c exp

{
− 1

2
(x− (µX + F (s− µS)))tE−1(x− (µX + F (s− µS)))

}
.

Da µX|S=s = µX + F (s− µS) und ΣX|S=s = E folgt die Behauptung.

2. Positive numerische Zufallsvariablen

Seien im Folgenden stets (Ω,A ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E die Erwartung bzgl. P und
F ⊆ A eine Teil-σ-Algebra von A .

§03.07 Erinnerung. Wir schreiben kurz X ∈ A
+

, wenn X eine positive numerische Zufallsvariable
auf (Ω,A ), also X : Ω → R+

eine A -B
+

-messbare Abbildung, ist. Insbesondere, ist F
+ ⊆

A
+

und für Y ∈ F
+

somit E(Y ) definiert.

§03.08 Satz. Zu jedem X ∈ A
+

existiert ein Y ∈ F
+

mit E(1FY ) = E(1FX) für jedes F ∈ F ,
wobei Y bis auf Gleichheit P-f.ü. eindeutig ist.

§03.09 Beweis von Satz §03.08. In der Vorlesung.

§03.10 Definition. Für X ∈ A
+

heißt jede Abbildung Y : Ω→ R+
Festlegung (Version) des beding-

ten Erwartungswertes vonX gegeben F , symbolisch E
(
X
∣∣F) := Y , wenn sie die folgenden

zwei Bedingungen erfüllt:

(BE1) Y ist F -B
+

-messbar, also Y ∈ F
+

und

(BE2) E(1FY ) = E(1FX) für jedes F ∈ F .

Jede Abbildung E
(
•
∣∣F) : A

+ → F
+

mit X 7→ E
(
X
∣∣F) heißt Festlegung der bedingten

Erwartung bzgl. P gegeben F . Die von E
(
•
∣∣F) implizierte Abbildung P

(
•
∣∣F) : A → F

+

mit A 7→ P
(
A
∣∣F) := E

(
1A
∣∣F) wird Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben F

genannt. Mit (BE2) erfüllt jede Festlegung E(1FP
(
A
∣∣F)) =

∫
F
P
(
A
∣∣F)dP = P(F ∩ A) für

alle F ∈ F und A ∈ A .

§03.11 Bemerkung. Nach Satz §03.08 unterscheiden sich für jedes X ∈ A
+

Festlegungen des be-
dingten Erwartungswertes von X gegeben F nur auf einer P-Nullmenge. Diese Eigenschaft
überträgt sich im Allgemeinen nicht auf Festlegungen der bedingten Erwartung bzgl. P gege-
ben F , da wir zu jedem X ∈ A

+
eine Ausnahmemenge erhalten, und deren Vereinigung im

Allgemeinen keine Nullmenge mehr ist. Betrachten wir eine Festlegung P
(
•
∣∣F) der bedingten

Verteilung von P gegeben F , so ist eine wünschenswerte Eigenschaft, dass für jedes ω ∈ Ω die
entsprechende Abbildung P

(
•
∣∣F)(ω) : A → R+

mit A 7→ P
(
A
∣∣F)(ω) ein Wahrscheinlich-

keitsmaß auf (Ω,A ) ist. Diese Eigenschaft formalisieren wir in den nächsten Definitionen.
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§03.12 Definition. Seien (Ω1,A1) und (Ω2,A2) messbare Räume. Eine Abbildung κ : Ω1×A2 → R+

heißt Markovkern von (Ω1,A1) nach (Ω2,A2), falls sie die folgenden zwei Bedingungen erfüllt:

(MK1) für alle ω1 ∈ Ω1 ist A2 7→ κ(ω1, A2) ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω2,A2), kurz
κ(ω1, •) ∈ W(A2) ;

(MK2) für alle A2 ∈ A2 ist ω1 7→ κ(ω1, A2) eine A1-B-messbare Abbildung, kurz
κ(•, A2) ∈ A +

1 .

§03.13 Schreibweise. Betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω1,A1,P), einen messbaren
Raum (Ω2,A2) und einen Markovkern κ von (Ω1,A1) nach (Ω2,A2). Dann existiert ein ein-
deutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaß κ� P auf (Ω2 × Ω1,A2 ⊗A1) mit

[κ� P](A2 × A1) =

∫
A1

κ(ω1, A2)P(dω1), für alle A1 ∈ A1, A2 ∈ A2

(Klenke [2012], Korollar 14.23, S. 289). Ist f ∈ A2 ⊗A1
+

oder f ∈ L1(κ� P) dann gilt∫
Ω2×Ω1

fd[κ� P] =

∫
Ω1

∫
Ω2

f(ω1, ω2)κ(ω1, dω2)P(dω1)

(Klenke [2012], Satz 14.29, S. 290). Weiterhin bezeichnen wir mit κP die durch κ � P auf
(Ω2,A2) induzierte Randverteilung, also [κP](A2) =

∫
Ω1
κ(ω1, A2)P(dω1) für alleA2 ∈ A2.

§03.14 Definition.

(a) P
(
•
∣∣F) heißt reguläre Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben F , wenn

die Abbildung (ω,A) 7→ P
(
A
∣∣F)(ω) die Eigenschaften (MK1) und (MK2) erfüllt, also

P
(
•
∣∣F) ein Markovkern von (Ω,F ) nach (Ω,A ) ist.

(b) E
(
•
∣∣F) heißt reguläre Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F , wenn die

implizierte Festlegung P
(
•
∣∣F) der bedingten Verteilung von P gegeben F regulär ist,

und für jedes ω ∈ Ω die Abbildung X 7→ E
(
X
∣∣F)(ω) die Erwartung bzgl. P

(
•
∣∣F)(ω)

ist.

§03.15 Satz.
(i) Zu jeder regulären Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben F existiert eine sie

implizierende reguläre Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F .

(ii) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (Rk,Bk) und Teil-σ-Algebra F ⊆ Bk von Bk

existiert eine reguläre Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben F .

§03.16 Beweis von Satz §03.15. (i) unter Verwendung der Beweisstrategie durch Approximation mit
einfachen Zufallsvariablen, (ii) Klenke [2012] Satz 8.36, S. 189

§03.17 Bemerkung. Bevor wir Eigenschaften der bedingten Erwartung festhalten, werden wir in ein-
fachen Situationen konstruktiv Versionen der bedingten Erwartung bzw. Verteilung bestimmen.
Dabei zeigt sich, dass auch eine reguläre Festlegung der bedingten Verteilung nicht eindeutig
ist, aber in vielen für uns interessanten Situation bis auf P-f.ü. Gleichheit eindeutig bestimmt
ist.
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Einfache Bedingungen

Wir betrachten zunächst eine Teil-σ-Algebra F von A , die nur von einer einzelnen meßbaren
Menge erzeugt ist, dass heißt, F = σ({B}) mit B ∈ A .

§03.18 Erinnerung. Sei (Ω,A ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zu P existiert nach Definition §01.19
eine eindeutig bestimmte Erwartung E : A

+ → R+
, die (a) linear und (b) σ-stetig ist mit (c)

E(1A) = P(A) für alle A ∈ A .

§03.19 Bedingte Erwartung. Sei B ∈ A mit P(B) > 0. Dann ist

P
(
•
∣∣B) : A → [0, 1] mit A 7→ P

(
A
∣∣B) =

P(A ∩B)

P(B)

ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,A ). Entsprechend existiert zu P
(
•
∣∣B) eine eindeutig be-

stimmte Erwartung, die wir mit EB bezeichnen. Mit (c) erfüllt diese

∀A ∈ A : EB(1A) = P
(
A
∣∣B) =

P(A ∩B)

P(B)
=
E(1A1B)

P(B)
.

Da für jedes X ∈ A
+

weiterhin gilt X1B ∈ A
+

erfüllt die Erwartung EB auch

∀X ∈ A
+

: EB(X) =
E(X1B)

P(B)
.

Falls fürBc = Ω\B ∈ A auch P(Bc) > 0 gilt, so können wir analog das Wahrscheinlichkeits-
maß P

(
•
∣∣Bc
)

auf (Ω,A ) und die entsprechende Erwartung EBc bzgl. P
(
•
∣∣Bc
)

betrachten.
Für jedes X ∈ A

+
ist dann

E
(
X
∣∣F) : Ω→ R+

mit ω 7→ E
(
X
∣∣F)(ω) := EB(X)1B(ω) + EBc(X)1Bc(ω)

messbar bzgl. der Teil-σ-Algebra F := σ({B})= {∅, B,Bc,Ω} ⊆ A , also eine einfache
numerische Zufallsvariable auf (Ω,F ), kurz E

(
X
∣∣F) ∈ F

+
. Für jedes ω ∈ Ω ist entwe-

der ω ∈ B oder ω ∈ Bc, und somit E
(
X
∣∣B):= E

(
X
∣∣F)(ω) = EB(X) oder E

(
X
∣∣Bc
)
:=

E
(
X
∣∣F)(ω) = EBc(X), so dass gilt

E
(
•
∣∣F) : A

+ → F
+

mit X 7→ E
(
X
∣∣F) = E

(
X
∣∣B)1B + E

(
X
∣∣Bc
)
1Bc . (03.3)

Wir halten fest, dass gegeben B, also ω ∈ B, gilt E
(
•
∣∣B) = E

(
•
∣∣F)(ω). Für jedes X ∈ A

+

gilt insbesondere (einfaches nachrechnen!)

∀F ∈ F : E(1FE
(
X
∣∣F)) = E(1FX). (03.4)

Damit erfüllt die Abbildung E
(
•
∣∣F) in (03.3) die Bedingungen (BE1) sowie (BE2), und sie ist

somit eine Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F .

§03.20 Reguläre Festlegung. Wir halten weiterhin fest, dass die von der Festlegung E
(
•
∣∣F) in (03.3)

implizierte Festlegung der bedingten Verteilung

P
(
•
∣∣F) : A → F + mit A 7→ P

(
A
∣∣F) := E

(
1A
∣∣F)
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ein Markovkern von (Ω,F ) nach (Ω,A ) ist. In der Tat erfüllt die Abbildung Ω×A → R+ mit

(ω,A) 7→ P
(
A
∣∣F)(ω) = P

(
A
∣∣B)1B(ω) + P

(
A
∣∣Bc
)
1Bc(ω),

die Bedingungen (MK1) und (MK2). Betrachte (MK1). Für ω ∈ Ω ist entweder ω ∈ B oder
ω ∈ Bc, und somit P

(
•
∣∣F)(ω) = P

(
•
∣∣B) oder P

(
•
∣∣F)(ω) = P

(
•
∣∣Bc
)
. In beiden

Fällen ist P
(
•
∣∣F)(ω) ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,A ), also P

(
•
∣∣F)(ω) ∈ W(A ).

Wir halten fest, dass gegeben B, also ω ∈ B, gilt P
(
•
∣∣B) = P

(
•
∣∣F)(ω). Andererseits,

gilt (MK2). Da für jedes A ∈ A nach Konstruktion die Zufallsvariable P
(
A
∣∣F) = E

(
1A
∣∣F)

die Bedingung (BE1) erfüllt, die Abbildung P
(
A
∣∣F) : Ω → [0, 1] mit ω 7→ P

(
A
∣∣F)(ω) also

F -messbar ist. Folglich ist die Festlegung P
(
•
∣∣F) der bedingten Verteilung von P gegeben

F regulär. Andererseits ist per Konstruktion für jedes ω ∈ Ω die Abbildung E
(
•
∣∣F)(ω) die

Erwartung bzgl. P
(
•
∣∣F)(ω), so dass auch die Festlegung E

(
•
∣∣F) in (03.3) regulär ist.

§03.21 Bedingte Verteilung gegeben eine Nullmenge B. Für B ∈ A mit P(B) = 0 ist bisher
P
(
•
∣∣B) und damit auch E

(
•
∣∣F) sowie P

(
•
∣∣F) nicht definiert. Wir vereinbaren im Folgenden

P
(
•
∣∣B) := P und somit E

(
•
∣∣B) = E. Die Abbildung (03.3) wird dann zu

E
(
•
∣∣F) : A

+ → F
+

mit X 7→ E
(
X
∣∣F) := E(X)1B + E

(
X
∣∣Bc
)
1Bc (03.5)

und erfüllt für alle X ∈ A
+

weiterhin die Bedingungen (BE1) und (BE2), also E
(
X
∣∣F) ∈ F

+

sowieE(1FE
(
X
∣∣F)) = E(1FX) für alle F ∈ F . Damit istE

(
•
∣∣F) in (03.5) eine Festlegung

der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F . Außerdem sind (MK1) und (MK2) immer noch von

P
(
•
∣∣F) : A → F

+
mit A 7→ P(A)1B + P

(
A
∣∣Bc
)
1Bc (03.6)

erfüllt. Damit ist P
(
•
∣∣F) weiterhin eine reguläre Festlegung der bedingten Verteilung von P

gegeben F . Per Konstruktion ist für jedes ω ∈ Ω die Abbildung E
(
•
∣∣F)(ω) die Erwartung

bzgl. P
(
•
∣∣F)(ω), so dass auch die Festlegung E

(
•
∣∣F) in (03.5) regulär ist.

§03.22 Anmerkung. Alle bisher getroffenen Aussagen für E
(
•
∣∣F) und P

(
•
∣∣F) gelten damit für

beliebige Teil-σ-Algebren von A der Form F = σ({B}) mit B ∈ A . Offensichtlich ist in
der Situation P(B) = 0 die Wahl P

(
•
∣∣B) = P willkürlich. Die Aussagen gelten genauso,

wenn wir P
(
•
∣∣B) = P̃ für ein beliebiges P̃ ∈ W(A ) und mit der Erwartung Ẽ bzgl. P̃ auch

E
(
•
∣∣B) = Ẽ setzen. Es ist wichtig zu bemerken, dass in der Situation P(B) = 0 eine andere

Wahl E
(
•
∣∣F) und P

(
•
∣∣F) nur auf der Nullmenge B bzgl. P ändert, also E

(
•
∣∣F) und

P
(
•
∣∣F) bis auf P-f.s. Gleichheit eindeutig sind.

§03.23 Skizze. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1),B[0,1),U[0,1)). Die nächsten Graphiken
stellen eine positive numerische Zufallsvariable X : [0, 1) → R sowie für F = σ({B}) mit
B = [0, 0.5) und Bc = [0.5, 1) die vorgestellte reguläre Festlegung des bedingten Erwartungs-
wertes von X gegeben F dar.
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0 0.5 1
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R
X

0 0.5 1

E(X|Bc)

E(1BcX)

Ω = [0, 1)

R
X
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Ω = [0, 1)

R

X
E(X|σ({B}))

Abzählbare Bedingungen

Wir betrachten nun eine Teil-σ-Algebra F von A , die von einer abzählbaren und messbaren
Partition {Bi, i ∈ I} von Ω erzeugt ist, dass heißt F = σ({Bi, i ∈ I}).

§03.24 Bedingte Erwartung. Für eine abzählbare und messbare Partition {Bi, i ∈ I} von Ω, wobei
wir wie bisher P

(
•
∣∣Bi

)
= P für P(Bi) = 0 setzen, sei für jedes i ∈ I weiterhin E

(
•
∣∣Bi

)
die

Erwartung bzgl. P
(
•
∣∣Bi

)
. Für F = σ({Bi, i ∈ I}) erfüllt dann die Abbildung

E
(
•
∣∣F) : A

+ → F
+

mit X 7→ E
(
X
∣∣F) :=

∑
i∈I

E
(
X
∣∣Bi

)
1Bi (03.7)

die Bedingungen (BE1) und (BE2). Betrachte (BE1). Für X ∈ A
+

gilt E
(
X
∣∣F) ∈ F

+
. Da

f : Ω → I mit ω 7→ f(ω) = i ⇔ ω ∈ Bi und g : I → R+
mit i 7→ E

(
X
∣∣Bi

)
F -2I- bzw.

2I-B
+

-messbare Abbildungen sind, ist E
(
X
∣∣F) = g ◦ f eine F -B

+
-messbare Abbildung,

also E
(
X
∣∣F) ∈ F

+
. Andererseits, ist F ∈ F , so existiert J ⊆ I mit F =

⊎
j∈J Bj und
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(BE2) gilt, da

E(1FE
(
X
∣∣F)) =

∑
j∈J

E(1BjE
(
X
∣∣F)) =

∑
j∈J

E(1BjE
(
X
∣∣Bj

)
)

=
∑
j∈J

P(Bj)E
(
X
∣∣Bj

)
=
∑
j∈J

E(1BjX) = E(1FX).

Damit erfüllt die Abbildung E
(
•
∣∣F) in (03.7) die Bedingungen (BE1) sowie (BE2), und sie ist

somit eine Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F . Wir halten weiterhin fest,
dass die von der Festlegung E

(
•
∣∣F) in (03.7) implizierte Festlegung der bedingten Verteilung

P
(
•
∣∣F) : A → F + mit A 7→ P

(
A
∣∣F) := E

(
1A
∣∣F) =

∑
i∈I

P
(
A
∣∣Bi

)
1Bi (03.8)

ein Markovkern von (Ω,F ) nach (Ω,A ) ist. In der Tat erfüllt die Abbildung Ω×A → R+ mit

(ω,A) 7→ P
(
A
∣∣F)(ω) =

∑
i∈I

P
(
A
∣∣Bi

)
1Bi(ω),

die Bedingungen (MK1) und (MK2). Betrachte (MK1). Da für jedes ω ∈ Ω genau ein i ∈ I mit
ω ∈ Bi existiert, ist nach Konstruktion P

(
•
∣∣F)(ω) = P

(
•
∣∣Bi

)
ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf

(Ω,A ). Andererseits erfüllt für jedesA ∈ A nach Konstruktion die Zufallsvariable P
(
A
∣∣F) =

E
(
1A
∣∣F) die Bedingung (BE1), die Abbildung P

(
A
∣∣F) : Ω → R+ mit ω 7→ P

(
A
∣∣F)(ω)

ist also F -messbar. Folglich ist die Festlegung P
(
•
∣∣F) in (03.8) der bedingten Verteilung

von P gegeben F regulär. Andererseits ist per Konstruktion für jedes ω ∈ Ω die Abbildung
E
(
•
∣∣F)(ω) die Erwartung bzgl. P

(
•
∣∣F)(ω), so dass auch die Festlegung E

(
•
∣∣F) in (03.7)

regulär ist.

§03.25 Skizze. Betrachte wie in §03.23 den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1),B[0,1),U[0,1)). Die näch-
sten Graphiken stellen die vorgestellte reguläre Festlegung des bedingten Erwartungswertes von
X gegeben F = σ({B(j)

i }), j ∈ {1, 2}, für die zwei Partitionen B(1)
i := [ i−1

4
, i

4
) ,i ∈ J1, 4K

und B(2)
i := [ i−1

8
, i

8
), i ∈ J1, 8K von [0, 1) dar.

0 0.5 10.25 0.75

Ω

X

E(X|σ({B(1)
i }))

0 0.5 10.25 0.75

Ω

X

E(X|σ({B(2)
i }))
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Induzierte bedingte Verteilung

§03.26 Erinnerung. Ist X eine Zufallsvariable auf (Ω,A ,P) mit Werten in einem messbaren Raum
(X ,X ), so heißt PX = P ◦ X−1 = P(X−1(•)) die von P auf (X ,X ) induzierte Verteilung.

§03.27 Definition. Sei X eine Zufallsvariable auf (Ω,A ,P) mit Werten in einem messbaren Raum
(X ,X ) und F ⊆ A eine Teil-σ-Algebra.
(a) Zu jeder Festlegung P

(
•
∣∣F) der bedingten Verteilung von P gegeben F , heißt die von

X induzierte Abbildung PX|F : X → F
+

mit B 7→ PX|F (B) := P
(
X−1(B)

∣∣F)
Festlegung der bedingten Verteilung vonX gegeben F , wobei für alle F ∈ F undB ∈X
somit E(1X−1(B)1F ) = E(PX|F (B)1F ) gilt. Ist weiterhin

(ω,B) 7→ PX|F (B)(ω)

ein Markovkern von (Ω,F ) nach (X ,X ), so wird diese Festlegung regulär genannt.

(b) Zu jeder Festlegung E
(
•
∣∣F) der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F , heißt EX|F (h)

:= E
(
h(X)

∣∣F) für h ∈X
+

Festlegung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gege-

ben F und die von X induzierte Abbildung EX|F : X
+ → F

+
mit h 7→ EX|F (h) Fest-

legung der bedingten Erwartung von X gegeben F , wobei für alle F ∈ F und h ∈ X
+

gilt E(h(X)1F ) = E(E
(
h(X)

∣∣F)1F ) = E(EX|F (h)1F ). Die Festlegung EX|F heißt re-
gulär, falls die induzierte Festlegung PX|F regulär ist, und für jedes ω ∈ Ω, EX|F (•)(ω)
die Erwartung bzgl. PX|F (•)(ω) ist.

§03.28 Bemerkung. PX|F erfüllt definitionsgemäß die Bedingung (MK2). Sei zusätzlich die Festle-
gung P

(
•
∣∣F) regulär, so dass (MK1) erfüllt ist, also für alle ω ∈ Ω die Abbildung

A 7→ P
(
A
∣∣F)(ω)

ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist, kurz P
(
•
∣∣F)(ω) ∈ W(A ). Damit ist auch PX|F (•)(ω) =

P
(
X−1(•)

∣∣F)(ω) ∈ W(X ) für jedes ω ∈ Ω. Die Festlegung PX|F erfüllt also auch (MK1). Sie
ist somit ein Markovkern, also regulär. Für eine reguläre Festlegung E

(
•
∣∣F) ist definitionsge-

mäß die induzierte Festlegung P
(
•
∣∣F) und somit auch PX|F regulär. Für jedes ω ∈ Ω ist nach

dem Transformationssatz (Eigenschaft §01.23 (viii)) die induzierte Festlegung EX|F (•)(ω) ge-
rade die Erwartung bzgl. PX|F (•)(ω).

Bedingte Erwartung gegeben eine Zufallsvariable

§03.29 Erinnerung. Sei F = σ(S) für eine Zufallsvariable S auf (Ω,A ,P) mit Werten in einem
messbaren Raum (S,S ). Wir bezeichnen wie bisher mit PS das Bildmaß und mit ES die ent-
sprechende Erwartung. Ist Y eine σ(S)-messbare, positive numerische Zufallsvariable, also
Y ∈ σ(S)

+
, so existiert nach Eigenschaft §01.15 (iv) ein ϕ ∈ S

+
mit Y = ϕ(S), also

Y (ω) = ϕ(S(ω)), ω ∈ Ω. Die Abbildung ϕ ist durch Y nur auf S(Ω) eindeutig festgelegt,
für s 6∈ S(Ω) kann sie beliebig (messbar) fortgesetzt werden.

§03.30 Definition. Für S : (Ω,A ) → (S,S ) sei E
(
X
∣∣σ(S)

)
∈ σ(S)

+
eine Festlegung des be-

dingten Erwartungswertes von X ∈ A
+

gegeben σ(S) und ϕ ∈ S
+

wie in §03.29, also
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E
(
X
∣∣σ(S)

)
(ω) = ϕ(S(ω)), ω ∈ Ω. E

(
X
∣∣S) := ϕ und E

(
X
∣∣S = s

)
:= ϕ(s) für s ∈ S,

heißen Festlegung des bedingten Erwartungswertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s.
Jede Abbildung E

(
•
∣∣S) : A

+ → S
+

mit X 7→ E
(
X
∣∣S) heißt Festlegung der bedingten

Erwartung bzgl. P gegeben S. Die von E
(
•
∣∣S) implizierte Abbildung P

(
•
∣∣S) : A → S

+

mit A 7→ P
(
A
∣∣S) := E

(
1A
∣∣S) sowie P

(
•
∣∣S = s

)
: A → R+ mit A 7→ P

(
A
∣∣S = s

)
:=

E
(
1A
∣∣S = s

)
wird Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben S bzw. gegeben S = s

genannt. Mit (BE2) gilt ES(1BP
(
A
∣∣S)) =

∫
B
P
(
A
∣∣S)dPS = P(S−1(B) ∩ A) für alle B ∈ S

undA ∈ A . Die Festlegung P
(
•
∣∣S) heißt regulär, falls (s, A) 7→ P

(
A
∣∣S = s

)
ein Markovkern

von (S,S ) nach (Ω,A ) ist. Analog wird die Festlegung E
(
•
∣∣S) regulär genannt, wenn die

implizierte Festlegung P
(
•
∣∣S) regulär ist, und für jedes s ∈ S, E

(
•
∣∣S = s

)
die Erwartung

bzgl. P
(
•
∣∣S = s

)
ist.

§03.31 Bemerkung. P
(
•
∣∣S) erfüllt definitionsgemäß die Bedingung (MK2). Sei zusätzlich die Fest-

legung P
(
•
∣∣σ(S)

)
regulär, so dass auch (MK1) erfüllt ist, also für alle ω ∈ Ω die Abbildung

A 7→ P
(
A
∣∣σ(S)

)
(ω) = P

(
A
∣∣S = S(ω)

)
ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist, kurz P

(
•
∣∣S = S(ω)

)
∈ W(A ). Damit gilt P

(
•
∣∣S = s

)
∈

W(A ) für jedes s ∈ S(Ω). Für jedes surjektive S erfüllt die Festlegung P
(
•
∣∣S) also auch

(MK1). Sie ist somit ein Markovkern, also regulär. Ist S nicht surjektiv, aber S(Ω) ∈ S ,
so ist zum Beispiel die Festlegung P

(
•
∣∣S)1S(Ω) + PX1S\S(Ω) ein Markovkern. Analog, ist

die Festlegung E
(
•
∣∣σ(S)

)
regulär, also P

(
•
∣∣σ(S)

)
ist regulär und für jedes ω ∈ Ω ist

E
(
•
∣∣σ(S)

)
(ω) = E

(
•
∣∣S = S(ω)

)
die Erwartung bzgl. P

(
A
∣∣σ(S)

)
(ω) = P

(
A
∣∣S = S(ω)

)
.

Ist S surjektiv, so ist auch E
(
•
∣∣S) regulär, falls S(Ω) = S gilt. Ist S nicht surjektiv, aber

S(Ω) ∈ S , so ist die Festlegung E
(
•
∣∣S)1S(Ω) + E(•)1S\S(Ω) regulär. Andererseits, ist die

Festlegung P
(
•
∣∣S) regulär, also ein Markovkern von (S,S ) nach (Ω,A ), dann ist auch

(ω,A) 7→ P
(
A
∣∣S = S(ω)

)
=: P

(
A
∣∣σ(S)

)
(ω) eine reguläre Festlegung der bedingten Ver-

teilung von P gegeben σ(S), also ein Markovkern (Ω, σ(S)) nach (Ω,A ). Offensicthlich gilt
(MK2), da die Hintereinanderausführung messbarer Abbildungen messbar ist. Weiterhin gilt für
alle ω ∈ Ω auch P

(
A
∣∣S = S(ω)

)
∈ W(X ), also (MK1).

§03.32 Beispiel. Sei nun S : (Ω,A )→ ({0, 1}, 2{0,1}) eine einfache Zufallsvariable, also {S = 1} =
S−1({1}) ∈ A und σ(S) = σ({S−1({1})}) =: F . Eine Festlegung der bedingten Erwartung
bzgl. P gegeben σ(S) ist somit

E
(
•
∣∣σ(S)

)
: A

+ → σ(S)
+

mit

X 7→ E
(
X
∣∣σ(S)

)
= E

(
X
∣∣S−1({1})

)
1S−1({1}) + E

(
X
∣∣S−1({0})

)
1S−1({0}) = ϕ(S)

und ϕ ∈ 2{0,1}
+

mit

s 7→ ϕ(s) = E
(
X
∣∣S−1({1})

)
1{1}(s) + E

(
X
∣∣S−1({0})

)
1{0}(s).

Damit ist E
(
•
∣∣S) = E

(
•
∣∣S−1({1})

)
1{1} + E

(
•
∣∣S−1({0})

)
1{0} und E

(
•
∣∣S = s

)
=

E
(
•
∣∣S−1({1})

)
1{1}(s) + E

(
•
∣∣S−1({0})

)
1{0}(s), s ∈ {0, 1} eine Festlegung des bedingten

Erwartungswertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s. Wir halten fest, dass insbesondere
E
(
•
∣∣S = 1

)
= E

(
•
∣∣S−1({1})

)
und E

(
•
∣∣S = 0

)
= E

(
•
∣∣S−1({0})

)
gilt.
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Induzierte bedingte Verteilung gegeben eine Zufallsvariable

§03.33 Erinnerung. Sei (X,S) eine Zufallsvariable auf (Ω,A ,P) mit Werten in dem Produktraum
X ×S versehen mit der Produkt-σ-Algebra X ⊗S . Wir bezeichnen mit P(X,S) die von (X,S)
auf (X × S,X ⊗S ) induzierte gemeinsame Verteilung. Seien wie bisher ΠX : X × S → X
und ΠS : X × S → S mit (x, s) 7→ ΠX (x, s) := x bzw. (x, s) 7→ ΠS(x, s) := s die
entsprechenden Koordinatenabbildungen. Für die Randverteilungen von X und S gilt dann
PX = P ◦ X−1 = P ◦ (ΠX (X,S))−1 = P(X,S) ◦ Π−1

X bzw. PS = P(X,S) ◦ Π−1
S . Die Stati-

stiken ΠX und ΠS sind offensichtlich surjektiv. Unser Ziel ist eine bedingte Verteilung von X
gegeben S einzuführen unter Verwendung von Definition §03.27 und Definition §03.30. Geben
wir uns eine Festlegung P

(
•
∣∣σ(S)

)
vor, so impliziert diese mit Definition §03.27 eine Fest-

legung PX|σ(S) mit Werten in σ(S)
+

, welche weiterhin mit Definition §03.30 eine Festlegung
PX|S mit Werten in S

+
impliziert. Ist die Festlegung P

(
•
∣∣σ(S)

)
regulär, so auch PX|σ(S), aber

wie wir in Bemerkung §03.31 gesehen haben, ist im Allgemeinen PX|S nicht regulär. Ande-
rerseits, können wir uns eine Festlegung P(X,Y )

(
•
∣∣σ(ΠS)

)
vorgeben, so impliziert diese mit

Definition §03.27 eine Festlegung PX|σ(ΠS) mit Werten in σ(ΠS)
+

, welche weiterhin mit De-
finition §03.30 eine Festlegung PX|S mit Werten in S

+
impliziert. Da ΠS surjektiv ist, folgt

die Regularität der Festlegung PX|S , falls wir mit einer regulären Festlegung P(X,Y )
(
•
∣∣σ(ΠS)

)
angefangen haben.

§03.34 Definition. Sei P(X,S) die gemeinsame Verteilung von (X,S) auf (X × S,X ⊗S ).
(a) Zu jeder Festlegung P(X,S)

(
•
∣∣σ(ΠS)

)
auf (X ×S,X ⊗S ) der bedingten Verteilung von

P(X,S) gegeben σ(ΠS), heißt die Abbildung

PX|S : X → S
+

mit B 7→ PX|S(B) := ϕ und

PX|σ(ΠS)(B) = P(X,S)
(
Π−1
X (B)

∣∣σ(ΠS)
)

= ϕ(ΠS)

und PX|S=s = ϕ(s) Festlegung der bedingten Verteilung von X gegeben S bzw. gegeben
S = s. Ist weiterhin (s, B) 7→ PX|S=s(B) ein Markovkern von (S,S ) nach (X ,X ),
so wird diese Festlegung regulär genannt, wobei dann auf Grund der Definition §03.10
(BE2) PX|S � PS = P(X,S) gilt (vgl. Schreibweise §03.13). Besitzt in diesem Fall für ein
s ∈ S die Verteilung PX|S=s ein endliches erstes absolutes Moment, so schreiben wir auch
EX|S=s(X) := EX|S=s(idX ) =

∫
X xP

X|S=s(dx).

(b) Zu jeder Festlegung E(X,S)
(
•
∣∣σ(ΠS)

)
der bedingten Erwartung bzgl. P(X,S) gegeben

σ(ΠS), heißt die Abbildung

EX|S : X
+ → S

+
mit h 7→ EX|S(h) := ϕ und

EX|σ(ΠS)(h) = E(X,Y )
(
h(ΠX )

∣∣σ(ΠS)
)

= ϕ(ΠS)

und EX|S=s(h) = ϕ(s) Festlegung der bedingten Erwartung von X gegeben S bzw. Fest-
legung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S = s. Die Festlegung EX|S
heißt regulär, falls die induzierte Festlegung PX|S regulär ist, und für jedes s ∈ S , EX|S=s

die Erwartung bzgl. PX|S=s ist.
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§03.35 Bemerkung. Die in der Definition §03.04 (a) und (b) eingeführten Begriffe können wir nun
in den allgemeineren Ansatz einbetten. Dazu sei (X,S) eine Zufallsvariable mit gemeinsamer
Verteilung P(X,S) auf (X × S,X ⊗S ).
(a) Seien X ×S abzählbar, also (X,S) diskret-verteilt, und EX|S eine reguläre Festlegung der

bedingten Erwartung von X gegeben S. Für jedes s ∈ S heißt die Zähldichte pX|S=s

: X → R+ der entsprechenden regulären Festlegung PX|S=s Festlegung der bedingten
Zähldichte von X gegeben S = s. Für jedes h ∈ 2X

+
erfüllt die Festlegung des bedingten

Erwartungswertes von h(X) gegeben S = s dann EX|S=s(h) =
∑

x∈X h(x)pX|S=s(x).
Andererseits, ist eine reguläre Festlegung PX|S gegeben, indem für s ∈ S das Wahrschein-
lichkeitsmaß PX|S=s im Fall pS(s) > 0 mit Hilfe der Zähldichte pX|S=s wie in (03.1)
und im Fall pS(s) = 0 zum Beispiel mit Hilfe der Randzähldichte pX definiert wird.
Dann ist (s, B) 7→ PX|S=s(B) ein Markovkern von (S, 2S) nach (X , 2X ), der (BE1), also
PX|S(B) ∈ 2S

+
, als auch die Bedingung (BE2) erfüllt. In der Tat, für jedes B ∈ 2X und

jedes F ∈ 2S gilt

P(X,S)(1B(X)1F (S)) =
∑
s∈S

1F (s)
∑
x∈X

1B(x)p(X,S)(x, s)

=
∑
s∈S

1F (s)pS(s)PX|S=s(B) = ES(PX|S(B)1F (S)).

Die reguläre Festlegung EX|S bzgl. PX|S , also für jedes s ∈ S ist EX|S=s die Erwartung
bzgl. PX|S=s, erfüllt für alle s ∈ S und h ∈ 2X

+
geradeEX|S=s(h) =

∑
x∈X h(x)pX|S=s(x),

falls pS(s) > 0, und EX|S=s(h) = E(h(X)), falls pS(s) = 0. Wir halten fest, dass für je-
des s ∈ S die gewählte Abbildung pX|S(x) : s 7→ pX|S=s(x) = p(X,S)(x,s)

pS(s)
1{pS(s)>0} +

pX(x)1{pS(s)=0} in 2S
+

ist. Die Festlegung pX|S : X → 2S
+

mit x 7→ pX|S(x) bezeich-
nen wir als reguläre Festlegung der bedingten Zähldichte von X gegeben S.

(b) Seien (X,S) stetig-verteilt mit Werten in (Rn+m,Bn+m), und EX|S eine reguläre Fest-
legung der bedingten Erwartung von X gegeben S. Ist für s ∈ Rm die entsprechende
reguläre Festlegung PX|S=s stetig mit Dichte fX|S=s : Rn → R+

, so wird fX|S=s Festle-

gung der bedingten Dichte von X gegeben S = s genannt. Für jedes h ∈ Bn
+

erfüllt die
Festlegung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S = s dann EX|S=s(h) =∫
Rn h(x)fX|S=s(x)dx. Andererseits, ist eine reguläre Festlegung PX|S gegeben, indem für
s ∈ S das Wahrscheinlichkeitsmaß PX|S=s im Fall fS(s) > 0 mit Hilfe der Dichte fX|S=s

wie in (03.2) und im Fall fS(s) = 0 zum Beispiel der Randdichte fX definiert ist. Dann
ist (s, B) 7→ PX|S=s(B) ein Markovkern von (Rm,Bm) nach (Rn,Bn), der die Bedin-
gung (BE1) erfüllt, da für jedes B ∈ Bn mit Fubini s 7→

∫
Rn 1B(x)f(X,S)(x, s)dx in Bm

+

und somit auch s 7→ PX|S=s(B) =
∫
Rn 1B(x)fX|S=s(x)dx1{fS(s)>0} + PX(B)1{fS(s)=0} in

Bm
+

gilt, als auch die Bedingung (BE2) erfüllt. In der Tat, für jedes B ∈ Bn und jedes
F ∈ Bm gilt

P(X,S)(1B(X)1F (S)) =

∫
Rm

1F (s)

∫
Rn

1B(x)f(X,S)(x, s)dxds

=

∫
Rm

1F (s)fS(s)PX|S=s(B)ds = ES(PX|S(B)1F (S)).
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Die reguläre Festlegung EX|S bzgl. PX|S , also für jedes s ∈ Rm ist EX|S=s die Erwar-
tung bzgl. PX|S=s, erfüllt für alle s ∈ Rm und h ∈ Bn

+
gerade EX|S=s(h) = E(h(X)),

falls fS(s) = 0, und EX|S=s(h) =
∫
Rn h(x)fX|S=s(x)dx, falls fS(s) > 0. Wir halten wei-

terhin fest, dass für jedes x ∈ Rn die gewählte Abbildung fX|S(x) : s 7→ fX|S=s(x) =
f(X,S)(x,s)

fS(s)
1{fS(s)>0} + fX(x)1{fS(s)=0} in Bm

+
ist. Die Festlegung fX|S : Rn → Bm

+

mit x 7→ fX|S(x) bezeichnen wir als eine reguläre Festlegung der bedingten Dichte von X
gegeben S.

3. Integrierbare Zufallsvariablen

§03.36 Erinnerung. Sei weiterhin (Ω,A ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F ⊆ A eine Teil-σ-
Algebra und X ∈ A eine numerische Zufallsvariable. Mit Hilfe der Zerlegung X = X+−X−
mit X+, X− ∈ A

+
haben wir in Definition §01.21 (b) für X mit E(|X|) < ∞ also E(X+) <

∞ und E(X−) < ∞ den Erwartungswert E(X) := E(X+) − E(X−) definiert. Im Folgenden
sei L1(A ,P) := {X ∈ A : E(|X|) <∞} und zu P bezeichneE : L1(A ,P)→ R die eindeu-
tig bestimmte Erwartung. Da auch F ⊆ A ist L1(F ,P) ⊆ L1(A ,P). Sei X ∈ L1(A ,P),
dann gilt E(X+) < ∞ und für jede Festlegung E

(
X+
∣∣F) gilt (BE1), E

(
X+
∣∣F) ∈ F

+
und

(BE2), E(1FE
(
X+
∣∣F)) = E(1FX

+) für alle F ∈ F , also insbesondere mit F = Ω auch
E(E

(
X+
∣∣F)) = E(X+) < ∞. Somit ist E

(
X+
∣∣F) ∈ L1(F ,P) und analog auch jede Fest-

legung E
(
X−
∣∣F) ∈ L1(F ,P). Damit erfüllt E

(
X+
∣∣F)− E(X−∣∣F) ∈ L1(F ,P) als auch

Bedingung (BE2).

§03.37 Definition. Für X ∈ L1(A ,P) und jede Festlegung E
(
X+
∣∣F),E(X−∣∣F) ∈ L1(F ,P)

heißt E
(
X
∣∣F) := E

(
X+
∣∣F)− E(X−∣∣F) ∈ L1(F ,P) Festlegung (Version) des bedingten

Erwartungswertes von X gegeben F . Jede Abbildung

E
(
•
∣∣F) : L1(A ,P)→ L1(F ,P) mit X 7→ E

(
X
∣∣F) := E

(
X+
∣∣F)− E(X−∣∣F)

heißt Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F . E
(
•
∣∣F) heißt reguläre Festle-

gung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F , wenn die implizierte Festlegung P
(
•
∣∣F)

der bedingten Verteilung von P gegeben F regulär ist, und für jedes ω ∈ Ω die Abbildung
E
(
•
∣∣F)(ω) : L1(A ,P)→ R die Erwartung bzgl. P

(
•
∣∣F)(ω) ist.

§03.38 Bemerkung.
(a) Sei X eine Zufallsvariable auf (Ω,A ,P) mit Werten in einem messbaren Raum (X ,X )

und F ⊆ A eine Teil-σ-Algebra. Dann definieren wir analog zu Definition §03.27 (b)
nun für h ∈ L1(X ,PX) eine Festlegung EX|F (h)∈ L1(F ,P) des bedingten Erwartungs-
wertes von h(X) gegeben F sowie eine (reguläre) Festlegung EX|F : L1(X ,PX) →
L1(F ,P) mit h 7→ EX|F (h) der bedingten Erwartung von X gegeben F .

(b) Für S : (Ω,A )→ (S,S ) definieren wir nun für X ∈ L1(A ,P) wie in Definition §03.30
eine Festlegung E

(
X
∣∣S)∈ L1(S ,PS) und E

(
X
∣∣S = s

)
∈ R des bedingten Erwartungs-

wertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s sowie eine (reguläre) Festlegung E
(
•
∣∣S)

: L1(A ,P) → L1(S ,PS) mit X 7→ E
(
X
∣∣S) der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben

S.
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(c) Sei (X,S) : (Ω,A )→ (X × S,X ⊗S ) mit gemeinsamer Verteilung P(X,S). Analog zu
Definition §03.34 (b) definiere für h ∈ L1(X ,PX) eine Festlegung EX|S(h)∈ L1(S ,PS)
und EX|S=s(h)∈ R des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S bzw. gegeben
S = s sowie eine (reguläre) Festlegung EX|S : L1(X ,PX) → L1(S ,PS) mit h 7→
EX|S(h) der bedingten Erwartung von X gegeben S. Ist analog zu Definition §03.34 (a)
PX|S eine reguläre Festlegung der bedingten Verteilung von X gegeben S, und besitzt für
ein s ∈ S die Verteilung PX|S=s zum Beispiel ein endliches erstes absolutes Moment, so
schreiben wir auch EX|S=s(X) := EX|S=s(id1) =

∫
X xP

X|S=s(dx).

§03.39 Satz. Seien X, Y ∈ L1(A ,P) und F ⊆ A eine Teil-σ-Algebra. Für jede Festlegung der
bedingten Erwartung bzgl. P gegeben F gelten die folgenden Aussagen P-f.s.,
(i) Für alle a, b ∈ R gilt E

(
aX + bY

∣∣F) = aE
(
X
∣∣F)+ bE

(
Y
∣∣F); (linear)

(ii) Für X 6 Y gilt E
(
X
∣∣F) 6 E(Y ∣∣F); (monoton)

(iii) |E
(
X
∣∣F)| 6 E(|X|∣∣F); (Dreiecksungleichung)

(iv) Für S ∈ A mit E
(
|S|
∣∣F) <∞ gilt P(|S| <∞). (endlich)

(v) Für φ : R→ R konvex mit φ(X) ∈ L1(A ,P) (Ungleichung von Jensen)
gilt φ

(
E
(
X
∣∣F)) 6 E((φ(X)

)∣∣F).
(vi) Für Xn ↑ X P-f.ü. gilt supn∈N E

(
Xn

∣∣F) = E
(
X
∣∣F). (monotone Konvergenz)

(vii) Für Xn → X P-f.ü. mit |Xn| 6 Y , n ∈ N, (dominierte Konvergenz)
gilt limn→∞ E

(
Xn

∣∣F) = E
(
X
∣∣F) P-f.s. und in L1(A ,P).

Ist die Festlegung regulär, also E
(
•
∣∣F)(ω) eine Erwartung für alle ω ∈ Ω, so gelten die

Aussagen (i)-(vii) für alle ω ∈ Ω.

§03.40 Beweis von Satz §03.39. Klenke [2012], Satz 8.14, S.178, Satz 8.20, S.181, für die reguläre
Festlegung folgt die Behauptung direkt aus den Eigenschaft §01.23.

§03.41 Satz. Seien X, Y ∈ L1(A ,P) und G ⊆ F ⊆ A Teil-σ-Algebren. Für jede Festlegung der
bedingten Erwartung gelten die folgenden Aussagen P-f.s.,
(i) Für E(|XY |) <∞ und Y ∈ F gelten

E
(
XY

∣∣F) = Y E
(
X
∣∣F) und E

(
Y
∣∣F) = E

(
Y
∣∣σ(Y )

)
= Y

(ii) E
(
E
(
X
∣∣F)∣∣G ) = E

(
E
(
X
∣∣G )∣∣F) = E

(
X
∣∣G ); (Turmeigenschaft)

(iii) Sind σ(X) und F unabhängig, so gilt E
(
X
∣∣F) = E(X); (unabhängig)

(iv) Für T :=
{
A ∈ A |P(A) ∈ {0, 1}

}
gilt E

(
X
∣∣T ) = E(X).

(v) E(E
(
X
∣∣F)) = E(X). (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)

§03.42 Beweis von Satz §03.41. Klenke [2012], Satz 8.14, S.178

§03.43 Beispiel.
(a) Seien X,S ∈ L1(A ,P) unabhängig. Dann gilt

E
(
X + S

∣∣σ(S)
)

= E
(
X
∣∣σ(S)

)
+ E

(
S
∣∣σ(S)

)
= E(X) + S.

Allgemeiner, sei h ∈ L1(X ⊗S ,PX
⊗
PS). Für jedes s ∈ S ist dann hs : X → R mit

x 7→ hs(x) := h(x, s) in X . Mit Fubini gilt hs ∈ L1(X ,PX) für PS-f.a. s ∈ S und es
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existiert ϕ ∈ L1(S ,PS) mit ϕ(s) = EP
(
hs(X)

)
= EPX

(
hs
)

für PS-f.a. s ∈ S. Dann gilt
E
(
h(X,S)

∣∣σ(S)
)

= ϕ(S) PS-f.s., also

E
(
h(X,S)

∣∣S = s
)

= E
(
h(X, s)

)
PS-f.s..

In der Tat, für jedes F ∈ σ(S), also F = S−1(B) mit B ∈ S , gilt mit Fubini

EP(1Fϕ(S)) = EP(1B(S)ϕ(S)) = EPS(1Bϕ)

= EPS(1BEPX (h•)) = EPS ⊗
PX (1Bh) = EP(1Fh(X,S)).

(b) Sei (Xi)i∈J1,nK eine unabhängige Familie mit E(Xi) = 0, i ∈ J1, nK. Für m ∈ J1, nK setze
Fm := σ((Xi)i∈J1,mK) und Sm :=

∑m
i=1 Xi. Für m ∈ J1, nK gilt dann

E
(
Sn
∣∣Fm

)
=

n∑
i=1

E
(
Xi

∣∣Fm

)
=

m∑
i=1

Xi +
n∑

i=m+1

E(Xi) = Sm.

Da σ(Sm) ⊆ Fm folgt mit Satz §03.41 (ii) auch

E
(
Sn
∣∣σ(Sm)

)
= E

(
E
(
Sn
∣∣Fm

)∣∣σ(Sm)
)

= E
(
Sm
∣∣σ(Sm)

)
= Sm.

(c) Sei h eine positive numerische Zufallsvariable auf (X × S,X ⊗S ,P(X,S)) (hier sind X
und S nicht mehr unabhängig) und hs wie in (a). Sei EX|S eine Festlegung der bedingten
Erwartung von X gegeben S, dann gilt

E
(
h(X,S)

∣∣S = s
)

= E
(
h(X, s)

∣∣S = s
)

= EX|S=s(hs) PS-f.s..

Die Aussage kann unter Verwendung der Beweisstrategie mittels Approximation durch
einfache Zufallsvariablen gezeigt werden.

(d) Unter Verwendung von Satz §03.41 (iii) sind für zwei Teil-σ-Algebren F1 und F2 von A
äquivalent: (i) F1⊥⊥F2 (ii) P

(
A
∣∣F2

)
= P(A) P-f.s. für alleA ∈ F1 und (iii) P

(
A
∣∣F1

)
=

P(A) P-f.s. für alle A ∈ F2. Damit schließen wir, dass zwei Zufallsvariablen X1 und X2

in A unabhängig sind, wenn E
(
h(X1)

∣∣σ(X2)
)

= E(h(X1)) P-f.s. für alle h ∈ B+ gilt.

(e) Sei (X,S) wie in Bemerkung §03.35 (a) und (b) diskret- oder stetig-verteilt mit Rand-
zähldichte pX bzw. Randdichte fX von X und regulärer Festlegung pX|S bzw. fX|S der
bedingten Dichte von X gegeben S. Dann sind X und S unabhängig genau dann, wenn
pX|S = pX bzw. fX|S = fX PS-f.s. gilt. Im Beispiel §03.06 (a) sind X und S somit nicht
unabhängig, da zum Bsp. pX|S=2 6= pX mit PS({2}) = pS(2) = 1/36 > 0 gilt. Anderer-
seits im Beispiel §03.06 (b) sind X und S unabhängig, also pX|S = pX gilt PS-f.s., genau
dann, wenn ΣXS = 0 gilt, also wenn X und S unkorreliert sind.

§03.44 Vorbemerkung. Sei (H, 〈·, ·〉H) ein Hilbertraum versehen mit der induzierten Norm ‖·‖H und
U ein abgeschlossener linearer Unterraum von H. Für jedes Element h ∈ H existiert dann ein
eindeutig bestimmtes Element uh ∈ U mit ‖h − uh‖H = infu∈U‖h − u‖H. Die Abbildung
ΠU : H → U mit h 7→ ΠU(h) := uh heißt orthogonale Projektion. Bezeichnen wir mit U⊥ das
orthogonale Komplement von U in H, so gilt für alle h, g ∈ H:
(a) ΠU ◦ ΠU = ΠU, (Projektion)

(b) h− ΠU(h) ∈ U⊥, (orthogonal)

(c) h = ΠU(h) + (h − ΠU(h)) die eindeutig bestimmte Zerlegung von h in eine orthogonale
direkte Summe von Elementen aus U und U⊥,
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(d) ΠU ist linear und selbst-adjungiert, also 〈ΠU(h), g〉H = 〈h,ΠU(g)〉H.

§03.45 Eigenschaft. Für jede Teil-σ-Algebra F ⊆ A ist L2(F ,P) ein abgeschlossener linearer
Unterraum von L2(A ,P).

§03.46 Lemma. Sei F ⊆ A eine Teil-σ-Algebra und E
(
•
∣∣F) eine Festlegung der bedingten Erwar-

tung. Dann ist E
(
•
∣∣F) : L2(A ,P) → L2(F ,P) eine orthogonale Projektion, also für alle

X, Y ∈ L2(F ,P) gilt

‖X − Y ‖2
L2

= E(|X − Y |2) > E(|X − E
(
X
∣∣F)|2) = ‖X − E

(
X
∣∣F)‖2

L2
,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn Y = E
(
X
∣∣F) P-f.s..

§03.47 Beweis von Lemma §03.46. Klenke [2012], Korollar 8.17, S.180

§03.48 Anmerkung. Für jede Statistik S : (Ω,A )→ (S,S ) und F = σ(S) ist E
(
X
∣∣σ(S)

)
= ϕ(S)

nach Lemma §03.46 die beste Vorhersage von X in L2(σ(S)), da für alle h ∈ L2(S ,PS)

gilt E
∣∣X − E(X∣∣σ(S)

)∣∣2 6 E
∣∣X − h(S)

∣∣2. Nach Eigenschaft §01.32 ist Z∗ = E(X) +
Cov(X,S)(Cov(S))+(S − E(S)) für Zufallsvektoren X und S in L2 die beste lineare Vor-
hersage von X durch S ist, also für alle A und b gilt E

∣∣Y − Z∗∣∣2 6 E
∣∣Y − (AX + b)

∣∣2 (De-
finition §01.30). Offensichtlich ist eine beste Vorhersage, die auch linear ist, eine beste lineare
Vorhersage, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

§03.49 Beispiel.
(a) Seien X und S wie in Beispiel §03.06 (b) gemeinsam normal-verteilt. Dann stimmt die

beste Vorhersage E
(
X
∣∣σ(S)

)
= µX+ΣXSΣ−1

S (S−µS) mit der besten linearen Vorhersage
in Eigenschaft §01.32 überein.

(b) Seien U und S unabhängig und identisch N(0,1)-verteilt, und X := S2 + S + U . Dann ist
für die beste Vorhersage E

(
X
∣∣σ(S)

)
= S2 + S (benutze Beispiel §03.43 (a)) der mittlere

quadratische Vorhersagefehler E
∣∣X − E(X∣∣σ(S)

)∣∣2 = E(U)2 = 1. Die beste lineare
Vorhersage von X durch S ist in diesem Fall Z∗ = S + 1, da Cov(X,S) = 1, E(X) = 1,
Var(S) = 1 und E(S) = 0 ist. Damit gilt E

∣∣X −Z∗∣∣2 = E(S4) +E(U2)− 2E(S2) + 1 =

3 > 1 = E
∣∣X − E(X∣∣σ(S)

)∣∣2.

§03.50 Korollar. Sei p ∈ [1,∞], F ⊆ A eine Teil-σ-Algebra und E
(
•
∣∣F) eine Festlegung der

bedingten Erwartung. Dann ist die lineare Abbildung E
(
•
∣∣F) : Lp(A ,P)→ Lp(F ,P) eine

Kontraktion, also ‖E
(
X
∣∣F)‖Lp 6 ‖X‖Lp , und damit beschränkt und stetig. Folglich für jede

in Lp(A ,P) konvergente Folge (Xn)n∈N ist (E
(
Xn

∣∣F))n∈N ebenso in Lp(A ,P) konvergent.

§03.51 Beweis von Korollar §03.50. Klenke [2012], Korollar 8.21, S.182

§03.52 Erinnerung. Eine Familie (Xi)i∈I von Zufallsvariablen in L1(A ,P) mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge I, für die gilt

lim
n→∞

sup
i∈I
E
(
|Xi|1{|Xi|>n}

)
= 0,

heißt gleichgradig integrierbar.
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§03.53 Korollar. Für beliebige nicht-leere Indexmengen I und J seien (Xi)i∈I eine gleichgradig
integrierbare Familie von Zufallsvariablen in L1(A ,P) und (Fj)j∈J eine Familie von Teil-σ-
Algebren von A . Dann ist die Familie

(
E
(
Xi

∣∣Fj

))
i∈I,j∈J gleichgradig integrierbar in L1(A ,P).

Insbesondere für X ∈ L1(A ,P) und J = {F : F ist Teil-σ-Algebra von A } ist die Familie(
E
(
X
∣∣F))

F∈J in L1(A ,P) gleichgradig integrierbar.

§03.54 Beweis von Korollar §03.53. Klenke [2012], Korollar 8.22 , S.182
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Kapitel 2

Statistische Inferenz im linearen Modell

§04 Das lineare Modell

§04.01 Beispiel. In der folgenden Tabelle ist ein Auszug des „Cars93“ Datensatzes aus dem Statistik-
paket R Core Team [2015] (library {MASS}) angegeben. Der Datensatz umfasst unter anderem
den Preis, die Anzahl der Zylinder (Zyl.), den Hubraum (Hub.), die Breite sowie das Herkunfts-
land für 93 in den USA im Jahr 1993 verkauften Autos.

Preis Zyl. Hub. Breite Herkunft Preis Zyl. Hub. Breite Herkunft
15.9 4 1.8 68 non-USA 10 4 1.5 64 non-USA
33.9 6 3.2 71 non-USA 13.9 4 2 69 non-USA
29.1 6 2.8 67 non-USA 47.9 8 4.5 72 non-USA
37.7 6 2.8 70 non-USA 28 6 3 70 non-USA
30 4 3.5 69 non-USA 35.2 6 3 71 non-USA

15.7 4 2.2 69 USA 34.3 6 3.8 73 USA
20.8 6 3.8 74 USA 36.1 8 4.6 77 USA
23.7 6 5.7 78 USA 8.3 4 1.6 66 non-USA
26.3 6 3.8 73 USA 11.6 4 1.8 66 non-USA
34.7 8 4.9 73 USA 16.5 4 2.5 69 non-USA
40.1 8 4.6 74 USA 19.1 6 3 72 non-USA
11.4 4 2.2 68 USA 31.9 4 2.3 67 non-USA
15.1 6 3.4 74 USA 61.9 6 3.2 69 non-USA
15.9 4 2.2 71 USA 14.1 4 1.6 65 USA
16.3 6 3.8 74 USA 14.9 6 3.8 73 USA
16.6 6 4.3 78 USA 10.3 4 1.5 67 non-USA

Preis, Anzahl der Zylinder (Zyl.), Hubraum (Hub.), Breite sowie Herkunftsland von in den USA
verkauften Autos.

Sei Yi der Preis des i-ten Autos mit Hubraum z1i und Breite z2i. Wir nehmen an, die Autos
seien austauschbar und es existiert ein linearer Zusammenhang (vgl. nachfolgende Graphik)
zwischen dem erwartetem Verhalten des Preises und den erklärenden Variablen Hubraum und
Breite:

EYi = β0 + β1z1i + β2z2i, i = 1, . . . , 93.

Wir möchten statistische Aussagen über die Parameter β1 und β2 treffen, wie zum Beispiel die
Werte der Parameter schätzen, Hypothesen der Form β1 = 0 oder β2 = 0 verifizieren oder den
zu Grunde gelegten linearen Zusammenhang überprüfen.
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Dependent variable is:
No Selector

P r e i s
 

R squared = 20,8%     R squared (adjusted) = 19,9%
s =  8,644  with  93 - 2 = 91  degrees of freedom 

Source
Regression
Residual

Sum of Squares
1785,15
6798,88

df
1

91

Mean Square
1785,15
74,7129

F - r a t i o
23,9

Va r i ab l e
Constant
Breite

Coeff ic ient
-61,3587
1,16565

s.e. of Coeff
16,57

0,2385

t - r a t i o
-3,70
4,89

p r ob
0,0004

 ≤ 0,0001

Dependent variable is:
No Selector

P r e i s
 

R squared = 35,7%     R squared (adjusted) = 35,0%
s =  7,789  with  93 - 2 = 91  degrees of freedom 

Source
Regression
Residual

Sum of Squares
3063,78
5520,24

df
1

91

Mean Square
3063,78
60,6619

F - r a t i o
50,5

Va r i ab l e
Constant
Hubraum

Coeff ic ient
4,66919
5,56294

s.e. of Coeff
2,239

0,7828

t - r a t i o
2,09
7,11

p r ob
0,0398

 ≤ 0,0001

Dependent variable is:
No Selector

P r e i s
 

R squared = 37,2%     R squared (adjusted) = 35,8%
s =  7,737  with  93 - 3 = 90  degrees of freedom 

Source
Regression
Residual

Sum of Squares
3196,80
5387,22

df
2

90

Mean Square
1598,40
59,8581

F - r a t i o
26,7

Va r i ab l e
Constant
Hubraum
Breite

Coeff ic ient
43,6021
7,58068
-0,638773

s.e. of Coeff
26,21
1,561

0,4285

t - r a t i o
1,66
4,86

-1,49

p r ob
0,0997

 ≤ 0,0001
0,1395

Preis in Abhängigkeit des Hubraumes bzw. der Breite des Autos.

§04.2 Einfache lineare Regression. Zu einem vorgegeben (nicht zufälligem) Versuchsplan zi ∈ R,
i ∈ J1, nK := [1, n] ∩ N beobachten wir Realisierungen der reellen Zufallsvariablen

Yi = a+ bzi + εi, i ∈ J1, nK,

wobei die Zufallsvariablen {εi}ni=1 Messfehler modellieren und a, b ∈ R unbekannte Parameter
sind. Man denke z.B. an Messungen der Leitfähigkeit Yi eines Stoffes in Abhängigkeit der Tem-
peratur zi, eines Effektes Yi in Abhängigkeit einer Dosierung zi oder eines Klausurergebnisses
Yi in Abhängigkeit der Klassengröße zi. Sind die Messfehler εi ∈ L1, i ∈ J1, nK, zentriert, das
heißt E(εi) = 0, i ∈ J1, nK, so gilt offensichtlich

E(Yi) = a+ bzi, i ∈ J1, nK,

so dass ein linearer Zusammenhang nur zwischen der erklärenden Variable zi und der Erwartung
der zu erklärenden zufälligen Größe Yi zu Grunde gelegt wird. Betrachten wir weiterhin die
Rn-wertigen Zufallsvektoren Y = (Y1, . . . , Yn)t und ε := (ε1, . . . , εn)t, kurz Y, ε ∈ A n, den
unbekannten Parametervektor β = (a, b)t ∈ R2 sowie die vorgegebene (Design-)Matrix X =
(x1, . . . , xn)t ∈ R(n,2) mit Zeilen xti = (1, zi), i ∈ J1, nK, dann lässt sich die einfache lineare
Regression kompakt in der Form Y = Xβ + ε schreiben. Für ε ∈ L2 und somit Y ∈ L2

bezeichnen wir weiterhin mit Σ = Cov(ε) = Σ(Y ) ∈ R(n,n) die Kovarianzmatrix von ε und
Y , d.h. für den Eintrag Σij in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von Σ := (Σij)i,j∈J1,nK gilt
Σij = Cov(Yi, Yj) = Cov(εi, εj) = E(εiεj). Bezeichnet 〈v, w〉 = wtv für v, w ∈ R2 das
euklidische Skalarprodukt, dann gilt Cov(〈ε, v〉, 〈ε, w〉) = 〈Σv, w〉.
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§04.03 Erinnerung. Wir schreiben Σ > 0 oder Σ ∈ R(n,n)
> , falls Σ ∈ R(n,n) eine symmetrische, strikt

positiv-definite Matrix ist. Insbesondere, ist dann Σ diagonalisierbar mit Σ = UΛU t für eine
Diagonalmatrix Λ = diag(λ) mit Diagonaleinträgen λ = (λi)i∈J1,nK aus R+

\0 := (0,∞) und eine
unitäre Matrix U . Für s ∈ R setzen wir Σs = UΛsU t wobei Λs = diag(λs) mit λs = (λsi )i∈J1,nK.
Wie erwartet, gilt (Σ−1/2)2 = Σ−1 und somit ‖Σ−1/2v‖2 = 〈Σ−1v, v〉.

§04.04 Schreibweise. Wir haben im Beispiel §04.2 angenommen, dass die unbekannte gemeinsa-
me Verteilung P des Zufallsvektors Y ∈ A n, kurz Y ∼ P, ein endliches zweites Moment
besitzt, also P ∈ W2(Bn) gilt (vgl. Schreibweise §01.26). Wir schreiben in dieser Situati-
on abkürzend Y ©∼ W2(Bn). Weiterhin erfüllt Y gerade EP(Y ) ∈ Bild(X) = XRp, also
EP(Y ) = Xβ für ein β ∈ Rp, sowie CovP(Y ) ∈ R(n,n)

> . Wir fassen unter L(Xβ,Σ) alle
P ∈ W2(Bn) mit EP(Y ) = Xβ und CovP(Y ) = Σ zusammen und die abkürzende Schreib-
weise Y ©∼ L(Xβ,Σ) ist so zu verstehen, dass es ein P ∈ L(Xβ,Σ) mit Y ∼ P gibt. Set-
zen wir weiterhin L(XRp × R(n,n)

> ) :=
(
L(Xβ,Σ)

)
(β,Σ)∈Rp×R(n,n)

>
, so meint die Schreibweise

Y ©∼ L(XRp × R(n,n)
> ), dass es β ∈ Rp und Σ ∈ R(n,n)

> mit Y ©∼ L(Xβ,Σ) gibt.

§04.05 Definition. Ein lineares Modell beschreibt adäquat den Zusammenhang zwischen einem zu
erklärenden Zufallsvektors (Zielgröße) Y ∈ A n in L2 und einer erklärenden, vorgegebenen
MatrixX ∈ R(n,p), der Designmatrix oder Matrix der Effekte, falls ein Parametervektor β ∈ Rp
existiert, so dass E(Y ) = Xβ gilt. Die Kovarianzmatrix Σ = Cov(ε) ∈ R(n,n) des zentrier-
ten zufälligen Vektors ε := Y − Xβ, den Fehler- oder Störgrößen, sowie der Vektor β ∈ Rp
sind unbekannte Parameter in einem linearem Modell. Beobachtet wird eine Realisierung von
Y und die Designmatrix X und wir schreiben abkürzend Y ©∼ L(XRp × R(n,n)

> ). In einem ge-
wöhnlichen linearen Modell gilt weiterhin Σ = σ2En für ein Fehlerniveau σ ∈ R+

\0, wobei
En ∈ R(n,n) die Einheitsmatrix bezeichnet. Wir schreiben abkürzend Y ©∼ L(XRp × R+

\0) :=(
L(Xβ, σ2En)

)
(β,σ)∈Rp×R+

\0
.

§04.06 Beispiele.
(a) Ein Zufallsvektor Y ∈ A n folgt einem Lokations-Skalen-Modell, falls E(Y ) = µ1n mit

1n := (1, . . . , 1)t ∈ Rn und Cov(Y ) = σ2En gilt. Die unbekannten Parameter sind
µ ∈ R und σ ∈ R+

\0. Wir schreiben Y ©∼ L(1nR× R+
\0) :=

(
L(µ1n, σ

2En)
)

(µ,σ)∈R×R+
\0

.

Sind die Koordinaten von Y zusätzlich unabhängige und identisch P-verteilte (u.i.v.) reel-
le Zufallsvariablen, so ist die Verteilung von Y durch das Produkt Pn :=

⊗
i∈J1,nK P der

identischen eindimensionalen Randverteilungen gegeben und wir schreiben Ln(µ, σ2) :=
{Pn ∈ L(µ1n, σ

2En)} sowie Y ©∼ Ln(R× R+
\0) :=

(
Ln(µ, σ2)

)
(µ,σ)∈R×R+

\0
. Wird die Va-

rianz σ2
o ∈ R+

\0 der Beobachtungen als bekannt vorausgesetzt, so erfüllt der zufällige
Vektor Y ein Lokations-Modell und wir schreiben abkürzend Y ©∼ L(1nR× {σ2

o}) oder
Y ©∼ Ln(R× {σ2

o}). Wird dagegen der Erwartungswert µo ∈ R als bekannt vorausge-
setzt, so folgt der Zufallsvektor Y einem Skalen-Modell und wir schreiben abkürzend
Y ©∼ L({µo1n} × R+

\0) oder Y ©∼ Ln({µo} × R+
\0). Setzen wir β = µ und X = 1n so sind

die drei Modelle offensichtlich (gewöhnliche) lineare Modelle.

(b) Varianzanalyse mit einem Faktor. Es werden p Proben an q Labore geschickt, wir erhalten
zu jeder Probe einen Messwert, den wir als Realisierung von Zufallsvariablen

Yjk = µj + εjk, j ∈ J1, pK, k ∈ J1, qK,
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auffassen. Ein Anordnen der Zufallsvariablen als n = pq dimensionalen Vektor, Y =
(Y1, . . . , Yn)t ∈ A n mit Yi = Yjk und ε = (ε1, . . . , εn)t ∈ A n mit εi = εjk für
i = k + (j − 1)q erlaubt es uns, kompakt Y = Xβ + ε zu schreiben, wobei β :=
(µ1, . . . , µp)

t ∈ Rp und X = Ep ⊗ 1q ∈ R(n,p). Hier bezeichnet ⊗ das Kronecker-Produkt,
d.h. A ⊗ B := (aijB) für zwei Matrizen A = (aij) und B. Insbesondere, folgt also der
zufällige Vektor Y einem linearen Modell.

(c) Der Zusammenhang zwischen vorgegebenen Designpunkten z1, . . . , zn ∈ R und einem Zu-
fallsvektor Y ∈ A n wird durch eine polynomiale Regression beschrieben, falls Parameter
a0, . . . , ap−1 ∈ R existieren, so dass

E(Yi) = a0,+a1zi + a2z
2
i + · · ·+ ap−1z

p−1
i , i ∈ J1, nK,

gilt. Bezeichnen wir mit β = (a0, . . . , ap−1)t den Vektor der unbekannten Parameter und
mit

X =


1 z1 z2

1 · · · zp−1
1

1 z2 z2
2 · · · zp−1

2
...

...
... . . . ...

1 zn z2
n · · · zp−1

n


die Designmatrix vom Vandermonde-Typ, so gilt E(Y ) = Xβ und es liegt somit ein linea-
res Modell vor. Für p > 2 ist der Zusammenhang zwischen den Designpunkten {zi} und
den Beobachtungen {Yi} insbesondere nichtlinear. Auf Grund der linearen Abhängigkeit
vom Parametervektor β wird das Modell linear genannt. Eine natürliche Verallgemeine-
rung der Modellierung eines nichtlinearer Zusammenhang zwischen den Designpunkten
{zi} und den Beobachtungen {Yi} ist

E(Yi) = β1ψ1(zi) + · · ·+ βpψp(zi), i ∈ J1, nK,

mit unbekanntem Parametervektor β = (β1, . . . , βp)
t und vorgegebene Basisfunktionen

{ψj}, zum Beispiel Splinefunktionen. Setzen wir X :=
(
ψk(zj)

)
jk

so gilt erneut E(Y ) =

Xβ und das zugrunde liegende Modell ist linear.

§04.07 Erinnerung. Ausgehend von L(XRp × R(n,n)
> ) =

(
L(Xβ,Σ)

)
(β,Σ)∈Rp×R(n,n)

>
bezeichnen wir

eine Abbildung γ : Rp × R(n,n)
> → Γ als abgeleiteten oder interessierenden Parameter und

für jedes (β,Σ) ∈ Rp × R(n,n)
> wird γ(β,Σ) abgeleiteter oder interessierender Parameterwert

genannt. Häufig benutzen wir das Symbol γ sowohl für den abgeleiteten Parameter, also die
Abbildung, als auch für die Elemente von Γ, also die Parameterwerte.

§04.08 Definition. In einem linearen Modell Y ©∼ L(XRp × R(n,n)
> ) heißt der Parameter β ∈ Rp oder

allgemeiner ein abgeleiteter Parameter γ : Rp × R(n,n)
> → Γ identifizierbar, falls für beliebige

(β1,Σ1), (β2,Σ2) ∈ Rp ×R(n,n)
> aus γ(β1,Σ1) 6= γ(β2,Σ2) folgt L(Xβ1,Σ1) 6= L(Xβ2,Σ2).

§04.09 Lemma. Sei Y ©∼ L(XRp × R(n,n)
> ) und C ∈ R(q,p) eine vorgegebene Matrix. Der abgeleite-

te lineare Parameter γ : Rp × R(n,n)
> → Rq mit (β,Σ) 7→ γ(β,Σ) := Cβ ist genau dann

identifizierbar, wenn eine Matrix A ∈ R(q,n) mit C = AX existiert.

§04.10 Beweis von Lemma §04.09. In der Vorlesung.
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§04.11 Korollar. In einem linearen Modell Y ©∼ L(XRp × R(n,n)
> ) ist der Parameter β ∈ Rp genau

dann identifizierbar, wenn die Designmatrix X ∈ R(n,p) den Rang rg[X] = p besitzt.

§04.12 Beweis von Korollar §04.11. In der Vorlesung.

§04.13 Bemerkung. Sei Y ©∼ L(Xβ,Σ). Besitzt die Designmatrix X den Rang rg[X] = r < p, so
lässt sich durch eine geeignete Transformation γ = Cβ und X̃ = XU für C ∈ Rr×p und U ∈
Rp×r erreichen, dass γ ∈ Rr in dem reparametrisierten linearen Modell Y ©∼ L(X̃Rr × Rn,n> ) =(
L(X̃γ,Σ)

)
(γ,Σ)∈Rr×R(n,n)

>
identifizierbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wennXUC = X und

rg[XU ] = r gilt.

§04.14 Beispiele.
(a) (Einfache lineare Regression Beispiel §04.2 fortgesetzt.) Die Parameter a und b sind iden-

tifizierbar, falls mindestens zwei Effekte des Versuchsplans {zi} verschieden sind.

(b) (Polynomiale Regression Beispiele §04.06 (c) fortgesetzt.) Die Determinante einer Matrix
vom Vandermonde-Typ ist im Fall p = n gegeben durch

∏
p>k>j>1(zk− zj). Damit ist eine

hinreichende und notwendige Bedingung für die Identifizierbarkeit des Parameters β, dass
mindestens p verschiedene Effekte existieren.

§04.15 Bemerkung. Es gibt wichtige Verallgemeinerungen linearer Modelle (GLM für Generalized
Linear Model). Der Zusammenhang zwischen einem zufälligem Vektor Y ∈ A n und einer
Designmatrix X = (x1, . . . , xn)t ∈ R(n,p) ist durch ein verallgemeinertes lineares Modell mit
vorgegebener Linkfunktion ` beschrieben, falls ein Parametervektor β ∈ Rp existiert, so dass
E(Yi) = `(xtiβ), i ∈ J1, nK, gilt. Nehmen wir an, dass die Zufallsvariable Yi das Auftreten eines
positiven oder negativen Effektes nach Verabreichung eines Medikamentes wiedergibt. In die-
sem Fall ist Yi ∼ Bπi eine Bernoulli-Zufallsvariable und die Erfolgswahrscheinlichkeit πi der
unbekanntem Parameter. Eine logistische Regression liegt nun vor, falls ein Parametervektor
β ∈ Rp existiert, so dass log(πi/(1− πi)) = xtiβ oder äquivalent πi = {1 + exp(−xtiβ)}−1 für
i ∈ J1, nK gilt. Die Linkfunktion `(x) = {1 + exp(−x)}−1, x ∈ R, entspricht gerade der logi-
stischen Verteilungsfunktion, so dass wir auch von einem Logitmodell sprechen. Ein weiteres
Beispiel, ist das Probitmodell, in dem ` der Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung
entspricht.

§05 Methode der kleinsten Quadrate

Zur Erinnerung, im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers (MSE für mean squared error) ist
die beste konstante Approximation einer reellen Zufallsvariablen Z in L1 ihr Erwartungswert
µ = E(Z), d.h. E(Z − µ)2 = mina∈R E(Z − a)2. Das folgende Lemma verallgemeinert diesen
Sachverhalt und motiviert zudem die Methode der kleinsten Quadrate.

§05.01 Lemma. Für Y ©∼ L(Xβ,Σ) gilt

β ∈ arg min
b∈Rp

E‖Σ−1/2(Y −Xb)‖2

:⇔ E‖Σ−1/2(Y −Xβ)‖2 = min
b∈Rp

E‖Σ−1/2(Y −Xb)‖2. (05.1)

§05.02 Beweis von Lemma §05.01. In der Vorlesung.
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§05.03 Erinnerung. In einem linearen Modell Y ©∼ L(XRp × R(n,n)
> ) heißt jede Zufallsvariable β̂ :

(Rn,Bn) → (Rp,Bp) Schätzfunktion, kurz Schätzer, für den Parameter β ∈ Rp. Für eine
Stichprobe y ∈ Rn wird β̂(y) Schätzwert genannt.

§05.04 Definition. In einem linearen Modell Y ©∼ L(XRp × {Σ}) heißt jede (messbare) Wahl von β̂,
so dass

β̂ ∈ arg min
b∈Rp

‖Σ−1/2(Y −Xb)‖2 (05.2)

verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schätzer (vKQS oder GLSE für generalized least squares
estimator) des unbekannten Parametervektors β. Im gewöhnlichen Fall (Σ = σ2En) bezeich-
nen wir β̂ als gewöhnlichen Kleinste-Quadrate-Schätzer (gKQS oder OLSE für ordinary least
squares estimator).

§05.5 Geometrische Interpretation. Betrachten wir eine Realisierung y der Beobachtung Y als
einen Punkt im n-dimensionalen Raum Rn und variieren wir den Parameter β, so beschreibt
Xβ den k-dimensionalen Unterraum Bild(X) = XRp, d.h. eine k-dimensionale Hyperebene
durch den Ursprung im Rn. Der gewöhnliche Kleinste-Quadrate-Schätzwert β̂(y) gibt uns nun
den Punkt Xβ̂(y) auf der Hyperebene, der der Beobachtung y am nächsten liegt. Da die eu-
klidische Norm durch ein Skalarprodukt 〈·, ·〉 induziert ist, bedeutet die Wahl der euklidischen
Norm als Abstand im Rn, geometrisch, dass wir y orthogonal bzgl. des Skalarproduktes 〈·, ·〉
auf diese Hyperebene projizieren.

0

y

ŷ = Xβ̂(y)

Xβ

r = y − ŷ

ε

Bild(X)
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§05.06 Bemerkung. Formal ist der in (05.2) angegebene verallgemeinerte Kleinste-Quadrate-Schätzer
nur in dem linearen Modell Y ©∼ L(XRp × {Σ}) mit bekannter Kovarianzmatrix Σ ∈ R(n,n)

> ein
Schätzer, da seine Definition die Kenntnis von Σ voraussetzt. Wir werden sehen (vgl. Lemma
§05.07), dass ein gewöhnlicher Kleinste-Quadrate-Schätzer nicht von σ2 abhängt und somit
ein Schätzer im gewöhnlichen linearen Modell Y ©∼ L(XRp × R+

\0) ist. Im allgemeinen Fall

Y ©∼ L(XRp × R(n,n)
> ) wird zum Beispiel ein zwei-stufiges Verfahren betrachtet, in dem zu-

erst Σ geschätzt wird, und dann im zweiten Schritt ein verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-
Schätzer bezüglich der geschätzten Kovarianzmatrix bestimmt wird.

§05.07 Lemma. Setze X̃ := Σ−1/2X sowie Ỹ := Σ−1/2Y . Bezeichne mit ΠX̃Rp die orthogonale Pro-
jektion von Rn auf Bild(X̃) = X̃Rp. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent: (i) β̂ ist
vKQS, d.h. β̂ erfüllt (05.2), (ii) X̃β̂ = ΠX̃RpỸ , (iii) X̃ tX̃β̂ = X̃ tỸ („Normalengleichungen“).
Insbesondere existiert der vKQS.

§05.08 Beweis von Lemma §05.07. In der Vorlesung.

§05.09 Korollar. Sei X eine Designmatrix mit rg[X] = p, dann gilt ΠX̃Rp = X̃(X̃ tX̃)−1X̃ t und
β̂ = (X̃ tX̃)−1X̃ tỸ = (X tΣ−1X)−1X tΣ−1Y ist der eindeutige vKQS. Weiterhin ist im ge-
wöhnlichen linearen Modell der gKQS β̂ = (X tX)−1X tY eindeutig und unabhängig von der
Kenntnis von σ2.

§05.10 Beweis von Korollar §05.09. Die Aussage folgt direkt aus Lemma §05.07.

§05.11 Bemerkung. Die Matrix X̃+ := (X̃ tX̃)−1X̃ t heißt auch Moore-Penrose-Inverse von X̃ und
für die vKQS gilt β̂ = X̃+Ỹ .

§05.12 Einfache lineare Regression (Beispiel §04.2 fortgesetzt). Wir wählen eine alternative Para-
metrisierung β1 := a+ bz sowie β2 := b mit z = n−1

∑n
i=1 zi. Dann gilt

Yi = β1 + β2(zi − z) + εi, i ∈ J1, nK.

Setze weiterhin xi := (1, zi − z)t, i ∈ J1, nK und X = (x1, . . . , xn)t, so dass E(Y ) = Xβ mit
β = (β1, β2)t. Wir bestimmen im Folgenden einen gKQS von β, dazu setze Y := n−1

∑n
i=1 Yi,

SzY :=
∑n

i=1(zi − z)Yi =
∑n

i=1(zi − z)(Yi − Y ) und Szz :=
∑n

i=1(zi − z)2, dann gilt

X tY =
n∑
i=1

xiYi =

( ∑n
i=1 Yi∑n

i=1(zi − z)Yi

)
=

(
nY
SzY

)
X tX =

n∑
i=1

xix
t
i =

(
n

∑n
i=1(zi − z)∑n

i=1(zi − z)
∑n

i=1(zi − z)2

)
=

(
n 0
0 Szz

)
.

Somit hat X tX den vollen Rang falls mindestens zwei {zi} verschieden sind. In dieser Si-
tuation ist nach Korollar §05.09 der gKQS eindeutig gegeben durch β̂ = (X tX)−1X tY =

(Y , S−1
zz SzY )t und somit sind â = Y − b̂z und b̂ = S−1

zz SzY die gKQS von a und b.

§05.13 Varianzanalyse mit einem Faktor (Beispiele §04.06 (b) fortgesetzt). Wir bestimmen im Fol-
genden die gKQS der unbekannten Parameter µ1, . . . , µp. Bezeichnet Y j• := q−1

∑q
k=1 Yjk,

j ∈ J1, pK, dann gilt X tY = (qY 1•, . . . , qY p•) und X tX = qEp. Offensichtlich hat X tX den
vollen Rang, so dass β̂ = (X tX)−1X tY = (Y 1•, . . . , Y p•)

t nach Korollar §05.09 der eindeuti-
ge gKQS von β = (µ1, . . . , µp)

t ist.
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§05.14 Erinnerung.. In einem linearen Modell Y ©∼ L(XRp × R(n,n)
> ) =

(
L(Xβ,Σ)

)
(β,Σ)∈Rp×R(n,n)

>

sei β̂ := β̂(Y ) ein Schätzer für den Parameter β. Ist β̂ ∈ L1(P(β,Σ)), also E(β,Σ)(|β̂|) <∞, für
jedes P(β,Σ) ∈ L(Xβ,Σ) und alle (β,Σ) ∈ Rp × R(n,n)

> , so wird Bias(β,Σ)(β̂):= E(β,Σ)(β̂ − β)

Verzerrung oder Bias von β̂ genannt. Der Schätzer β̂ heißt erwartungstreu oder unverfälscht
für den Parameter β, wenn Bias(β,Σ)(β̂) = 0 für jedes P(β,Σ) ∈ L(Xβ,Σ) und alle (β,Σ) ∈
Rp × R(n,n)

> gilt.

§05.15 Satz von Gauß-Markov. Besitzt die Designmatrix X den Rang rg[X] = p, so gelten im ge-
wöhnlichen linearen Modell Y ©∼ L(XRp × R+

\0) die folgenden Aussagen:

(i) Der gKQS β̂ = (X tX)−1X tY ist ein erwartungstreuer Schätzer für β.

(ii) (Satz von Gauß-Markov) Unter allen Schätzern des abgeleiteten linearen Parameters γ =
〈β, v〉 für ein v ∈ Rp, die (afin-)linear (in den Daten Y ) und erwartungstreu sind, be-
sitzt der lineare und erwartungstreue Schätzer γ̂ = 〈β̂, v〉 eine minimale Varianz, nämlich
Var(γ̂) = σ2‖X(X tX)−1v‖2.

(iii) Bezeichnet R := Y −Xβ̂ den Residuenvektor, so ist die geeignet normalisierte Stichpro-
benvarianz σ̂2 := 1

n−p‖R‖
2 = 1

n−p‖Y −Xβ̂‖
2 ein erwartungstreuer Schätzer für σ2.

§05.16 Beweis von Satz §05.15. In der Vorlesung.

§05.17 Bemerkung.

(a) Der Schätzer γ̂ im Satz von Gauß-Markov wird bester linearer erwartungstreuer Schätzer
(BLUE für best linear unbiased estimator) genannt. Verzichtet man auf die Linearität oder
Erwartungstreue des Schätzers, so gibt es im Allgemeinen bessere Schätzer im Sinne des
mittleren quadratischem Fehlers, zumindest für ausgewählte unbekannte Parameter β bzw.
γ. Ein einfacher linearer aber nicht erwartungstreuer Schätzer ist γ̃ = 0. Offensichtlich
gilt für seinen MSE E(γ̃ − γ)2 = γ2, so dass für alle unbekannten Parameter in einer
hinreichend kleine Umgebung um die Null, der MSE von γ̃ strikt kleiner als der MSE des
BLUE γ̂ ist.

(b) Aus Satz §05.15 (ii) folgt direkt, dass der gKQS β̂ = (X tX)−1X tY unter allen Schätzern
für β, die (afin-)linear (in den Daten Y ) und erwartungstreu sind, einen minimalen mittleren
quadratischen Fehler besitzt, nämlich E‖β̂ − β‖2 = σ2 Spur

(
(X tX)−1

)
.

(c) Häufig sind wir nicht am MSE für eine Parameterschätzung im zu Grunde liegenden Mo-
dell interessiert, sondern an dem Vorhersagefehler ‖Xβ̂ − Xβ‖2. In der Situation einer
gewöhnlichen linearen Regression entspricht dies der quadrierten Differenz der vorherge-
sagten und wahren Werte an den Designpunkten. Die Koordinaten des Vektors Ŷ = Xβ̂
werden angepasste Werte (fitted values) genannt. Für den mittleren Vorhersagefehler (MPE
für mean prediction error) lässt sich nun leicht nachprüfen, dass

E‖Xβ̂ −Xβ‖2 = E‖ΠXRpY − ΠXRpXβ‖2 = E‖ΠXRpε‖2 = σ2p.

Insbesondere wächst der Vorhersagefehler linear in der Dimension p des Parameterraumes.

(d) Eine entsprechende Aussage des Satzes von Gauß-Markov gilt auch für den vKQS im
linearen Modell Y ©∼ L(XRp × {Σ}) (nachrechnen!).
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§06 Das normale lineare Modell

§06.01 Definition. Ein normales lineares Modell bezeichnet ein lineares Modell in dem der zu er-
klärende zufällige Vektor eine multivariate Normalverteilung besitzt, so dass wir abkürzend
schreiben Y ©∼ N

XRp×R(n,n)
>

:=
(
N(Xβ,Σ)

)
(β,Σ)∈Rp×R(n,n)

>
. In einem gewöhnlichen normalen li-

nearen Modell Y ©∼ NXRp×R+
\0

gilt weiterhin Σ = σ2En für ein Fehlerniveau σ ∈ R+
\0. Im

gewöhnlichen Fall sind die Koordinaten des zentrierten Fehlervektors ε := Y −Xβ unabhän-
gig und identisch N(0,σ2)-verteilt, d.h. ε ∼ Nn

(0,σ2).

§06.02 Satz. Besitzt die Designmatrix X den Rang rg[X] = p, so gelten im gewöhnlichen normalen
linearen Modell Y ©∼ NXRp×R+

\0
die folgenden Aussagen:

(i) Der gKQS ist normalverteilt:

β̂ ∼ N(β,σ2(XtX)−1).

(ii) Die Stichprobenvarianz σ̂2 = 1
n−p‖Y − Xβ̂‖2 ist nach geeigneter Normalisierung χ2-

verteilt mit n− p Freiheitsgraden:

(n− p) σ̂2/σ2 ∼ χ2
n−p.

(iii) Der gKQS β̂ und die Stichprobenvarianz σ̂2 sind unabhängig.

(iv) Der zentrierte und geeignet normalisierte gKQS β̂ hat eine tk-Verteilung mit n − p Frei-
heitsgraden: mit σ̂ :=

√
σ̂2 für v ∈ Rp

〈β̂ − β, v〉
σ̂|〈(X tX)−1v, v〉|1/2

∼ tn−p.

(v) Der Vorhersagefehler ‖X(β − β̂)‖2 ist nach geeigneter Normalisierung Fn,k-verteilt mit p
und n− p Freiheitsgraden:

‖X(β̂ − β)‖2

pσ̂2
∼ Fp,n−p.

§06.03 Beweis von Satz §06.02. Übung.

§06.04 Erinnerung. Im Folgenden beschreibe Y ©∼ NXRp×R+
\0

:=
(
N(Xβ,σ2En)

)
(β,σ)∈Rp×R+

\0
adäquat

den linearen Zusammenhang. Sei γ : Rp × R+
\0 → Γ ein identifizierbarer interessierender Pa-

rameter sowie {H 0,H 1} eine Partition der Menge Γ, also H 0
⊎

H 1 = Γ. Wir sagen, die
Nullhypothese H0 : H 0 ist erfüllt, wenn für ein (β, σ) ∈ γ−1(H 0) ⊆ Rp × R(n,n)

> , also
γ(β, σ) ∈ H 0, gilt Y ∼ N(Xβ,σ2En), andernfalls ist die Alternativhypothese H1 : H 1 erfüllt.
Die Entscheidung, ob die Nullhypothese H0 : H 0 oder die Alternativhypothese H1 : H 1

vorliegt, wird (statistisches) Testproblem genannt. Eine (messbare) Entscheidungsfunktion ϕ :
Rn → {0, 1}, also Entscheidungen sind nur anhand einer Stichprobe y ∈ Rn erlaubt, heißt
(statistischer) Hypothesentest, kurz Test. Wir vereinbaren, dass ϕ−1({1}) ∈ Bn das Ereignis
aller Stichproben ist, die zu einer Entscheidung gegen die Nullhypothese H0, also für die Al-
ternativhypothese H1 führen, sowie dass ϕ−1({0}) ∈ Bn das Ereignis aller Stichproben ist, die
zu einer Entscheidung für die Nullhypothese H0 führen, Im Fall Γ = (a, b) ⊆ R mit
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(a) H 0
γo = (a, γo] und H 1

γo = (γo, b) (bzw. H 0
γo = [γo, b) und H 1

γo = (a, γo)) für ein γo ∈ Γ
wird das Testproblem einseitig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhy-
pothese H0 : γ 6 γo gegen Alternativhypothese H1 : γ > γo (bzw. H0 : γ > γo gegen
H1 : γ < γo).

(b) H 0
γo = {γo} und H 1

γo = (a, γo) ∪ (γo, b) für ein γo ∈ Γ wird das Testproblem zweisei-
tig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese H0 : γ = γo gegen
Alternativhypothese H1 : γ 6= γo.

Wir folgen der Konvention, dass A = {ϕ = 1} = ϕ−1({1}) der Ablehnbereich eines Tests ϕ
ist, also ϕ = 1A ist und die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn ϕ den Wert eins annimmt.
Die Messbarkeit eines Tests garantiert dabei die Messbarkeit des assoziierten Ablehnbereiches.
Weiterhin bezeichnet
Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit Nϕ

(Xβ,σ2En)({1}) = N(Xβ,σ2En)(ϕ = 1) = N(Xβ,σ2En)(A)
die Nullhypothese abzulehnen, sich also für die Alternativhypothese zu entscheiden, ob-
wohl (β, σ) ∈ γ−1(H 0) vorliegt, also die Nullhypothese adäquat ist;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit Nϕ
(Xβ,σ2En)({0}) = N(Xβ,σ2En)(ϕ = 0) = N(Xβ,σ2En)(Ac)

die Nullhypothese nicht abzulehnen, sich also für Nullhypothese zu entscheiden, obwohl
(β, σ) ∈ γ−1(H 1) vorliegt, also die Alternativhypothese adäquat ist.

Ein Test ϕ hält das (Signifikanz-) Niveau α ∈ [0, 1] ein, wenn für jedes (β, σ) ∈ γ−1(H 0) der
Fehler 1. Art N(Xβ,σ2En)(ϕ = 1) 6 α erfüllt. In diesem Fall wird ϕ kurz α-Test genannt.

§06.05 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes §06.02 kann für ein r ∈ R (a)
die Hypothese H0 : 〈β, v〉 6 r gegen die Alternative HA : 〈β, v〉 > r; (b) H0 : 〈β, v〉 > r
gegen HA : 〈β, v〉 < r sowie (c) H0 : 〈β, v〉 = r gegen HA : 〈β, v〉 6= r mit Hilfe der
Teststatistik T := 〈β̂,v〉−r

σ̂|〈(XtX)−1v,v〉|1/2 und den Entscheidungsregeln

(i) lehne die Hypothese H0 ab, falls T > tn−p,1−α;

(ii) lehne die Hypothese H0 ab, falls T 6 −tn−p,1−α;

(iii) lehne die Hypothese H0 ab, falls |T | > tn−p,1−α/2;
unter Einhaltung des vorgegebenen Niveau α ∈ (0, 1) getestet werden.

§06.06 Beweis von Korollar §06.05. Die Aussage folgt direkt aus Satz §06.02.

§06.07 Beispiel (§04.06 (a) fortgesetzt). In einem normalen Lokations-Skalen-Modell Y ©∼ Nn
R×R+

\0
kann

(a) die Hypothese H0 : µ 6 µo gegen die Alternative HA : µ > µo; (b) HA : µ > µo gegen
HA : µ < µo sowie (c) HA : µ = µo gegen HA : µ 6= µo mit Hilfe der Entscheidungsregeln des
(Student-)t-Tests für den Erwartungswert
(a) lehne die Hypothese H0 ab, falls Y − µo > tn−1,1−αn

−1/2σ̂;

(b) lehne die Hypothese H0 ab, falls Y − µo 6 tn−1,1−αn
−1/2σ̂;

(c) lehne die Hypothese H0 ab, falls |Y − µo| > tn−1,1−α/2n
−1/2σ̂;

unter Einhaltung des vorgegebenen Niveau α ∈ (0, 1) getestet werden.

§06.08 Erinnerung (Erinnerung §06.04 fortgesetzt). Eine AbbildungB : Rn → 2Γ heißt Bereichsschätz-
funktion (BSF) für Γ, wenn {γ ∈ B} := {y ∈ Rn | γ ∈ B(y)} ∈ Bn für alle Parameterwerte
γ ∈ Γ gilt. Für alle γ ∈ Γ und (β, σ) ∈ Rp × R+

\0 wird N(Xβ,σ2En)(γ ∈ B) Überdeckungs-
wahrscheinlichkeit von γ genannt. Für jedes γ ∈ Γ sei {Rγ,Fγ} eine Partition der Menge der
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interessierenden Parameterwerte Γ, also Rγ

⊎
Fγ = Γ. Für alle (β, σ) ∈ Rp × R+

\0 fassen wir
Rγ(β,σ) und Fγ(β,σ) als Menge der „richtigen“ bzw. der „falschen“ abgeleiteten Parameterwerte
auf. Im Fall Γ = R sind insbesondere von Interesse
(a) Rγ = {γ} und Fγ = {γ}c = (−∞, γ) ∪ (γ,∞) = R \ {γ} =: R\γ;

(b) Rγ = (−∞, γ] und Fγ = (−∞, γ]c = (γ,∞);

(c) Rγ = [γ,∞) und Fγ = [γ,∞)c = (−∞, γ).
Für ein α ∈ (0, 1) heißt eine Bereichsschätzfunktion B Konfidenzbereich zum Niveau 1 − α
für ({Rγ,Fγ})γ∈Γ, wenn N(Xβ,σ2En)

(
γ̃ ∈ B

)
> 1 − α für alle γ̃ ∈ Rγ(β,σ) und für alle

(β, σ) ∈ Rp×R+
\0 gilt. In diesem Fall wird B kurz (1-α)-Konfidenzbereich (für ({Rγ,Fγ})γ∈Γ)

genannt.
(a) Ist ({Rγ,Fγ})γ∈Γ eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Parameter-

werte Γ, so definiert H 0
γ := {γ̃ ∈ Γ | γ ∈ Rγ̃} und H 1

γ := {γ̃ ∈ Γ | γ ∈ Fγ̃} für
γ ∈ Γ eine assoziierte Familie ({H 0

γ ,H
1
γ })γ∈Γ von Partitionen der Parametermenge Γ,

dabei fassen wir H 0
γ als Nullhypothese und H 1

γ als Alternativhypothese eines Testpro-
blems auffassen. Für γ ∈ Γ = R sind insbesondere assoziiert:

• Rγ = {γ} sowie H 0
γ = {γ};

• Rγ = (−∞, γ] sowie H 0
γ = {γ̃ ∈ Γ | γ ∈ Rγ̃} = {γ̃ ∈ Γ | γ 6 γ̃} = [γ,∞);

• Rγ = [γ,∞) sowie H 0
γ = (−∞, γ].

(b) Da definitionsgemäß Aγ := {γ 6∈ B} ∈ F für jeden Parameterwert γ ∈ Γ gilt, definiert
eine Bereichsschätzfunktion B eine assoziierte Familie von Tests (ϕγ = 1Aγ )γ∈Γ mit Ab-
lehnbereich {ϕγ = 1} = Aγ .

(c) Für eine Familie (ϕγ = 1Aγ )γ∈Γ von Tests mit Ablehnbereich Aγ = {ϕγ = 1} ∈ F defi-
niert B : Rn → 2Γ mit B(y) := {γ ∈ Γ | y 6∈ Aγ} eine assoziierte Bereichsschätzfunktion,
da in der Tat {γ ∈ B} = {y ∈ Rn | γ ∈ B(y)} = {y ∈ Rn | y 6∈ Aγ} = Acγ ∈ F für
jeden abgeleiteten Parameterwert γ ∈ Γ gilt.

Dann gilt für eine Familie (ϕγ)γ∈Γ von Tests, dass ϕγ genau dann ein α-Test der Nullhypothese
H0 : H 0

γ gegen die Alternativhypothese H1 : H 1
γ für jedes γ ∈ Γ ist, wenn die assoziierte

Bereichsschätzfunktion B für ({Rγ,Fγ})γ∈Γ ein (1-α)-Konfidenzbereich ist.

§06.09 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes §06.02 gelten folgende Konfi-
denzaussagen für gegebenes α ∈ (0, 1):
(i) Konfidenzbereich für β: Bezeichnet Fp,n−p,1−α das (1 − α)-Quantil einer Fn,k-Verteilung

mit p und n− p Freiheitsgraden, so ist

Cα =
{
β ∈ Rp : ‖X(β̂ − β)‖2 6 p σ̂2 Fp,n−p,1−α

}
ein Konfidenzellipsoid zum Niveau 1−α für die Menge der richtigen ParameterRβ = {β}
sowie der falschen Parameter Fβ = Rp\β .

(ii) Konfidenzbereich für 〈β, v〉: Bezeichnet tα := tn−p,1−α/2 = −tn−p,α/2 das (1 − α/2)-
Quantil einer tk-Verteilung mit n− p Freiheitsgraden, so ist[

〈β̂, v〉 ± tα σ̂ |〈(X tX)−1v, v〉|1/2
]

ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 − α für die Menge der richtigen Parameter Rβ =
{〈β, v〉} sowie der falschen Parameter Fβ = R\〈β,v〉 mit β ∈ Rp.
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§06.10 Beweis von Korollar §06.09. Die Aussage folgt direkt aus Satz §06.02.

§06.11 Beispiel (§06.07 fortgesetzt). In einem normalen Lokations-Skalen-Modell Y ©∼ Nn
R×R+

\0
ist

[
Y ± tn−1,1−α/2 n

−1/2 σ̂
]

mit σ̂2 = 1
n−1
‖Y −Y 1n‖2 ein Konfidenzintervall zum Niveau 1−α für die Menge der richtigen

Parameter Rµ = {µ} sowie der falschen Parameter Fµ = R\µ mit µ ∈ R. Dies folgt direkt aus
Korollar §06.09 (ii) mit p = 1, v = 1 und γ = µ.

§07 Asymptotische Theorie und Residuenanalyse

Wir untersuchen nun die Verteilung des Kleinste-Quadrate-Schätzers im Grenzfall, in dem die
Anzahl der Beobachtungen gegen unendlich geht. Dazu sei (Yn)n∈N eine Folge von zufälligen
Zielgrößen und (xn)n∈N eine Folge von erklärenden Effekten. Wir nehmen an, dass für alle
n > n0 der Zusammenhang zwischen dem zufälligen Vektor Y(n) := (Y1 · · ·Yn)t und der Desi-
gnmatrix X(n) = (x1 · · · xn)t adäquat durch ein gewöhnliches lineares Modell beschrieben ist.
Insbesondere fordern wir, dass (β, σ2) ∈ Rp × R+

\0 existieren, so dass Y(n)©∼ L(X(n)β, σ
2En)

für alle n ∈ N adäquat ist. In dieser Situation gilt für ε(n) := Y(n) −X(n)β©∼ L(01n, σ
2En) für

alle n ∈ N.

§07.01 Erinnerung. Sei γ : Rp × R+
\0 → Γ ⊆ Rq für jedes n ∈ N ein identifizierbarer Parameter und

für jedes n ∈ N sei γ̂n : Rn → Γ ein Schätzer für γ, also γ̂n ∈ (Bn)q. Die Folge von Schätzern
(γ̂n)n∈N heißt (schwach) konsistent, wenn ‖γ̂n−γ(β, σ)‖ Pn−→ 0 für jedes Pn ∈ L(X(n)β, σ

2En),
(β, σ) ∈ Rp × R+

\0, n ∈ N, gilt. Zum Beispiel meint „γ̂n ist konsistent“ stets, dass die Folge
von Schätzern (γ̂n)n∈N konsistent ist.

§07.02 Satz. Für ein (β, σ) ∈ Rp × R+
\0 sei Y(n)©∼ L(X(n)β, σ

2En) mit rg[X(n)] = p für alle n > n0.
Setze ε(n) := (ε1 · · · εn)t = Y(n)−X(n)β©∼ L(01n, σ

2En). Gelten die folgenden drei Bedingun-
gen:
(i) (εi)i∈N©∼ LN(0, σ2) sind unabhängige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen.

(ii) Für den kleinsten Eigenwert λ(n) der Matrix X t
(n)X(n) gilt limn→∞ λ(n) =∞.

(iii) Für die Diagonalelemente der Projektionsmatrix Π(n) := X(n)(X
t
(n)X(n))

−1X t
(n) gilt

limn→∞maxj=1,...,n[Π(n)]jj = 0.

Dann ist der Kleinste-Quadrate-Schätzer β̂(n) := (X t
(n)X(n))

−1X t
(n)Y(n) konsistent für β und

1

σ
(X t

(n)X(n))
1/2(β̂(n) − β)

D−→ N(0,Ep)

(konvergiert in Verteilung gegen eine p-dimensionale Standardnormalverteilung) und weiterhin
gilt für v ∈ Rp

〈β̂(n) − β, v〉
σ|〈(X t

(n)X(n))−1v, v〉|1/2
D−→ N(0,1).

Gilt zusätzlich E(ε4
1) <∞, so ist σ̂2 = 1

n−p‖Y(n) −X(n)β̂(n)‖2 ein konsistenter Schätzer für σ2.
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§07.03 Beweis von Satz §07.02. In der Vorlesung.

§07.04 Bemerkung. Die Bedingung §07.02 (ii) besagt, dass man mit wachsendem n immer mehr In-
formation bekommt. Weiterhin dominiert kein Vektor von Effekten xj die anderen unter der
Bedingung §07.02 (iii).

§07.05 Erinnerung. Seien ({Rγ,Fγ})γ∈Γ eine Familie von Partitionen der Menge der interessieren-
den Parameterwerte und Bn eine Bereichsschätzfunktion auf (Rn,Bn) für jedes n ∈ N. Die
Folge von Bereichsfunktionen (Bn)n∈N hält für ({Rγ,Fγ})γ∈Γ das Niveau 1-α asymptotisch
ein, wenn lim infn→∞ P(n)

(
γ̃ ∈ Bn

)
> 1− α für alle P(n) ∈ L(X(n)β, σ

2En), γ̃ ∈ Rγ(β,σ) und
(β, σ) ∈ Rp × R+

\0 gilt.

§07.06 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes §07.02 gilt folgende asympto-
tische Konfidenzaussage für gegebenes α ∈ (0, 1). Bezeichnet z1−α/2 das (1 − α/2)-Quantil
einer N(0,1)-Verteilung, so ist[

〈β̂(n), v〉 ± z1−α/2σ̂|〈(X t
(n)X(n))

−1v, v〉|1/2
]

ein Konfidenzintervall zum asymptotischen Niveau 1− α für 〈β, v〉.

§07.07 Beweis von Korollar §07.06. Die Aussage folgt direkt aus Satz §07.02.

§07.08 Beispiel (Beispiele §04.06 (a) fortgesetzt). Sei (Yi)i∈N©∼ LN(R× R+
\0) durch ein Lokations-Skalen-

Modell mit u.i.v. Koordinaten adäquat beschrieben, dann ist[
Y (n) ± z1−α/2n

−1/2
√
σ̂2

(n)

]
mit Y (n) = 1

n

∑n
i=1 Yi und σ̂2

(n) = 1
n

∑n
i=1(Yi − Y (n))

2 ein Konfidenzintervall zum asymptoti-
schen Niveau 1−α für den unbekannten Parameter µ. Dies folgt direkt aus Korollar §07.06 mit
v = 1.

§07.09 Erinnerung. Sei {H 0,H 1} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte Γ,
und ϕn : Rn → {0, 1} für jedes n ∈ N ein Test mit Gütefunktion βϕn(P(n)) := EP(n)

(ϕn).
Für das Testproblem der Nullhypothese H0 : H 0 gegen die Alternativhypothese H1 : H 1

hält die Folge von Tests (ϕn)n∈N asymptotisch das Signifikanz-Niveau α ∈ (0, 1) ein, wenn
lim supn→∞ βϕn(P(n)) 6 α für alle P(n) ∈ L(X(n)β, σ

2En) und (β, σ) ∈ γ−1(H 0) gilt.
(a) Für γ ∈ Γ sei Rγ und Fγ eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-

werte, dann bezeichnen H 0
γ = {γ̃ ∈ Γ | γ ∈ Rγ̃} und H 1

γ = {γ̃ ∈ Γ | γ ∈ Fγ̃} die
assozierte Null- bzw. Alternativhypothese der interessierende Parameter.

(b) Für n ∈ N sei Bn eine Bereichsschätzfunktion, dann bezeichnet (ϕnγ)γ∈Γ die assoziierte
Familie von Tests mit Ablehnbereich

{
ϕnγ = 1

}
= {γ 6∈ Bn}.

(c) Für n ∈ N sei (ϕnγ)γ∈Γ einer Familie von Tests, dann bezeichnet Bn die assoziierte Be-
reichsschätzfunktion mit Bn(x) :=

{
γ ∈ Γ | ϕnγ(x) = 0

}
.

Dann gilt für eine Familie ((ϕnγ)n∈N)γ∈Γ von Testfolgen, dass ϕnγ ein ein asymptotischer α-Test
der Nullhypothese H0 : H 0

γ gegen die Alternativhypothese H1 : H 1
γ für jedes γ ∈ Γ ist,

genau dann wenn die assozierte Folge von Bereichsfunktionen (Bn)n∈N für ({Rγ,Fγ})γ∈Γ) ein
asymptotischer 1-α-Konfidenzbereich ist.
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§07.10 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes §07.02 kann für ein r ∈ R (a)
die Hypothese H0 : 〈β, v〉 6 r gegen die Alternative HA : 〈β, v〉 > r; (b) H0 : 〈β, v〉 > r
gegen HA : 〈β, v〉 < r sowie (c) H0 : 〈β, v〉 = r gegen HA : 〈β, v〉 6= r mit Hilfe der
Teststatistik T(n) := 〈β̂,v〉−r

σ̂|〈(XtX)−1v,v〉|1/2 und den Entscheidungsregeln

(i) lehne die Hypothese H0 ab, falls T(n) > z1−α;

(ii) lehne die Hypothese H0 ab, falls T(n) 6 −z1−α;

(iii) lehne die Hypothese H0 ab, falls |T(n)| > z1−α/2;
unter Einhaltung des vorgegebenen asymptotischen Niveau α ∈ (0, 1) getestet werden.

§07.11 Beweis von Korollar §07.10. Die Aussage folgt direkt aus Satz §07.02.

§07.12 Beispiel (Beispiel §07.08 fortgesetzt). Sei (Yi)i∈N©∼ LN(R× R+
\0) durch ein Lokations-Skalen-

Modell mit u.i.v. Koordinaten adäquat beschrieben, dann kann (a) die Hypothese H0 : µ 6 µo
gegen die AlternativeHA : µ > µo; (b) H0 : µ > µo gegenHA : µ < µo sowie (c) H0 : µ = µo
HA : µ 6= µo mit Hilfe der Entscheidungsregeln

(a) lehne die Hypothese H0 ab, falls Y (n) − µo > z1−αn
−1/2

√
σ̂2

(n);

(b) lehne die Hypothese H0 ab, falls Y (n) − µo 6 z1−αn
−1/2

√
σ̂2

(n);

(c) lehne die Hypothese H0 ab, falls |Y (n) − µo| > z1−α/2n
−1/2

√
σ̂2

(n);

unter Einhaltung des vorgegebenen asymptotischen Niveau α ∈ (0, 1) getestet werden.

Residuenanalyse

Wir nehmen im Folgenden an, dass der Zusammenhang zwischen der Zielgröße Y und der De-
signmatrix durch ein gewöhnliches lineares Modell Y ©∼ L(XRp × R+

\0) adäquat dargestellt ist.
Bezeichnen wir mit Y das arithmetische Mittel der Beobachtung, so ist die totale Quadratsum-
me ‖Y − Y 1n‖2 =

∑n
i=1(Yi − Y )2 (SST für total sum of squares) ein Maß der Variabilität

der Realisierungen der Zielgrößen. Wir wollen nun untersuchen in wie weit diese Variabilität
durch die Variabilität der angepassten Schätzwerte Ŷ = Xβ̂ oder der Residuen Y − Ŷ erklärt
wird. Unter der Annahme 1n ∈ Bild(X) eine einfache Zerlegung der totalen Quadratsumme
in eine Quadratsumme der Regression bzgl. der angepassten Werte (SSR für regression sum of
squares) und eine Quadratsumme der Residuen (SSE für error sum of squares) ergibt

SST := ‖Y − Y 1n‖2 = ‖Ŷ − Y 1n‖2 + ‖Y − Ŷ ‖2 =: SSR + SSE.

Offensichtlich, spricht ein im Verhältnis zum SSR kleiner Wert des SSE für eine gute Anpassung
des linearen Modells. Betrachten wir den standardisierten Quotienten

F ∗ =

1
p
SSR

1
n−pSSE

,

so sprechen große Werte von F für eine gute Anpassung des linearen Modells. Nehmen wir
zusätzlich an, dass die Beobachtung Y normalverteilt ist, so vergleichen wir die Anpassung in
dem linearen Modell Y ©∼ NXRp×R+

\0
mit der in einem Lokations-Skalen-Modell Y ©∼ Nn

R×R+
\0

.

Unter der Annahme, dass 1n ∈ Bild(X) gilt, hat F ∗ eine Fp,n−p-Verteilung mit (p, n − p)
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Freiheitsgraden. Alternativ können wir des Verhältnis zwischen der totalen Variabilität und der
Variabilität der Schätzwerte betrachten:

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST
.

Der Wert R2 wird Bestimmtheitsmaß genannt und entspricht im Fall p = 1 dem Quadrat des
empirischen Korrelationskoeffizienten

ρ =

∑n
i=1(Yi − Y )(xi − x)√∑n

i=1(Yi − Y )2 ·
√∑n

i=1(xi − x)2

.

Bezeichnet β̂−i den gewöhnliche Kleinste-Quadrate-Schätzer ohne die i-te Koordinate der Be-
obachtung Y , dann gilt

β̂−i − β̂ = − Ŷi − Yi
1− [X(X tX)−1X]ii

(X tX)−1xi.

Wir sehen also, dass der Einfluss der i-ten Beobachtung sowohl vom i-ten Residuum als auch
vom Diagonalelement [X(X tX)−1X]ii, seinem Leverage-Score, abhängt. Um einflussreiche
Beobachtungen zu entdecken, plottet man daher oft die ResiduenRi gegen die [X(X tX)−1X]ii.
Basierend auf der Differenz der geschätzten Parameter ist die Cook-Distanz definiert durch

1

pσ̂2
‖β̂−i − β̂‖2

XtX =
1

pσ̂2

(Ŷi − Yi)2

1− [X(X tX)−1X]ii

[X(X tX)−1X]ii
1− [X(X tX)−1X]ii

.

Sie ist eine einfache Funktion von [X(X tX)−1X]ii sowie dem Quadrat des studentisierten Re-
siduums (Ŷi − Yi)/

√
σ̂2(1− [X(X tX)−1X]ii)) welche Student-tk-verteilt ist unter einer Nor-

malverteilungsannahme. Sie wird häufig als diagnostisches Hilfsmittel verwendet. Diejenigen
Beobachtungen, bei denen die Cook-Distanz deutlich größer ist als beim Rest, sollte besonders
betrachtet, bzw. in der Analyse weggelassen werden. Analog erhält man als Änderung beim
Hinzufügen einer Beobachtung Yn+1 zum Effekt xn+1:

1

1 + xtn+1(X tX)−1xn+1

(X tX)−1xn+1(Yn+1 − xtn+1β̂).

Durch Hinzufügen einer einzigen Beobachtung kann somit der Kleinste-Quadrate-Schätzer be-
liebig verändern werden.
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Entscheidungstheorie

§08 Formalisierung eines statistischen Problem

§08.01 Erinnerung. W(X ) bezeichnet die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf einem messba-
ren Raum (X ,X ). Für eine nicht-leere Indexmenge Θ wird eine Familie PΘ := (Pθ)θ∈Θ von
Wahrscheinlichkeitsmaßen auf X formal durch die Abbildung Θ → W(X ) mit θ 7→ Pθ de-
finiert. Für jedes θ ∈ Θ bezeichnet im Folgenden Eθ stets die Erwartung bzgl. Pθ. Ist X eine
Zufallsvariable mit Werten in (X ,X ) so schreiben wir abkürzend X©∼ PΘ, falls X ∼ Pθ für
ein θ ∈ Θ gilt. Eine Abbildung γ : Θ → Γ heißt abgeleiteter oder interessierender Parameter
und für jedes θ ∈ Θ wird γ(θ) abgeleiteter oder interessierender Parameterwert genannt. Ein
abgeleiteter oder interessierender Parameter γ : Θ→ Γ heißt identifizierbar, falls für beliebige
θ1, θ2 ∈ Θ aus γ(θ1) 6= γ(θ2) folgt Pθ1 6= Pθ2 .

§08.02 Definition. Wir bezeichnen das Tripel (X ,X ,PΘ) als statistisches Experiment oder statisti-
sches Modell. Die nicht-leere Indexmenge Θ wird Parametermenge genannt und X heißt Stich-
probenraum. Ein statistisches Experiment (X ,X ,PΘ) heißt adäquat für eine Zufallsvariable
X , falls X©∼ PΘ gilt. Ist (S,S ) ein messbarer Raum, so wird jede (S,S )-wertige Zufallsva-
riable S auf (X ,X ), also X -S -messbare Funktion S : X → S, Beobachtung oder Statistik
genannt. Wir bezeichnen mit PSΘ := (PSθ )θ∈Θ die durch S auf (S,S ) induzierte Familie von
Wahrscheinlichkeitsmaßen und mit (S,S ,PSΘ) das induzierte statistische Modell. Eine Stati-
stik γ̂ mit Werten in dem messbaren Raum (Γ,G ) heißt Schätzer oder Schätzfunktion für den
abgeleiteten identifizierbaren Parameter γ. Sei {H 0,H 1} eine Partition der Menge der interes-
sierenden Parameterwerte Γ, also H 0

⊎
H 1 = Γ. Für X©∼ PΘ sagen wir, die Nullhypothese

H0 : H 0 ist erfüllt, wenn das statistische Experiment (X ,X ,Pγ−1(H 0)) für X adäquat ist,
dass heißt, für ein θ ∈ Θ mit γ(θ) ∈ H 0 gilt X ∼ Pθ, andernfalls ist die Alternativhypothese
H1 : H 1 erfüllt. Eine ({0, 1}, 2{0,1})-wertige Zufallsvariable (Statistik) ϕ wird (nicht randomi-
sierter) Test für das Testproblem von H0 : H 0 gegen H1 : H 1 genannt. Nimmt ϕ den Wert
eins an, so wird die Hypothese H0 abgelehnt, und anderenfalls wird die Hypothese H0 nicht
abgelehnt. Eine ([0, 1],B[0,1])-wertige Statistik ϕ wird randomisierter Test genannt. Dabei wird
ϕ(x) als bedingte Wahrscheinlichkeit interpretiert, die Nullhypothese H0 : H 0 abzulehnen,
wenn eine Realisierung X = x beobachtet wird.

§08.03 Definition. Sei (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment. Eine Entscheidungsregel (Entschei-
dungsfunktion) ist eine (X ,E )-messbare Abbildung δ : X → E mit Werten in einem messba-
rem Raum (E ,E ), der Entscheidungsraum genannt wird. Wir bezeichnen mit ∆ eine vorgege-
bene Menge von Entscheidungsfunktionen. Jede Funktion ν : Θ × E → R+, die messbar im
zweiten Argument ist, heißt Verlustfunktion. Das Risiko (der mittlere Verlust) einer Entschei-
dungsregel δ bei Vorliegen des Parameters θ ∈ Θ (Pθ ist die zu Grunde liegende Wahrschein-
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lichkeitsverteilung und Eθ die Erwartung bezüglich Pθ) ist

Rν(θ, δ) := Eθ
(
ν(θ, δ)

)
:=

∫
X
ν(θ, δ(x))Pθ(dx).

(E ,E , ν) wird statistisches Entscheidungsproblem genannt.

§08.04 Beispiele.
(a) Betrachte ein gewöhnliches lineares Modell Y ©∼ L(XRp × R+

\0). Insbesondere, für
Y ©∼ L(Xβ, σ2En) ist die Verteilung Pε des zentrierten und standardisierten Fehlers ε :=
σ−1(Y −Xβ) ein Element vonL(01n,En). Offensichtlich legen die unbekannten Parameter
β und σ2 sowie die unbekannte Verteilung Pε von ε die Verteilung PY von Y fest. Wäh-
len wir nun Θ := Rp × R+

\0 × L(01n,En) als Parameterraum, so existiert zu jedem PY ∈
L(XRp × R+

\0) mindestens ein Parameterwert θ = (β, σ2,Pε) ∈ Θ mit PY = PXβ+σε = Pθ.
Damit ist die Familie PΘ eine mögliche Parametrisierung von L(XRp × R+

\0). Versieht man
den Stichprobenraum X = Rn mit seiner Borel-σ-Algebra X = Bn so bilden die Vertei-
lungen PΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf dem Stichprobenraum und es
liegt zusammenfassend das statistische Experiment (Rn,Bn,PRp×R+

\0×L(01n,En)) vor.

Um den (gewöhnlichen) Kleinste-Quadrate-Schätzer β̂ als Entscheidungsregel zu interpre-
tieren, sowie seine Güte zu messen, wird der Entscheidungsraum E = Rp und beispiels-
weise die quadratische Verlustfunktion ν(θ, e) = ν

(
(β, σ2,Pε), e

)
= ‖β − e‖2 betrachtet.

Für diese spezielle Wahl der Verlustfunktion sind die Parameter σ2 und Pε irrelevant. Da
aber die Verteilung Pθ = PXβ+σε von σ2 und Pε abhängt, werden diese auch Störparameter
genannt.

Beachte, dass bei der Modellierung Y ©∼ L(XRp × R+
\0) die Verteilung von ε nicht ein-

deutig festgelegt wird. Dies gilt offensichtlich in einem gewöhnlichen normalen linearen
Modell Y ©∼ NXRp×R+

\0
nicht, da in diesem Fall L(01n,En) zu der ein-elementigen Menge

{Nn
(0,1)} reduziert wird. Mit anderen Worten, die multivariate Normalverteilung der Beob-

achtung Y ist gerade eindeutig durch das das erste und zweite Moment festgelegt.

(b) Für einen Test auf Wirksamkeit eines neuen Medikaments werden 100 Versuchspersonen
mit diesem behandelt. Unter der (stark vereinfachenden) Annahme, dass alle Personen
identisch und unabhängig auf das Medikament reagieren, wird für jede Person der Erfolg
oder Misserfolg der Behandlung notiert, so dass die Anzahl X der erfolgreichen Behand-
lungen eine Binomial-verteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit π ∈ (0, 1) ist.
Zusammenfassend nehmen wir an, dass X©∼

(
Bin(100,π)

)
π∈(0,1)

. Wählen wir den Stich-
probenraum X = J0, 100K versehen mit der Potenzmenge X = 2J0,100K als σ-Algebra,
so liegt das statistische Experiment

(
J0, 100K, 2J0,100K, (Bin(100,π))π∈(0,1)

)
vor. In Abhän-

gigkeit von der Anzahl X der erfolgreichen Behandlungen soll entschieden werden, ob
die Erfolgsquote höher ist als diejenige einer klassischen Behandlung mit bekannter Er-
folgswahrscheinlichkeit πo ∈ (0, 1). Die Nullhypothese für den unbekannten Parame-
ter π ist somit H0 : π 6 πo. Als Entscheidungsraum dient E = {0, 1} (H0 nicht ab-
lehnen bzw. ablehnen) versehen mit der σ-Algebra 2{0,1}, und wir wählen den Verlust
ν(π, e) = ν0e1{π6πo} + ν1(1 − e)1{π>πo} mit Konstanten ν0, ν1 ∈ R+. Dies führt auf
das Risiko einer Entscheidungsregel (eines Tests) δ : 2J0,100K → 2{0,1}

Rν(π, δ) = ν0Bin(100,π)(δ > π0)1{π6πo} + ν1Bin(100,π)(δ 6 πo)1{π>πo},
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so dass die Irrtumswahrscheinlichkeit erster Art Bin(100,π)(δ > πo) mit ν0 und die zweiter
Art Bin(100,π)(δ 6 πo) mit ν1 gewichtet wird.

§08.05 Definition. Seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment und (E ,E , ν) ein Entscheidungs-
problem. Eine Entscheidungsregel δo ∈ ∆ heißt (gleichmäßig) besser als eine Entscheidungs-
regel δ ∈ ∆, falls Rν(θ, δo) 6 Rν(θ, δ) für alle θ ∈ Θ gilt und falls ein θo ∈ Θ mit
Rν(θo, δo) < Rν(θo, δ) existiert. Eine Entscheidungsregel heißt zulässig in ∆, wenn es kei-
ne (gleichmäßig) bessere Entscheidungsregel in ∆ gibt.

§08.06 Bemerkung. Häufig schränkt die betrachtete Klasse ∆ die möglichen Entscheidungsregeln ein.
So ist der gKQS im gewöhnlichen linearen Modell nach dem Satz §05.15 von Gauß-Markov
zulässig unter quadratischem Verlust in der Klasse der erwartungstreuen und linearen Schätzern.

§08.07 Beispiel (§04.06 (a) fortgesetzt). Wir vergleichen in einem normalen Lokations-Modell
Y ©∼

(
Nn

(µ,1)

)
µ∈R die Schätzfunktionen µ̂1 := Y := 1

n

∑n
i=1 Yi, µ̂2 := Y + 0.5 sowie µ̂3 := 6

unter Verwendung eines quadratischen Verlustes ν(µ, δ) = (µ − δ)2. Da Rν(µ, µ̂1) = 1/n,
Rν(µ, µ̂2) = 1/4 + 1/n gilt, ist µ̂1 besser als µ̂2, allerdings ist weder µ̂1 besser als µ̂3 noch
umgekehrt. Insbesondere ist µ̂3 zulässig (in der Klasse aller Schätzer!), da Rν(6, µ̂3) = 0 gilt
und jeder andere Schätzer µ̃ mit Rν(6, µ̃) 6 Rν(6, µ̂3) = 0 mit µ̂3 Lebesgue-fast überall über-
einstimmt. Später werden wir zeigen dass auch µ̂1 zulässig ist.

§08.08 Definition. Zu einem vorgegebenen Entscheidungsproblem (E ,E , ν) in einem statistischen
Modell (X ,X ,PΘ) heißt eine Entscheidungsregel δ unverzerrt, falls

∀ θ, θ̃ ∈ Θ : Eθ
(
ν(θ̃, δ)

)
> Eθ

(
ν(θ, δ)

)
= Rν(θ, δ).

§08.09 Lemma. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, γ : Θ → E ⊆ R ein iden-
tifizierbarer Parameter und (E ,E , ν) ein statisistisches Entscheidungsproblem mit quadrati-
schem Verlust ν(θ, e) := (γ(θ) − e)2. Eine Entscheidungsregel γ̂ : X → E ist dann ein
Schätzer für den abgeleiteten Parameter γ. Gilt für jedes θ ∈ Θ weiterhin γ̂ ∈ L1(Pθ) und
Eθ(γ̂) ∈ γ(Θ) := {γ(θo), θo ∈ Θ}, dann ist die Entscheidungsregel γ̂ genau dann unverzerrt,
wenn sie erwartungstreu ist, also Eθ(γ̂) = γ(θ) für alle θ ∈ Θ gilt.

§08.10 Beweis von Lemma §08.09. In der Vorlesung.

§08.11 Lemma. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, γ : Θ → Γ = H 0
⊎

H 1 ein
identifizierbarer Parameter, und ([0, 1],B[0,1], ν) das statisistische Entscheidungsproblem mit
Verlustfunktion ν(θ, e) = ν0e1H 0

(
γ(θ)

)
+ ν1(1 − e)1H 1

(
γ(θ)

)
für ν0, ν1 ∈ R+. Eine Ent-

scheidungsregel ϕ : X → [0, 1] (ein randomisierter Test) für das Testproblem H0 : H 0 gegen
H1 : H 1 ist genau dann unverzerrt, wenn sie zum Niveau α = ν1/(ν0 + ν1) unverfälscht ist,
also gilt

∀ θ ∈ γ−1(H 0) : Eθ(ϕ) 6 α, und ∀ θ ∈ γ−1(H 1) : Eθ(ϕ) > α.

§08.12 Beweis von Lemma §08.11. Übungsaufgabe.

§08.13 Erinnerung. Eine Abbildung κ : X ×S → R+ heißt Markovkern von (X ,X ) nach (S,S )
(vgl. Definition §03.12), falls sie die zwei Bedingungen: (MK1) κ(x, •) ∈ W(S ) für alle x ∈ X
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und (MK2) κ(•, B) ∈ X + für alle B ∈ S erfüllt. Zu jedem P ∈ W(X ) existiert dann (vgl.
Schreibweise §03.13) ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaß κ� P ∈ W(S ⊗X )
mit [κ � P](A × B) =

∫
B
κ(x,A)P(dx) sowie κP ∈ W(S ) mit [κP](A) =

∫
X κ(x,A)P(dx)

für alle B ∈X , A ∈ S .

§08.14 Definition. Zu einem vorgegebenen Entscheidungsproblem (E ,E , ν) in einem statistischen
Modell (X ,X ,PΘ) mit X©∼ PΘ heißt ein Markovkern D von (X ,X ) nach (E ,E ) Entschei-
dungskern oder randomisierte Entscheidungsregel mit der Interpretation, dass bei Vorliegen der
Beobachtung X = x gemäß D(x, •) eine Entscheidung zufällig ausgewählt wird. Das zugehö-
rige Risiko ist dann definiert durch

Rν(θ,D) := Eθ
( ∫
E
ν(θ, e)D(•, de)

)
=

∫
X

∫
E
ν(θ, e)D(x, de)Pθ(dx) =

∫
E
ν(θ, •) d[DPθ].

§08.15 Beispiele. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, X©∼ PΘ und γ : Θ → Γ ein
identifizierbarer Parameter und Γ = H 0

⊎
H 1.

(a) Betrachte E = Γ versehen mit einer σ-Algebra G . Ein Entscheidungskern D von (X ,X )
nach (Γ,G ) ist dann ein „randomisierter“ Schätzer, d.h. bei Vorliegen der Beobachtung
X = x ist D(x, •) ∈ W(T ), also eine Verteilung auf dem Parameterraum Γ ist. Existiert
insbesondere eine (messbare) Abbildung γ̂ : X → Γ, so dass D(x, •) für jedes x ∈ X ein
Punktmaß in γ̂(x) ∈ Γ ist, also D(x, •) = δγ̂(x) gilt, dann ist γ̂ eine Entscheidungsregel
(„nicht randomisierter“ Schätzer) und

Rν(θ,D) =

∫
X

∫
E
ν(θ, e)D(x, de)Pθ(dx) =

∫
X
ν(θ, γ̂(x))Pθ(dx) = Rν(θ, γ̂).

(b) Betrachte das Testproblem von H0 : H 0 gegen H1 : H 1 und die statisistische Ent-
scheidungsprobleme ([0, 1],B[0,1], ν) sowie ({0, 1}, 2{0,1}, ν) mit gemeinsamer Verlust-
funktion ν(θ, e) := ν0e1H 0

(
γ(θ)

)
+ ν1(1 − e)1H 1

(
γ(θ)

)
. Jede Entscheidungsregel ϕ :

X → [0, 1] (randomisierter Test) zum Entscheidungsproblem ([0, 1],B[0,1], ν) definiert mit
D(x, {1}) := ϕ(x) sowie D(x, {0}) := 1 − ϕ(x) eine randomisierte Entscheidungsre-
gel D zum Entscheidungsproblem ({0, 1}, 2{0,1}, ν). Auf der anderen Seite definiert je-
de randomisierte Entscheidungsregel D zum Entscheidungsproblem ({0, 1}, 2{0,1}, ν) eine
Entscheidungsregel ϕ(x) := D(x, {1}) zum Entscheidungsproblem ([0, 1],B[0,1], ν). Of-
fensichtlich, gilt dann

Rν(θ,D) = Eθ
( ∑
e∈{0,1}

ν(θ, e)D(•, {e})
)

= Eθ
(
ν(θ, 0)(1− ϕ) + ν(θ, 1)ϕ

)
= Eθ

(
ν1(1− ϕ)1H 1

(
γ(θ)

)
+ ν0ϕ1H 0

(
γ(θ)

)
= Eθ

(
ν(θ, ϕ)

)
= Rν(θ, ϕ).

Dies bedeutet also, dass ϕ(x) die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der bei Vorliegen der
Beobachtung X = x die Hypothese H0 : H 0 abgelehnt wird.

§08.16 Bemerkung. Es sei E ⊆ Rd konvex sowie ν(θ, e) eine im zweiten Argument konvexe Ver-
lustfunktion. Dann gibt es zu jeder randomisierten Entscheidungsregel eine deterministische
Entscheidungsregel, deren Risiko nicht größer ist.
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§09 Minimax- und Bayes-Ansatz

§09.01 Definition. Für ein Entscheidungsproblem (E ,E , ν) zu einem statistischen Modell (X ,X ,PΘ)
heißt eine Entscheidungsregel δo ∆-minimax, falls

R∗ν := sup
θ∈Θ
Rν(θ, δo) = inf

δ∈∆
sup
θ∈Θ
Rν(θ, δ)

gilt, weiterhin wird R∗ν ∆-Minimaxrisiko genannt. Wir bezeichnen δo als minimax, falls die
Menge ∆ alle möglichen Entscheidungsregeln (für die das Risiko definiert ist) enthält.

§09.02 Vorbemerkung. Betrachten wir ein statistisches Experiment (X ,X ,PΘ), so gilt definitions-
gemäß Pθ ∈ W(X ) für jedes θ ∈ Θ. Nehmen wir zusätzlich an, dass (Θ,T ) ein messbarer
Raum ist, und dass für jedes F ∈ X die Abbildung P•(F ) : Θ→ R+ mit θ 7→ Pθ(F ) (Borel-)
messbar ist, also kurz P•(F ) ∈ T +, so sind die beiden Bedingungen (MK1) und (MK2) eines
Markovkerns von (Θ,T ) nach (X ,X ) erfüllt, den wir mit P• bezeichnen.

§09.03 Definition. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, (Θ,T ) ein messbarer Raum
und P• mit (θ, F ) 7→ Pθ(F ) ein Markovkerns von (Θ,T ) nach (X ,X ). Die Verlustfunktion ν
des Entscheidungsproblems (E ,E , ν) sei zusätzlich T ⊗E −B+-messbar. Sei ϑ eine (Θ,T )-
wertige Zufallsvariable, so dass die Parameter θ ∈ Θ als Realisierung von ϑ aufgefasst werden
können. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Pϑ von ϑ auf dem messbaren Raum (Θ,T ) wird
a-priori Verteilung des Parameters θ genannt und wir bezeichen mit Eϑ die Erwartung bezüg-
lich Pϑ. Das mit Pϑ assoziierte Bayesrisiko einer Entscheidungsregel δ ist (vgl. Schreibweise
§03.13)

Rϑν (δ) := Eϑ [Rν(•, δ)] =

∫
Θ

Rν(θ, δ)Pϑ(dθ) =

∫
Θ

∫
X
ν(θ, δ(x))Pθ(dx)Pϑ(dθ)

=

∫
Θ×X

ν(•, δ)d[P• � Pϑ].

Eine Entscheidungsregel δo heißt ∆-Bayesregel oder ∆-Bayes-optimal (bezüglich Pϑ) falls

Rϑν (δo) = inf
δ∈∆
Rϑν (δ)

gilt. Erstreckt sich das Infimum über alle möglichen Entscheidungsregeln δ so heißt δo kurz
Bayesregel oder Bayes-optimal.

§09.04 Bemerkung. Während eine Minimaxregel den maximal zu erwartenden Verlust minimiert,
kann das Bayesrisiko als ein (mittels Pϑ) gewichtetes Mittel des zu erwartenden Verlustes ange-
sehen werden. Alternativ wird Pϑ als die subjektive Einschätzung der Verteilung der zu Grunde
liegenden Parameter interpretiert. Daher wird das Bayesrisiko auch als insgesamt zu erwarten-
der Verlust verstanden.

§09.05 Erinnerung. Sei P(X,S) die Verteilung von (X,S) auf (X ×S,X ⊗S ). Ein Markovkern PX|S
von (S,S ) nach (X ,X ) heißt reguläre Festlegung der bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X gegeben S (vgl. Definition §03.34 (a)), falls für alle A ∈X und alle B ∈ S gilt

[PX|S � PS](A×B) =

∫
B

PX|S=s(A)PS(ds) = P(X,S)(A×B).
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Nach Satz §03.15 (ii) existiert ein solcher Markovkern, wenn X ×S = Rk und X ⊗S = Bk

für ein k ∈ N, und nach Satz §03.08 ist dieser bis auf Gleichheit P(X,S)-f.ü. eindeutig. Damit
legt eine Wahl des Markovkerns PX|S und der Randverteilung PS die gemeinsame Verteilung
P(X,S) fest.

§09.06 Definition. Seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, (Θ,T ) ein messbarer Raum, (X,ϑ)
eine (X ×Θ,X ⊗T )-wertige Zufallsvariable, Pϑ eine a-priori Verteilung von ϑ auf (Θ,T ),
P• mit (θ, F ) 7→ Pθ(F ) ein Markovkern von (Θ,T ) nach (X ,X ). Die gemeinsame Verteilung
P(X,ϑ) = PX|ϑ � Pϑ von (X,ϑ) ist durch die reguläre bedingte Verteilung PX|ϑ := P• von
X gegeben ϑ sowie Pϑ festgelegt. Eine reguläre Festlegung der bedingten Verteilung Pϑ |X
von ϑ gegeben X , falls sie existiert, heißt a-posteriori Verteilung des zufälligen Parameters ϑ.
Entsprechend wird eine reguläre Festlegung der bedingten Erwartung Eϑ |X von ϑ gegeben
X , falls sie existiert, a-posteriori Erwartung des zufälligen Parameters ϑ genannt. Besitzt für
ein x ∈ X die a-posteriori Verteilung Pϑ |X=x ein endliches erstes absolutes Moment, so wird
Eϑ |X=x(ϑ) := Eϑ |X=x(idΘ) =

∫
Θ
θPϑ |X=x(dθ) a-posteriori Erwartungswert des zufälligen

Parameters ϑ gegeben X = x genannt. Existiert ein endliches erstes absolutes Moment für
alle x ∈ X so heißt die (messbare) Abbildung Eϑ |X(ϑ) mit x 7→ Eϑ |X=x(ϑ) a-posteriori
Erwartungswert des zufälligen Parameters ϑ gegeben X .

§09.07 Bemerkung. Die gemeinsame Verteilung P(X,ϑ) des zufälligen Vektors (X,ϑ) erfüllt P(X,ϑ) =
P• � Pϑ. Wir bezeichnen mit PX die Randverteilung von X bzgl. P(X,ϑ), also PX = P•Pϑ =∫

Θ
Pθ Pϑ(dθ), und mit EX die assoziierte Erwartung. Insbesondere gilt

Rϑν (δ) = E(X,ϑ)
(
ν(•, δ)

)
= Eϑ

(
EX|ϑ

(
ν(•, δ)

))
=

∫
X×Θ

ν
(
•, δ
)
d[PX|ϑ � Pϑ]

= EX
(
Eϑ |X

(
ν(•, δ)

))
=

∫
Θ×X

ν
(
•, δ
)
d[Pϑ |X � PX ].

§09.08 Schreibweise. Seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, PΘ eine bezüglich eines Maßes
µ dominierte Verteilungsfamilie (Pθ � µ für alle θ ∈ Θ) mit entsprechenden µ-Dichten (fθ)θ∈Θ

und (Θ,T ) ein messbarer Raum. Fordern wir zusätzlich, dass f• : Θ× X → R+
mit (θ, x) 7→

fθ(x) eine (T ⊗X )−B
+

-messbare Funktion ist, dann ist mit Fubini P• mit (θ, F ) 7→ Pθ(F ) =∫
F
fθ(x)µ(dx) ein Markovkern von (Θ,T ) nach (X ,X ). In dieser Situation bezeichen wir f•

als (µ-) Dichte des Markovkerns P• bezüglich des dominierenden Maßes µ. Betrachte eine (X×
Θ,X ⊗T )-wertigen Zufallsvariable (X ,ϑ). Die a-priori Verteilung Pϑ besitze eine Dichte fϑ

bezüglich eines dominierenden Maßes ν. Die gemeinsame Verteilung P(X,ϑ) = PX|ϑ � Pϑ, die
durch die reguläre bedingte Verteilung PX|ϑ := P• und Pϑ festgelegt sei, ist dann dominiert
durch das Produktmaß µ⊗ν, besitzt die µ⊗ν-Dichte f• fϑ : (x, θ) 7→ fθ(x)fϑ(θ) und fX : x 7→∫

Θ
fθ(x)fϑ(θ)ν(dθ), ist eine µ-Dichte der Randverteilung PX= P•Pϑ von X . Die Abbildung

fϑ |X : X ×Θ→ R+
mit

(x, θ) 7→ fϑ |X=x(θ) =
fθ(x)fϑ(θ)

fX(x)
1{fX(x)>0} + fϑ(θ)1{fX(x)=0} (09.1)

ist dann eine (X ⊗ T ) −B
+

-messbare Funktion und eine ν-Dichte des Markovkerns Pϑ |X
von (X ,X ) nach (Θ,T ) mit (x,B) 7→ Pϑ |X=x(B) :=

∫
B
fϑ |X=x(θ)ν(dθ).
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§09.09 Satz. Seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, (Θ,T ) ein messbarer Raum und P• ein
Markovkern von (Θ,T ) nach (X ,X ) mit Dichte f• bezüglich eines dominierenden Maßes µ.
Betrachte eine (X × Θ,X ⊗ T )-wertigen Zufallsvariable (X ,ϑ). Die a-priori Verteilung Pϑ
besitze eine Dichte fϑ bezüglich eines dominierenden Maßes ν und P(X,ϑ) := P• � Pϑ sei die
gemeinsame Verteilung von (X ,ϑ). Der Markovkern Pϑ |X von (X ,X ) nach (Θ,T ) mit ν-
Dichte fϑ |X gegeben in (09.1) ist dann eine reguläre Festlegung der bedingten Verteilung von
ϑ gegeben X , also eine a-posteriori Verteilung.

§09.10 Beweis von Satz §09.09. Übungsaufgabe

§09.11 Beispiel. Wir bezeichnen als Bayestestproblem (oder Bayes-Klassifikationsproblem) mit einfa-
chen Hypothesen ein Entscheidungsproblem ({0, 1}, 2{0,1}, ν) mit 0-1-Verlust ν(θ, e) = |θ− e|
zu einem statistischen Experiment (X ,X ,PΘ) mit Parameterraum Θ = {0, 1}. Betrachte eine
(X ×{0, 1},X ⊗ 2{0,1})-wertige Zufallsvariable (X ,ϑ). Betrachte eine a-priori Verteilung Pϑ
auf ({0, 1}, 2{0,1}) mit Zähldichte pϑ bezüglich des Zählmaßes ν. Die Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaßen PΘ = (Pθ)θ∈{0,1} ist dominiert bezüglich eines Maßes µ (z.B. µ = P0 + P1)
und f0 und f1 bezeichne entsprechende µ-Dichten. Dann ist f• eine µ-Dichte des Markov-
kerns P• und P(X,ϑ) := P• � Pϑ bezeichne die gemeinsame Verteilung von (X ,ϑ). Dann ist
fX = pϑ(0)f0 + pϑ(1)f1 eine µ-Dichte der Randverteilung PX = P•Pϑ von X bezüglich
P(X,ϑ). Nach Satz §09.09 ist

pϑ |X : X × {0, 1} → R+
mit

(x, θ) 7→ pϑ |X=x(θ) =
pϑ(θ)fθ(x)

pϑ(0)f0(x) + pϑ(1)f1(x)
1{

fX(x)∈R+
\0

} + pϑ(θ)1{
fX(x)6∈R+

\0

}
(09.2)

eine ν-Dichte der a-posteriori Verteilung von ϑ gegeben X .

§09.12 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen von Definition §09.06. Betrachten wir das stati-
stische Entscheidungsproblem (E ,E , ν), so ist jede Entscheidungsregel δo mit

δo(x) ∈ arg min
δ∈∆

Eϑ |X=x
(
ν(•, δ(x))

)
für PX-f.a.x ∈ X ,

∆-Bayes-optimal bezüglich Pϑ.

§09.13 Beweis von Satz §09.12. In der Vorlesung.

§09.14 Korollar. Sei Θ ⊆ R. Unter den Annahmen von Satz §09.12 gelten die folgenden Aussagen:
(i) Für die quadratische Verlustfunktion ν(θ, e) := (e− θ)2 ist eine Festlegung des bedingten

Erwartungswertes θ̂ := Eϑ |X (ϑ) ein Bayes-optimaler Schätzer von θ (Bayes-optimale
Entscheidungsregel) bezüglich der a-priori Verteilung Pϑ ∈ W2(T ).

(ii) Eine Entscheidungsregel θ̂med, die Pϑ |X=x
(
ϑ 6 θ̂med(x)

)
> 1/2 und Pϑ |X=x

(
ϑ >

θ̂med(x)
)
> 1/2 für PX-f.a. x ∈ X erfüllt, heißt a-posteriori Median bezüglich der a-

priori Verteilung Pϑ. Für den Absolutbetrag ν(θ, e) := |e−θ| ist jeder a-posteriori Median
bezüglich der a-priori Verteilung Pϑ ein Bayes-optimaler Schätzer von θ (Bayes-optimale
Entscheidungsregel).

§09.15 Beweis von Korollar §09.14. Übungsaufgabe.
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§09.16 Beispiel (§09.11 fortgesetzt). Nach Satz §09.12 ist ein Bayestest (Bayesklassifizierer) für alle
x ∈ {fX = pϑ(0)f0 + pϑ(1)f1 > 0} eine Minimalstelle der Abbildung

{0, 1} 3 e 7→ Eϑ |X=x [ν(•, e)] =
pϑ(0)f0(x)

fX(x)
e+

pϑ(1)f1(x)

fX(x)
(1− e).

Eine Lösung des Minimierungsproblems und somit ein Bayestest ist gegeben durch

ϕ : X → {0, 1} mit x 7→ ϕ(x) :=


0, pϑ(0)f0(x) > pϑ(1)f1(x)
1, pϑ(0)f0(x) < pϑ(1)f1(x)

beliebig, pϑ(0)f0(x) = pϑ(1)f1(x)

Damit entscheiden wir uns für dasjenige ϕ(x) ∈ {0, 1}, dessen a-posteriori Wahrscheinlichkeit
am größten ist (MAPE für maximum a posteriori estimator). Insbesondere sei für später auf die
Neymann-Pearson-Struktur des Bayestests ϕ in Abhängigkeit von f1(x)/f0(x) hingewiesen.

§09.17 Satz. Es seien die Annahmen und Notationen der Definition §09.06 erfüllt. Betrachten wir das
statistische Entscheidungsproblem (E ,E , ν), so gelten die folgenden Aussagen
(a) Für jede Entscheidungsregel δ gilt

sup
θ∈Θ
Rν(θ, δ) = sup

Pϑ∈W(T )

Rϑν (δ),

wobei sich das zweite Supremum über alle a-priori Verteilungen Pϑ, also Wahrscheinlich-
keitsmaße über (Θ,T ), erstreckt. Insbesondere ist das Bayes-Risiko einer ∆-Bayesregel
stets kleiner oder gleich dem ∆-Minimax-Risiko.

(b) Für eine ∆-Minimaxregel δo gilt

sup
Pϑ∈W(T )

Rϑν (δo) = inf
δ∈∆

sup
Pϑ∈W(T )

Rϑν (δ).

§09.18 Beweis von Satz §09.17. In der Vorlesung.

§09.19 Bemerkung. Der letzte Satz wird insbesondere dazu verwendet, untere Schranken für das
Minimax-Risiko durch das Bayes-Risiko einer Bayesregel herzuleiten.

§09.20 Satz. Es seien die Annahmen und Notationen der Definition §09.06 erfüllt. Im statistischen
Entscheidungsproblem (E ,E , ν) gelten für jede Entscheidungsregel δo (∈ ∆) die folgenden
Aussagen:
(a) Ist δo minimax-optimal und eindeutig (in ∆) in dem Sinne, dass jede andere Minimax-Regel

die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist δo zulässig in ∆.

(b) Ist δo zulässig mit konstanter Risikofunktion, so ist δo minimax-optimal.

(c) Ist δo eine Bayesregel (bzgl. Pϑ) und eindeutig (in ∆) in dem Sinne, dass jede andere Bayes-
regel (bzgl. Pϑ) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist δo zulässig (in ∆).

(d) Die Parametermenge Θ bilde einen metrischen Raum versehen mit der Borel-σ-Algebra
BΘ. Ist δo eine Bayesregel (bzgl. Pϑ) (in ∆), so ist δo zulässig (in ∆), falls (i) Rϑν (δo) <∞;
(ii) für jede nicht leere offene Menge U in Θ gilt Pϑ(U) > 0; (iii) für jede Entscheidungs-
regel δ (∈ ∆) mitRϑν (δ) 6 Rϑν (δo) ist die Abbildung θ 7→ Rν(θ, δ) stetig.

62 Statistik 1



§09 Minimax- und Bayes-Ansatz Kapitel 3 Entscheidungstheorie

§09.21 Beweis von Satz §09.20. Übungsaufgabe.

§09.22 Satz. Für ein d ∈ N sei Y ©∼ Nn
Rd×{Ed} =

(
Nn

(µ,Ed))µ∈Rd (vgl. §04.06 (a)). Bezüglich der qua-
dratischen Verlustfunktion ν(µ, e) = ‖µ − e‖2 ist das arithmetische Mittel Y = 1

n

∑n
i=1 Yi ein

minimax-optimaler Schätzer für µ.

§09.23 Beweis von Satz §09.22. Übungsaufgabe.

§09.24 Satz. Sei Y ©∼ Nn
R×{1} =

(
Nn

(µ,1))µ∈R Bezüglich der quadratischen Verlustfunktion ν(µ, e) =

(µ− e)2 ist das arithmetische Mittel Y = 1
n

∑n
i=1 Yi ein zulässiger Schätzer für µ.

§09.25 Beweis von Satz §09.24. In der Vorlesung.

§09.26 Bemerkung. Liegt eine andere Verteilung mit Erwartungswert µ und Varianz eins als die Nor-
malverteilung vor, so ist Y weder zulässig noch minimax (sofern n > 3 gilt), vergleiche Leh-
mann and Casella [1998], Seite 153. Unter der Normalverteilungsannahme ist Y für d = 2
weiterhin zulässig, allerdings gilt dies für d = 3 nicht mehr, wie es in Abschnitt §10 das Stein-
Phänomen zeigt.

§09.27 Definition. Es gelten die Annahmen und Notationen von Definition §09.06. Für ein Entschei-
dungsproblem (E ,E , ν) heißt eine Verteilung Pϑo auf (Θ,T ) mit

inf
δ∈∆
Rϑoν (δ) = sup

Pϑ∈W(T )

inf
δ∈∆
Rϑν (δ)

ungünstigste a-priori Verteilung bzgl. ∆.

§09.28 Satz. Für das Entscheidungsproblem (E ,E , ν) sei Pϑo eine a-priori Verteilung mit zugehöriger
∆-Bayesregel δo. Dann sind die Eigenschaften
(i) Rϑoν (δo) = supθ∈ΘRν(θ, δo) und

(ii) die Sattelpunkteigenschaft: ∀Pϑ ∈ W(T ) : ∀ δ ∈ ∆ : Rϑν (δo) 6 Rϑoν (δo) 6 Rϑoν (δ)

äquivalent. Aus jeder dieser Eigenschaften folgt, dass δo minimax-optimal in ∆ und Pϑo ungün-
stigste a-priori Verteilung bzgl. ∆ ist.

§09.29 Beweis von Satz §09.28. In der Vorlesung.

§09.30 Beispiel. Für ein n ∈ N sei X©∼
(
Bin(n,π)

)
π∈(0,1)

. Wir bestimmen einen minimax-optimalen
Schätzer für π in der Klasse ∆ := (0, 1)J1,nK = {δ : J1, nK → (0, 1)} bezüglich der quadrati-
scher Verlustfunktion ν(π, e) = (e − π)2 unter Verwendung von Satz §09.28. Dazu betrachten
wir auf ((0, 1),B(0,1)) die Beta-Verteilung Beta(a,b) mit Parametern a, b ∈ R+

\0 als a-priori Ver-
teilung, diese ist definiert durch die Lebesgue-Dichte fBeta(a,b)

(x) = 1
Beta(a,b)

xa−1(1−x)b−1, x ∈
(0, 1), mit Normierungskonstante Beta(a, b) (Betafunktion). Wir bestimmen zunächst einen zu-
gehörigen Bayesschätzer π̂a,b für π. Bezeichne mit πa,b einen zufälligen Parameter mit Werten
in (0, 1) und a-priori Verteilung Beta(a,b). Eine Festlegung der a-posteriori Verteilung Pπa,b|X=x

ist wieder eine Beta-Veteilung Beta(a+x,b+n−x) und der zugehörige Bayesschätzer ist π̂a,b :=

Eπa,b|X(πa,b) = a+X
a+b+n

. Für sein Risiko gilt Rν(π, π̂a,b) = Eπ(π̂a,b − π)2 = (a−aπ−bπ)2+nπ(1−π)
(a+b+n)2 .

Im Fall a∗ = b∗ =
√
n/2 erhält man π̂a∗,b∗ := Eπa∗,b∗ |X(πa∗,b∗) = X+

√
n/2

n+
√
n

= X
n
− X−n/2

n(
√
n+1)

mit
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zugehörigem Risiko Rν(π, π̂a∗,b∗) = (2
√
n + 2)−2 welches unabhängig von π ist, woraus die

Sattelpunkteigenschaft folgt:

∀Pπ ∈ W(B(0,1)) : ∀ π̂ ∈ (0, 1)J1,nK : Rπν (π̂a∗,b∗) 6 R
πa∗,b∗
ν (π̂a∗,b∗) 6 R

πa∗,b∗
ν (π̂).

Damit ist Pπa∗,b∗ = Beta(a∗,b∗) ungünstigste a-priori Verteilung und π̂a∗,b∗ minimax-optimaler
Schätzer von π. Insbesondere ist der natürliche Schätzer π̂ = X/n mitRν(π, π̂) = π(1− π)/n
nicht minimax (er ist jedoch zulässig).

§09.31 Bemerkung. Gehören für ein statistisches Modell die a-posteriori Verteilungen wieder zur der
Klasse von a-priori Verteilungen (im Allgemeinen mit geänderten Parametern), so nennt man
die entsprechenden Verteilungsklassen konjugiert. Zum Beispiel sind Beta-Verteilungen konju-
giert zur Binomialverteilung (Beispiel §09.30). Konjugierte Verteilungen sind die Ausnahme,
nicht die Regel, und für komplexere Modelle werden häufig Rechnen-intensive Methoden wie
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) verwendet, um die a-posteriori Verteilung zu berech-
nen.

§10 Das Stein-Phänomen

Für ein d ∈ N sei X©∼ Nn
Rd×{Ed} =

(
Nn

(µ,Ed))µ∈Rd . Wir betrachten das Entscheidungsproblem,
den Parameter µ möglichst gut im Sinne eines quadratischen Verlustes ν(µ, µ̂) = ‖µ̂ − µ‖2

zu schätzen. Auf Grund der Unabhängigkeit der Koordinaten erscheint das (koordiantenweise)
arithmetische Mittel X , eine natürliche Antwort zu sein. Ein alternativer, sogenannter empiri-
scher Bayesansatz, beruht auf der Familie der a-priori Verteilungen

(
Nd

(0,σ2)

)
σ∈R+

\0
. Betrachten

wir für ein σ ∈ R+
\0 einen zufälligen Parameter µσ ∼ Nd

(0,σ2), so ist der zugehörige Bayesschät-
zer Eµσ |X(µσ) = n

n+σ−2X (vgl. Beweis §09.23). Der empirische Bayesansatz beruht nun auf
der Ersetzung von σ2 durch die Schätzung σ̂2 := ‖X‖2/d − n−1. Da die Randverteilung von
X bezüglich der gemeinsamen Verteilung PX,µσ gerade einer Nd

(0,σ2+n−1)-Verteilung entspricht,
ist σ̂2 ein erwartungstreuer Schätzer von σ2. Wir erhalten den Schätzer

µ̂ =
n

n+ σ̂−2
X = (1− d

n‖X‖2
)X.

Der Bayessche Ansatz lässt vermuten, dass für kleine Werte von ‖µ‖ der Schätzer µ̂ ein kleine-
res Risiko als X hat. Überraschenderweise gilt für Dimension d > 3 sogar, dass µ̂ besser als X
ist. Das folgende Steinsche Lemma liefert das zentrale Argument für den Beweis.

§10.01 Lemma von Stein. Es sei f : Rd → R eine in jeder Koordinate Lebesgue-f.ü. absolut stetige
Funktion. Für jedes µ ∈ Rd und σ ∈ R+

\0 mit Y ∼ N(µ,σ2Ed) gilt dann

E
(
(µ− Y )f(Y )

)
= −σ2E

(
∇f(Y )

)
,

sofern E
(
| ∂f
∂yi

(Y )|
)
<∞ für alle i ∈ J1, nK gilt.

§10.02 Beweis von Lemma §10.01. In der Vorlesung.
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§10.03 Satz. Es sei d > 3 und X©∼ Nn
Rd×{Ed} =

(
Nn

(µ,Ed))µ∈Rd . Dann gilt für den James-Stein-
Schätzer

µ̂JS := (1− d− 2

n‖X‖2
)X

mit X := 1
n

∑n
i=1 Xi, dass

Eµ‖µ̂JS − µ‖2 =
d

n
− Eµ

[(d− 2)2

n2‖X‖2

]
<
d

n
= Eµ‖X − µ‖2.

Insbesondere ist X für eine quadratische Verlustfunktion kein zulässiger Schätzer von µ im Fall
d > 3.

§10.04 Beweis von Satz §10.03. In der Vorlesung.

§10.05 Bemerkungen.
(a) Die Abbildung µ 7→ Eµ[‖X‖−2] ist monoton fallend in ‖µ‖ und erfüllt E0[‖X‖−2] =

n/(d−2) und E0‖µ̂JS‖2 = 2/n. Damit ist µ̂JS für µ nahe 0, große Dimension d und kleine
Stichprobenumfänge n eine deutliche Verbesserung vonX . Der James-Stein-Schätzer wird
auch Shrinkage-Schätzer genannt, weil die Koordinaten des ursprünglichen Schätzers X
gedämpft (zur Null hingezogen) werden.

(b) Der James-Stein-Schätzer mit positivem Gewicht

µ̂JS+ := (1− d− 2

n‖X‖2
)+X, (a)+ := max(a, 0),

ist bei quadratischer Verlustfunktion besser als der James-Stein-Schätzer µ̂JS . Damit ist
selbst der James-Stein-Schätzer (sogar mit positivem Gewicht) unzulässig. Die Konstruk-
tion eines zulässigen Minimax-Schätzers ist gelöst für d > 6 (vgl. Lehmann and Casella
[1998], S. 385).
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Schätztheorie

§11 Dominierte Modelle

§11.01 Definition. Ein statistisches Model (X ,X ,PΘ) heißt dominiert, falls ein σ-endliches Maß µ
auf X , kurz µ ∈ Mσ(X ), existiert, so dass für jedes θ ∈ Θ das Wahrscheinlichkeitsmaß Pθ
absolut stetig bezüglich µ ist (Pθ � µ). Eine durch θ paramisierte Radon-Nikodym-Dichte

L(θ, x) :=
dPθ
dµ

(x) θ ∈ Θ, x ∈ X ,

wird auch Likelihood-Funktion genannt, wobei diese meist als zufällige Funktion L : Θ→X
+

mit θ 7→ L(θ) := L(θ, •) aufgefasst wird.

§11.02 Beispiele.
(a) Ein statistisches Experiment (R,B,PΘ) ist trivialerweise dominiert wenn jedes Pθ ∈ PΘ

durch eine Lebesguedichte fθ gegeben ist, beispielsweise NRp×R+
\0

.

(b) Jedes statistische Modell mit Stichprobenraum X = N und Potenzmenge X = 2N oder
allgemeiner mit abzählbarem StichprobenraumX und Potenzmenge X = 2X ist dominiert
bezüglich des Zählmaßes.

(c) Ist die Parametermenge Θ = {θ1, θ2, . . . } abzählbar, so ist µ =
∑

i ciPθi mit ci > 0,∑
i ci = 1 ein dominierendes Maß.

(d) Sei δω das Punktmaß in x ∈ R. Das statistische Experiment (R,B, (δθ)θ∈R) ist nicht do-
miniert. Für ein dominierendes Maß müsste µ({θ}) > 0 für alle θ ∈ R gelten und da-
mit µ(A) = ∞ für jede überabzählbare Borelmenge A ⊆ R erfüllen (sonst folgt aus
|{x ∈ A|µ({x}) > 1/n}| 6 nµ(A) < ∞, dass A = ∪n>1{x ∈ A|µ({x}) > 1/n}
abzählbar ist). Damit kann µ nicht σ-endlich sein.

§11.03 Bemerkung. Sei (X ,X ,PΘ) ein bezüglich µ ∈ Mσ(X ) dominiertes Modell. Ist µ endlich,
so gilt µ � Pµ := 1

µ(X )
µ ∈ W(X ) und damit ist PΘ auch bzgl. Pµ dominiert. Andererseits,

ist µ nicht endlich, so existiert eine abzählbare und messbare Partition {Xm,m ∈ N} von X
mit 0 < µ(Xm) < ∞ für jedes m ∈ N. Für jedes m ∈ N definiere Pµ(•|Xm) ∈ W(X ) mit
A 7→ Pµ(A|Xm) := µ(A∩Xm)

µ(Xm)
. Dann gilt µ � Pµ :=

∑
m∈N 2−mPµ(•|Xm) ∈ W(X ), da aus

Pµ(A) = 0 insbesondere µ(A ∩ Xm) = 0 für alle m ∈ N und somit µ(A) = 0 folgt. Damit
haben wir gezeigt, dass zu µ ∈ Mσ(X ) ein Pµ ∈ W(X ) mit µ � Pµ existiert, dass dann
automatisch PΘ dominiert. Die nächste Aussage zeigt, dass ein PΘ dominierendes Po ∈ W(X )
existiert mit Po � µ. Im Folgenden können wir also ohne Beschränkung der Allgemeinheit
annehmen, dass das dominierende Maß ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist.
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§11.04 Satz. Es sei (X ,X ,PΘ) ein µ-dominiertes statistisches Modell. Dann existiert ein Wahrschein-
lichkeitsmaß Po der Form

∑
i∈N ciPθi mit ci ∈ R+, θi ∈ Θ für alle i ∈ N und

∑
i∈N ci = 1, also

Po � µ, derart dass Pθ � Po für alle θ ∈ Θ gilt. Ein solches Wahrscheinlichkeitsmaß Po wird
privilegiertes dominierendes Maß genannt.

§11.05 Beweis von Satz §11.04. In der Vorlesung.

§12 Erschöpfende Statistik

§12.01 Beispiel. Es sei (Xi)i∈[1,n]©∼ PnΘ und jedes Pθ sei durch eine Lebesguedichte fθ ∈ B
+

gege-
ben. Allgemeine Informationen über Pθ und somit θ erhalten wir typischerweise mit Hilfe von
Statistiken wie X oder max(X1, . . . , Xn). Intuitiv, enthält die Ordnungsstatistik
X(1), . . . , X(n) mit X(1) = min{X1, . . . , Xn}, X(k+1) := min{X1, . . . , Xn}\{X(1), . . . , X(k)},
k ∈ J2, nK, wie jede Statistik nicht mehr Informationen über den Parameter θ. Wir werden im
Folgenden zeigen, dass die Ordnungsstatistik keine Information verliert.

§12.02 Definition. Es seien (X ,X ,PXΘ = (PXθ )θ∈Θ) und (S,S ,PSΘ = (PSθ )θ∈Θ) zwei statistische
Experimente zum selben Parameterraum Θ. (X ,X ,PXΘ ) heißt informativer als (S,S ,PSΘ),
falls für alle Entscheidungsprobleme (E ,E , ν) mit ‖ν‖∞ := supθ,e |ν(θ, e)| < ∞ und für alle
Entscheidungskerne DS von (S,S ) nach (E ,E ) ein Entscheidungskern DX von (X ,X ) nach
(E ,E ) existiert mit (vgl. Definition §08.14)

Rν(θ,DX) =

∫
E
ν(θ, •) d[DXPXθ ] 6

∫
E
ν(θ, •) d[DSPSθ ] = Rν(θ,DS) ∀ θ ∈ Θ.

Ist (X ,X ,PXΘ ) informativer als (S,S ,PSΘ) und (S,S ,PSΘ) informativer als (X ,X ,PXΘ ), dann
heißen (X ,X ,PXΘ ) und (S,S ,PSΘ) äquivalent.

§12.03 Lemma. Existiert ein Markovkern κ von (X ,A ) nach (S,S ) mit κPXθ = PSθ für alle θ ∈ Θ
(vgl. Schreibweise §03.13), dann ist (X ,X ,PXΘ ) informativer als (S,S ,PSΘ).

§12.04 Beweis von Lemma §12.03. In der Vorlesung.

§12.05 Korollar. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, S eine (S,S )-wertige Statistik
auf (X ,X ,PΘ) und PSΘ die induzierte Verteilungsfamilie auf (S,S ). Dann ist (X ,X ,PΘ)
informativer als (S,S ,PSΘ).

§12.06 Beweis von Korollar §12.05. Übung.

§12.07 Beispiel (§04.06(a) fortgesetzt). BetrachteX©∼ Nn
R×{1}, also das normale Lokations-Modell und

S : Rn → R mit x = (xi)i∈J1,nK 7→ x := n−1
∑n

i=1 xi, dann gilt S(X) = X©∼ NR×{n−1}.
Insbesondere folgt aus Korollar §12.05, dass das normale Lokations-Modell (Rn,Bn,Nn

R×{1})

informativer ist als das statistische Experiment (R,B,NR×{n−1}). Wir werden im nächsten Ab-
schnitt zeigen, dass die statististischen Experimente äquivalent sind.

§12.08 Definition. Sei PΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen über (X ,X ).
(a) Eine Teil-σ-Algebra F von X heißt erschöpfend oder suffizient (für PΘ), wenn es für

alle A ∈ X eine von θ ∈ Θ unabhängige Festlegung des bedingten Erwartungswertes
Eθ
(
1A
∣∣F) von 1A gegeben F gibt, das heißt, wenn für alle A ∈ X ein hA ∈ F

+
mit

hA = Pθ
(
A
∣∣F) = Eθ

(
1A
∣∣F) Pθ-f.ü. für alle θ ∈ Θ existiert.
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(b) Eine (S,S )-wertige Statistik S auf (X ,X ) heißt erschöpfend oder suffizient (für PΘ),
wenn die induzierte Teil-σ-Algebra σ(S) erschöpfend (für PΘ) ist.

§12.09 Bemerkung. Nach Eigenschaft §01.15 (iv) ist eine (S,S )-wertige Statistik S auf (X ,X ,PΘ)
genau dann erschöpfend (für PΘ), wenn es für alle A ∈X und alle θ ∈ Θ eine von θ unabhän-
gige Funktion hA ∈ S

+
gibt mit hA = Pθ

(
A
∣∣S) PSθ -f.ü. für alle θ ∈ Θ.

§12.10 Satz. Sei PΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen über (X ,X ), F ⊆ X eine Teil-σ-
Algebra bzw. S eine (S,S )-wertige Statistik auf (X ,X ) sowie Y ∈ X eine weitere numeri-
sche Statistik, für die Eθ(Y ) für alle θ ∈ Θ existiert. Dann gilt:
(i) Ist F erschöpfend (für PΘ), so gibt es eine von θ unabhängige Festlegung E•

(
Y
∣∣F) des

bedingten Erwartungswertes Eθ
(
Y
∣∣F) von Y gegeben F , das heißt, E•

(
Y
∣∣F) ∈ F und

Eθ
(
Y
∣∣F) = E•

(
Y
∣∣F) Pθ-f.ü. für alle θ ∈ Θ.

(ii) Ist S erschöpfend, so gibt es eine von θ unabhängige Festlegung E•
(
Y
∣∣S) des bedingten

Erwartungswertes Eθ
(
Y
∣∣S) von Y gegeben S, das heißt, E•

(
Y
∣∣S) ∈ S und Eθ

(
Y
∣∣S) =

E•
(
Y
∣∣S) PSθ -f.ü. für alle θ ∈ Θ.

(iii) Für die Festlegung E•
(
Y
∣∣F) bzw. E•

(
Y
∣∣S) des bedingten Erwartungswertes von Y gilt

Eθ(E•
(
Y
∣∣F)) = ESθ (E•

(
Y
∣∣S)) = Eθ(Y ) für alle θ ∈ Θ.

§12.11 Beweis von Satz §12.10. In der Vorlesung.

§12.12 Bemerkung. Eine von θ unabhängige Festlegung E•
(
Y
∣∣F) des bedingten Erwartungswertes

Eθ
(
Y
∣∣F) ist bis auf eine PΘ-Nullmenge in F (kurz PF

Θ -f.ü.) eindeutig bestimmt, also für zwei
Festlegungen E1

•
(
Y
∣∣F) und E2

•
(
Y
∣∣F) existiert N ∈ F mit E1

•
(
Y
∣∣F)(x) = E2

•
(
Y
∣∣F)(x) für

alle x ∈ N c und Pθ(N) = 0 für alle θ ∈ Θ. Entsprechend ist eine von θ unabhängige Festlegung
E•
(
Y
∣∣S) des bedingten Erwartungswertes Eθ

(
Y
∣∣S) PSΘ-f.ü., also bis auf eine PSΘ-Nullmenge

in S , eindeutig bestimmt.

§12.13 Satz. Sei PΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen über (X ,X ) und F ⊆ X eine für
PΘ erschöpfende Teil-σ-Algebra über X . Weiter sei Y ∈X q ein Zufallsvektor. Dann gilt:

(i) Es gibt stets eine von θ unabhängige reguläre Festlegung PY |F• der bedingten Verteilung
PY |Fθ von Y gegeben F , dass heißt, PY |F• ist ein Markovkern von (X ,F ) nach (Rq,Bq).

(ii) Ist h ∈ Bq eine Funktion, für die EYθ (h) =
∫
h(y)PYθ (dy) für alle θ ∈ Θ existiert, so gilt

E•
(
h(Y )

∣∣F) = EY |F• (h) =
∫
h(y)PY |F• (dy) PF

Θ -f.ü..

§12.14 Beweis von Satz §12.13. Witting [1985], Satz 3.15, S. 341

§12.15 Lemma. Ist eine (S,S )-wertige Statistik S auf (X ,X ,PΘ) mit induzierter Verteilungsfamilie
PSΘ auf (S,S ) erschöpfend für PΘ mit regulärer Festlegung P•

(
•
∣∣S), dann sind die statisti-

schen Experimente (X ,X ,PΘ) und (S,S ,PSΘ) äquivalent.

§12.16 Beweis von Lemma §12.15. In der Vorlesung.

§12.17 Bemerkung. Seien X polnisch, X die Borel-σ-Algebra über X und (X ,X ,PΘ) ein bzgl.
eines σ-endlichen Maßes dominiertes statistisches Experiment. Dann ist eine (S,S )-wertige
Statistik S auf (X ,X ,PΘ) mit induzierter Verteilungsfamilie PSΘ auf (S,S ) genau dann er-
schöpfend, wenn die statistischen Experimente (X ,X ,PΘ) und (S,S ,PSΘ) äquivalent sind.
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§12.18 Vorbemerkung. Für die späteren Überlegungen interessieren besonders von θ unabhängige
Festlegungen der bedingten Erwartung einer (T ,T )-wertigen Statistik T auf (X ,X ,PΘ) bei
gegebener (für PΘ) suffizienter (S,S )-wertigen Statistik S auf (X ,X ) und demgemäß von θ
unabhängige reguläre Festlegungen PT |S• und P(T,S)|S

• . Diese sind wieder als von θ unabhängige
Markovkerne von (S,S ) nach (T ,T ) bzw. nach (T × S,T ⊗ S ) erklärt, die bei festem
A ∈ T bzw. bei festem B ∈ T ⊗S die folgenden Gleichungen erfüllen

PT,Sθ (A×H) = ESθ
(
1HPT |S• (A)

)
∀H ∈ S ∀θ ∈ Θ,

PT,Sθ (B ∩ (T ×H)
)

= ESθ
(
1HP(T,S)|S

• (B)
)
∀H ∈ S ∀θ ∈ Θ.

Dabei ergibt sich PT |S• aus P(T,S)|S
• gemäß PT |S• (A) = P(T,S)|S

• (A × S), A ∈ T , also PT |S• ist
gerade die Randverteilung bezüglich P(T,S)|S

• .

§12.19 Satz. Seien PΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen über (X ,X ), S eine (für PΘ) suf-
fiziente (S,S )-wertige Statistik und T eine weitere (T ,T )-wertige Statistik auf (X ,X ).

(i) Ist (T ,T ) = (Rk,Bk), so existiert stets ein von θ unabhängige reguläre Festlegung PT |S•
der bedingten Verteilung von T gegeben S.

(ii) Es existiere eine von θ unabhängige reguläre Festlegung PT |S• der bedingten Verteilung von
T gegeben S. Dann ist P(T,S)|S

• mit

(s,D) 7→ P(T,S)|S=s
• (D) := PT |S=s

• (Ds) mit Ds := {t ∈ T : (t, s) ∈ D}

eine von θ unabhängige reguläre Festlegung der bedingten Verteilung von (T, S) gegeben
S. Ist h ∈ T ⊗S eine Funktion, für die E(T,S)

θ (h) existiert für alle θ ∈ Θ, so gilt

E(T,S)|S=s
• (h) = ET |S=s

• (hs) =

∫
T
hs(t)PT |S=s

• (dt) PSΘ-f.ü. mit hs := h(•, s) ∈ T ,

E(T,S)
θ

(
h1A×B) =

∫
B

∫
A

hs(t)PT |S=s
• (dt)PSθ (ds) ∀A ∈ T ,∀B ∈ S ,∀θ ∈ Θ.

§12.20 Beweis von Satz §12.19. Witting [1985], Satz 3.16, S. 341

§12.21 Bemerkung. Eine Statistik T auf (X ,A ,PΘ) wird unwesentlich (ancillary) genannt, wenn ihre
Verteilung PT• := PTθ nicht vom Parameter θ abhängt.

§12.22 Satz. Seien PΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen über (X ,X ) und (T, S) eine (T ×
S,T ⊗ S )-wertige Statistik auf (X ,X ). S sei erschöpfend für PΘ und es geben eine von θ
unabhängige reguläre Festlegung PT |S• der bedingten Verteilung von T gegeben S. Dann sind
äquivalent:
(i) T und S sind stochastisch unabhängig unter jedem Pθ, θ ∈ Θ, und T ist unwesentlich.

(ii) PT |S=s
• ist unabhängig von s wählbar.

(iii) T ist unwesentlich, und es gilt PT |S• = PT• PSΘ-f.ü..

§12.23 Beweis von Satz §12.22. Witting [1985], Satz 3.17, S. 342

§12.24 Satz (Halmos-Savage). Sei (X ,X ,PΘ) ein dominiertes statistisches Experiment und Po ein pri-
vilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeitsmaß. Dann gilt:
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(i) Eine Teil-σ-Algebra F von X ist genau dann erschöpfend (für PΘ), wenn es für jedes
θ ∈ Θ eine F -messbare Po-Dichte von Pθ gibt, dass heißt, für alle θ ∈ Θ existiert fθ ∈ F

+

mit dPθ/dPo = fθ Po-f.ü..

(ii) Eine (S,S )-wertige Statistik S auf (X ,X ) ist genau dann erschöpfend (für PΘ), wenn es
für jedes θ ∈ Θ ein fθ ∈ S

+
mit dPθ/dPo = fθ(S) Po-f.ü. gibt.

§12.25 Beweis von Satz §12.24. In der Vorlesung.

§12.26 Vorbetrachtung. Sei PΘ = (Pθ,ξ)(θ,ξ)∈Θ eine dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsma-
ßen über (X ,X ) und (S, T ) eine für PΘ erschöpfende, (S × T ,S ⊗T )-wertige Statistik auf
(X ,X ), derart dass für ein privilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeitsmaß Po es für je-
des Pθ,ξ mit (θ, ξ) ∈ Θ eine Normierungskonstante cθ,ξ ∈ R+

\0 sowie Funktionen fθ ∈ S
+

und

gξ ∈ T
+

mit

dPθ,ξ
dPo

= cθ,ξ fθ(S) gξ(T ) Po-f.ü. (12.1)

gibt. Weiterhin existiere eine reguläre Festlegung ES|To der bedingten Erwartung von S gegeben
T bzgl. Po. Für jedes (θ, ξ) ∈ Θ ist das Bildmaß PTθ,ξ absolut stetig bzgl. des Bildmaßes PTo ,

wobei für fTθ := ES|To (fθ) ∈ T
+

und für jedes A ∈ T gilt

PTθ,ξ(A) = P(T,S)
θ,ξ (A× S) = cθ,ξ

∫
A×S

fθgξ dP(T,S)
o

= cθ,ξ

∫
A

gξ(t)ES|T=t
o (fθ)PTo (dt) = cθ,ξ

∫
A

gξf
T
θ dPTo .

cθ,ξ gξ f
T
θ ist somit eine Festlegung der PTo -Dichte von PTθ,ξ und PTo -f.ü. gilt fTθ ∈ R+

\0. Für jedes

A ∈ S ist definitionsgemäß ES|To (1Afθ) ∈ T
+

und für jedes t ∈ T mit fTθ (t) ∈ R+
\0 ist A 7→

(fTθ (t))−1ES|T=t
o (1Afθ) ein Wahrscheinlichkeitsmaß über (T ,T ). Damit ist die Abbildung

PS|Tθ,• : T ×S → R+ mit

(t, A) 7→ PS|T=t
θ,• (A) := ES|T=t

o

(
1A

fθ
fTθ (t)

)
1{fTθ (t)∈R+

\0}
+ PSo (A)1{fTθ (t) 6∈R+

\0}
(12.2)

ein Markovkern von (T ,T ) nach (S,S ), für den weiterhin gilt

[PS|Tθ,• � P
T
θ,ξ](A×B) =

∫
B

PS|T=t
θ,• (A)PTθ,ξ(dt) = cθ,ξ

∫
B

PS|T=t
θ,• (A)gξ(t)f

T
θ (t)PTo (dt)

= cθ,ξ

∫
B

ES|T=t
o

(
1A

fθ
fTθ (t)

)
1{fTθ (t)∈R+

\0}
gξ(t)f

T
θ (t)PTo (dt)

= cθ,ξ

∫
B

ES|T=t
o

(
1Afθ

)
gξ(t)PTo (dt) =

∫
A×B

cθ,ξfθgξ dP(S,T )
o = P(S,T )

θ,ξ (A× B).

Für jedes (θ, ξ) ∈ Θ ist somit PS|Tθ,• eine von ξ unabhängige reguläre Festlegung der bedingten

Verteilung PS|Tθ,ξ und für PTo -f.a. t ∈ T ist 1
fTθ (t)

fθ eine PS|T=t
o -Dichte der Verteilung PS|T=t

θ,• .
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Für jedes θ mit Θθ := {ξ : (θ, ξ) ∈ Θ} und Ξ :=
{
θ : Θθ 6= ∅} ist T somit erschöpfend für

(Pθ,ξ)ξ∈Θθ und nach Satz §12.24 ist PTo -f.ü. die Statistik S erschöpfend für die PS|T=t
o -dominierte

Familie (Pθ,•
(
•
∣∣T = t

)
)θ∈Ξ.

§12.27 Lemma. Sei PΘ eine dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen über (X ,X ) und
(S, T ) eine für PΘ erschöpfende, (S × T ,S ⊗ T )-wertige Statistik auf (X ,X ), derart dass
für ein privilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeitsmaß Po jedes P(S,T )

θ,ξ mit (θ, ξ) ∈ Θ eine

P(S,T )
o -Dichte der Form (12.1) mit cθ,ξ ∈ R+

\0, fθ ∈ S
+

und gξ ∈ T
+

besitzt. Weiterhin sei

ES|To eine reguläre Festlegung der bedingten Erwartung von S gegeben T bzgl. Po. Dann gilt:

(i) Für jedes (θ, ξ) ∈ Θ ist cθ,ξfTθ gξ eine PTo -Dichte von PTθ,ξ mit fTθ := ES|To (fθ) ∈ T
+

.

(ii) Für jedes (θ, ξ) ∈ Θ ist PS|Tθ,• gemäß (12.2) eine von θ unabhängige reguläre Festlegung

der bedingten Verteilung PS|Tθ,ξ mit der Eigenschaft, dass für jedes t ∈ T mit fTθ (t) ∈ R+
\0

die Funktion 1
fTθ (t)

fθ eine PS|T=t
o -Dichte von PS|T=t

θ,• ist.

Für jedes θ ∈ Ξ :=
{
θ : Θθ 6= ∅} mit Θθ := {ξ : (θ, ξ) ∈ Θ} ist T somit erschöpfend für

(Pθ,ξ)ξ∈Θθ und für PTo -f.a. t ∈ T ist S erschöpfend für (Pθ,•
(
•
∣∣T = t

)
)θ∈Θ.

§12.28 Beweis von Lemma §12.27. Die Aussage folgt direkt aus der Bemerkung §12.26.

§12.29 Faktorisierungskriterium von Neyman. Sei (X ,X ,PΘ) ein dominiertes statistisches Expe-
riment bzgl. µ ∈Mσ(X ). Dann gilt:

(i) Eine Teil-σ-Algebra F von X ist genau dann erschöpfend (für PΘ), wenn es h ∈X
+

und
fθ ∈ F

+
für jedes θ ∈ Θ mit [dPθ/dµ](x) = fθ(x)h(x) für µ-f.a. x ∈ X gibt.

(ii) Eine (S,S )-wertige Statistik S auf (X ,X ) ist genau dann erschöpfend (für PΘ), wenn es
h ∈X

+
und fθ ∈ S

+
für jedes θ ∈ Θ mit dPθ/dµ = fθ(S)h µ-f.ü. gibt.

§12.30 Beweis von Satz §12.29. In der Vorlesung.

§12.31 Beispiele.

(a) Die Identität idX (x) = x und allgemein jede bijektive, bi-messbare Transformation S ist
stets erschöpfend.

(b) Sind (Xi)i∈J1,nK©∼ PnΘ und für jedes θ ∈ Θ ist Pθ durch eine Lebesguedichte fθ ∈ B
+

gege-
ben, so ist die Ordnungsstatistik (X(1), . . . , X(n)) erschöpfend, da die Likelihood-Funktion
sich in der Form L(θ, x) =

∏n
i=1 fθ(x(i)) schreiben lässt.

§12.32 Vorbetrachtung. Sei (S, T ) eine (S × T ,S ⊗ T )-wertige Statistik auf (X ,X ,PΘ) und die
induzierte Verteilungsfamilie P(S,T )

Θ =
(
P(S,T )
θ

)
θ∈Θ

sei dominiert mit µ⊗ ν-Dichten
(
f

(S,T )
θ

)
θ∈Θ

bei σ-endlichen Maßen µ ∈ Mσ(S ) und ν ∈ Mσ(T ). Wir bezeichnen weiterhin mit PSΘ =(
PSθ
)
θ∈Θ

und PTΘ =
(
PTθ
)
θ∈Θ

die entsprechenden Familien von Randverteilungen über (S,S )

bzw. (T ,T ) sowie mit
(
fSθ
)
θ∈Θ

und
(
fTθ
)
θ∈Θ

ihre µ bzw. ν-Dichten. In dieser Situation erlaubt
das Neyman-Kriterium §12.29 den konstruktiven Nachweis der Existenz von Markovkernen
PT |S• und P(S,T )|S

• bei Suffizienz von S. Dieser beruht auf der Existenz einer von θ unabhängigen
Festlegung fT |S• der ν-Dichte des Markovkerns PT |S• . Der Konstruktion in §09.08 folgend ist
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analog zu (09.1) für jedes θ ∈ Θ die Abbildung

f
T |S
θ : S × T → R+

mit

(s, t) 7→ f
T |S=s
θ (t) =

f
(S,T )
θ (s, t)

fSθ (s)
1{

fSθ (s)∈R+
\0

} + fTθ (t)1{
fSθ (s)6∈R+

\0

} (12.3)

dann eine (S ⊗ T ) −B
+

-messbare Funktion und eine ν-Dichte des Markovkerns PT |Sθ von
(S,S ) nach (T ,T ) mit (s, B) 7→ PT |S=s

θ (B) :=
∫
B
fT |S=s(t)ν(dt). Wegen der Suffizienz (für

P(S,T )
Θ ) der Statistik ΠS : S × T → S mit (s, t) 7→ ΠS(s, t) := s existieren nach Satz §12.29

Funktionen h ∈ S ⊗T
+

und gθ ∈ S
+

für jedes θ ∈ Θ mit f(S,T )
θ (s, t) = gθ(s)h(s, t) für

[µ⊗ ν]-f.a. (s, t) ∈ S × T . Für hS :=
∫
T h(•, t)ν(dt) ∈ S

+
mit hS < ∞ µ-f.ü. gilt dann

fSθ = gθh
S µ-f.ü. und wegen (12.3) ist die Abbildung

fT |S• : S × T → R+
mit

(s, t) 7→ fT |S=s
• (t) =

h(s, t)

hS(s)
1{

hS(s)∈R+
\0

} + f(t)1{
hS(s)6∈R+

\0

} (12.4)

für eine beliebige ν-Dichte f dann eine ν-Dichte einer von θ unabhängigen regulären Festle-
gung PT |S• der bedingten Verteilung von T gegeben S.

§12.33 Korollar. Sei (S, T ) eine (S×T ,S ⊗T )-wertige Statistik auf (X ,X ,PΘ), S sei erschöpfend
für PΘ und P(S,T )

Θ sei µ⊗ ν-dominiert für µ ∈Mσ(S ) und ν ∈Mσ(T ), so gilt
(i) Mit fT |S• gemäß (12.4) sind

(s, A) 7→ PT |S=s
• (A) =

∫
A

fT |S=s
• (t)ν(dt) sowie

(s, B) 7→ P(S,T )|S=s
• (B) =

∫
Bs

fT |S=s
• (t)ν(dt) mit Bs := {t ∈ T : (s, t) ∈ B}.

Markovkerne und von θ unabhängige reguläre Festlegungen PT |S• und P(S,T )|S
• der beding-

ten Verteilung von T bzw. (S, T ) gegeben S.

(ii) Für h ∈ S ⊗T
+

, so dass Eθ(h(S, T )) = E(S,T )
θ (h) existiert für alle θ ∈ Θ, gilt

E•
(
h(S, T )

∣∣S = s
)

=

∫
hsf

T |S=s
• dν PSΘ-f.ü. mit hs := h(s, •)

E(S,T )
θ (h1A×B) =

∫
A×B

hf
(S,T )
θ d[µ⊗ ν] =

∫
A

( ∫
B

hsf
T |S=s
• dν

)
fSθ dµ

für alle A ∈ S , B ∈ T und θ ∈ Θ.

§12.34 Beweis von Korollar §12.33. Mit Hilfe der Bemerkung §12.32 folgt die Aussage direkt aus
dem Neyman-Kriterium §12.29.

§12.35 Erinnerung. Für die nächste Aussage sei an die Ungleichung von Jensen §01.27 und ihre
bedingte Version §03.39 (v) erinnert.
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§12.36 Rao-Blackwell Verbesserung. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, (E ,E , ν)
ein Entscheidungsproblem mit konvexem Entscheidungsraum E ⊆ Rk und im zweiten Argument
konvexer Verlustfunktion ν(θ, e). Ist S eine erschöpfende Statistik für PΘ, so gilt für jede Ent-
scheidungsregel δ mit ‖δ‖1, ν(θ, δ) ∈ L1(Pθ) für alle θ ∈ Θ, und für jede (von θ unabhängige)
Festlegung δo = E•

(
δ
∣∣σ(S)

)
die Risikoabschätzung

∀ θ ∈ Θ : Rν(θ, δo) 6 Rν(θ, δ).

§12.37 Beweis von Satz §12.36. In der Vorlesung.

§12.38 Bemerkung. Ist die Verlustfunktion strikt konvex im zweiten Argument sowie Pθ(δ = δo) < 1,
so ist δo besser als δ. In dieser Situtation gilt im Satz §12.36 also Gleichheit für die Risiken von
δo und δ genau dann, wenn δo = δ Pθ-f.s. (vgl. Witting [1985], Satz 3.27, S.349).

§12.39 Korollar. Es sei (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment und S eine erschöpfende Statistik
für PΘ. Zu jedem randomisierten Test ϕ gibt es einen randomisierten Test ϕo, der nur von S
abhängt und dieselben Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art besitzt, nämlich jede
(von θ unabhängige) Festlegung ϕo = E•

(
ϕ
∣∣S).

§12.40 Beweis von Korollar §12.39. In der Vorlesung.

§12.41 Beispiel. Für θ ∈ R+
\0 =: Θ bezeichne Pθ := U[0,θ] eine Gleichverteilung auf dem Intervall

[0, θ] mit Lebesguedichte fθ := θ−11[0,θ] ∈ B+. Es sei X = (Xi)i∈J1,nK©∼ (Un
[0,θ])θ∈R+

\0
. Ein

erwartungstreuer Schätzer des Erwartungswertes Eθ(X1) = θ/2 ist das arithmetische Mittel X ,
so dass θ̂ := 2X ein natürlicher Schätzer für θ ist. Sein Risko bzgl. der quadratischen Verlust-
funktion ist Rν(θ, θ̂) = 4Varθ(X) = 4θ2

12n
. Andererseits die Likelihood-Funktion bezüglich des

Lebesguemaßes auf Rn ist

L(θ, x) =
n∏
i=1

fθ(xi) =
n∏
i=1

(θ−11[0,θ](xi)) = θ−n1R+( min
i∈J1,nK

xi)1[0,θ]( max
i∈J1,nK

xi).

Das Faktorisierungskriterium von Neyman (Satz §12.29) anwendend ist S(X) := X(n) :=
maxi∈J1,nKXi eine erschöpfende Statistik für (Un

[0,θ])θ∈R+
\0

. Für jedes θ ∈ R+
\0 besitzt die Vertei-

lung PX(n)

θ die Lebesguedichte f
X(n)

θ (s) := nsn−1θ−n1[0,θ](s). Wir betrachten

θ̂o := E•
(
θ̂
∣∣σ(X(n))

)
=

2

n

n∑
i=1

E•
(
Xi

∣∣σ(X(n))
)
. (12.5)

Aus Symmetriegründen genügt es, E•
(
X1

∣∣σ(X(n))
)

zu bestimmen. Für x ∈ [0, θ] gilt:

Eθ
(
1[0,x]

)
= Pθ([0, x]) = (x/θ)

=
1

n
(x/θ)n +

n− 1

n

(
(x/θ)n +

nx(θn−1 − xn−1)

(n− 1)θn

)
=

∫ θ

0

(
1

n
1[0,x](s) +

n− 1

n

x ∧ s
s

)
nsn−1θ−nds

=

∫
R

(
1

n
δs([0, x]) +

n− 1

n
Ps([0, x])

)
f
X(n)

θ (s)ds

= EX(n)

θ

(
1

n
δ•([0, x]) +

n− 1

n
P•([0, x])

)
= EX(n)

θ

(
P•
(
[0, x]

∣∣X(n)

))
.
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Damit ist P•
(
A
∣∣X(n)

)
mit (s, A) 7→ 1

n
δs(A) + n−1

n
Ps(A) =: P•

(
A
∣∣X(n) = s

)
eine Festlegung

der bedingten Verteilung von Pθ gegeben X(n), die nicht von θ abhängt und regulär ist. Für die
assozierte reguläre Festlegung der bedingten Erwartung folgt E•

(
X1

∣∣X(n) = s
)

= 1
n
s+ n−1

2n
s =

n+1
2n
s und somit E•

(
X1

∣∣σ(X(n))
)

= n+1
2n
X(n), so dass wir mit (12.5) θ̂o = n+1

n
X(n) erhalten. Der

Schätzer θ̂o ist erwartungstreu und sein quadratisches Risiko ist Rν(θ, θ̂o) = θ2

n2+2n
. Für n > 1

ist der Schätzer θ̂o offensichtlich besser als θ̂, für n → ∞ erhalten wir sogar die Ordnung
O(n−2) gegenüber O(n−1).

§13 Exponentialfamilien

§13.01 Definition. Es sei (X ,X ,PΘ) ein bzgl. eines σ-endlichen Maßes µ dominiertes statistisches
Experiment. PΘ wird (k-parametrische) Exponentialfamilie (in η und S) genannt, wenn k ∈ N,
η : Θ→ Rk, C : Θ→ R+

\0, S ∈X k und h ∈X + exisitieren mit

dPθ
dµ

(x) = C(θ)h(x) exp
(
〈η(θ), S(x)〉

)
, für µ-f.a. x ∈ X und für alle θ ∈ Θ.

Die Statistik S wird natürlich erschöpfend für PΘ genannt. Sind die Koordinatenfunktionen
von η = (ηi)i∈J1,kK linear unabhängige Funktionen und für die Koordinatenfunktionen von S =
(Si)i∈J1,kK gilt

λ0 + λ1S1 + · · ·+ λSk = 0 PΘ-f.s. ⇒ λ0 = λ1 = · · · = λk = 0

d.h. 1, S1, . . . , Sk sind PΘ-f.s. linear unabhängig. Dann wird die Exponentialfamilie strikt k-
parametrisch genannt.

§13.02 Bemerkungen.
(a) C(θ) = (

∫
X h(x) exp(〈η(θ), S(x)〉)µ(dx))−1 ist gerade die Normierungskonstante. Die

Wahrscheinlichkeitsmaße Pθ, θ ∈ Θ, sind paarweise wie auch zu dem Maß ν := hµ ∈
µσ(X ) (da µ ∈ µσ(X )) äquivalent. Eine Pθ-Nullmenge ist somit Nullmenge für alle Pθ,
θ ∈ Θ, also für PΘ, sowie für ν.

(b) Die Darstellung ist nicht eindeutig, mit einer invertierbaren Matrix A ∈ Rk×k erhält man
beispielsweise eine Exponentialfamilie in η̃(θ) = Aη(θ) und S̃(x) = (At)−1S(x). Außer-
dem kann die Funktion h in das dominierende Maß ν = hµ absorbiert werden.

(c) Aus der Identifizierbarkeit des Parameters, d.h. Pθ 6= Pθo für alle θ 6= θo, folgt die Injekti-
vität von η. Andererseits impliziert die Injektivität von η bei einer strikt k-parametrischen
Exponentialfamilie die Identifizierbarkeit des Parameters.

(d) Ist PΘ eine Exponentialfamilie in η und S ∈ X k, so ist PSΘ = (PSθ )θ∈Θ eine Exponential-
familie in η und der Identität idRk .

(e) Das Faktorisierungskriterium von Neyman (Satz §12.29) anwendend ist die natürliche er-
schöpfende Statistik S einer Exponentialfamilie PΘ in der Tat erschöpfend für PΘ im Sinne
der Definition §12.08.

§13.03 Definition. Unter den Annahmen und Notationen der Definition §13.01 bezeichnet

Θnat :=

{
u ∈ Rk :

∫
exp

(
〈u, S(x)〉

)
h(x)µ(dx) ∈ R+

\0

}
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den natürlichen Parameterraum einer Exponentialfamilie PΘ. Die entsprechend mit u ∈ Θnat

reparametrisierte Familie PΘnat = (Pu)u∈Θnat wird natürliche Exponentialfamilie in S genannt.

§13.04 Beispiele.
(a) Die Normalverteilungsfamilie NR×R+

\0
ist eine zweiparametrische Exponentialfamilie in

η(µ, σ) = (µ/σ2, 1/(2σ2)) und S(x) = (x,−x2) bzgl. des Lebesguemaßes als dominie-
rierndes Maß. Jedes u der Form u = (µ/σ2, 1/(2σ2)) ist ein natürlicher Parameter, und der
natürliche Parameterraum ist gegeben durch Θnat = R × R+

\0. Ist entweder σ ∈ R+
\0 oder

µ ∈ R bekannt so liegt eine einparametrische Exponentialfamilie in η(µ) = µ/σ2 bzw.
η(σ) = 1/(2σ2) und S(x) = x bzw. S(x) = −x2 vor.

(b) Die Binomialverteilungsfamilie (Bin(n,p))p∈(0,1) bildet eine Exponentialfamilie in η(p) =
log(p/(1− p)) (Logitfunktion vgl. Bemerkung §04.15) und S(x) = x bezüglich des Zähl-
maßes µ auf J0, nK. Der natürliche Parameterraum ist R, insbesondere liegt für den Para-
meterbereich [0, 1] keine Exponentialfamilie vor.

§13.05 Lemma. Der natürlichen Parameterraum Θnat einer Exponentialfamilie ist konvex.

§13.06 Beweis von Lemma §13.05. Dies folgt aus der Höldersche Ungleichung §02.9 (xii).

§13.07 Lemma. Bildet PΘ eine k-parametrische Exponentialfamilie in η und S, so bildet auch die
Familie der Produktmaße PnΘ eine k-parametrische Exponentialfamilie in η und Sn ∈ X n mit
Sn(x) =

∑n
i=1 S(xi) und der Darstellung

dPnθ
dµn

(x) = C(θ)n
( n∏
i=1

h(xi)
)

exp
(
〈η(θ),

n∑
i=1

S(xi)〉
)
, x ∈ X n, θ ∈ Θ.

§13.08 Beweis von Lemma §13.07. Dies folgt aus der Produktformel dPnθ
dµn

(x) =
∏n

i=1
dPθ
dµ

(xi).

§13.09 Beispiele.
(a) (Fortsetzung von §04.06 (a)) Betrachte (Rn,Bn,Nn

R×R+
\0

), also das normale Lokations-

Skalen-Modell. Die natürliche erschöpfende Statistik ist (
∑n

i=1 xi,−
∑n

i=1 x
2
i ). Durch Trans-

formation sind damit auch (x, x2) und (x, S2) mit S2 = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x)2 erschöpfende

Statistiken.

(b) Sei (Bn
p )p∈(0,1) die Verteilungsfamilie einer Bernoullikette, dann ist die Anzahl der Erfolge∑n

i=1 xi erschöpfend.

§13.10 Satz. Sei PΘnat eine Exponentialfamilie mit natürlichem Parameterraum Θnat ⊆ Rk und für
alle θ ∈ Θnat der Darstellung

dPθ
dµ

= C(θ)h exp
(
〈θ, S〉

)
= h exp

(
〈θ, S〉 − A(θ)

)
µ-f.ü., (13.1)

mit A(θ) = log
( ∫

h exp(〈θ, S〉)dµ
)
. Ist θo ein innerer Punkt von Θnat, so ist die erzeugende

Funktion ψθo(s) = Eθo [exp(〈S, s〉)] in einer Umgebung der Null wohldefiniert und beliebig oft
differenzierbar. Es gilt weiterhin ψθo(s) = exp(A(θo + s)−A(θo)) für alle s mit θo + s ∈ Θnat.
Für i, j ∈ J1, kK folgt außerdem Eθo(Si) = ∂A

∂θi
(θo) und Covθo(Si, Sj) = ∂2A

∂θi∂θj
(θo).
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§13.11 Beweis von Satz §13.10. Übungsaufgabe.

§13.12 Vorbetrachtung. Im Folgenden sei PΘnat = (Pθ,ξ)(θ,ξ)∈Θnat mit Θnat ⊆ Rk+m eine natürliche
Exponentialfamilie in (S, T ) ∈X k+m mit der Darstellung

dPθ,ξ
dν

(x) = C(θ, ξ) exp
(
〈θ, S(x)〉 + 〈ξ, T (x)〉

)
ν-f.ü.. (13.2)

Für jedes (θo, ξo) ∈ Θnat ist Po := Pθo,ξo ein privilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeits-
maß für PΘnat (vgl. Bemerkung §13.02 (a)) und für jedes (θ, ξ) ∈ Θnat ist

dPθ,ξ
dPo

(x) =
C(θ, ξ)

C(θo, ξo)
exp

(
〈θ − θo, S(x)〉

)
exp

(
〈ξ − ξo, T (x)〉

)
Po-f.ü..

eine Po-Dichte von Pθ,ξ. Setzen wir cθ,ξ := C(θ,ξ)
C(θo,ξo)

∈ R+
\0, fθ := exp

(
〈θ − θo, •〉

)
∈ (Bm)+

sowie gξ := exp
(
〈ξ−ξo, •〉

)
∈ (Bk)+ so besitzt Pθ,ξ eine Po-Dichte der Form (12.1). Weiterhin

existiert nach Satz §03.15 (ii) eine reguläre Festlegung PS|To der bedingten Verteilung von S
gegeben T bzgl. Po. Somit können wir Lemma §12.27 anwenden, wobei wir für jedes θ, Θθ

nat :=
{ξ : (θ, ξ) ∈ Θnat} sowie Ξnat := {θ : Θθ

nat 6= ∅} definieren.

§13.13 Korollar. Gegeben sei eine natürliche Exponentialfamilie PΘnat in (θ, ξ) und (S, T ) mit der
Darstellung (13.2). Po sei eine spezielle Verteilung Pθo,ξo , (θo, ξo) ∈ Θnat. Bei gegebener regu-
lärer Festlegung PS|To der bedingten Verteilung von S gegeben T bzgl. Po gilt dann:
(i) Für jedes θ ∈ Ξnat bilden die von T induzierten Verteilungen PT

Θθnat
:=
(
PTθ,ξ
)
ξ∈Θθnat

eine

Exponentialfamilie in ξ und der Indentität idRm , das heißt für alle ξ ∈ Θθ
nat gilt

dPTθ,ξ
dPTo

(t) = C(θ, ξ) exp
(
〈ξ, t〉

)
fTθ (t) PTo -f.a. t ∈ Rm

mit fTθ (t) := 1
C(θo,ξo)

exp
(
〈−ξo, t〉

) ∫
exp

(
〈θ − θo, s〉

)
PS|T=t
o (ds).

(ii) Für jedes θ ∈ Ξnat gibt es eine von ξ unabhängige reguläre Festlegung PS|Tθ,• der bedingten

Verteilung PS|Tθ,ξ , die für PTo -f.a. t ∈ Rm eine Exponentialfamilie
(
PS|T=t
θ,•

)
θ∈Ξnat

in θ und
idRk bilden, das heißt für alle θ ∈ Ξnat gilt

dPS|T=t
θ,•

dPS|T=t
o

(s) = 1
fTθ (t)

exp
(
〈θ, s〉

)
exp

(
〈−θo, s〉

)
PS|T=t
o -f.a. s ∈ Rk.

§13.14 Beweis von Korollar §13.13. Mit Bemerkung §13.12 folgt die Behauptung direkt aus Lemma
§12.27.

§14 Vollständige Statistik

§14.01 Definition. Eine (S,S )-wertige Statistik S auf (X ,A ,PΘ) heißt vollständig, falls für alle
f ∈ S gilt

∀ θ ∈ Θ : ESθ (f) = 0 ⇒ f = 0 PSΘ-f.ü.
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§14.02 Bemerkung. Eine Statistik V auf (X ,X ,PΘ) wird unwesentlich (ancillary) genannt, wenn ih-
re Verteilung PV• := PVθ nicht vom Parameter θ abhängt. Sie heißt unwesentlich erster Ordnung,
falls E•[V ] := Eθ[V ] unabhängig von θ ist. Falls jede Statistik der Form V = f(S), die unwe-
sentlich erster Ordnung ist, auch PΘ-f.ü. konstant ist, so ist keine redundante Information mehr
in S enthalten, und S ist vollständig (verwende f̃(S) = f(S)− E•[f(S)]).

§14.03 Lemma von Basu. Es seien S und V Statistiken auf (X ,X ,PΘ). Ist S erschöpfend und voll-
ständig sowie V unwesentlich (ancillary), d.h. PV• ist unabhängig von θ ∈ Θ , so sind S und V
unabhängig.

§14.04 Beweis von Satz §14.03. In der Vorlesung.

§14.05 Satz von Koopman. Es sei PΘnat eine (strikt) k-parametrische Exponentialfamilie in S mit
natürlichem Parameter Θnat ⊆ Rk. Besitzt Θnat ein nichtleeres Inneres inn(Θnat), so ist S
erschöpfend und vollständig.

§14.06 Beweis von Satz §14.05. In der Vorlesung.

§14.07 Bemerkung. Der natürliche Parameterraum Θnat einer (strikt) k-parametrischen Exponential-
familie ist konvex und enthält ein nicht entartetes k-dimensionales Rechteck.

§14.08 Korollar. Gegeben sei eine natürliche Exponentialfamilie PΘnat in (θ, ξ) und (S, T ) mit der
Darstellung (13.2). Hängt die Verteilung einer weiteren Statistik V auf (X ,X ,PΘnat) nicht
von θ ab, so sind die Statistiken V und S unabhängig unter jedem Pθ,ξ für alle ξ ∈ Ξnat mit
inn(Θξ

nat) 6= ∅ und θ ∈ Θξ
nat.

§14.09 Beweis von Korollar §14.08. In der Vorlesung.

§14.10 Beispiele.
(a) Besitzt in einem gewöhnlichen normalen linearen Modell Y ©∼ NXRk×R+

\0
(siehe Abschnitt

§06) die Designmatrix X einen vollen Spaltenrang (rg(X) = k), so liegt eine (strikt)
(k + 1)-parametrische Exponentialfamilie in η(β, σ) = σ−2(β, 1/2)t ∈ Rk × R+

\0 und
(S(Y ), T (Y )) = (X tY,−‖Y ‖2)t ∈ Rk+1 vor. Der natürliche Parameterraum Θnat =
Rk × R+

\0 besitzt ein nichtleeres Inneres in Rk+1, so dass (S, T ) erschöpfend und voll-
ständig ist. Mittels einer bijektiven Transformation ergibt sich, dass für den gewöhnlichen
Kleinste-Quadrate-Schätzer (gKQS) β̂ = (X tX)−1X tY (Korollar §05.09) und σ̂2 = (n−
k)−1‖Y −Xβ̂‖2 (Satz §06.02) auch die Statistik (β̂, ‖Y ‖2) = (β̂, ‖ΠXRpY ‖2 + (n− k)σ̂2)

erschöpfend und vollständig ist. Da weiterhin gilt ΠXRpY = Xβ̂ (Lemma §05.07), ist auch
(β̂, σ̂2) erschöpfend und vollständig. Insbesondere hängt die Verteilung von σ̂2 nicht von β
ab, so dass nach Korollar §14.08 β̂ und σ̂2 unabhängig für alle (β, σ) ∈ Rk × R+

\0 sind.

(b) Sei X = (Xi)i∈J1,nK©∼ (Un
[0,θ])θ∈R+

\0
(siehe Beispiel §12.41). Dann folgt aus der Form

L(θ, x) = θ−n1R+(x(1))1[0,θ](x(n)) mit x1 := mini∈J1,nK xi und x(n) := maxi∈J1,nK xi der
Likelihood-Funktion, dass das Maximum S(X) := X(n) der Beobachtungen eine erschöp-
fende Statistik ist. Da PSθ die Lebesguedichte fSθ (s) := nsn−1θ−n1[0,θ](s) besitzt, folgt aus

ESθ (f) =

∫ θ

0

f(s)nθ−nsn−1dt = 0,
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für alle θ ∈ R+
\0, dass f = 0 Lebesgue-f.ü. gelten muss, woraus die Vollständigkeit für

S(X) = X(n) folgt.

§15 Erwartungstreue Schätzer

§15.01 Satz von Lehmann-Scheffé. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, γ̂ ein erwar-
tungstreuer Schätzer des identifizierbaren Parameters γ : Θ→ R und S eine erschöpfende und
vollständige Statistik für PΘ. Dann ist γ̂o = E•

(
γ̂
∣∣σ(S)

)
der eindeutig bestimmte Schätzer, der

in der Klasse aller erwartungstreuen Schätzer gleichmäßig die kleinste Varianz besitzt (KVS für
Kleinste-Varianz-Schätzer oder UMVU für uniformly minimum variance unbiased oder BUE
für best unbiased estimator). Insbesondere gilt damit:
(i) (Existenz) Es gibt einen KVS der Form γ̂o(x) = g(S(x)) für alle x ∈ X .

(ii) (Eindeutigkeit) Ist γ̃ ein KVS, dann gilt Pθ(γ̃ = γ̂o) = 1 für alle θ ∈ Θ.

(iii) Ist γ̃ = h(S) erwartungstreu für γ, dann gilt Pθ(γ̃ = γ̂o) = 1 für alle θ ∈ Θ.

§15.02 Beweis von Satz §15.01. In der Vorlesung.

§15.03 Bemerkung. Aus dem Satz §12.36 (Rao-Blackwell Verbesserung) folgt die Aussage des Satzes
von Lehmann-Scheffé sogar für das Risiko bzgl. einer beliebigen im zweiten Argument strikt
konvexen Verlustfunktion.

§15.04 Beispiele (§14.10 fortgesetzt).
(a) Sei Y ©∼ NXRk×R+

\0
mit rg(X) = k. Da β̂ und σ̂ erwartungstreue Schätzer für β und σ2 sind

(Satz §05.15), die insbesondere erschöpfend und vollständig sind, besitzen beide Schätzer
jeweils minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schätzer von β und σ2. Für
diese Aussage ist die Normalverteilungsannahme essentiell.

(b) X = (Xi)i∈J1,nK©∼ (Un
[0,θ])θ∈R+

\0
. Da X(n) eine erschöpfende und vollständige Statistik mit

Eθ(X(n)) = n
n+1

θ für alle θ ∈ Θ ist, besitzt der erwartzungstreue Schätzer θ̂o = n+1
n
X(n)

minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schätzer von θ.

§15.05 Berechnung des Kleinste-Varianz-Schätzer. Sei S vollständig und erschöpfend für PΘ. Möch-
te man den Kleinste-Varianz-Schätzer für γ bestimmen so gibt es zwei Möglichkeiten, ihn zu
berechnen (die Existenz vorausgesetzt):
(a) (Direkte Methode, geeigneter für diskrete Verteilungen) Man sucht einen erwartungstreuen

Schätzer der Form γ̂o = h(S) für γ, dieser ist dann der Kleinste-Varianz-Schätzer. Dies
führt zu folgendem Gleichungssystem für die unbekannte Funktion h

∀ θ ∈ Θ : γ(θ) = Eθ(γ̂o) = ESθ (h) =

∫
h(s)PSθ (ds).

Als Übungsaufgabe benutze diese Methode im Fall von Beispiele §13.09(b) für den abge-
leiteten Parameter γ(π) = π(1− π).

(b) (Benutze Rao-Blackwell Verbesserung) Für einen beliebigen erwartungstreuen Schätzer γ̃
ist die Rao-Blackwell Verbesserung γ̂o = h(S) = E•

(
γ̃
∣∣σ(S)

)
dann der Kleinste-Varianz-
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Schätzer. Die Berechnung kann entweder direkt mit bedingten Dichten durchgeführt wer-
den (häufig aufwendig), oder man nutzt die Charakterisierung der bedingten Erwartung

∀ θ ∈ Θ : ∀A ∈ σ(S) : Eθ
(
1Ah(S)

)
= Eθ

(
1Aγ̃

)
was erneut zu einem Gleichungssystem für h führt. Wir haben dieses Verfahren in Beispiel
§12.41 benutzt.

§15.06 Kritik. Kleinste-Varianz-Schätzer werden häufig kritisiert, da
(a) Eine Einschränkung auf erwartungstreue Schätze zu viele Schätzer ausschließt. Aus dem

Satz von Lehmamn-Scheffé §15.01 wird deutlich, dass es nur ein von einer erschöpfenden
und vollständigen Statistik abhängenden Schätzer existiert.

(b) Die Einschränkung auf erwartungstreue Schätzer schließt häufig interessante Schätzer mit
geringerem Risiko aus, da eventuell ein Schätzer mit einer kleinen Verfälschung eine deut-
lich geringe Varianz besitzen kann (siehe nachfolgendes Beispiele §15.07(a)).

(c) Es gibt Situationen, in denen erwartungstreue Schätzer und Kleinste-Varianz-Schätzer völ-
lig unsinnig sind (siehe nachfolgendes Beispiele §15.07(b)).

(d) Es gibt Situationen, in denen erwartungstreue Schätzer und Kleinste-Varianz-Schätzer nicht
existieren (Übungsaufgabe).

§15.07 Beispiele.
(a) (Fortsetzung von §13.09(a)). Im normalen Lokation-Skalen-Modell (Rn,Bn,Nn

R×R+
\0

) be-

trachte für jedes c ∈ R+
\0 den Schätzer σ̂2

c := c
∑n

i=1(Xi−X)2 für den Parameter σ2 ∈ R+
\0,

wobei für

c =

{
1

n−1
1
n

ist σ̂2
c

{
KVS;

MLS (im nächsten Kapitel).

Dann gilt E(σ̂2
c ) = c(n−1)σ2 undVar(σ̂2

c ) = c2(2n−2)σ4, so dass bzgl. der quadratischen
Verlustfunktion für das Risiko von σ̂2

c gilt

Rν(σ
2, σ̂2

c ) = Var(σ̂2
c ) +

(
E(σ̂2

c )− σ2
)2

=
(
(n2 − 1)c2 − 2(n − 1)c + 1

)
σ4 = h(c)σ4.

Bestimmung der Minimalstelle von h liefert nun h′(co) = 2co(n
2−1)−2(n−1) = 0 genau

dann, wenn co = (n + 1)−1. Damit minimiert der Schätzer (n + 1)−1
∑n

i=1(Xi −X)2 das
Risiko in der Familie der Schätzer {c

∑n
i=1(Xi − X)2, c ∈ R+

\0} und nicht der Kleinste-
Varianz-Schätzer. Außerdem sieht man, dass der MLS in diesem Beispiel besser ist als der
Kleinste-Varianz-Schätzer (c = n−1 ist näher am Scheitelpunkt als c = (n− 1)−1).

(b) Sei X©∼ PoiR+
\0

:=
(
Poiλ

)
λ∈R+

\0
. Gesucht ist der Kleinste-Varianz-Schätzer für den ab-

geleiteten Parameter γ : R+
\0 → R mit λ 7→ γ(λ) := exp(−2λ). Es ist bekannt, dass

S(x) = x eine vollständige und erschöpfende Statistik für PoiR+
\0

ist. Daher besitzt der
Kleinste-Varianz-Schätzer die Form γ̂o = h(X) für eine Funktion h : N0 → R, welche
Lösung des Gleichungssystems

∞∑
k=0

h(k)
λk

k!
e−λ = Eλ(γ̂o) = γ(λ) = exp(−2λ)
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ist und somit auch
∑∞

k=0 h(k)λ
k

k!
= exp(−λ) =

∑∞
k=0(−1)k λ

k

k!
erfüllt, d.h. aber γ̂o =

(−1)X ist Kleinste-Varianz-Schätzer für γ(λ) = exp(−2λ), was unsinnig ist.

§16 Informationsungleichungen

§16.01 Chapman-Robins-Ungleichung. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment, γ̂ ein er-
wartungstreuer Schätzer des identifizierbaren Parameters γ : Θ → R und θo ∈ Θ. Für je-
des θ ∈ Θ mit Pθ � Pθo bezeichne Lθo(θ) = dPθ/dPθo die Likelihood-Funktion, also eine
Pθo-Dichte von Pθ. Erfüllt diese zusätzlich Eθo

(
|Lθo(θ)|2

)
=
∫
|Lθo(θ, x)|2Pθo(dx) < ∞ (kurz

Lθo(θ) ∈ L2(Pθo)), dann gilt

Varθo(γ̂) = Eθo
(
|γ̂ − γ(θo)|2

)
>
|γ(θ)− γ(θo)|2

Varθo
(
Lθo(θ)

) .
§16.02 Beweis von Lemma §16.01. In der Vorlesung.

§16.03 Beispiel. Betrachte auf (R+,B+) die Familie ExpR+
\0

:= (Expθ)θ∈R+
\0

von Exponentialvertei-

lungen. Für θo, θ ∈ R+
\0 ist dann Lθo(θ, x) = (θ/θo) exp(−(θ − θo)x)1R+(x) die Likelihood-

Funktion. Für θ ∈ (θo/2,∞) gilt somit Lθo(θ) ∈ L2(Pθo) und Varθo
(
Lθo(θ)

)
= (θ−θo)2

θo(2θ−θo) .

Sei θ̂ nun ein beliebiger erwartungstreuer Schätzer für θ (d.h. γ = idR+
\0

). Aus der Chapman-

Robins-Ungleichung §16.01 folgt dann Varθo(θ̂) > supθ∈(θo/2,∞) θo(2θ − θo) = ∞. Sofern
also beliebig große Werte θ zugelassen sind, existiert kein erwartungstreuer Schätzer von θ
mit endlicher Varianz. Betrachten wir dagegen den identifizierbaren Parameter θ 7→ γ(θ) :=
θ−1, so schließen wir mit Hilfe der Chapman-Robins-Ungleichung §16.01, dass Varθo(γ̂) >
supθ∈(θo/2,∞)

(2θ−θo)
θ2θo

= θ−2
o . Der Schätzer γ̂o := X ist erwartungstreu für γ(θ) = θ−1 mit

Varianz Varθ(γ̂o) = θ−2 und erreicht somit diese Schranke.

§16.04 Definition. Sei (X ,X ,PΘ) ein µ-dominiertes statistisches Modell mit Θ ⊆ Rk und Likelihood-
Funktion L(θ) = dPθ/dµ. Weiterhin bezeichne `(θ, x) = log(L(θ, x)) (mit der Konvention
log(0) := −∞) die Loglikelihood-Funktion. Die Familie PΘ wird Hellinger-differenzierbar in
θo ∈ inn(Θ) genannt, falls eine Rk-wertige Funktion ˙̀(θo) : x 7→ ˙̀(θo, x) in X

k
existiert mit

lim
θ→θo

∫ (√L(θ, x)−
√

L(θo, x)− 1
2
〈 ˙̀(θo, x), θ − θo〉

√
L(θo, x)

‖θ − θo‖

)2

µ(dx)

= lim
h→0

‖
√

L(θo + h)−
√

L(θo)− 1
2
〈 ˙̀(θo), h〉

√
L(θo)‖2

L2(µ)

‖h‖2
= 0.

Die Abbildung θ → ˙̀(θo) heißt auch Score-Funktion und

Iθo := Eθo
(

˙̀(θo) ˙̀(θo)
t
)

=

∫ (
˙̀(θo, x) ˙̀(θo, x)t

)
Pθo(dx)

wird Fisher-Informationsmatrix in θo ∈ inn(Θ) genannt.

§16.05 Bemerkungen.
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(a) Sofern alle folgenden Ausdrücke klassisch differenzierbar sind, so gilt

∇θ

√
L(θ, x) =

∇θL(θ, x)

2
√

L(θ, x)
=

1

2

√
L(θ, x)∇θ log(L(θ, x)) =

1

2

√
L(θ, x) ˙̀(θ, x)

Insbesondere ist also die Score-Funktion ˙̀ die Ableitung der Loglikelihood-Funktion `.

(b) Die angenommene Differenzierbarkeit im L2(µ)-Mittel ist eine natürliche Verallgemeine-
rung der klassischen Differenzierbarkeit. Da ‖

√
L(θ)‖2

L2(µ) =
∫

L(θ, x)µ(dx) = 1, folgt√
L(θ) ∈ L2(µ), so dass man θ 7→

√
L(θ) als L2(µ)-wertige Abbildung auffassen kann

und die Familie PΘ im geometrischen Sinne eine Untermannigfaltigkeit des Hilbertrau-
mes L2(µ) bilden. Insbesondere gilt notwendigerweise 〈 ˙̀(θo), θ − θo〉

√
L(θo) ∈ L2(µ),

und somit auch Eθo(|〈 ˙̀(θo), θ − θo〉|2) =
∫
X |〈 ˙̀(θo, x), θ − θo〉2L(θo, x)µ(dx) < ∞ sowie

˙̀(θo) ∈ L2(Pθ), so dass die Matrix Iθo stets wohldefiniert ist.

(c) Nach Definition ist die Fisher-Informationsmatrix symmetrisch und positiv-semidefinit, da
〈Iθov, v〉 = Eθo

(
|〈 ˙̀(θo), v〉|2

)
> 0 für alle v ∈ Rk gilt.

(d) Die Score-Funktion und die Fisher-Information sind unabhängig vom dominierenden Maß.
Sei Q ein privilegiertes dominierendes Maß, dann gilt L(θ) = dPθ

dQ
dQ
dµ

, so dass in der Defi-
nition von ˙̀ der Faktor dQ

dµ
aus dem Integranden ausgeklammert werden kann und ˙̀ ebsenso

die Definition bezüglich des dominierenden Maßes Q erfüllt.

§16.06 Lemma. Sei PΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen über (X ,X ), derart dass für alle
θ ∈ Θ ⊆ Rk in einer Umgebung von θo ∈ Θ gelte Pθ � Pθo und Lθo(θ) := dPθ/dPθo bezeichne
die entsprechende Likelihood-Funktion. Falls die Familie PΘ in θo L2(Pθo)-differenzierbar ist,
also eine Rk-wertige Funktion L̇θo(θo) : x 7→ L̇θo(θo, x) in X

k
existiert mit

lim
θ→θo

∫ (Lθo(θ, x)− Lθo(θo, x)− 〈L̇θo(θo, x), θ − θo〉
‖θ − θo‖

)2

Pθo(dx)

= lim
h→0

‖Lθo(θo + h)− Lθo(θo)− 〈L̇θo(θo), h〉‖2
L2(Pθo )

‖h‖2
= 0,

dann ist PΘ auch Hellinger-differenzierbar in θo mit Score-Funktion ˙̀(θo) = L̇θo(θo).

§16.07 Beweis von Lemma §16.06. In der Vorlesung.

§16.08 Beispiel. Für θ ∈ R und σ ∈ R+
\0 sei X eine reelle Zufallsvariable mit Lebesguedichte fθ(x) =

1
2σ

exp(−|x − θ|/σ), x ∈ R. Der Parameter σ ist bekannt und der Parameter θ ist unbekannt.
Für beliebige θ, θo ∈ R und x ∈ R gilt

Lθo(θ, x) = exp
(
− (|x− θ| − |x− θo|)/σ

)
.

und Lθo ist L2(Pθo)-differenzierbar (Nachweis!) mit

L̇(θo, x) = (1{x−θo>0} − 1{x−θo<0})/σ

Mit Lemma §16.06 gilt ˙̀(θo) = L̇θo(θo) und für die Fisher-Information erhalten wir

Iθo = Varθo
(
1(X−θo>0) − 1(X−θo<0)

)
/σ2 = 1/σ2.

Die Fisher-Information hängt somit nicht vom unbekannten Parameter ab, was nur selten der
Fall ist.
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§16.09 Cramér-Rao-Schranke. Es seien (X ,X ,PΘ) mit Θ ⊆ Rk ein statistisches Experiment, γ :
Θ → R ein identifizierbarer und in θo ∈ inn(Θ) differenzierbarer Parameter sowie γ̂ ein
erwartungstreuer Schätzer für γ. Für alle θ in einer Umgebung von θo gelte Pθ � Pθo sowie
die L2(Pθo)-Differenzierbarkeit der Likelihood-Funktion Lθo(θ) = dPθ/dPθo in θo. Falls die
Fisher-Informationsmatrix Iθo strikt positiv-definit ist, gilt die Cramér-Rao-Ungleichung als
untere Schranke für das Risiko bezüglich der quadratischen Verlustfunktion

Eθo
(∣∣γ̂ − γ(θo)

∣∣2) = Varθo(γ̂) > 〈I−1
θo
γ̇(θo), γ̇(θo)〉.

§16.10 Beweis von Satz §16.09. In der Vorlesung.

§16.11 Bemerkung. Ist γ̂ kein erwartungstreuer Schätzer für γ aber γ̂ ∈ L1(Pθ) für alle θ ∈ Θ, so ist
γ̂ ein erwartungstreuer Schätzer für g(θ) := Eθ(γ̂). In dieser Situation liefert die Cramér-Rao-
Ungleichung mit Hilfe der Bias-Varianz-Zerlegung

Eθo
(
|γ̂ − γ(θo)|2

)
> |g(θo)− γ(θo)|2 + 〈I−1

θo
ġ(θo), ġ(θo)〉.

Diese Abschätzung ist insbesondere hilfreich, in Situationen in denen erwartungstreue Schätzer
von γ nicht existieren oder nicht erstrebenswerte Eigenschaften besitzen.

§16.12 Lemma. Sei PΘ eine µ-dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen über (X ,X ) mit
Θ ⊆ Rk offen und für θ ∈ Θ entsprechender Likelihood-Funktion L(θ) = dPθ/dµ. Weiterhin
gelten die folgenden Bedingungen:
(i) für µ-f.a. x ∈ X ist die Abbildung θ 7→ sθ(x) :=

√
L(θ, x) stetig differenzierbar mit

Ableitung ṡθ(x),

(ii) für jedes θ ∈ Θ ist ṡθ in L2(µ), also ‖ṡθ‖2
L2(µ) <∞, so dass die Matrix Iθ = 4

∫
(ṡθṡ

t
θ)dµ,

also 〈Iθv, v〉 = 4
∫
|〈ṡθ, v〉|2dµ für alle v ∈ Rk, wohldefiniert ist,

(iii) die Abbildung θ 7→ Iθ ist stetig.
Dann ist PΘ Hellinger-differenzierbar in jedem θo ∈ Θ mit Score ˙̀(θo) = 2ṡθ√

L(θ)
1{L(θ)∈R+

\0}
.

§16.13 Beweis von Lemma §16.12. In der Vorlesung Statistik II.

§16.14 Lemma. Es gelten die Annahmen und Notation aus Satz §13.10, so dass PΘnat eine (strikt)
k-parametrische natürliche Exponentialfamilie in S mit natürlichem Parameterraum Θnat bil-
det. Dann ist PΘnat im Innern von Θnat insbesondere L2(Pθ) und Hellinger-differenzierbar mit
Fisher-Information Iθ = Ä(θ). Sofern Iθo strikt positiv-definit ist, so erreicht Si, i = 1, . . . , k,
als erwartungstreuer Schätzer von γi(θ) = Eθ(Si) die Cramér-Rao-Schranke (ist Cramér-Rao-
effizient) in θo ∈ inn(Θnat).

§16.15 Beweis von Lemma §16.14. In der Vorlesung.

§16.16 Beispiel (§12.07 fortgesetzt). Für ein σ ∈ R+
\0 sei X©∼ Nn

R×{σ2} :=
(
Nn

(µ,σ2))µ∈R, das normale
Lokations-Modell beschreibt also adäquat die Verteilung von X . Ein erwartungstreuer Schätzer
von µ ist µ̂ = X . Dann gilt Varµ(µ̂) = σ2/n sowie für die Fisher-Information Iµ = n/σ2 (da
A(µ) = nµ2

2σ2 , Ä(µ) = n/σ2). Also ist µ̂ effizient im Sinne der Cramér-Rao-Ungleichung. Um
nun γ : µ 7→ γ(µ) := µ2 zu schätzen, betrachte den erwartungstreuen Schätzer γ̂ = (X)2 −
σ2/n. Dann gilt Varµ(γ̂) = 4µ2σ2

n
+ 2σ4

n2 (Nachweis!), während die Cramér-Rao-Ungleichung
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die untere Schranke 4µ2σ2/n liefert. Damit ist γ̂ nicht Cramér-Rao-effizient. Allerdings ist X
eine erschöpfende und vollständige Statistik, so dass der Satz §15.01 von Lehmann-Scheffé
zeigt, das γ̂ minimale Varianz unter allen erwartungstreuen Schätzern besitzt. Demnach ist die
Cramér-Rao-Schranke hier nicht scharf.

§16.17 Bemerkung. Die Cramér-Rao-Schranke wird nur erreicht wenn PΘ eine Exponentialfamilie
in S bildet und γ(θ) = Eθ(S) oder eine lineare Funktion davon zu schätzen sind. Wegen der
Vollständigkeit der Statistik S könnte man in diesen Fällen auch mit dem Satz §15.01 von
Lehmann-Scheffé argumentieren. Im nächsten Kapitel betrachten wir allgemeinere Schätzver-
fahren die zu mindestens asymptotisch die Cramér-Rao-Schranke erreichen.

§16.18 Lemma. Es sei (X ,X ,PΘ) mit Θ ⊆ Rk ein in θo ∈ Θ Hellinger-differenzierbares stati-
stisches Experiment. Dann ist die Likelihood-Funktion L(θ) = dPθ/dµ insbesondere L1(µ)-
differenzierbar mit Ableitung L̇(θ) = ˙̀(θ)L(θ), und es gilt Eθo [ ˙̀(θo)] = 0.

§16.19 Beweis von Lemma §16.18. In der Vorlesung.

§16.20 Lemma. Für jedes i ∈ J1, nK sei (X (i),X (i),P(i)
Θ ) ein in θo ∈ Θ Hellinger-differenzierbares

statistisches Experiment über derselben Parametermenge Θ ⊆ Rk mit Fisher-Informationsmatrix
I(i)
θ . Dann ist das statistische Produktexperiment (

n
i=1X (i),

⊗n
i=1 X (i), (

∏n
i=1 P

(i)
θ )θ∈Θ) in

θo ∈ Θ Hellinger-differenzierbar mit Fisher-Informationsmatrix

∀ θ ∈ Θ : Iθ =
n∑
i=1

I(i)
θ .

§16.21 Beweis von Lemma §16.20. In der Vorlesung.

§16.22 Beispiel ((§16.08 fortgesetzt)). Für σ ∈ R+
\0 und θ ∈ R seien (Xi)i∈J1,nK unabhängige, reelle Zu-

fallsvariablen mit identischer Lebesguedichte fθ(x) = 1
2σ

exp(−|x−θ|/σ), x ∈ R. Der Parame-
ter σ ist bekannt und der Parameter θ unbekannt. Da Ijθ = 1/σ2 die Fisher-Information im sta-
tistischen Modell der Zufallsvariable Xj für j ∈ J1, nK ist, erhalten wir die Fisher-Information
Iθ = n/σ2 im Produktmodell.

§17 Translations-äquivariante Schätzer

Wir betrachten im Folgenden translations-äquivariante Schätzer für einen unbekannten Parame-
ter θ ∈ R, d.h. Schätzer θ̂ mit der Eigenschaft θ̂(X + a1n) = θ̂(X) + a wobei wir für x ∈ Rn
und a ∈ R schreiben x+ a1n = (x1 + a, . . . , xn + a). Skalen-äquivariante Schätzer sowie eine
allgemeinere Darstellung findet man zum Beispiel in Kapitel 3 in Lehmann and Casella [1998].

§17.01 Definition. Es seien (Rn,Bn,PΘ) ein bzgl. eines translations-invarianten, σ-endlichen Maßes
µ dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion L(θ) = dPθ/dµ, Θ ⊆ R sowie
0 ∈ Θ. Wir bezeichnen PΘ als Lokations-Familie, falls

L(θ, x) = L(0, x− θ1n) für alle x ∈ Rn und θ ∈ Θ

gilt. Ein Schätzer θ̂ von θ heißt translations-äquivariant (TäS), falls θ̂(x+ a1n) = θ̂(x) + a für
alle x ∈ Rn, a ∈ R gilt. Wir bezeichnen eine Verlustfunktion ν und das entsprechende Risiko
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Rν als translations-invariant, falls ν(θ, θ̂) = ν(θ + a, θ̂ + a) für alle θ, θ̂, a ∈ R gilt. Ein TäS
θ̂o heißt bester translations-äquivariant Schätzer bezüglich des translations-invarianten Risikos
Rν , fallsRν(θ, θ̂o) 6 Rν(θ, θ̂) für alle θ̂ ∈ ∆TÄS und θ ∈ Θ gilt.

§17.02 Lemma. Es seien PΘ eine Lokations-Familie und Rν ein translations-invariantes Risiko. Für
jeden translations-äquivarianten Schätzer θ̂ gilt Rν(θ, θ̂) = Rν(0, θ̂), für alle θ ∈ Θ, d.h. das
Risiko ist konstant in (unabhängig von) θ, und somit ist θ̂o ein bester translations-äquivarianter
Schätzer, fallsRν(0, θ̂o) 6 Rν(0, θ̂) für alle translations-äquivarianten Schätzer θ̂ gilt.

§17.03 Beweis von Lemma §17.02. In der Vorlesung.

§17.04 Lemma. Es seien n > 2, V (X) := (X1−Xn, . . . , Xn−1−Xn), θ̂ ein translations-äquivarianter
Schätzer und θ̃ ein beliebiger Schätzer für θ. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:
(i) θ̃ ist ein translations-äquivarianter Schätzer.

(ii) Es existiert eine translations-invariante Funktion u : Rn → R, d.h. u(x+ a1n) = u(x) für
alle x ∈ Rn, a ∈ R, so dass θ̃ = θ̂ + u gilt.

(iii) Es existiert eine Abbildung h : Rn−1 → R mit θ̃ = θ̂ − h(V ).

§17.05 Beweis von Lemma §17.04. In der Vorlesung.

§17.06 Satz. Es seien PΘ eine Lokations-Familie mit n > 2, V (X) := (X1 − Xn, . . . , Xn−1 −
Xn), Rν ein translations-invariantes Risiko und θ̂ ein translations-äquivarianter Schätzer mit
Rν(0, θ̂) <∞. Falls eine Borel-messbare Funktion h∗ : Rn−1 → R mit

h∗(v) ∈ arg min
h∈R

E0

(
ν(0, θ̂ − h))

∣∣V = v
)

für PV0 -f.a. v ∈ Rn−1

existiert, so ist θ̂o := θ̂ − h∗(V ) ein bester translations-äquivarianter Schätzer bezüglich des
translations-invarianten RisikoRν .

§17.07 Beweis von Satz §17.06. In der Vorlesung.

§17.08 Korollar. Die Voraussetzungen des Satzes §17.06 seien erfüllt.
(i) Ist ν die quadratische Verlustfunktion, d.h. ν(θ, e) = (θ− e)2, so ist der beste translations-

äquivariante Schätzer θ̂o eindeutig bestimmt mit h∗ = E0

(
θ̂
∣∣V ).

(ii) Für den Absolutbetrag ν(θ, e) = |θ−e| ist θ̂o ein bester translations-äquivarianter Schätzer

falls h∗ ein Median der bedingten Pθ̂|V0 von θ̂ gegeben V ist.

§17.09 Beweis von Korollar §17.08. In der Vorlesung.

§17.10 Beispiel (§16.16 fortgesetzt). Betrachte das normale Lokations-Modell X©∼ Nn
R×{σ2} für be-

kanntes σ ∈ R+
\0. Das arithmetische Mittel µ̂ = X ist ein translations-äquivarianter Schätzer.

Da V = (X1 − Xn, . . . , Xn−1 − Xn) ∼ Nn−1
(0,2σ2) gilt, ist die Verteilung PV• := PVµ unabhän-

gig von µ und somit ist V eine unwesentliche (ancillary) Statistik für µ. Nach dem Lemma
§14.03 von Basu sind V und X somit unabhängig (X ist erschöpfend und vollständig) und
h∗(V ) = h∗ im Satz §17.06 ist konstant. Betrachten wir eine quadratische Verlustfunktion, so
sieht man leicht dass h∗ = 0 gilt. Damit ist µ̂ auch ein bester translations-äquivarianter Schät-
zer bezüglich des quadratischen Risiko. Allgemeiner, ist ν(θ, e) = ρ(θ − e) für eine konvexe
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und gerade Funktion ρ, so minimiert h∗ den Ausdruck E0ρ(X − v). Man kann leicht zeigen,
dass ein Minimum für h∗ = 0 angenommen wird, d.h. µ̂ ist auch in dieser Situation ein bester
translations-äquivarianter Schätzer.

§17.11 Satz. Es sei PΘ eine Lokations-Familie bzgl. des Lebesguemaßes auf (Rn,Bn) und Rν das
Risiko bzgl. der quadratischen Verlustfunktion. Dann ist

θ̂o(x) =

∫∞
−∞ uL(0, x− u1n)du∫∞
−∞ L(0, x− u1n)du

.

ein bester translations-äquivarianter Schätzer. In dieser Form heißt der Schätzer θ̂o Pitman-
Schätzer.

§17.12 Beweis von Satz §17.11. In der Vorlesung.

§17.13 Beispiel. Es seien X1, . . . , Xn unabhängige und identisch U[θ− 1
2b
,θ+ 1

2b
]-verteilte ZV’en. Dann

gilt für die Likelihood-Funktion

L(θ, x) = L(0, x− θ1n) = bn
n∏
i=1

1[− 1
2b
, 1
2b

](xi − θ) = bn1[x(n)− 1
2b
,x(1)+

1
2b

](θ)

und θ̂o = 1
2
(x(1) + x(n)) ist der Pitman-Schätzer.
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Allgemeine Schätzmethoden

§18 Momentenschätzer

§18.01 Definition. Sei (X n,X n,PnΘ) ein statistisches Produktmodell mit X ⊆ R, X ⊆ B und abge-
leitetem Parameter γ : Θ → Rp. Ferner sei ψ = (ψi)i∈J1,qK ∈ X q eine Statistik in L1(Pθ) also
mit Koordinatenfunktionen ψj ∈ L1(Pθ), j ∈ J1, qK, für alle θ ∈ Θ, und ϕ : Θ→ Rq mit

θ 7→ ϕ(θ) := Eθ(ψ) =
(
Eθ(ψj)

)
j∈J1,qK =

(∫
X
ψj(x)Pθ(dx)

)
j∈J1,qK

.

Weiterhin sei δ : ϕ(Θ) → γ(Θ) eine Borel-messbare Funktion mit δ ◦ ϕ = γ. Ist x ∈ X n eine
Stichprobe mit ψ(x) := 1

n

∑n
i=1 ψ(xi) ∈ ϕ(Θ), so wird γ̂(x) := δ

(
ψ(x)

)
Momentenschätzwert

für γ(θ) mit Momentenfunktionen ψ = (ψi)i∈J1,qK genannt.

§18.02 Beispiele.
(a) Es sei (Xi)i∈J1,nK©∼ ExpnR+

\0
:= (Expnλ)λ∈R+

\0
(vgl. Beispiel §01.06 (h)). Betrachte die üb-

liche Momentenfunktion ψ(x) = xk für ein k ∈ N, für Xi ∼ Expλ, i ∈ J1, nK, gilt dann
ϕ(λ) = Eλ(ψ) = Eλ(Xk

i ) = λ−kk!. Ist γ(λ) = λ der abgeleitete Parameter, so ergibt sich
δ ◦ ϕ = γ für δ(x) = (k!/x)1/k. Der k-te Momentenschätzer für λ ist damit

λ̂n :=
( k!

1
n

∑n
i=1X

k
i

)1/k

.

(b) Betrachte einen autoregressiven Prozess der Ordnung 1 (AR(1)-Prozess):

Xn = aXn−1 + εn, n ∈ N,

mit unabhängig und identisch verteilten Fehlertermen (εi)i∈N, für dieE(ε1) = 0,Var(ε1) =
σ2 < ∞ gilt, sowie X0 = x0 ∈ R. Insbesondere, motiviert in dieser Situation die Identität
Ea
(
Xn−1Xn

∣∣(εi)i∈J1,n−1K
)

= aX2
n−1, zum Yule-Walker-Schätzer

ân :=
1
n

∑n
k=1Xk−1Xk

1
n

∑n
k=1X

2
k−1

= a+
1
n

∑n
k=1Xk−1εk

1
n

∑n
k=1 X

2
k−1

.

Im Fall |a| < 1 kann man mit Hilfe des Ergodensatzes auf die Konsistenz von ân für n →
∞ schließen. Allgemeiner zeigt man, dass Mn :=

∑n
k=1Xk−1εk ein Martingal bezüglich

der Filtration Fn := σ(ε1, . . . , εn) ist mit quadratischer Variation 〈M〉n :=
∑n

k=1 X
2
k−1.

Das starke Gesetz der großen Zahlen für L2-Martingale liefert dann die (starke) Konsistenz

ân = a+
Mn

〈M〉n
P-f.s.−−→ a.
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§18.03 Lemma. Es seien (Xi)i∈J1,nK©∼ PnΘ und ψn := 1
n

∑n
i=1 ψ(Xi) in ϕ(Θ) für hinreichend großes

n. Ist δ stetig, so ist der Momentenschätzer γ̂n := δ
(
ψn
)

(stark) konsistent, d.h. Pθ-f.s. gilt
limn→∞ γ̂n = γ(θ).

§18.04 Beweis von Lemma §18.03. In der Vorlesung.

§18.05 Satz (∆-Methode). Es seien (Xi)i∈N eine Folge von zufälligen Rk-wertigen Vektoren, σn > 0
mit limn→∞ σn = 0, θo ∈ Rk sowie Σ ∈ R(k,k′) positiv semi-definit und es gelte

σ−1
n (Xn − θo)

D−→ N(0,Σ).

Ist f : Rk → R in einer Umgebung von θo stetig differenzierbar, so folgt

σ−1
n (f(Xn)− f(θo))

D−→ N(0,〈Σḟ(θo),ḟ(θo)〉),

wobei N(0,0) gegebenenfalls als Punktmaß δ0 in der Null zu verstehen ist.

§18.06 Beweis von Satz §18.05. In der Vorlesung.

§18.07 Beispiel (§15.07(b) fortgesetzt). Sei (Xi)i∈J1,nK©∼ PoinR+
\0

mit unbekanntem Parameter λ ∈ R+
\0.

Da die vollständige und erschöpfende Statistik λ̂n := X ein erwartungstreuer Schätzer für λ
ist, ist λ̂n der KVS. Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

√
n(λ̂n − λ)

D−→ N(0,λ) unter PoiNλ .
Ist das Ziel nun ein asymptotisches Konfidenzintervall herzuleiten, so stört die Abhängigkeit
der asymptotischen Varianz vom unbekannten Parameter. Betrachtet man nun f(x) = 2x1/2

mit ḟ(x) = x−1/2, so folgt mit Hilfe der ∆-Methode, dass
√
n(2λ̂

1/2
n − 2λ1/2)

D−→ N(0,1),
so dass [2λ̂

1/2
n ± n−1/2z1−α/2] ein asymptotisches (1 − α)-Konfidenzintervall für 2λ1/2 bildet,

wobei z1−α/2 das (1 − α/2) Quantil einer Standardnormalverteilung bezeichnet. Eine Rück-
transformation ergibt dann für λ selbst das asymptotische (1 − α)-Konfidenzintervall [(λ̂

1/2
n −

(4n)−1/2z1−α/2)2, (λ̂
1/2
n + (4n)−1/2z1−α/2)2]. Die Idee, mittels ∆-Transformation eine vom un-

bekannten Parameter unabhängige asymptotische Varianz zu erhalten, ist in vielen Situation
sehr erfolgreich und wird Varianz-stabilisierende Transformation genannt.

Alternativ kann man die asymptotische Varianz mittels λ̂n konsistent schätzen und mit Hilfe
des Slutsky-Lemma dann auf (n/λ̂n)1/2(λ̂n − λ)

D−→ N(0,1) schließen. Daraus ergibt sich [λ̂n ±
(λ̂n/n)1/2z1−α/2] als asymptotisches Konfidenzintervall.

§18.08 Satz. Es seien (Xi)i∈J1,nK©∼ PnΘ, θo ∈ Θ, γ : Θ → R und ψn := 1
n

∑n
i=1 ψ(Xi) in ϕ(Θ)

für hinreichend großes n mit Momentenfunktionen ψ = (ψj)j∈J1,qK ∈ L2(Pθo). Bezeichne mit
Σθo(ψ) ∈ Rq×q die Kovarianzmatrix von ψ mit den Einträgen (Σθo(ψ))ij = Covθo(ψi, ψj) für
i, j = 1 . . . , q. Sofern δ in einer Umgebung von ϕ(θo) stetig differenzierbar ist, ist der standar-
disierte Momentenschätzer γ̂n := δ

(
ψn
)

unter PNθo asymptotisch normalverteilt mit Rate n−1/2,
asymptotischem Erwartungswert Null und asymptotischer Varianz 〈Σθo(ψ)δ̇(ϕ(θo)), δ̇(ϕ(θo))〉:

√
n(γ̂n − γ(θo))

D−→ N(0,〈Σθo (ψ)δ̇(ϕ(θo)),δ̇(ϕ(θo))〉) (unter Pθo).

§18.09 Beweis von Satz §18.08. In der Vorlesung.

§18.10 Bemerkung. Die Begriffe asymptotischer Erwartungswert und asymptotische Varianz sind
leicht irreführend, da nicht notwendigerweise gilt, dass die Momente von

√
n(γ̂n−γ(θo)) gegen

die entsprechenden Momente der asymptotischen Verteilung konvergieren (dafür wird gleich-
gradige Integrierbarkeit benötigt).
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§18.11 Beispiel (§18.02 (a) fortgesetzt). Es gilt Σλo(ψ) = Varλo(X
k
i ) =

(
(2k)!−(k!)2

)
/λ2k

o und δ′(x) =

−(k!/x)1/k(kx)−1. Für jedes k ∈ N ist der Momentenschätzer λ̂n asymptotisch normalverteilt
mit Rate n−1/2 und asymptotischer Varianz σ2

k = λ2
ok
−2
(
(2k)!/(k!)2 − 1

)
. Da für k = 1 der

Momentenschätzer λ̂n :=
(
X
)−1 die gleichmäßig kleinste asymptotische Varianz besitzt und

auf der erschöpfenden Statistik X basiert, wird dieser Schätzer im Allgemeinen vorgezogen.

§18.12 Bemerkung. Die Momentenmethode kann unter folgendem allgemeinem Gesichtspunkt be-
trachtet werden. Sind (Xi)i∈J1,nK unabhängige und identisch Pθ-verteilte reelle Zufallsvariablen,
so ist die empirische Verteilungsfunktion F̂n(x) := 1

n

∑n
i=1 1(∞,x](Xi) eine erschöpfende Stati-

stik und nach dem Satz von Glivenko-Cantelli gilt F̂n(x)
Pθ-f.s.−−−→ Fθ(x) = Pθ((−∞, x]) gleich-

mäßig in x ∈ R. Ist nun γ(θ) als Funktional δ(Fθ) darstellbar, so ist die empirische Version
δ(F̂n) ein natürlicher Schätzer für γ(θ). Falls das Funktional δ stetig bezüglich der Supremums-
norm ist, so folgt die Konsistenz.

Der Satz von Donsker für empirische Prozesse zeigt
√
n(F̂n − Fθ)

w−→ Gθ gleichmäßig auf R
für einen zentrierten Gaußprozess Gθ mit Kovarianzstruktur Cov(Gθ(x), Gθ(y)) = Fθ(x∧ y)−
Fθ(x)Fθ(y). Ist δ ein Hadamard-differenzierbares Funktional, so folgt

√
n(δ(F̂n) − γ(θ))

D−→
δ̇(Fθ)Gθ unter Pθ, also insbesondere asymptotische Normalverteilung mit Rate n−1/2 und expli-
zit bestimmbarer asymptotischer Varianz. Eine detaillierte Darstellung findet man zum Beispiel
in van der Vaart [1998].

Als einfaches (lineares) Beispiel sei γ(θ) = Eθ(ψ) zu schätzen und X1 > 0 Pθ-f.s.. Dann
folgt informell δ(Fθ) =

∫∞
0
ψ(x)dFθ(x) =

∫∞
0
ψ′(x)(1 − Fθ(x))dx. Aus der Linearität folgt

weiterhin δ̇(Fθ)Gθ =
∫∞

0
ψ′(x)(−Gθ(x))dx, welches normalverteilt ist mit Erwartungswert

Null und Varianz∫ ∞
0

∫ ∞
0

ψ′(x)ψ′(y)(Fθ(x ∧ y)− Fθ(x)Fθ(y))dxdy

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

ψ(x)ψ(y)∂xy(Fθ(x ∧ y)− Fθ(x)Fθ(y))dxdy

=

∫ ∞
0

ψ2(x)dFθ(x) −
(∫ ∞

0

ψ2(x)dFθ(x)
)2

was gerade der Varianz von δ(F̂n) = 1√
n

∑n
i=1 ψ(Xi) entspricht.

§19 Maximum-Likelihood-Schätzer

§19.01 Beispiele. (a) Auf dem Stichprobenraum X sei jede Verteilung Pθ, θ ∈ Θ, durch eine Zähl-
dichte pθ gegeben. Die Verlustfunktion ν(θ, δ) sei homogen in θ ∈ Θ, dann ist eine plausi-
ble Schätzmethode für θ, bei Vorliegen einer Realisation x als Schätzwert θ̂(x) denjenigen
Parameter θ ∈ Θ zu wählen, für den die Wahrscheinlichkeit pθ(x) des Eintretens von xma-
ximiert wird, d.h. θ̂(x) := arg maxθ∈Θ pθ(x). Dieser Schätzer wird Maximum-Likelihood-
Schätzer (MLS) genannt, wobei weder Existenz noch Eindeutigkeit ohne Weiteres garan-
tiert sind. Bei Mehrdeutigkeit wählt man einen maximierenden Parameter θ nach Belieben.
Im Fall (Xi)i∈J1,nK©∼ PoinR+

\0
mit unbekanntem Parameter λ ∈ R+

\0, ergibt sich für X > 0
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beispielsweise

λ̂ = arg max
λ∈R+

\0

n∏
i=1

(
e−λ

λXi

Xi!

)
= X.

Für X = 0, d.h. X1 = · · · = Xn = 0 wird das Supremum nur asymptotisch für λ → 0
erreicht. Hier könnte man sich behelfen, indem man die Verteilungsfamilie mit Poi0 als
Punktmaß in der Null stetig ergänzt.

(b) Ist jede Verteilung Pθ, θ ∈ Θ, durch eine Lebesgue-Dichte fθ gegeben, so führt der Maximum-
Likelihood-Ansatz zu dem Schätzwert θ̂(x) := arg maxθ∈Θ fθ(x). Sei Y ©∼ NR×{1} mit
unbekanntem Parameter µ ∈ R. Dann heißt X = exp(Y ) log-normalverteilt, und für den
MLS gilt

µ̂ = arg max
µ∈R

exp(−(log(X)− µ)2/2)√
2πX

= log(X).

Auf der anderen Seite unter Verwendung von Y erhält man den MLS µ̂(Y ) = Y . Der MLS
ist somit invariant unter Parametertransformationen, da Einsetzen von Y = log(X) auf das
selbe Ergebnis führt. Interessanterweise führt die Momentenmethode unter Benutzung von
Eµ(X) = exp(µ+ 1/2) auf den Momentenschätzer µ̃ = log(X)− 1/2, während der MLS
µ̂(Y ) = Y auch Momentenschätzer ist, da Eµ(Y ) = µ. Momentenschätzer bezüglich der
selben Momentenfunktion sind also im Allgemeinen nicht transformationsinvariant.

§19.02 Definition. Es sei (X ,X ,PΘ) ein bzgl. eines σ-endlichen Maßes µ dominiertes statistisches
Modell mit Likelihood-Funktion L(θ) = dPθ/dµ für θ ∈ Θ und (Θ,T ) ein messbarer Raum.
Eine Statistik θ̂ auf (X ,X ) mit Werten in (Θ,T ) wird Maximum-Likelihood-Schätzer (MLS)
für θ genannt, wenn L(θ̂) = supθ∈Θ L(θ) µ-f.ü. gilt. Ist γ(θ̂) eine Statistik auf (X ,F ) mit Wer-
ten in (Γ,G ), so wird γ(θ̂) Maximum-Likelihood-Schätzer (MLS) für den abgeleiteten Parameter
γ : Θ→ Γ genannt.

§19.03 Bemerkung. L(θ̂) = supθ∈Θ L(θ) µ-f.ü. meint L(θ̂(x), x) = supθ∈Θ L(θ, x) für µ-f.a. alle
x ∈ X . Der MLS braucht weder zu existieren noch eindeutig zu sein, falls er existiert. Er hängt
von der gewählten Version der Radon-Nikodym- Dichte ab; es gibt jedoch häufig eine kanoni-
sche Wahl, wie beispielsweise im Fall stetiger Lebesguedichten. Außerdem ist eine Abänderung
auf einer Nullmenge bezüglich aller Pθ irrelevant, weil der Schätzer vor Realisierung des Expe-
riments festgelegt wird und diese Realisierung damit fast sicher zum selben Schätzwert führen
wird.

§19.04 Lemma. Es sei PΘnat eine natürliche Exponentialfamilie in S, dann ist der MLS θ̂ implizit
durch die Momentengleichung Eθ̂(x)(S) = T (x) gegeben, vorausgesetzt der MLS existiert und
liegt im Innern inn(Θnat) von Θnat.

§19.05 Beweis von Lemma §19.04. In der Vorlesung.

§19.06 Bemerkung. Liegt ein eineindeutiger abgeleiteter Parameter γ : θ 7→ γ(θ) vor, so ist natürlich
γ̂ := γ(θ̂) der MLS für γ(θ).

§19.07 Beispiele.

90 Statistik 1



§20 Minimum-Kontrast-Schätzer Kapitel 5 Allgemeine Schätzmethoden

(a) (Fortsetzung von §13.09 (a)) Betrachte das normale Lokations-Skalen-ModellX©∼ Nn
R×R+

\0
,

d.h. eine natürliche zwei-parametrische Exponentialfamilie in S(x) = (
∑
xi,−

∑
x2
i )

und natürlichem Parameter θ = σ−2(µ, 1/2). Der MLS θ̂ ist somit implizit durch die
Momentengleichungen Eθ̂(x)(X) = x und Eθ̂(x)(X

2) = x2 gegeben, also µ̂ = X und

µ̂2 + σ2 = X
2
. Mittels Reparametrisierung (µ, µ2 + σ2) 7→ (µ, σ2) erhalten wir σ̂2 =

X
2 − (X)2 = 1

n

∑n
i=1(Xi −X)2. Damit ist der MLS für σ2 nicht erwartungstreu.

(b) Sei (X0, X1, . . . , Xn) eine Markovkette auf dem Zustandsraum S = {1, . . . ,M} mit vom
Parameter unabhängigen Anfangswert X0 = x0 und unbekannten Übergangswahrschein-
lichkeiten PXk+1|Xk=i({j}) = pij ergibt sich die Likelihood-Funktion (bzgl. des Zählma-
ßes) durch

L
(
(pkl), x

)
=

n∏
i=1

pxi−1,xi =
M∏

k,l=1

p
Nkl(x)
kl ,

wobei Nkl(x) = |{i ∈ J1, nK : xi−1 = k, xi = l}| die Anzahl der beobachteten Übergänge
von Zustand k nach l angibt. Als MLS erhalten wir damit die relative Häufigkeit p̂ij =
Nij/

(∑m
l=1Nil) der Übergänge.

(c) In einem parametrischen Regressionsmodell mit Beobachtungen

Yi = gθ(xi) + εi, i ∈ J1, nK

ergibt sich unter der Normalverteilungsannahme (εi)i∈J1,nK©∼ Nn
({0}×R+

\0)
als MLS der Kleinste-

Quadrate-Schätzer θ̂ ∈ arg min
θ∈Θ

∑n
i=1(Yi − gθ(xi))2.

§20 Minimum-Kontrast-Schätzer

§20.01 Definition. Es sei ((X (n),X (n),P(n)
Θ = (P(n)

θ )θ∈Θ))n∈N eine Folge statistische Modelle über
demselben Parameterraum Θ sowie γ : Θ → Γ ein interessierender Parameter. Eine Funktion
K : Θ×Γ→ R heißt Kontrastfunktion, falls für alle θ ∈ Θ die Funktion K(θ) : γ 7→ K(θ, γ) ein
eindeutiges Minimum in γ(θ) besitzt. Eine Folge (K̂n)n∈N von Funktionen K̂n : Γ×X (n) → R
heißt zugehöriger Kontrastprozess (oder kurz Kontrast), falls folgende Bedingungen gelten:

(KP1) Für alle γ ∈ Γ ist K̂n(γ) : x 7→ K̂n(γ, x) eine Statistik, also K̂n(γ) ∈X (n).

(KP2) Für alle γ ∈ Γ und θ ∈ Θ gilt K̂n(γ)
P(n)
θ−−→ K(θ, γ).

Jede (messbare) Wahl γ̂n : X (n) → Γ (sofern existent) mit

K̂n(γ̂n) = inf
γ∈Γ

K̂n(γ) P(n)
Θ -f.ü.

(nicht notwendigerweise eindeutiger) heißt Minimum-Kontrast-Schätzer (MKS) für γ.

§20.02 Definition. Für zwei Wahrscheinlichkeitsmaße P undQ auf demselben messbaren Raum (X ,X )
wird die Funktion

KL(P|Q) =

{
EP
(

log dP
dQ

)
=
∫

log
(

dP
dQ (x)

)
P(dx), falls P � Q,

+∞, sonst
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Kullback-Leibler-Divergenz (oder auch Kullback-Leibler-Abstand, relative Entropie) von P be-
züglich Q genannt.

§20.03 Lemma. Für die Kullback-Leibler-Divergenz gilt:
(i) KL(P|Q) > 0 sowie KL(P|Q) = 0 genau dann wenn P = Q, aber KL(•|•) ist nicht

symmetrisch;

(ii) für Produktmaße ist die Kullback-Leibler-Divergenz additiv:

KL(P1 ⊗ P2|Q1 ⊗Q2) = KL(P1|Q1) + KL(P2|Q2);

(iii) bildet PΘ eine natürliche Exponentialfamilie und ist θo ein innerer Punkt von Θ, so gilt

KL(Pθo|Pθ) = A(θ)− A(θo) + 〈Ȧ(θo), θo − θ〉.

§20.04 Beweis von Lemma §20.03. Übungsaufgabe.

§20.05 Bemerkung. Betrachte eine natürliche Exponentialfamilie PΘ in S (Fall §20.03 (iii)), so gilt
Ä(θo) = Covθo(S) und für θ, θo ∈ inn(Θ) erhalten wir mit Hilfe einer Taylorentwicklung
KL(Pθo |Pθ) = 1

2
〈Covθ∗(S)(θ − θo), θ − θo〉 für eine Zwischenstelle θ∗ zwischen θ und θo. Zur

Erinnerung, Covθ∗(S) gibt gerade die Fisher-Information in θ∗ an. Im Fall einer mehrdimen-
sionalen N(µ,Σ) mit strikt positiver Kovarianzmatrix Σ folgt nun aus A(µ) = 〈Σ−1µ, µ〉/2, dass
Ä(µ) = Σ−1 unabhängig von µ ist und somit KL(N(µo,Σ)|N(µ,Σ)) = 1

2
〈Σ−1(µ − µo), µ − µo〉

gilt.

§20.06 Korollar. Es sei PΘ eine dominierte Verteilungsfamilie mit Likelihood-Funktion L bzgl. eines
privilegierten dominierenden Maßes Po, Loglikelihood-Funktion ` = log(L) und interessieren-
dem Parameter θ (also γ = idΘ). Des weiteren, seien Pθ und Pθo äquivalent (Pθ � Pθo und
Pθo � Pθ) für alle θ, θo ∈ Θ. Im Produktexperiment (X n,X n,PnΘ) ist K̂n(θ) ∈X n mit

x 7→ K̂n(θ, x) := − 1

n

n∑
i=1

`(θ, xi)

ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K(θo, θ) := KL(Pθo|Pθ)−KL(Pθo|Po). Ein zugehöri-
ger Minimum-Kontrast-Schätzer ist dann auch ein Maximum-Likelihood-Schätzer.

§20.07 Beweis von Korollar §20.06. In der Vorlesung.

§20.08 Beispiele.
(a) (Fortsetzung von §19.07 (c)) Zusätzlich seien der interessierende Parameter θ (γ = idΘ)

identifizierbar, d.h. θ 6= θo impliziert gθ 6= gθo , die Regressionsfunktionen gθ : [0, 1] → R
stetig, das Design xi = i/n, i ∈ J1, nK äquidistant und die Fehlerterme (εi)i∈J1,nK un-
abhängig und identisch verteilt mit E(ε1) = 0 und E(ε4

1) < ∞ (nicht notwendiger-
weise normalverteilt). Mit Hilfe der Tchebyscheff-Ungleichung und der Riemannschen
Summen-Approximation zeigt man, dass K̂n(θ) ∈ Bn mit y = (yi)i∈J1,nK 7→ K̂n(θ, y) :=
1
n

∑n
i=1(yi − gθ(xi))2 einen Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K(θo, θ) :=

∫ 1

0
(gθ(x)−

gθo(x))2ds + E(ε2) bildet. Der zugehörige Minimum-Kontrast-Schätzer ist der Kleinste-
Quadrate-Schätzer.
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(b) Betrachte das Regressionsmodell aus (a) im Fall einer Modellmisspezifikation, d.h. das
Modell ist nicht adäquat für die Beobachtung (Yi)i∈J1,nK, in dem Sinne, dass die Beobach-
tungen dem Regressionsmodell Yi = f(i/n)+εi , i = 1, . . . , n, genügen, aber die Funktion
f : [0, 1] → R nicht Element der Funktionenklasse {gθ, θ ∈ Θ} ist. Identifiziert man die
Regressionsfunktion mit dem interessierenden Parameter θ, d.h. Θ ⊆ L2([0, 1]), so lie-
fert der Kleinste-Quadrate-Ansatz K̂n(θ̂) = minθ∈Θ K̂n(θ). Dann erhält man nach obiger
Herleitung im Grenzwert eine „Kontrast-Typ-Funktion“ K(f, θ) := ‖θ − f‖2

L2
+ E(ε2

1).
Für f 6∈ Θ wird das Minimum natürlich nicht in f angenommen. Man kann die Kon-
trasttheorie durch Wahl der Funktion γ jedoch trotzdem anwenden. Dazu nehmen wir
an, dass die Menge interessierender Parameter Γ Riemann-integrierbare Funktionen ent-
hält, sowie abgeschlossen in L2([0, 1]) und konvex ist, so dass für jede Funktion θo ∈
L2([0, 1]) eine eindeutige L2-Orthogonalprojektion γo := γ(θo) von θo auf Γ existiert.
Beispielsweise kann Γ die Menge aller Polynome vom Grad 6 d sein. Bezeichnet Θ die
Menge der quadratisch Riemann-integrierbaren Funktionen in L2([0, 1]), so ist K̂n(γ) mit
y 7→ K̂n(γ, y) := 1

n

∑n
i=1(yi − γ(i/n))2 für γ ∈ Γ ein Kontrastprozess zur Kontrast-

funktion K(θo) : γ 7→ K(θo, γ) = ‖θo − γ‖2
L2

+ E(ε2
1), welche genau in γo = γ(θo)

ihr Minimum in Γ annimmt. Unter geeigneten Bedingungen konvergiert der KQS γ̂n mit
K̂n(γ̂n) = minγ∈Γ K̂n(γ) unter P(n)

θo
gegen γo = γ(θo) (Übung). Im derart misspezifizier-

ten Modell wird also die beste L2-Approximation γo an die wahre Funktion θo geschätzt,
z.Bsp. die beste Approximation durch ein Polynom vom Grad 6 d.

§20.09 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Definition §20.01. Der Minimum-Kontrast-
Schätzer γ̂n ist konsistent für γ(θo) unter P(n)

θo
, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(A1) Γ ist kompakt;

(A2) K(θo) : γ 7→ K(θo, γ) ist stetig und K̂n : γ 7→ K̂n(γ) ist P(n)
θo

-f.s. stetig für alle n ∈ N;

(A3) ‖K̂n −K(θo)‖∞ := supγ∈Γ |K̂n(γ)−K(θo, γ)|
P(n)
θo−−→ 0.

§20.10 Beweis von Satz §20.09. In der Vorlesung.

§20.11 Bemerkung. Beachte, dass γ̂n als Minimum einer fast sicher stetigen Funktion auf einem Kom-
paktum stets fast sicher existiert. Es kann außerdem messbar gewählt werden (vgl. Witting and
Müller-Funk [1995], Satz 6.7).

§20.12 Satz. Es seien Γ ⊆ Rk kompakt, (X ,X ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Γ → R eine
stetige Abbildung, und für jedes n ∈ N sei Xn : Γ × X → R eine Abbildung, derart dass die
folgenden Bedingungen gelten: (i) für jedes γ ∈ Γ ist Xn(γ) : x 7→ Xn(γ, x) eine numerische
Zufallsvariable, also Xn(γ) ∈ X , (ii) für jedes γ ∈ Γ gilt Xn(γ)

P−→ X(γ) und (iii) (Xn)n∈N
ist gleichgradig stetig (in Wahrscheinlichkeit), also

∀ε ∈ R+
\0 : lim

δ↓0
lim sup
n→∞

P( sup
|γ1−γ2|<δ

|Xn(γ1)−Xn(γ2)| > ε) = 0.

Dann gilt

‖Xn −X‖∞ = sup
γ∈Γ
|Xn(γ)−X(γ)| P−→ 0.

§20.13 Beweis von Satz §20.12. In der Vorlesung Statistik II.
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§20.14 Definition. Eine Folge (Xn)n∈N numerischer Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,A ,P) heißt stochastisch beschränkt oder straff, wenn es für jedes δ ∈ R+

\0 ein K ∈ N
mit supn∈N P(|Xn| > K) 6 δ gibt.

§20.15 Landau-O-Schreibweisen. Für eine Folge reeller Zahlen (xn)n∈N schreiben wir xn = O(1)
bzw. xn = o(1), wenn sie beschränkt, also supn∈N |xn| < ∞, ist bzw. xn

n→∞−−−→ 0 gilt. Ist
weiterhin (an)n∈N eine Folge in R+

\0, so schreiben wir xn = O(an) bzw. xn = o(an) wenn
xn/an = O(1) bzw. xn/an = o(1) gilt. Entsprechend für eine Folge (Xn)n∈N numerischer Zu-
fallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A ,P) schreiben wir Xn = OP(an) bzw.
Xn = oP(an), wenn die Folge (Xn/an)n∈N stochastisch beschränkt ist bzw. wenn Xn/an

P−→ 0
gilt. Allgemeiner, ist (An)n∈N eine Folge strickt positiver numerischer Zufallsvariablen auf
(Ω,A ,P), dann schreiben wir Xn = OP(An) bzw. Xn = oP(An), wenn die Folge (Xn/An)n∈N

stochastisch beschränkt ist bzw. wenn Xn/An
P−→ 0 gilt.

§20.16 Rechenregeln. Unter den Voraussetzungen der Landau-O-Schreibweisen §20.15 gelten:
(i) für Xn = oP(1) and Yn = oP(1) gilt Xn + Yn = oP(1), kurz oP(1) + oP(1) = oP(1);
(ii) OP(1) + oP(1) = OP(1); (iii) OP(1) · oP(1) = oP(1); (iv) (1 + oP(1))−1 = OP(1);
(v) oP(An) = AnoP(1); (vi) OP(An) = AnOP(1); (vii) für Xn = oP(An) und An = OP(1)
gilt Xn = oP(1), kurz oP(OP) = oP(1).

§20.17 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Definition §20.01. Der Minimum-Kontrast-
Schätzer sei konsistent für γo := γ(θo) unter P(n)

θo
(z.Bsp. unter (A1)-(A3) von Satz §20.09), mit

Γ ⊆ Rk und γo ∈ inn(Γ). Der Kontrastprozess K̂n sei P(n)
θo

-f.ü. zweimal stetig differenzierbar
in einer Umgebung von γo, so dass mit

Un(γ) :=
˙̂
Kn(γ) ∈X

k
(Score), Vn(γ) :=

¨̂
Kn(γ) ∈X

(k,k)

die folgenden Konvergenzen unter P(n)
θo

gelten:

(B1)
√
nUn(γo)

D−→ N(0,Σo) für ein Σo ∈ R(k,k) positiv semi-definit;

(B2) für jede Folge (γ̃n)n∈N von Statistiken mit γ̃n
P(n)
θo−−→ γo gilt Vn(γ̃n)

P(n)
θo−−→ Vo ∈ R(k,k) regulär.

Dann gilt
√
n (γ̂n − γo) = −V −1

o

√
nUn(γo) + oP(n)

θo

(1) und γ̂n ist unter P(n)
θo

asymptotisch
normalverteilt:

√
n (γ̂n − γo)

D−→ N(0,V −1
o ΣoV

−1
o ).

§20.18 Beweis von Satz §20.17. In der Vorlesung.

§20.19 Beispiel (§04.06 (b) fortgesetzt). Im Lokations-Modell (Yi)i∈J1,nK©∼ Ln(R× {1}) mit unbekann-
tem Parameter γ, also Yi = γ+εi, i ∈ J1, nK, mit Fehlertermen (εi)i∈J1,nK©∼ Ln(0, 1), betrachte
einen M-Schätzer γ̂n mit

γ̂n ∈ arg min
γ∈R

n∑
i=1

ρ(Yi − γ)

mit einer Funktion ρ : R→ [0,∞), so dass die Funktion x 7→ E
(
ρ(x + ε1)

)
minimal (nur) bei

x = 0 ist. Zu dem Kontrast K̂n(γ) := 1
n

∑n
i=1 ρ(Yi − γ) erhalten wir dann die Kontrastfunktion
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K(θo, γ) = E
(
ρ(γo − γ + ε1)

)
, wobei wir θo = (γo,Pε1) als unbekannten Parameter auffassen.

Im Fall symmetrisch verteilter Fehlerterme, also Pε1 = P−ε1 , führt als zugehörigen Minimum-
Kontrast-Schätzer die Funktion ρ(x) = 1

2
x2 auf das Stichprobenmittel γ̂n = Y und für ρ(x) =

|x| auf den Stichprobenmedian γ̂n. Ein Kompromiss zwischen beiden Schätzern ist der Huber-
Schätzer für κ ∈ R+

\0

γ̂n ∈ arg min
γ∈R

n∑
i=1

ρ(Yi − γ), ρ(x) =

{
1
2
x2, falls |x| 6 κ,

κ|x| − κ2

2
, falls |x| > κ.

Setzt man die Regularitätsannahmen im obigen Satz voraus, so erhält man für den M-Schätzer

√
n (γ̂n − γo)

D−→ N
(0,

E(|ρ̇(ε1)|2)

|Eρ̈(ε1)|2
)
.

Im Fall des Stichprobenmittels ist die asymptotische Varianz also gerade E(ε2
1) = Var(ε1). Ein-

setzen im Fall einer Dichte fε1 von ε1 liefert heuristisch für den Stichprobenmedian die asym-
ptotische Varianz E

(
sgn(ε1)2

)
/E
(
|2δ0(ε1)|2

)
= (4fε1(0))−1 sowie für den Huber-Schätzer

E(ε2
1 ∧ κ2)/P (|ε1| 6 κ)2.

§20.20 Satz. Es sei ((X n,X n,PnΘ))n∈N eine Folge µ-dominierter Produktexperimente mit marginaler
Loglikelihood-Funktion `(θ) = log(dPθ/dµ) und es gelten die Bedingungen:
(i) Θ ⊆ Rk ist kompakt und θo liegt im Innern inn(Θ) von Θ.

(ii) Der Parameter θ ist identifizierbar, also aus θ 6= θo folgt Pθ 6= Pθo .
(iii) Für alle x ∈ X ist θ 7→ `(θ, x) stetig und supθ∈Θ `(θ) ∈ L1(Pθo).
Dann sind (A1)-(A3) von Satz §20.09 erfüllt, und somit ist der Maximum-Likelihood-Schätzer
θ̂n konistent für θ0 unter Pnθo . Gelten weiterhin die Bedingungen
(iv) Für alle x ∈ X ist die Abbildung θ 7→ `(θ, x) zweimal stetig differenzierbar in einer

Umgebung U von θo mit Ableitungen ˙̀(θ, x) und ῭(θ, x).

(v) Es gilt supθ∈U‖ ˙̀(θ)‖ ∈ L2(Pθo) und supθ∈U‖῭(θ)‖ ∈ L1(Pθo).

(vi) Die Fisher-Informationsmatrix (zu einer Beobachtung) Iθo = Eθo
[

˙̀(θo) ˙̀(θo)
t
]

ist strikt
positiv definit.

Dann sind (B1)-(B2) von Satz §20.17 erfüllt, und für den Maximum-Likelihood-Schätzer θ̂n gilt
unter Pnθo somit

√
n (θ̂n − θo) =

1√
n

n∑
i=1

I−1
θo

˙̀(θo, Xi) + oPnθo (1).

Insbesondere ist θ̂n unter Pnθo asymptotisch normalverteilt mit Rate n−1/2 und asymptotischer
Kovarianzmatrix I−1

θo
:

√
n (θ̂n − θo)

D−→ N(0,I−1
θo

).

Ferner gilt die Identität Iθo = −Eθo [῭(θo)].

§20.21 Beweis von Satz §20.20. In der Vorlesung.
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§20.22 Bemerkung.
(a) Die Fisher-Information Iθo gibt gerade sowohl die asymptotische Varianz der Score-Funktion

als auch die lokale Krümmung der Kontrastfunktion KL(Pθo |Pθ) − KL(Pθo|Po). im Mini-
mum θo an.

(b) Unter Regularitätsbedingungen gilt für die asymptotische Verteilung des MLS sowohl Un-
verzerrtheit als auch Cramér-Rao-Effizienz. Es ist aber weder klar noch im Allgemeinen
korrekt, dass die Momente ebenfalls konvergieren und dass die Cramér-Rao-Schranke auch
asymptotisch gilt.

(c) Oft ist Θ nicht kompakt, aber man kann durch eine separate Untersuchung die Konsistenz
von θ̂n nachweisen. Dann gelten die Konvergenzresultate weiterhin.

(d) Die Regularitätsbedingungen lassen sich in natürlicher Weise abschwächen. Es reicht aus,
dass PΘ in θo Hellinger-differenzierbar ist, sowie dass die Loglikelihood-Funktion ` in
einer Umgebung von θo Lipschitz-stetig in θ ist mit Lipschitz-Konstante in L2(Pθo). Einen
Beweis unter Verwendung von empirischer Prozesstheorie findet man z.Bsp. in van der
Vaart [1998], Satz 5.39.

(e) Im Fall einer Modellmisspezifikation, in der die zu Grunde liegende Verteilung Po nicht
in PΘ enthalten ist (nicht aber die Annahme unabhängig und identisch Po-verteilter ZV’en
verletzt ist), konvergiert der MLS θ̂n gegen θ∗ := arg max

θ∈Θ

∫
X `(θ, x)Po(dx), sofern θ∗ exi-

stiert und eindeutig ist. Es gilt entsprechend θ∗ = arg min
θ∈Θ

KL(Po|Pθ) sofern Po � Pθ∗ .

θ∗ heißt Kullback-Leibler-Projektion von Po auf PΘ. Satz §20.17 liefert unter Regulari-
tätsbedingungen die asymptotische Normalität,

√
n (θ̂n − θ∗)

D−→ N(0,V −1UV −1) mit U =

EPo [ ˙̀(θ∗) ˙̀(θ∗)t], V = EPo [῭(θ∗)]. Im Allgemeinen wird dabei U 6= V gelten.

§20.23 Beispiel. Bei einer Exponentialfamilie mit natürlichem Parameterraum und natürlicher erschöp-
fender Statistik S erfüllt der MLS (sofern existent und in inn(Θ) enthalten) Eθ̂(x)(S) = S(x)

und die Fisher-Information Iθ = Covθ(S) (Kovarianzmatrix von S). Es gilt unter Regularitäts-
annahmen

√
n (θ̂n − θo))

D−→ N(0,Covθo (S)−1) unter Pnθo . Im Fall einer Bernoullikette
(Xi)i∈J1,nK©∼ (Bn

π)π∈(0,1) ist θ = log(π/(1 − π)) der natürliche Parameter sowie S(x) = x

die natürliche erschöpfende Statistik. Aus
√
n (θ̂n − θo))

D−→ N(0,π(θo)−1(1−π(θo))−1) unter Bn
π(θo)

folgt mittels der ∆-Methode für die π-Parametrisierung
√
n (π̂n − πo))

D−→ N(0,πo(1−πo)) unter
Bn
πo . Da π̂n = X gilt, ist dies natürlich einfach direkt nachprüfbar.
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Kapitel 6

Testtheorie

§21 Neyman-Pearson-Theorie

§21.01 Beispiel. Ihnen wird folgendes Glückspiel angeboten: sie werfen einmal einen Würfel, im Fall
einer „6“ erhalten sie 900,- EUR, anderenfalls zahlen sie 100,- EUR. Das zufällige Experi-
ment sei durch eine Bernoulli, also Bθ-verteilte, Zufallsvariable X beschrieben, wobei der un-
bekannte Parameter θ ∈ [0, 1] die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer „6“ angibt. Eine
natürliche Frage ist nun, für welche Parameterwerte lohnt sich das Spiel im Mittel für sie. Be-
trachte dazu den Gewinn G := 900X − 100(1 − X), so dass für den erwarteten Gewinn gilt
EθG = 1000θ − 100. Der erwartete Gewinn ist offensichtlich positiv, falls θ > 1/10 =: θo gilt.
Unter Verwendung einer Stichprobe (Xi)i∈J1,nK©∼ (Bn

θ )θ∈[0,1] möchten Sie nun entscheiden, ob
sich das Spiel für sie lohnt, so dass Sie an einer Entscheidungsregel für das Tesproblem der
Nullhypothese H0 : θ 6 θo gegen die Alternative H1 : θ > θo interessiert sind.

§21.02 Definition. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Modell, γ : Θ → Γ ein abgeleiteter Pa-
rameter und {H 0,H 1} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte Γ, al-
so H 0

⊎
H 1 = Γ und H 0 6= ∅ 6= H 1. Jede Statistik ϕ : X → [0, 1], also X -B[0,1]-

messbare Abbildung, heißt randomisierter Test der Nullhypothese H0 : H 0 gegen die Alter-
native H1 : H 1. Die Abbildung βϕ : Θ → [0, 1] mit θ 7→βϕ(θ) := Eθ(ϕ) heißt Gütefunktion
von ϕ und ihre Werte βϕ(θ) werden unter der Alternative, also für θ ∈ Θ mit γ(θ) ∈H 1, kurz
θ ∈ γ−1(H 1), Macht von ϕ genannt. Ein Test ϕ hält das (Signifikanz-) Niveau α ∈ [0, 1] ein
(oder kurz ist ein α-Test), falls unter der Nullhypothese, also für jedes θ ∈ γ−1(H 0), die Gü-
tefunktion βϕ(θ) 6 α erfüllt. Ein α-Test ϕ heißt unverfälscht, wenn seine Macht nicht kleiner
als α ist, also βϕ(θ) > α für alle θ ∈ γ−1(H 1) gilt. Ein Test ϕo der Nullhypothese H0 : H 0

gegen die Alternative H1 : H 1 heißt gleichmäßig bester (unverfälschter) α-Test, falls ϕo ein
(unverfälschter) α-Test ist und für jedes θ ∈ γ−1(H 1) die Macht βϕ̃(θ) eines jeden anderen
(unverfälschten) α-Tests ϕ̃ nicht größer ist, dass heißt, βϕ(θ) > βϕ̃(θ) gilt.

§21.03 Bemerkung. Der Wert ϕ(x) eines randomisierten Tests ϕ wird als bedingte Wahrscheinlich-
keit, die Nullhypothese H0 : H 0 abzulehnen, bei Vorliegen einer Stichprobe x interpretiert
(vgl. Beispiele §08.15 (b)). Nimmt ein randomisierter Test ϕ nur die Werte in {0, 1} an, so wird
er nicht-randomisiert genannt. Im Fall eines nicht-randomisierten Tests ϕ ergibt sich für eine
Stichprobe x damit folgende Entscheidungsregel; lehne die Nullhypothese ab, falls ϕ(x) = 1
gilt, anderenfalls, lehne die Nullhypothese nicht ab. Offensichtlich können in dieser Situation
nur zwei Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypothese H0 : H 0 wird abgelehnt, obwohl
das statistische Experiment (X ,X ,Pθ) für ein θ ∈ γ−1(H 0) adäquat ist, kurz die Nullhyp-
these vorliegt, oder die Nullhypothese wird nicht abgelehnt, obwohl die Alternative H1 : H 1

vorliegt, also das statistische Experiment (X ,X ,Pθ) für ein θ ∈ γ−1(H 1) adäquat ist. Un-
ter der Nullhypothese H0 : H 0, also für θ ∈ γ−1(H 0), wird der Wert der Gütefunktion
βϕ(θ) = Pθ(ϕ = 1), d.h. die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese abzulehnen, Irrtumswahr-
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scheinlichkeit 1. Art oder Fehler 1. Art genannt. Analog unter der AlternativeH1 : H 1, also für
θ ∈ γ−1(H 1), heißt 1 − Eθ(ϕ) = Pθ(ϕ = 1), also die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese
nicht abzulehnen, Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art oder Fehler 2. Art.

§21.04 Beispiel (§17.10 fortgesetzt). Für ein bekanntes σo ∈ R+
\0 betrachte das normale Lokations-

Modell (Rn,Bn,Nn
R×{σ2

o}
) mit unbekanntem Parameter µ ∈ R. Für ein vorgegebenes µo ∈ R

soll das einseitige Testproblem der Nullhypothese H0 : µ 6 µo gegen die Alternative H1 : µ >
µo entschieden werden, dass heißt, die Partition {H 0,H 1} der Parametermenge R ist gegeben
durch H 0 = (∞, µo] und H 1 = (µo,∞). Der einseitige Gauß-Test beruht auf der Teststatistik
Z : Rn → R mit x 7→ Z(x) :=

√
n(x − µo)/σo, die unter Nn

(µo,σ2
o) standardnormalverteilt ist,

also Z ∼ N(0,1). Zu vorgegebenen Niveau α ∈ (0, 1) sei zα das obere α-Fraktil der Standardnor-
malverteilung, also Nn

(µo,σ2
o)(Z > zα) = α. Dann hält der einseitige Gauß-Test ϕ : Rn → {0, 1}

mit x 7→ ϕ(x) = 1{Z(x)>zα} das Niveau α ein, da nach Konstruktion Nn
(µo,σ2

o)(ϕ = 1) = α sowie
aus Monotoniegründen Nn

(µ,σ2
o)(ϕ = 1) < α für µ < µo gilt.

§21.05 Lemma. Φ und Φ̃ seien Teilgesamtheiten von Testfunktionen mit Φ ⊆ Φ̃. ϕo sei gleichmäßig
bester (unverfälschter) Test bzgl. Φ̃ und es sei ϕo ∈ Φ. Dann ist ϕo auch gleichmäßig bester
(unverfälschter) Test bzgl. Φ.

§21.06 Beweis von Lemma §21.05. In der Vorlesung.

§21.07 Korollar. Ist ϕo gleichmäßig bester α-Test für H0 : H 0 gegen H1 : H 1, so ist ϕo auch
gleichmäßig bester unverfälschter α-Test für H0 : H 0 gegen H1 : H 1.

§21.08 Beweis von Korollar §21.07. In der Vorlesung.

§21.09 Definition. Seien P0,P1 ∈ W(X ) Wahrscheinlichkeitsmaße auf (X ,X ), wobei nicht not-
wendig P1 � P0 gilt. Dann heißt jede positive numerische Zufallsvariable L ∈X

+
mit

P0(L <∞) = 1 und P1(B) =

∫
B

L(x)P0(dx) + P1(B ∩ {L =∞}), ∀B ∈X (21.1)

ein Dichtequotient (DQ), von P1 bzgl. P0.

§21.10 Bemerkung. Sei µ ∈ Mσ(X ) ein P0 und P1 dominierendes Maß (z.Bsp. µ = P0 + P1), und
bezeichnet fi die µ-Dichte von Pi, i ∈ {0, 1}, so ist

L∗ =
f1

f0

1{f0∈R+
\0}∩{f1∈R

+
\0}

+∞1{f0=0} µ-f.ü. (21.2)

ein Dichtequotient von P1 bzgl. P0. Da L∗ ∈ X
+

eine positive numerische Zufallsvariable mit
P0(L∗ =∞) = P0(f0 = 0) = 0 ist, die für alle B ∈X erfüllt∫

B

L∗(x)P0(dx) + P1(B ∩ {L∗ =∞})

=

∫
f1

f0

1B∩{f0∈R+
\0}∩{f1∈R

+
\0}
f0dµ+ P1(B ∩ {f0 = 0})

=

∫
f11B∩{f0 6=0}∩{f1∈R+

\0}
dµ + P1(B ∩ {f0 = 0}) = P1(B).
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Somit ist L∗ stets eine spezielle Festlegung des DQ. Der DQ L von P1 bzgl. P0 ist durch (21.1)
(P0 + P1)-f.ü. eindeutig bestimmt (Witting [1985] Satz 1.110 a), S. 112). Für eine beliebige Fest-
legung L des DQ und L∗ gemäß (21.2) gilt für jedes s ∈ R+ damit

{L > s} = {L∗ > s} = {f1 > sf0} (P0 + P1)-f.s.. (21.3)

sowie (P0 + P1)-f.s. auch {L = s} = {L∗ = s} = {f1 = sf0}.

§21.11 Lemma. Es seien P0 ∈ W(X ), α ∈ (0, 1) und S ∈ X eine numerische Zufallsvariable mit
P0(|S| =∞) = 0. Dann existiert ein rechtsseitiger Test der Form

ϕ = 1{S>kα} + ζα1{S=kα} (21.4)

mit E0(ϕ) = α. Dabei lassen sich kα ∈ R und ζα ∈ [0, 1] explizit angeben, nämlich gemäß

kα := inf {s ∈ R : P0(S > s) 6 α}, (21.5)

ζα :=

{
α−P0(S>kα)
P0(S=kα)

für P0(S = kα) > 0

0 für P0(S = kα) = 0.
(21.6)

Insbesondere ist der Test ϕ nicht-randomisiert wählbar, falls gilt P0(S = kα) = 0. Ist S ∈X
+

eine positive numerische Zufallsvariable, so gilt kα ∈ R+.

§21.12 Beweis von Lemma §21.11. In der Vorlesung.

§21.13 Bemerkung. Sind in Lemma §21.11 Werte kα ∈ R zugelassen, so läßt sich die Festsetzung
(21.5) auch für α = 0 wählen, bei α = 1 setze man kα = sup {s ∈ R : P0(S 6 s) = 0}.
Aus (21.5)-(21.6) folgt weiterhin, wann ein Test der Form (21.4) mit P0(S = kα) > 0 nicht-
randomisiert gewählt werden kann:

ϕ(x) = 1{S(x)>kα} ⇔ ζα = 0⇔ ∃ kα ∈ R : P0(S > kα) = α,

ϕ(x) = 1{S(x)>kα} ⇔ ζα = 1⇔ ∃ kα ∈ R : P0(S > kα) = α. (21.7)

Betrachten wir einen linksseitigen Test der Form

ϕ = 1{S<kα} + ζα1{S=kα} (21.8)

so gilt für kα := sup {s ∈ R : P0(S < s) 6 α} und ζα := α−P0(S<kα)
P0(S=kα)

für P0(S = kα) > 0, so-
wie ζα := 0 für P0(S = kα) = 0. Die Werte kα = sup

{
s ∈ R : PS0 ([−∞, s)) = P0(S < s) 6 α

}
bzw. kα = inf

{
s ∈ R : PS0 ((s,∞]) 6 α

}
werden unteres bzw. oberes α-Fraktil der Verteilung

PS0 von S genannt. Das obere α-Fraktil ist der kleinste Wert s, oberhalb dessen höchstens die
PS0 -Wahrscheinlichkeit α, und es gilt insbesondere P0(S > kα) 6 α 6 P0(S > kα).

§21.14 Definition. Sei (X ,X , (Pθ)θ∈{0,1}) ein (binäres) statistisches Experiment und L ein Dichte-
quotient von P1 bzgl. P0. Jeder randomisierte Test der Form

ϕ := 1{L>k} + ζ1{L=k} (P0 + P1)-f.ü. (21.9)

für einen kritischen Wert k ∈ R+ und messbarer Randomisierung ζ : {L = k} → [0, 1] wird
Neyman-Pearson-Test genannt.
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§21.15 Bemerkung. Da L ∈ X
+

eine numerische Zufallsvariable ist, gilt {L > k}, {L = k} ∈ X
nach Eigenschaft §01.15 (i) undϕ ist somit X -B[0,1]-messbar. Mit anderen Worten ein Neyman-
Pearson-Test ist in der Tat ein randomisierter Test. Wir halten weiterhin fest, dass sich ein
Neyman-Pearson-Test ϕ der Form (21.9) äquivalent mit µ-Dichten f0, f1 ∈ X von P0 und P1

bzgl. eines beliebigen domierenden Maßes µ formulieren läßt und zwar gemäß

ϕ = 1{f1>kf0} + ζ1{f1=kf0} (P0 + P1)-f.ü.. (21.10)

Bezeichnet nämlich L∗ die spezielle Festlegung (21.2) des DQ (bei verwenden der µ-Dichten
f0 und f1), so läßt sich in (21.9) wegen (21.3)

{
L>

=
k
}

durch
{

L∗
>
=
k
}

und damit
{
f1
>
=
kf0

}
ersetzen, die Gleichheit gilt nach (21.9) (P0 + P1)-f.ü..

§21.16 (Neyman-Pearson-Lemma). Es seien (X ,X , (Pθ)θ∈{0,1}) ein (binäres) statistisches Experi-
ment, L ein Dichtequotient von P1 bzgl. P0 und Γ = {P0,P1} die Menge der interessierenden
Parameter γ(θ) := Pθ, θ ∈ {0, 1}. Für das Testproblem der einfachen Nullhypothese H0 : {P0}
gegen die einfache Alternative H1 : {P1} zu vorgegebenem Niveau α ∈ (0, 1) gilt:
(i) Es existiert ein Neyman-Pearson-Test ϕo der Form (21.9), nämlich

ϕo := 1{L>kα} + ζα1{L=kα}, (21.11)

wobei das obere α-Fraktil kα ∈ R+ der Verteilung PL
0 und die konstante Randomisierung

ζα ∈ [0, 1] gemäß (21.5) bzw. (21.6) bestimmt ist. Dieser Test schöpft das Signifikanzniveau
α aus, also E0(ϕo) = α.

(ii) Hinreichend und notwendig für die Optimalität eines α-Tests ϕ ist:
Es gibt eine Zahl k ∈ R+ mit

ϕ(x) :=

{
1 für L(x) > k
0 für L(x) < k

(P0 + P1)-f.a. x ∈ X (21.12)

oder dazu äquivalent für µ-Dichten f0 und f1 von P0 bzw. P1 bzgl. eines beliebigen domie-
renden Maßes µ gilt

ϕ(x) :=

{
1 für f1(x) > kf0(x)
0 für f1(x) < kf0(x)

µ-f.ü. (21.13)

und es gilt

k ∈ R+
\0 und E0(ϕ) = α (21.14)

oder

k = 0 und E0(ϕ) 6 α. (21.15)

(iii) Jeder Neyman-Pearson-Test ϕ der Form (21.9) ist ein bester randomisierter Test zu seinem
Niveau E0(ϕ) ∈ [0, 1].

§21.17 Beweis von Satz §21.16. In der Vorlesung.

§21.18 Bemerkung. Nach Satz §21.16 (ii) ist ein α-Test mit (21.12) und (21.14) oder (21.15) ein
bester α-Test unabhängig von seinen Werten auf {L = k}, so dass die Randomisierung wie in
(21.11) konstant gewählt werden kann. Ein Neyman-Pearson-Test ϕ kann nicht-randomisiert
gewählt werden (vgl. Bemerkung §21.13), also Bild(ϕ) = {0, 1}, wenn der Rand {L = k} eine
P0 Nullmenge ist oder eine der Bedingungen (21.7) erfüllt ist. Die Aussagen des Satzes §21.16
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für das Signifikanzniveau α = 0 oder α = 1 lassen sich durch Sonderbetrachtungen beweisen,
dabei ist das α-Fraktil wie in Bemerkung §21.13 erklärt.

§21.19 Korollar. Für die Macht βo := E1(ϕo) eines besten Tests ϕo für H0 : {P0} gegen H1 : {P1} zu
vorgegebenem Niveau α ∈ (0, 1) gilt

(i) βo > α,

(ii) ist der interessierende Parameter γ(θ) := Pθ, θ ∈ {0, 1}, identifizierbar, also P0 6= P1, so
gilt βo > α,

(iii) E0(ϕo) < α impliziert βo = 1, also aus βo < 1 folgt E0(ϕo) = α durch Negation,

(iv) P0 � P1 impliziert βo < 1 und damit E0(ϕo) = α.

§21.20 Beweis von Korollar §21.19. In der Vorlesung.

§21.21 Bemerkung. Nach Satz §21.16 existiert stets ein bester α-Test, der das zugelassene Niveau
ausschöpft, und dass jeder beste Test die tut, falls die Verteilungen P0 und P1 äquivalent sind.
Die Tatsache, dass unter den α-Tests, also Tests ϕ mit E0(ϕ) 6 α, immer einen besten Test ϕo
mit E0(ϕo) = α gibt, impliziert mit Lemma §21.05 die Optimalität von ϕo unter allen Tests mit
E0(ϕo) = α.

§21.22 Definition. Es seien (X ,X ,PΘ) ein statistisches Experiment mit Θ ⊆ R, Lθ0,θ1 ein Dichte-
quotient von Pθ1 bzgl. Pθ0 für alle θ0, θ1 ∈ Θ, sowie S ∈ X eine reelle Statistik. Die Vertei-
lungsfamilie PΘ besitzt einen (streng) isotonen Dichtequotienten in S, falls gilt:

(iDQ1) Der Parameter θ ist identifizierbar, also θ 6= θo impliziert Pθ 6= Pθo .
(iDQ2) Zu jedem Paar θ0, θ1 ∈ Θ mit θ0 < θ1 existiert eine (streng) isotone Funktion1

hθ0,θ1 ∈ B
+

mit Lθ0,θ1 = hθ0,θ1(S) (Pθ0 + Pθ1)-f.ü..

§21.23 Satz. Ist PΘ mit Θ ⊆ R eine einparametrische Exponentialfamilie in η(θ) und S, so besitzt sie
einen (streng) isotonen Dichtequotienten in S, sofern η (streng) isoton ist.

§21.24 Beweis von Satz §21.23. In der Vorlesung.

§21.25 Beispiel. In einem BinomialmodellX©∼ (Bin(n,π))π∈(0,1) liegt eine Exponentialfamilie in η(π) =
log(π/(1 − π)) und S = X vor. η wächst streng monoton, so dass diese Familie einen streng
isotonen Dichtequotienten in X besitzt. Da

Lπ0,π(x) =

(
n
x

)
πx(1− π)n−x(

n
x

)
πxo (1− πo)n−x

=
(π(1− πo)
πo(1− π)

)x( 1− π
1− πo

)n
, x ∈ J0, nK

folgt die Aussage auch direkt aus der Isotonie in x des Dichtequotienten für π > πo.

§21.26 Beispiel (§21.04 fortgesetzt). Eine normale Lokations-Familie Nn
R×{σ2

o}
ist eine einparametrische

Exponentialfamilie in η(µ) = µ/σ2
o und S(x) =

∑n
i=1 xi. η ist streng isoton, so dass diese

1Jede isotone Funktion h : R→ R+
ist Borel-messbar, also h ∈ B

+
.
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Familie einen streng isotonen Dichtequotienten in
∑n

i=1 xi besitzt. Da

Lµ0,µ(x) = exp
( 1

2σ2
o

n∑
i=1

{(xi − µo)2 − (xi − µ)2}
)

= exp
((µ− µo)

σ2
o

n∑
i=1

xi
)

exp
( n

2σ2
o

(µ2
o − µ2)

)
, x ∈ Rn.

folgt die Aussage auch direkt aus der Isotonie in
∑n

i=1 xi des Dichtequotienten für µ > µo.

§21.27 Satz. Sei PΘ mit Θ ⊆ R eine Verteilungsfamilie mit isotonem Dichtequotienten in S. Für
α ∈ (0, 1) und θo ∈ Θ gilt dann:
(i) Unter allen Test ϕ für das einseitige Testproblem H0 : θ 6 θo gegen H1 : θ > θo, die das

Signifikanzniveau α ausschöpfen, d.h. Eθo(ϕ) = α, existiert ein Test ϕo := ϕo(S), der die
Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art gleichmäßig minimiert, nämlich

s 7→ ϕo(s) := 1{s>kα} + ζα1{s=kα} (21.16)

wobei kα ∈ R und ζα ∈ [0, 1] durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt ist, also gemäß

Eθo(ϕo) = ESθo(ϕ
o) = Pθo(S > kα) + ζαPθo(S = kα) = α. (21.17)

(ii) Der Test ϕo ist ein gleichmäßig bester Test zum Niveau α für das einseitige Testproblem
H0 : θ 6 θo gegen H1 : θ > θo.

§21.28 Beweis von Satz §21.27. In der Vorlesung.

§21.29 Bemerkung. Die Form des Test (21.16) sowie die Nebenbedingung (21.17) sind invariant ge-
genüber streng isotonen Transformationen h : R→ R der Prüfgröße S. Besitzt die Verteilungs-
familie PΘ einen isotonen Dichtequotienten in S, so auch in S̃ := h(S). Wir bestimmen den kri-
tischen Wert k̃α ∈ R durch (21.5) bzgl. S̃, also gemäß k̃α = inf

{
s ∈ R : Pθo(S̃ > s) 6 α

}
=

inf
{
h(s) ∈ R : Pθo(S̃ > h(s)) 6 α

}
= inf {h(s) ∈ R : Pθo(S > s) 6 α} = h(kα). Damit er-

füllt der Test ϕ̃o := ϕ̃o(S̃) mit s̃ 7→ ϕ̃o(s̃) := 1{s̃>k̃α} + ζα1{s̃=k̃α} die Nebenbedingung

(21.17), also Eθo(ϕ̃o) = ES̃θo(ϕ̃
o) = α, und der Test ϕ̃o besitzt mit Satz §21.27 die gleichen

Optimalitätseigenschaften wie ϕo aus (21.16). Andererseits gelten die Aussagen trivialerweise,
da offensichtlich ϕ̃o = ϕ̃o(S̃) = ϕo(S) = ϕo gilt.

§21.30 Beispiel (§21.26 fortgesetzt). Im normalen Lokations-Modell ist der einseitige Gauß-Test gege-
ben in §21.04 ein gleichmäßig bester α-Test, da die Normalverteilungsfamilie Nn

R×{σ2
o}

einen
monotonen Likelihood-Quotienten in S(x) =

∑n
i=1 xi also auch in Z(x) = 1

σo
√
n
(S(x)− nµo)

besitzt.

§21.31 Bemerkung.
(a) Die Gütefunktion βϕo(θ) = Eθ(ϕo) ist isoton und zwar streng isoton für alle Werte θ mit

βϕo(θ) ∈ (0, 1) (Übung).

(b) Im Beweis wurde eine Konvexkombination ϕ̃ von Tests betrachtet. Dieses Argument lässt
sich wie folgt geometrisch veranschaulichen. Zu jedem Paar Pθ0 ,Pθ1 ist die Menge C :=
{
(
Eθ0(ϕ),Eθ1(ϕ)

)
: ϕ Test} ⊆ [0, 1]2 konvex (Menge der Tests ist konvex), abgeschlossen
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(folgt aus dem Satz von Banach-Alaoglu) und enthält die Diagonale (betrachte konstante
Tests). Neyman-Pearson-Tests entsprechen dann gerade der oberen Begrenzungskurve von
C.

§21.32 (Verallgemeinerung des Neyman-Pearson-Lemmas). Es seien (X ,X , (Pθ)θ∈{0,1}) ein (bi-
näres) statistisches Experiment, fθ Dichte von Pθ, θ ∈ {0, 1}, bzgl. eines dominierenden Maßes
µ, Γ = {P0,P1} die Menge der interessierenden Parameter γ(θ) := Pθ, θ ∈ {0, 1}, sowie
S ∈ L1(P0) eine reelle Statistik. Ein Test der Form

ϕ = 1{f1>kα f0+lα S f0} + ζ1{f1=kα f0+lα S f0} (21.18)

mit kα, lα ∈ R und messbarer Randomisierung ζ : {f1 = kα f0 + lα S f0} → [0, 1], der für
α ∈ [0, 1] die Nebenbedingungen

E0(ϕ) = α und E0(Sϕ) = αE0(S) (21.19)

erfüllt, besitzt maximale Macht E1(ϕ) in der Menge aller Tests, die (21.19) erfüllen.

§21.33 Beweis von Satz §21.32. Übungsaufgabe.

§21.34 Bemerkung. Der Test (21.18) besitzt maximale Macht E1(ϕ) in der Menge aller Tests, die
(21.19) erfüllen, unabhängig von seinen Werten auf {f1 = kα f0 + lα S f0}, so dass die Rando-
misierung auch konstant gewählt werden kann.

§21.35 Definition. Ein Test ϕ heißt α-ähnlich auf Θ′ ⊆ Θ, falls Eθ(ϕ) = α für alle θ ∈ Θ′ gilt.

§21.36 Lemma. Betrachte das Testproblem H0 : H 0 gegen H1 : H 1. Die Parametermenge Θ =
H 0

⊎
H 1 bilde einen metrischen Raum, ∂H 0 ⊆ H 0 bezeichne den topologischen Rand

zwischen Hypothese und Alternative, und jeder Test besitze eine stetige Gütefunktion in allen
θ ∈ ∂H 0. Ist ϕo ein α-ähnlicher Test auf ∂H 0, der besser ist als alle unverfälschten, α-
ähnlichen Tests auf ∂H 0, so ist ϕo ein gleichmäßig bester unverfälschter α-Test.

§21.37 Beweis von Lemma §21.36. In der Vorlesung.

§21.38 Satz. Sei PΘ eine einparametrische Exponentialfamilie in η(θ) und S. Weiterhin seien Θ ⊆ R,
θo ∈ inn(Θ) und η streng monoton (wachsend oder fallend) und stetig differenzierbar in einer
Umgebung von θo mit η̇(θo) 6= 0. Für α ∈ (0, 1), k1, k2 ∈ R mit k1 < k2 und ζ1, ζ2 ∈ [0, 1]
erfülle der Test ϕo := ϕo(S) mit

s 7→ ϕo(s) = 1{s<k1} + ζ11{s=k1} + 1{s>k2} + ζ21{s=k2} (21.20)

die Nebenbedingungen

Eθo(ϕo) = ESθo(ϕ
o) = α und Eθo(Sϕo) = αEθo(S). (21.21)

Dann ist ϕo ein gleichmäßig bester unverfälschter α-Test für das zweiseitige Testproblem H0 :
θ = θo gegen H1 : θ 6= θo.

§21.39 Beweis von Satz §21.38. In der Vorlesung.
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§21.40 Bemerkung. Die Form des Test ϕo (21.20) unter den Nebenbedingungen (21.21) ist invariant
gegenüber affinen, streng isotonen Transformationen der Prüfgröße. Besitzt die Verteilungsfa-
milie PΘ einen isotonen Dichtequotienten in S, so auch in S̃ := aS + b für a ∈ R+

\0 und

b ∈ R. Betrachten wir für die kritischen Werte k̃i = aki + b und ζ̃i = ζi, i ∈ {1, 2}, den Test
ϕ̃o := ϕ̃o(S̃) mit s̃ 7→ ϕ̃o(s̃) = 1{s̃<k̃1}+ζ̃11{s̃=k̃1}+1{s̃>k̃2}+ζ̃21{s̃=k̃2}, so gilt offensichtlich

ϕ̃o = ϕ̃o(S̃) = ϕo(S) = ϕo und ϕ̃o erfüllt die Nebenbedingungen Eθ0(ϕ̃o) = Eθ0(ϕo) = α so-
wie Eθ0(S̃ϕ̃o) = αEθ0(S̃). In der Tat es gilt Eθo(ϕ̃oS̃) = aEθo(ϕoS) + bEθo(ϕo) = aαEθo(S) +

bα = αEθo(S̃). Damit besitzt der Test ϕ̃o die gleichen Optimalitätseigenschaften wie ϕo aus
(21.20). Die Bestimmung von (k̃1, ζ̃1) und (k̃2, ζ̃2) vereinfacht sich, wenn zusätzlich PS̃θo = P−S̃θo
und S̃ = h(S) ∈ L1(Pθo), also PS̃θo ∈ W1(B), für eine steng isotone Funktion gilt. Dann
ist Eθo(S̃) = 0 und die zweite Bedingung in (21.21) ist für jeden Test ϕ̃o = ϕ̃o(S̃) mit
ϕ̃o(S̃) = ϕ̃o(−S̃) erfüllt, also zum Beispiel für eine Test der Form

ϕ̃o(s̃) = 1{s̃<−kα/2} + ζα/21{s̃=−kα/2} + 1{s̃>kα/2} + ζα/21{s̃=kα/2}
= 1{|s̃|>kα/2} + ζα/21{|s̃|=kα/2} (21.22)

wobei das obere α/2 Fraktil kα/2 von PS̃θo und ζα/2 durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt ist, also
gemäß ES̃θo(ϕ̃

o) = α.

§21.41 Beispiel (§21.30 fortgesetzt). Eine normale Lokations-Familie Nn
R×{σ2

o}
ist eine einparametrische

Exponentialfamilie in η(µ) = µ/σ2
o und strikt isotonen Dichtequotienten in S(x) =

∑n
i=1 xi,

da für µo ∈ R gilt η̇(µo) = σ−2
o > 0. Unter Verwendung von Satz §21.38 bestimmen wir einen

gleichmäßig besten unverfälschten Test vonH0 : µ = µo gegenH1 : µ 6= µo. Betrachten wir den
Test ϕo (21.20) mit kritischen Werten k1, k2 und Randomisierung ζ1, ζ2 unter den Nebenbedin-
gungen (21.21), so gilt unter Verwendung von Z = 1

σo
√
n
(S − nµo) und k̃i = 1

σo
√
n
(ki − nµo),

i ∈ {1, 2} gerade ϕ̃o(z) = 1{z<k̃1} + ζ11{z=k̃1} + 1{z>k̃2} + ζ21{z=k̃2} (vgl. Bemerkung
§21.40). Unter Nn

(µoσ2
o) beaitzt Z eine symmetrische N(0,1) Verteilung. Wählen wir einen Test

der Form (21.22), wobei wir auf Grund der stetigen Verteilung auf eine Randomisierung ver-
zichten, also ζ = 0, sowie k = zα/2 das obere α/2 Fraktil von N(0,1) ist. Damit lässt sich der
Test ϕo in der Form ϕo = 1{Z>zα/2} + 1{Z<zα/2} = 1{√n

σo
|X−µo|>zα/2

} schreiben. Der zwei-

seitige Gauß-Test ϕo ist also ein gleichmäßig bester unverfälschter α-Test. Die Hypothese im
zweiseitigen Testproblem wird also zum Niveau α abgelehnt genau dann, wenn die Hypothese
im entsprechenden rechtseitigen oder linkseitigen Testproblem zum Niveau α/2 abgelehnt wird
(vgl. Beispiel §21.04).

§22 Bedingte Tests

In vielen Fällen sind bestimmte Parameter der Verteilung für einen Test nicht von Interesse
(unwesentlich), aber sie beeinflussen die Güte eines Tests (sogenannte Störparameter oder nui-
sance-Parameter). Ein wichtiges Beispiel ist der t-Test für Hypothesen über den Mittelwert
µ im normalen Lokations-Skalen-Modell Nn

R×R+
\0

. Eine weitere wichtige Klasse bilden Mehr-

stichprobentestprobleme, in denen das Verhältnis von Kenngrößen (wie Mittelwert) zwischen
den Stichproben getestet wird.
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§22.01 Lemma. Ist T eine vollständige und erschöpfende Statistik für PΘ′ undϕ ein auf Θ′ α-ähnlicher
Test, so gilt E•

(
ϕ
∣∣T) = α PTΘ′-f.ü..

§22.02 Beweis von Lemma §22.01. In der Vorlesung.

§22.03 Vorbemerkung. Gegeben sei eine natürliche 1 + k-parametrische Exponentialfamilie PΘnat in
(θ, ξ) ∈ Θnat ⊆ R × Rk und (S, T ) ∈ X ⊗ X k mit der Darstellung (13.2). Wir zerlegen
die Parametermenge Θnat =

⊎{
{θ} × Θθ

nat : θ ∈ Ξnat

}
mit Θθ

nat := {ξ ∈ Rk : (θ, ξ) ∈
Θnat} ⊆ Rk und Ξnat := {θ ∈ R : Θθ

nat 6= ∅} ⊆ R. Für θo ∈ Ξnat betrachten wir die Zerlegung
Ξnat = H 0

Ξnat

⊎
H 1

Ξnat
mit

H 0
Ξnat

:= Ξnat ∩ (−∞, θo] und H 1
Ξnat

:= Ξnat ∩ (θo,∞),

sowie Θnat = H 0
Θnat

⊎
H 1

Θnat
mit

H 0
Θnat

=
⊎{
{θ} ×Θθ

nat : θ ∈H 0
Ξnat

}
und H 1

Θnat
=
⊎{
{θ} ×Θθ

nat : θ ∈H 1
Ξnat

}
.

Wir untersuchen das Testproblem der Nullhypothese H0 : H 0
Θnat

gegen die Alternative H1 :
H 1

Θnat
, wobei wir auch kurz schreiben H0 : θ 6 θo, ξ ∈ Θθ

nat gegen H0 : θ > θo, ξ ∈ Θθ
nat.

Für ein fest gewähltes aber beliebiges (θo, ξo) ∈ Θnat bezeichne Po := Pθo,ξo eine spezielle
Verteilung und Po

(
•
∣∣T) eine reguläre Festlegung der bedingten Verteilung gegeben T bzgl.

Po. Nach Korollar §13.13 (i) gibt es für jedes θ ∈ Ξnat eine von ξ unabhängige reguläre Fest-
legung Pθ,•

(
•
∣∣T) der bedingten Verteilung Pθ,ξ

(
•
∣∣T), die für PTo -f.a. t ∈ Rk einen isotonen

Dichtequotienten in S besitzt. Für ein vorgegebenes t ∈ Rk betrachten wir wie in Satz §21.27
den Test ϕot (S) mit

s 7→ ϕot (s) = 1{s>kα(t)} + ζα(t)1{s=kα(t)} (22.1)

wobei das α-Fraktil kα(t) ∈ R von PS|T=t
θ0,• und ζα(t) ∈ [0, 1] durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt

ist, also Eθo,•
(
ϕot (S)

∣∣T = t
)

= ESθo,•(ϕ
o
t ) = PS|T=t

θo,•
(
(kα(t),∞)

)
+ ζα(t)PS|T=t

θo,•
(
{kα(t)}

)
= α.

Nehmen wir die Erwartung bzgl. PTθo,ξ auf beiden Seiten der letzten Gleichung, so erhalten wir,
dass der Test ϕo := ϕoT (S) auf dem Rand ∂H 0

Θnat
= {θo} × Θθo

nat ⊆ H 0
Θnat

α-ähnlich ist. Wir
zeigen weiterhin, dass für jeden auf ∂H 0

Θnat
α-ähnlichen Test ϕ auch Eθo,•

(
ϕ
∣∣T = t

)
= α für

PTo -f.a. t ∈ Rk gilt. Somit schöpft für PTo -f.a. t ∈ Rk der Test ϕ das Signifikanzniveau α für das
Testproblem H0 : H 0

Ξnat
gegen H1 : H 1

Ξnat
im statistischen Experiment

(
X ,X ,

(
Pθ,•
(
•
∣∣T =

t
))
θ∈Ξnat

)
aus. Unter Verwendung von Satz §21.27 (i) sind die Fehler 1. und 2. Art des Tests ϕ

nicht kleiner als die des Tests ϕot (S) gemäß (22.1), also für PTo -f.a. t ∈ Rk gilt

ES|T=t
θ,• (ϕot ) = Eθ,•

(
ϕot (S)

∣∣T = t
)
6 Eθ,•

(
ϕ
∣∣T = t

)
∀ θ ∈H 0

Ξnat
und

ES|T=t
θ,• (ϕot ) = Eθ,•

(
ϕot (S)

∣∣T = t
)
> Eθ,•

(
ϕ
∣∣T = t

)
∀ θ ∈ H 1

Ξnat
.

Nehmen wir erneut die Erwartung bzgl. PTθo,ξ auf beiden Seiten der letzten beiden Ungleichun-
gen, so gilt für ϕo = ϕoT (S) und jeden anderen auf {θo} ×Θθo

nat α-ähnlichen Test ϕ

Eθ,ξ(ϕo) 6 Eθ,ξ(ϕ) ∀ (θ, ξ) ∈H 0
Θnat

und Eθ,ξ(ϕo) > Eθ,ξ(ϕ) ∀ (θ, ξ) ∈H 1
Θnat

.

Also ist ϕo ein gleichmäßig bester auf ∂H 0
Θnat

α-ähnlicher Test. Ein Vergleich mit dem kon-
stanten Test, sowie die Stetigkeit der Gütefunktion erlauben uns dann, die Aussage von Satz
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§22.06 zu zeigen. Vorher halten wir fest, dass mit ϕot aus (22.1) die Abbildung x 7→ ϕo(x) =
ϕoT (x)(S(x)) wie oben angenommen ein Test ist, dazu muss die Abbildung (s, t) 7→ ϕot (s) und
damit die Funktionen kα : Rk → R mit t 7→ kα(t) sowie ζα : Rk → [0, 1] mit t 7→ ζα(t)
Borel-messbar sein. Dies ist die Aussage von Lemma §22.04.

§22.04 Lemma. Es seien PS|T eine reguläre bedingte Verteilung von S ∈ X gegeben T ∈ X k und
α ∈ (0, 1). Dann sind die folgenden Abbildungen Borel-messbare Funktionen:
(i) (s, t) 7→ PS|T=t

(
(−∞, s]

)
und (s, t) 7→ PS|T=t

(
(−∞, s)

)
;

(ii) t 7→ kα(t) := inf{s ∈ R : PS|T=t
(
(s,∞)

)
6 α} und

t 7→ kα(t) := sup
{
s ∈ R : PS|T=t

(
(−∞, s)

)
6 α

}
;

(iii) t 7→ ζα(t) := α−P(S>kα|T=t)

PS|T=t({kα}) 1{PS|T=t({kα})>0} und

t 7→ ζα(t) := α−P(S<kα|T=t)

PS|T=t({kα})
1{PS|T=t({kα})>0};

(iv) (s, t) 7→ ϕot (s) = 1{s>kα(t)} + ζα(t)1{s=kα(t)} und
(s, t) 7→ ϕot (s) = 1{s<kα(t)} + ζα(t)1{s=kα(t)}.

§22.05 Beweis von Lemma §22.04. Witting [1985], Hilfssatz 3.61, S. 376

§22.06 Satz. Gegeben sei eine natürliche 1 + k-parametrische Exponentialfamilie PΘnat in (θ, ξ) ∈
Θnat ⊆ R× Rk, (S, T ) ∈ X ⊗X 1+k mit der Darstellung (13.2) und α ∈ (0, 1) sowie θo ∈ R
mit (θo, ξ) ∈ inn(Θ) für ein ξ ∈ Rk. Nach Korollar §13.13 (i) gibt es eine von ξ unabhängige
Festlegung PS|Tθo,• der regulären bedingten Verteilung PS|Tθo,ξ. Dann ist ϕo := ϕoT (S) mit

(s, t) 7→ ϕot (s) = 1{s>kα(t)} + ζα(t)1{s=kα(t)}, (22.2)

wobei für t ∈ Rk das obere α-Fraktil kα(t) ∈ R von PS|T=t
θo,• und ζα(t) ∈ [0, 1] durch (21.5) bzw.

(21.6) bestimmt ist, also ES|T=t
θo,• (ϕot ) = α, ein gleichmäßig bester unverfälschter α-Test für das

Testproblem der Nullhypothese H0 : θ 6 θo, ξ ∈ Θθ
nat gegen die Alternative H1 : θ > θo, ξ ∈

Θθ
nat.

§22.07 Beweis von Satz §22.06. In der Vorlesung.

§22.08 Beispiel. Für n,m ∈ N seien X©∼ (Poina)a∈R+
\0

und Y ©∼ (Poimb )b∈R+
\0

unabhängig. Es soll die

Hypothese H0 : a 6 b gegen die Alternative H1 : a > b getestet werden. Für (a, b) ∈ (R+
\0)2

bezeichnen wir mit Poin,ma,b := Poina ⊗ Poimb die gemeinsame Verteilung von X ∼ Poina und
Y ∼ Poimb . Dann ist (Poin,ma,b )(a,b)∈(R+

\0)2 eine 2-parametrische Exponentialfamilie bezüglich des

Zählmaßes µ auf Nm+n
0 , da für x ∈ Nn0 und y ∈ Nm0 gilt

dPoin,ma,b
dµ

(x, y) =
e−na−mb

(
∏

i xi!)(
∏

j yj!)
exp

(
log(a/b)

n∑
i=1

xi + log(b)
( n∑
i=1

xi +
m∑
j=1

yj
))
.

Absorbieren wir die Funktion h(x, y) =
(
(
∏

i xi!)(
∏

j yj!)
)−1 im dominierenden Maß ν := hµ,

so liegt eine 2-parametrische natürliche Exponentialfamilie PΘnat mit der Darstellung (13.2) in
S(x, y) =

∑n
i=1 xi, T (x, y) =

∑n
i=1 xi +

∑n
j=1 yj mit θ = log(a/b) und ξ = log(b) vor. Wir

können also das reparametrisierte Testproblem H0 : θ 6 0, ξ ∈ R gegen H1 : θ > 0, ξ ∈ R
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bei Vorliegen einer Beobachtung der erschöpfenden Statistiken S und T betrachten. Nach Satz
§22.06 ist ϕo := ϕoT (S) ein gleichmäßig bester unverfälschter Test ϕo = ϕoT (S) mit

(s, t) 7→ ϕot (s) = 1{s>kα(t)} + ζα(t)1{s=kα(t)},

wobei für t ∈ Rk das obere α-Fraktil kα(t) ∈ R von PS|T=t
0,• und ζα(t) ∈ [0, 1] durch (21.5)

bzw. (21.6) bestimmt ist. Es bleibt eine Festlegung der regulären bedingten Verteilung von S
gegeben T bzgl. P0,ζ zu bestimmen, die nicht von ζ ∈ R abhängt. Zur Erinnerung, für (X, Y ) ∼
Poina ⊗ Poimb sind S ∼ Poina und T − S ∼ Poibm unabhängig, sowie T ∼ Poina+bm. Für t ∈ N
und s ∈ N0 mit s 6 t gilt

Poin,ma,b (S = s|T = t) =
Poin,ma,b (S = s, T − S = t− s)

Poin,ma,b (T = t)
=

(an)s

s!
e−an (bm)t−s

(t−s)! e
−bm

(an+bm)t

t!
e−an−bm

=

(
t
s

)
(an)s(bm)t−s∑t

i=0

(
t
i

)
(an)i(bm)t−i

=

(
t

s

)
(

an

an+ bm
)s(

bm

an+ bm
)t−s

=

(
t

s

)
(

ρ

1 + ρ
)s(

1

1 + ρ
)t−s mit ρ =

na

mb
.

In dem Fall t = 0, also T = 0, ist natürlich S = 0, so dass Poin,ma,b (S = s|T = 0) = δ0(s),
s ∈ N0, gilt. Für π := na

mb
/(1 + na

mb
) erhalten wir Poin,ma,b (S = s|T = t) = Bin(t,π)({s}) für alle

t ∈ N0, wobei Bin(0,π) := δ0. Damit hängt für alle θ = log(a/b) ∈ R und ξ = log(b) ∈ R diese
Festlegung der bedingten Verteilung von S gegeben T bzgl. Pθ,ζ = Poin,ma,b in der Tat nur von
θ und nicht von ζ ab. Im Fall θ = 0, also für alle a = b ∈ R+

\0, vereinfacht sich diese für alle
s ∈ N0 zu

PS|T=t
0,• ({s}) = PS|T=t

0,ζ ({s}) = Poin,mb,b
(
S = s

∣∣T = t
)

= Bin(t,πo)(s) mit πo =
n

n+m
.

Für t ∈ N0 sei also gemäß (21.5) kα(t) = Binα(t,πo) das obere α-Fraktil einer Bin(t,πo)-Verteilung
und ζα(t) ∈ [0, 1] wie in (21.6), so dass der Test ϕot (S) mit

s 7→ ϕot (s) = 1{s>Binα(t,πo)} + ζα(t)1{s=Binα(t,πo)}

für t ∈ N0 dass Niveau α ausschöpft, also ES|T=t
0,• (ϕot ) = E0,•

(
ϕot (S)

∣∣T = t
)

= α gilt. Im Fall
t = 0 ist Binα(0,πo) = 0 und ζα(0) = α, also ϕo0(S) mit s 7→ ϕo0(s) = α der konstante Test.
Damit ist der Test ϕo = ϕoT (S) gegeben durch

(x, y) 7→ ϕo(x, y) = 1{nx>Binα(nx+my,n/[n+m])} + ζα(nx+my)1{nx=Binα(nx+my,n/[n+m])}

ein gleichmäßig bester unverfälschter Test von H0 : a 6 b gegen H1 : a > b zum Niveau
α ∈ (0, 1). Der kritische Wert als auch die Randomisierung hängen aber von nx + my ab, und
müssen also bei der Anwendung des Test ϕo für jede Stichprobe neu berechnet werden

§22.09 Beispiel. Wir bestimmen einen gleichmäßigen besten unverfälschten Test für den Mittelwert
einer normalen Lokations-Skalen-Familie Nn

R×R+
\0

für das einseitige Testproblem H0 : µ 6 0,

σ ∈ R+
\0 gegen H1 : µ > 0, σ ∈ R+

\0 unter Verwendung des Satzes §22.06 (für allgemeines
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H0 : µ 6 µo, σ ∈ R+
\0 gegen H1 : µ > µo, σ ∈ R+

\0 verschiebe die Beobachtungen ent-
sprechend, X̃i = Xi − µo). Die Beobachtungen folgen einer zweiparametrischen natürlichen
Exponentialfamilie in S(x) = x, T (x) = 1

n

∑n
i=1 x

2
i mit θ = nµ/σ2, ξ = −n/(2σ2). Wir

können also das reparametrisierte Testproblem H0 : θ 6 0, ξ ∈ R−\0 gegen H1 : θ > 0, ξ ∈ R−\0
bei Vorliegen der Beobachtung der erschöpfenden Statistiken S und T betrachten. Nach Satz
§22.06 ist ϕo = 1{S>kα(T )} ein gleichmäßig bester unverfälschter Test, wobei wir auf Grund der
stetigen Verteilung auf eine Randomisierung verzichten und gemäß (21.5) für jedes t ∈ Rk das
obere α-Fraktil kα(t) ∈ R einer von ζ unabhängigen regulären Version PS|T=t

0,• der bedingten
Verteilung von S gegeben T = t zu bestimmen ist.

§22.10 Bemerkung. Die letzte Aussage zeigt, dass die reguläre bedingte Verteilung PS|Tθ,• nicht von
dem Störparameter ξ abhängt, dieser also für die Wahl von kα(t) ∈ R und ζα(t) ∈ [0, 1]
unerheblich sind. Der kritische Wert als auch die Randomisierung hängen aber von t ab, und
müssen also bei der Anwendung des Test ϕo für jede Stichprobe neu berechnet werden. Der Test
wäre nicht-bedingt wählbar, wenn es eine von t unabhängige Festlegungen der Prüfverteilung
PS|T=t
θ0,• gäbe. Die nächste Aussage gibt eine hinreichende und notwendige Bedingung an, so

dass die bedingte Verteilung unabhängig von t wählbar ist. Diese benötigt die Suffizienz und
Vollständigkeit der Statistik T für ξ, nicht jedoch die Eigenschaft einer Exponentialfamilie.
Dieses ist wesentlich, da nur die erste, nicht dagegen die zweite dieser Eigenschaften unter
gewissen Transformationen erhalten bleibt. Die nächste Aussage folgt aus Satz §12.22 und dem
Lemma von Basu §14.03.

§22.11 Korollar. Es seien T ∈ X k eine erschöpfende und vollständige Statistik für die Verteilungs-
familie P{θo}×Θθo auf (X ,X ) und S ∈X eine weitere Statistik. Dann sind äquivalent:
(i) Die Statistik S ist unwesentlich, ihre Verteilung PSθo,• = PSθo,ξ hängt nicht von ξ ∈ Θθo ab.

(ii) Die bedingte Verteilung PS|T=t
θo,• ist unabhängig von t wählbar.

Jede dieser Aussage impliziert die Gültigkeit der folgenden beiden Aussagen:
(iii) S und T sind stochastisch unabhängig unter jedem Pθo,ξ, ξ ∈ Θθo .

(iv) Für alle α ∈ (0, 1) ist der Test aus (22.2) als nicht-bedingter Test wählbar.

§22.12 Beweis von Korollar §22.11. In der Vorlesung.

§22.13 Lemma. Es seien PΘ eine dominierte Verteilungsfamilie auf (X ,X ), T ∈ X k, S ∈ X ,
g : R1+k → R1+k mit (s, t) 7→ g(s, t) := (ht(s), t) eine Borel-messbare Abbildung, S̃ :=

hT (S) ∈ X und (S̃, T ) = g(S, T ) ∈ X 1+k. Dann gilt: Ist T erschöpfend und vollständig für

P(S,T )
Θ , so auch für P(S̃,T )

Θ .

§22.14 Beweis von Lemma §22.13. In der Vorlesung.

§22.15 Bemerkung. Der einseitige Test aus (22.1) ist invariant gegenüber Transformationen s 7→ s̃ :=
ht(s) bei festem t, falls ht(•) streng isoton ist (vgl. Bemerkung §21.29). Dann ist nämlich
s > kα(t) äquivalent mit s̃ = ht(s) > ht(k

α(t)) =: k̃α(t), und analog s < kα(t) bzw. s = kα(t)

mit s̃ < k̃α(t) bzw. s̃ = k̃α(t). Die Möglichkeit den Test ϕo aus (22.2) nicht-bedingt zu wählen,
beruht nun darauf, eine streng isotone Transformation ht zu finden, derart dass die Verteilung
von S̃ = hT (S) auf (X ,X ,P{θo}×Θθo ) unwesentlich ist.
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§22.16 Korollar. Zusätzlich zu den Annahmen von Satz §22.06 sei (s, t) 7→ g(s, t) := (ht(s), t) eine
Borel-messbare Abbildung und S̃ = hT (S), derart dass die Verteilung PS̃θo,• = PS̃θo,ξ von S̃ un-
abhängig von ξ ∈ Θθo

nat, also S̃ unwesentlich für P{θo}×Θθonat
ist. Existiert eine P(S,T )

Θnat
Einsmenge

E , so dass auf E die Abbildung s 7→ ht(s) streng isoton ist, so ist der Test

ϕ̃o = 1{S̃>k̃α} + ζα1{S̃=k̃α}, (22.3)

wobei das obere α-Fraktil k̃α ∈ R von PS̃θ0,• und ζα ∈ [0, 1] durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt
ist, ein gleichmäßig bester unverfälschter α-Test für das Testproblem der Nullhypothese H0 :
θ 6 θo, ξ ∈ Θθ

nat gegen die Alternative H1 : θ > θo, ξ ∈ Θθ
nat.

§22.17 Beweis von Korollar §22.16. In der Vorlesung.

§22.18 Beispiel (Beispiel §22.09 fortgesetzt). Sei (Xi)i∈J1,nK©∼ Nn
R×R+

\0
, so besitzt T̂n :=

√
n

Ŝn
Xn mit

Xn = 1
n

∑n
i=1Xi, Ŝn := (Ŝ

(2)
n )1/2 und Ŝ(2)

n := 1
n−1

∑n
i=1(Xi−Xn)2 unter Nn

(0,σ2) für jedes σ ∈
R+
\0 eine Student-tn−1-Verteilung mit n − 1 Freiheitsgraden, kurz T̂n ∼ tn−1 (vgl. Eigenschaft

§01.41 (iii)). Zur Erinnerung für den gleichmäßig besten unverfälschten Test ϕo = 1{S>kα(T )}
mit S = Xn und T = 1

n

∑n
i=1X

2
i in Beispiel §22.09 blieb für jedes t ∈ Rk die Bestimmung des

oberen α-Fraktils kα(t) ∈ R einer von ζ unabhängigen regulären Version PS|T=t
0,• der bedingten

Verteilung von S gegeben T = t. Wir halten fest, dass T (x)− (S(x))2 = 1
n

∑n
i=1(xi− x)2 > 0

für alle x ∈ Bild(1n)c gilt, wobei Bild(1n)c eine Nn
R×R+

\0
-Einsmenge ist. Da Ŝ(2)

n = n
n−1

(T−S2)

gilt, ist T̂n = S
√
n−1√

T−S2 =: hT (S) auf Bild(1n)c, also Nn
R×R+

\0
-f.ü., erklärt. Weiterhin gilt 0 6 S2 <

T auf Bild(1n)c und für alle t ∈ R+
\0 ist die Funktion s 7→ ht(s) auf (−t1/2, t1/2) ungerade

und streng isoton. Da T vollständig und suffizient für die Verteilungsfamilie P{0}×Θ0
nat

ist und
die Verteilung von T̂n, nämlich T̂n ∼ tn−1, unter P0,ξ, nicht von ξ abhängt, sind T̂n und T
unabhängig unter jedem P0,ξ (Korollar §22.11). Bezeichnen wir mit tαn−1 das obere α-Fraktil
einer tn−1-Verteilung, wobei wir auf die Randomisierung auf Grund der stetigen Verteilung von
T̂n verzichten, so sind der ursprüngliche gleichmäßig beste unverfälschte α-Test ϕo (22.2) und
der Test ϕ̃o = 1{T̂n>tαn−1} Nn

R×R+
\0

-f.ü. äquivalent. Zusammenfassend, für jedes µo ∈ R ist der

einseitige t-Test ϕ = 1{X−µo>n−1/2Ŝntαn−1}
also ein gleichmäßig bester unverfälschter Test von

H0 : µ 6 µo, σ ∈ R+
\0 gegen H1 : µ > µo, σ ∈ R+

\0.

§22.19 Satz. Es gelten die Voraussetzungen des Satz §22.06. Der Test ϕo := ϕoT (S) mit

(s, t) 7→ ϕot (s) = 1{s<kα1 (t)} + ζα1 (t)1{s=k1(t)} + 1{s>kα2 (t)} + ζα2 (t)1{s=k2(t)}, (22.4)

wobei für α ∈ (0, 1) und für jedes t ∈ Rk die kritischen Werte kα1 (t), kα2 (t) ∈ R und die
Randomisierung ζα1 (t), ζα2 (t) ∈ [0, 1] gemäß der Nebenbedingungen

ES|T=t
θo,• (ϕot ) = Eθo,•

(
ϕot (S)

∣∣T = t
)

= α und

Eθo,•
(
Sϕot (S)

∣∣T = t
)

= αEθo,•
(
S
∣∣T = t

)
(22.5)

bestimmt sind, ein gleichmäßig bester unverfälschter α-Test für das Testproblem der Nullhypo-
these H0 : θ = θo, ξ ∈ Θθ

nat gegen die Alternative H1 : θ 6= θo, ξ ∈ Θθ
nat.
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§22.20 Beweis von Satz §22.19. In der Vorlesung.

§22.21 Bemerkung. Der zweiseitige Test aus (22.4) ist invariant gegenüber affinen, streng isotonen
Transformationen (vgl. Bemerkung §21.40). Dies gibt uns erneut die Möglichkeit, den Test
nicht-bedingt zu wählen. Eine explizite Angabe der kritischen Werte kα1 (t), kα2 (t) ∈ R die Lö-
sung der Nebenbedingungen (22.5) sind, ist im Allgemeinen nicht möglich. Im Spezialfall einer
bezüglich einer Stelle m(t) symmetrischen bedingten Verteilung ES|T=t

θo,• können wir wie in Be-
merkung §21.40 die kritischen Werte kα1 (t), kα2 (t) ∈ R als unteres bzw. oberes α/2 Fraktil von
ES|T=t
θo,• wählen.

§22.22 Korollar. Zusätzlich zu den Annahmen von Satz §22.06 sei (s, t) 7→ g(s, t) := (ht(s), t) eine
Borel-messbare Abbildung und S̃ = hT (S), derart dass die Verteilung PS̃θo,• = PS̃θo,ξ ∈ W1(B)

von S̃ symmetrisch und unabhängig von ξ ∈ Θθo
nat, also S̃ unwesentlich für P{θo}×Θθonat

ist. Exi-

stiert eine P(S,T )
Θnat

Einsmenge E , so dass auf E die Abbildung s 7→ ht(s) streng isoton ist, so ist
der Test

ϕ̃o = 1{|S̃|>k̃α/2} + ζα/21{|S̃|=k̃α/2}, (22.6)

wobei das obere α/2-Fraktil k̃α/2 ∈ R von PS̃θ0,• und ζα/2 ∈ [0, 1] durch (21.5) bzw. (21.6) be-
stimmt ist, ein gleichmäßig bester unverfälschter α-Test für das Testproblem der Nullhypothese
H0 : θ = θo, ξ ∈ Θθ

nat gegen die Alternative H1 : θ 6= θo, ξ ∈ Θθ
nat.

§22.23 Beweis von Korollar §22.22. In der Vorlesung.

§22.24 Beispiel (Beispiel §22.18 fortgesetzt). Sei (Xi)i∈J1,nK©∼ Nn
R×R+

\0
, so besitzt T̂n =

√
n

Ŝn
Xn = hT (S)

unter Nn
(0,σ2) für alle σ ∈ R+

\0 eine Student-tn−1-Verteilung. Die Abbildung s 7→ ht(s) ist unge-
rade und streng isoton für dem Bild von Bild(1n)c unter (S, T ), wobei Bild(1n)c eine Nn

R×R+
\0

-

Einsmenge ist. Weiterhin ist T vollständig und suffizient für die Verteilungsfamilie P{0}×Θ0und
die Verteilung von T̂n, nämlich T̂n ∼ tn−1, unter P0,ξ, hängt nicht von ξ ab, und T̂n und T sind
somit unabhängig unter jedem P0,ξ (Korollar §22.11) (vgl. Beispiel §22.18). Bezeichnen wir mit
t
α/2
n−1 das obere α/2-Fraktil einer tn−1-Verteilung, wobei wir auf die Randomisierung auf Grund

der stetigen Verteilung von T̂n verzichten, so sind der ursprüngliche gleichmäßig beste unver-
fälschte α-Test ϕo (22.4) und der Test ϕ̃o = 1{

|T̂n|>t
α/2
n−1

} Nn
R×R+

\0
-f.ü. äquivalent. Zusammenfas-

send, für jedes µo ∈ R ist der zweiseitige t-Test ϕ = 1{|X−µo|>n−1/2Ŝnt
α/2
n−1}

also ein gleichmäßig

bester unverfälschter Test von H0 : µ = µo, σ ∈ R+
\0 gegen H1 : µ 6= µo, σ ∈ R+

\0.

§23 Likelihood-Qotienten-Test

§23.01 Definition. Sei (X ,X ,PΘ) ein µ-dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion
L(θ) = dPθ/dµ ∈X

+
für θ ∈ Θ. Für nicht-leere Teilmengen Θ0,Θ1 ⊆ Θ heißt

ΛΘ0,Θ1 :=
supθ∈Θ1

L(θ)

supθ∈Θ0
L(θ)

1{
supθ∈Θ0

L(θ)∈R+
\0

} ∈X
+

(23.1)

Likelihood-Quotienten-Statistik. Jeder randomisierte Test der Form

ϕ := 1{ΛΘ0,Θ1
>k} + ζ1{ΛΘ0,Θ1

=k} µ-f.ü. (23.2)
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für einen kritischen Wert k ∈ R+ und messbarer Randomisierung ζ : {ΛΘ0,Θ1 = k} → [0, 1]
wird Likelihood-Quotienten-Test (bzgl. ΛΘ0,Θ1) genannt.

§23.02 Bemerkung. Liegt Θ1 dicht in Θ und ist θ 7→ L(θ) µ-f.ü. stetig, so gilt für den Maximimum-
Likelihood-Schätzer θ̂, falls er existiert, supθ∈Θ1

L(θ) = supθ∈Θ L(θ) = L(θ̂). Dies ist der
Ausgangspunkt für die folgende asymptotische Theorie.

§23.03 Beispiel. Es seien PΘnat eine natürliche Exponentialfamilie in S, Θ1 dicht in Θ und θ̂ ein MLS.
In der Darstellung (13.1) mit ν = hµ gilt dann

ΛΘ0,Θ1(x) = inf
θo∈Θ0

exp(〈θ̂(x)− θo, S(x)〉 − A(θ̂(x)) + A(θo)) ν-f.a. x ∈ X .

Gilt weiterhin θ̂ ∈ inn(Θnat), so folgt Eθ̂(x)(S) = T (x) gemäß Lemma §19.04 für ν-f.a. x ∈ X
und daher mit Lemma §20.03 (iii)

log
(
ΛΘ0,Θ1

)
= inf

θo∈Θ0

KL(Pθ̂ |Pθo) ν-f.ü..

Mit anderen Worten, die Log-Likelihood-Quotienten-Statistik log
(
ΛΘ0,Θ1

)
gibt die Divergenz

der zum MLS θ̂ ∈ Θnat gehörenden Verteilung Pθ̂ zur Familie der Verteilungen (Pθ)θ∈Θ0 an.

§23.04 Lemma. Sei PΘ mit Θ ⊆ R eine Verteilungsfamilie mit isotonem Dichtequotienten in S. Für
α ∈ (0, 1) und θo ∈ Θ betrachten wir das einseitige Testproblem H0 : H 0 = (−∞, θo] gegen
H1 : H 1 = (θo,∞) und die Likelihood-Quotienten-Statistik Λ := ΛH 0,H 1 , so gilt:
(i) Der Likelihood-Quotienten-Test ϕo := 1{Λ>kα} + ζα1{Λ=kα}, wobei das obere α-Fraktil

kα ∈ R+ von PΛ
θo

und ζα ∈ [0, 1] durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt ist, minimiert die
Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art gleichmäßig unter allen auf {θo} α-
ähnlichen Tests.

(ii) Der Test ϕo ist ein gleichmäßig bester Test zum Niveau α für das einseitige Testproblem
H0 : θ 6 θo gegen H1 : θ > θo.

§23.05 Beweis von Lemma §23.04. In der Vorlesung.

§23.06 Bemerkung. Sei PΘ mit Θ ⊆ R wie in Lemma §23.04 eine Verteilungsfamilie mit isoto-
nem Dichtequotienten in S. Betrachten wir für θo ∈ Θ ein zweiseitiges Testproblem H0 :
H 0 = {θo} gegen H1 : H 1 = Θ\{θo} sowie die Likelihood-Quotienten-Statistik ΛH 0,H 1 .
Dann enthält der Ablehnbereich eines Likelihood-Quotienten-Tests bzgl. ΛH 0,H 1 ein Ereignis
der Form {S 6∈ [k1, k2]}, allerdings ist der Test im Allgemeinen nicht mehr unverfälscht, wie
folgendes Beispiel zeigt. Sei X©∼ PoiR+

\0
, dann ist ΛH 0,H 1 = exp(X(log(X/θo) − 1) + θo)

und der Ablehnbereich des entsprechenden Likelihood-Quotienten-Tests mit kritischen Wert
k ∈ R+

\0 enthält
{
X(log(X/θo)− 1) > log(k)− θo

}
. Da die Funktion x 7→ x(log(x/θo) − 1)

auf (0, θo) nicht-positiv und streng antiton sowie auf (θo,∞) streng isoton ist, entspricht für
log(k) > θo das Ereignis

{
X(log(X/θo)− 1) > log(k)− θo

}
einem einseitigen Ablehnbe-

reich
{
X > k̃

}
. Hingegen sind im Fall einer Normalverteilung ein- und zweiseitge Gauß- und

t-Tests Likelihood-Quotienten-Tests.

§23.07 Vorbemerkung. Im folgenden betrachten wir wie im Satz §20.20 eine Folge µ-dominierter
Produktexperimente ((X n,X n,PnΘ))n∈N mit Θ ⊆ Rk, marginaler Likelihood-Funktion L(θ) =
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dPθ/dµ ∈ X
+

und marginaler Loglikelihood-Funktion `(θ) = log(L(θ)) ∈ X . Existiert
weiterhin ein MLS θ̂n und θ̂0

n im statistischen Modell (X n,X n,PnΘ) bzw. (X n,X n,PnΘ0
)

für eine Teilmenge Θ0 ⊆ Θ, dann gilt ΛΘ0,Θ(x) =
∏n

i=1

(
L(θ̂n(x), xi)/L(θ̂0

n(x), xi)
)

für
die entsprechende Likelihood-Quotienten-Statistik. Unter Verwendung des Kontrastprozesses
K̂n(θ) ∈ X n mit K̂n(θ, x) := − 1

n

∑n
i=1 `(θ, xi) (vgl. Korollar §20.06) lässt sich somit die

Log-Likelihood-Quotienten-Statistik wie folgt schreiben:

log(ΛΘ0,Θ(x)) = n(K̂n(θ̂0
n(x), x)− K̂n(θ̂n(x), x))

= sup
θ∈Θ

n∑
i=1

`(θ, xi) − sup
θ∈Θ0

n∑
i=1

`(θ, xi) =: λ̂n(x)

Unter den Annahmen von Satz §20.20 lässt sich nun die asymptotische Verteilung der Statistik
λ̂n bestimmen, die es erlaubt einen Likelihood-Quotienten-Test anzugegeben, der asymptotisch
ein vorgegebenes Signifikanz-Niveau einhält.

§23.08 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Satz §20.20.
(i) Betrachte das Testproblem H0 : θ = θo gegen θ 6= θo für ein θo ∈ inn(Θ). Dann gilt für die

Log-Likelihood-Quotienten-Statistik λ̂n(x) = supθ∈Θ

∑n
i=1 `(θ, xi)−

∑n
i=1 `(θo, xi) unter

Pθo die Verteilungskonvergenz 2λ̂n
D−→ χ2

k.

(ii) Allgemeiner seien r ∈ J1, kK, A ∈ R(r,k) eine Matrix mit rg(A) = r, a ∈ Rk und Θ =
H 0

⊎
H 1 ⊆ Rk mit H 0 := {θ ∈ Θ : A(θ − a) = 0}. Dann gilt für die Log-Likelihood-

Quotienten-Statistik λ̂n(x) = supθ∈Θ

∑n
i=1 `(θ, xi) − supθ∈H 0

∑n
i=1 `(θ, xi) unter jedem

Pθo mit θo ∈H 0 ∩ inn(Θ) die Verteilungskonvergenz 2λ̂n
D−→ χ2

r .
Insbesondere hält der Likelihood-Quotienten-Test ϕ = 1{

λ̂n>χ2
r,α/2

} (im Fall (i) r = k) auf

H 0 ∩ inn(Θ) asymptotisch das Signifikanzniveau α ∈ (0, 1) ein, wobei χ2
r,α das obere α-

Fraktil einer χ2
r-Verteilung mit r Freiheitsgraden bezeichnet und wir auf Grund der stetigen

asymptotischen Verteilung auf eine Randomisierung verzichten.

§23.09 Beweis von Satz §23.08. Shao [2003], Theorem 6.5, S. 432

§23.10 Bemerkung.
(a) Der Likelihood-Quotienten-Test wird asymptotisch verteiliungsfrei genannt, da die asym-

ptotische Verteilung von λ̂n unabhängig von θ0 ∈ Θ0 ist.

(b) Die asymptotische Verteilung von 2λ̂n ist unter lokalen Alternativen θ = θ0 + h/
√
n eine

nicht-zentrale χ2
r-Verteilung (vgl. van der Vaart [1998], Satz 16.7). Für feste Alternativen

θ ∈ H 1 ist der der Likelihood-Quotienten-Test ϕn = 1{
λ̂n>χ2

r,α/2
} damit konsistent, es

gilt also βϕn(θ)
n→∞−−−→ 1.

(c) Der Wald-Test und der Score-Test sind zwei weitere asymptotische Likelihood-Tests. Ein
Wald-Test ist von der Form 1{

Wn>χ2
k,α

} mit oberem α-Fraktil χ2
k,α einer χ2

k-Verteilung

als kritischem Wert und Wald-Test-Statistik Wn = n〈Iθ̂(θ̂ − θo), (θ̂ − θo)〉 unter Ver-
wendung des MLS θ̂, da unter den Bedingungen von Satz §20.20 Wn asymptotisch eine
χ2
k-Verteilung besitzt. Ein Score-Test ist von der Form 1{

Rn>χ2
k,α

} mit Score-Test-Statistik
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Rn = 1
n
〈I−1

θ̂

∑n
i=1

˙̀(θ0, Xi),
∑n

i=1
˙̀(θ0, Xi)〉, die ebenfalls unter den Bedingungen von

Satz §20.20 asymptotisch eine χ2
k-Verteilung besitzt (Shao [2003], Theorem 6.6, S. 434).

§23.11 Beispiel. Wir führen n ∈ N unabhängige Experimente durch, deren Ergebnisse in einer end-
lichen Menge J1, kK, k ∈ N, liegen, und zählen die Häufigkeiten ni ∈ J1, nK der einzelnen
Ergebnisse i ∈ J1, kK, also n =

∑k
i=1 ni. Wir möchten anhand der beobachteten Häufigkeiten

(ni)i∈J1,kK ∈ J1, nKk, Hypothesen über die unbekannte Wahrscheinlichkeit pi ∈ [0, 1] des Auftre-
tens der einzelnen Ergebnisse i ∈ J1, kK treffen. Der zufällige Vektor N = (Ni)i∈J1,kK der Häu-
figkeiten besitzt dann eine Multinomial-Verteilung mit Parametern n ∈ N und Parametervektor
p = (pi)i∈J1,k−1K ∈ Θ := {x ∈ [0, 1]k−1 :

∑k−1
i=1 xi 6 1} mit der Konvention pk = 1−

∑k−1
i=1 pi.

Wir schreiben kurz N©∼ (MN(n,p))p∈Θ. Betrachten wir für n = 1 das entsprechende statisti-
sche Experiment (X = {0, 1}k, 2X , (MN(1,p))p∈Θ), so ist die Statistik N erschöpfend für das
Produktexperiment (X n, 2X

n
, (MNn

(1,p))p∈Θ) und somit ist die obige Asymptotik für n → ∞
anwendbar. Der MLS für p ist p̂n = 1

n
N , so dass für Θ0 = {po} Log-Likelihood-Quotienten-

Statistik erfüllt

λ̂n
(
(ni)i∈J1,kK

)
= log

(( n
n1···nk

)
(n1/n)n1 · · · (nk/n)nk(

n
n1···nk

)
(po1)n1 · · · (pok)nk

)
=

k∑
i=1

ni log(ni/(np
o
i )). (23.3)

Bezeichnet Enpo die Erwartung bzgl. Enpo := MNn
(1,po), so gilt Enpo(N) = npo sowie für i ∈

J1, kK auch Epo [(Ni − npoi )
2] = npoi (1 − poi ), also Epo [(Ni − npoi )

2/(npoi )] = 1 − poi 6 1.
Unter Verwendung der Entwicklung (x + h) log((x + h)/x) = h + h2/(2x) + o(h2/x) sowie∑k

i=1 Ni = n gilt für λ̂n = λ̂n(N) asymptotisch damit

2λ̂n = 2
k∑
i=1

(
(Ni − npoi ) +

(Ni − npoi )2

2npoi
+ o((Ni − npoi )2/(npoi ))

)
=

k∑
i=1

(Ni − npoi )2

npoi
+ oPnpo (1).

Betrachten wir das Testproblem H0 : p = po gegen H1 : p 6= po, so konvergiert unter der
Nullhypothese H 0 = {po} auch

∑k
i=1

(Ni−npoi )2

npoi
in Verteilung gegen eine χ2

k−1-Verteilung mit
k − 1 Freiheitsgraden.

§23.12 Definition. Sei N©∼ (MN(n,p))p∈Θ multinomial-verteilt mit bekanntem Parameter n ∈ N und
unbekanntem Parameter p ∈ Θ. Dann heißt Qn :=

∑k
i=1

(Ni−npoi )2

npoi
Pearson’s χ2-Statistik und

für das Testproblem H0 : p = po gegen H1 : p 6= po wird ϕ = 1{Q>χ2
k−1,α} χ

2-Test genannt.

§23.13 Korollar. Der χ2-Test hält unter der Nullhypothese H0 : p = po asymptotisch das Signifikanz-
niveau α ∈ (0, 1) ein.

§23.14 Beweis von Korollar §23.13. Die Behauptung folgt direkt aus Satz §23.08.

§23.15 Bemerkung. Der χ2-Test dient häufig als Goodness-of-fit Test. So kann zum Beispiel gete-
stet werden, ob jede Ziffer einer Zufallszahl mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt. Dies
entspricht dem Fall k = 10, Anzahl der Ziffern n und po0 = · · · = po9 = 1

10
.
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§24 Rangtest

§24.01 Vorbemerkung. Es seien (Xi)i∈J1,nK unabhängige und nicht notwendigerweise identisch ver-
teilte reelle Zufallsvariablen auf einem messbaren Raum (Ω,A ), also X = (Xi)i∈J1,nK ∈ A n.
Wir betrachten erneut (vgl. Beispiel §12.01) die Ordnungsstatistik (X(i))i∈J1,nK ∈ A n mit
X(1) 6 X(2) 6 · · · 6 X(n), also formal zum Beispiel die (messbare) Abbildung T : Rn → Rn
mit x 7→ T (x) := (x(i))i∈J1,nK und x(i) := min{c ∈ R :

∑n
j=1 1{xj6c} > i} für i ∈ J1, nK.

Weiterhin bezeichne Sn die symmetrische Gruppe vom Grad n, also die Menge aller Permu-
tationen der Zahlen J1, nK, wobei wie üblich s−1 ∈ Sn die zu s ∈ Sn inverse Permutation
sei, also idSn = s ◦ s−1 = s−1 ◦ s, und die Abbildung s : i 7→ s(i) =: si mit dem Vektor
s = (si)i∈J1,nK identifiziert sei. Für eine Permutation s = (si)i∈J1,nK ∈ Sn und einen Vektor
x = (xi)i∈J1,nK ∈ Rn schreiben wir kurz xs := (xsi)i∈J1,nK, sowie Xs := (Xsi)i∈J1,nK ∈ A n.
Versehen wir die endliche Menge Sn mit ihrer Potenzmenge 2Sn als σ-Algebra, so wird jede
A -2Sn-messbare Abbildung S = (Si)i∈J1,nK : Ω → Sn mit ω 7→ S(ω) = (Si(ω))i∈J1,nK zu-
fällige Permutation auf (Ω,A ) genannt. Der zufällige Vektor XS := (XSi)∈J1,nK ∈ A n mit
ω 7→ XS(ω)(ω) = (XSi(ω)(ω))i∈J1,nK (oder äquivalent dazuXS =

∑
s∈Sn Xs1{S=s}) ist somit ei-

ne zufällige Anordnung von (Xi)i∈J1,nK. Offensichtlich ist die Ordnungstatistik (X(i))i∈J1,nK eine
zufällige Anordnung, und O = (Oi)i∈J1,nK : Rn → Sn bezeichne eine entsprechende zufällige
Permutation auf (Rn,Bn) mit x 7→ O(x) := o⇔ xo1 6 · · · 6 xon also xo = (x(i))i∈J1,nK. Man
beachte, dass die zufällige Permutation O nur auf der Borel-Menge {xi 6= xj}:= {(xi)i∈J1,nK ∈
Rn : xi 6= xj,∀ j ∈ J1, nK\{i},∀ i ∈ J1, nK} eindeutig festgelegt ist. Für x ∈ Rn gibt die
Permutation o = O(x) zur Stelle i ∈ J1, nK im geordnenten Vektor xo die zugehörige Stel-
le oi in x an. Andererseits, die zu O inverse zufällige Permutation O−1 : Rn → Sn mit
x 7→ O−1(x) := o−1 ⇔ o = O(x), gibt für i ∈ J1, nK an, an welcher Stelle o−1

i , der Wert
xi in dem geordneten Vektor xo steht. Ist S eine zufällige Permutation auf (Rn,Bn), so schrei-
ben wir unter Verwendung der entsprechenden zufälligen Permutation S(X) auf (Ω,A ) kurz
XS := XS(X)=

∑
s∈Sn Xs1{S=s}(X) für die zufällige Anordnung von X .

§24.02 Definition. Eine zufällige Permutation O = (Oi)i∈J1,nK auf (Rn,Bn) heißt Ordnungspermuta-
tion, wenn für alle x ∈ Rn mit (oi)i∈J1,nK := (Oi(x))i∈J1,nK gilt xo1 6 xo2 6 · · · 6 xon . Für
X = (Xi)i∈J1,nK ∈ A n ist also XO = (XOi)i∈J1,nK ∈ A n eine Ordnungstatistik. Eine zufälli-
ge Permutation R = (Ri)i∈J1,nK auf (Rn,Bn) heißt Rangpermutation, wenn die zu R inverse
zufällige Permutation R−1 eine Ordnungspermutation ist. In diesem Fall gilt für die Ordnungs-
statistik (X(i))i∈J1,nK := XR−1 gerade Xi = X(Ri) sowie X(1) 6 X(2) 6 · · · 6 X(n). Für jedes
i ∈ J1, nK heißt die Koordinate Ri(X) Rang der i-ten Koordinate von X .

§24.03 Anmerkung. Die Abbildung R∗ = (R∗i )i∈J1,nK : Rn → J1, nKn sei für jedes i ∈ J1, nK gegeben
durch x = (xi)i∈J1,nK 7→ R∗i (x) :=

∑i
j=1 1{xi>xj} +

∑n
j=i+1 1{xi>xj}. Dann ist R∗ eine Rang-

permutation. In der Tat, für jedes x ∈ Rn ist r := R∗(x) eine Permutation der Zahlen J1, nK (für
alle i, j ∈ J1, nK gilt ri = rj⇔ i = j) und für die inverse Permutation o := r−1 gilt xo1 6 xo2 6
· · · 6 xon . Da jede Koordinate von R∗ eine B-2J1,nK-messbare Abbildung, ist R somit eine zu-
fällige Permutation, und damit eine Rangpermutation. Auf der Borel-Menge {xi 6= xj} ist jede
Rangpermutation R = (Ri)i∈J1,nK eindeutig durch Ri(x) =

∑n
j=1 1{xi>xj} = R∗i (x), i ∈ J1, nK,

festgelegt. Bezeichnet wie bisher F̂n(y, x) := 1
n

∑n
i=1 1{xi6y}, y ∈ R die empirische Vertei-

lungsfunktion bzgl. der Beobachtung x = (xi)i∈J1,nK ∈ Rn, dann erfüllt für x ∈ {xi 6= xj} der
i-te Rang ri := Ri(x) die beiden Gleichungen i = nF̂n(xri , x) und ri = nF̂n(xi, x) für jedes
i ∈ J1, nK.
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§24.04 Vorbemerkung. Wir nehmen im Folgenden an, dass X = (Xi)i∈J1,nK ∼ PX ∈ W(Bn)
stetig-verteilt sei (vgl. Definition §01.04 (f)), also die Randverteilung einer jeden Koordinate
stetig ist, dass heißt, eine Lebesgue-Dichte besitzt und somit die entsprechende Randvertei-
lungsfunktion (vgl. Definition §01.04 (d)) stetig ist. Folglich sind P-f.ü. die Koordinaten von
(Xi)i∈J1,nK verschieden, also das Ereignis {xi 6= xj} ist eine PX-Nullmenge, und für jede Rang-
permutation R auf (Rn,Bn) mit entpsrechender Ordnungspermutation O := R−1 gilt somit
XO1 < XO2 < · · · < XOn P-f.ü.. Insbesondere ist der Rangvektor (Ri(X))i∈J1,nK P-f.ü., ein-
deutig durch Ri(X) =

∑n
j=1 1{Xj6Xi} festgelegt.

§24.05 Lemma. Es seien X = (Xi)i∈J1,nK ∼ PX ∈ W(Bn) ein Vektor unabhängiger und identisch
stetig-verteilter reeller Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F := FX1 und Lebesgue-Dichte
f := fX1 , sowie R(X) = (Ri(X))i∈J1,nK der Rangvektor bzgl. einer Rangpermutation R mit
entsprechender Ordnungsstatistik XO := (X(i))i∈J1,nK := XR−1 . Dann gelten die folgenden
Aussage:
(i) Die zufällige Permutation R(X) ist gleichförmigverteilt (Laplace-verteilt) auf der symme-

trischen Gruppe Sn, also PR(X)({s}) = PX(R = s) = 1
n!

, s ∈ Sn, kurz R(X) ∼ USn .

(ii) R(X) und der geordnete Vektor XO sind unabhängig.

(iii) XO ist stetig-verteilt mit Lebesgue-Dichte fXO(x) = n!1B(x)
∏n

i=1 f(xi), x ∈ Rn, und
B := {(xi)i∈J1,nK ∈ Rn, x1 < . . . < xn}.

(iv) Für i ∈ J1, nK ist die i-te Koordinate X(i) von XO stetig-verteilt mit Lebesgue-Dichte
fX(i)(x) = i

(
n
i

)
|F(x)|i−1|1− F(x)|n−if(x), x ∈ R.

(v) Für h ∈ L1(PX) gilt EX
(
h
∣∣R = r

)
= E

(
h(X)

∣∣R(X) = r
)

= E[h(X(r))] PR(X)-f.ü..

§24.06 Beweis von Lemma §24.05. In der Vorlesung.

§24.07 Definition. Für P,Q ∈ W(B) heißt P stochastisch kleiner als Q, kurz P � Q, wenn für alle
c ∈ R gilt P((c,∞)) 6 Q((c,∞)). Gilt zusätzlich P 6= Q, dann schreiben wir P ≺ Q.

§24.08 Bemerkung. Vereinfachend besagt P � Q, dass Beobachtungen von P typischerweise kleiner
sind als Beobachtungen von Q.

§24.09 Beispiel. Für a, b ∈ R und σ ∈ R+
\0 betrachte zwei Normalverteilungen N(a,σ2) und N(b,σ2)

auf (R,B). Dann gilt N(a,σ2) ≺ N(b,σ2) genau dann, wenn a � b. Allgemeiner sei PΘ ei-
ne Lokations-Familie auf (R,B) mit Likelihood-Funktion L bzgl. des Lebesgues-Maßes, also
L(θ, x) = L(0, x− θ) für alle x ∈ R und θ ∈ Θ (vgl. Definition §17.01). Ist die Lebesguedichte
L(0) strikt positive auf R, dann gilt Pθ1 ≺ Pθ2 genau dann, wenn θ1 � θ2.

§24.10 Motivation. Für P,Q ∈ W(B) möchten wir die Nullhypothese Ho : P = Q gegen die Al-
ternative H1 : P ≺ Q testen. Vereinfachend, meint dies, dass wir die Nullhypothese ablehnen
möchten, wenn die Beobachtungen von P signifikant kleiner als die Beobachtungen von Q
sind. Wir betrachten dazu eine Stichprobe von n = k + l unabhängigen reellen Zufallsvaria-
blen (Xi)i∈J1,nK, wobei die ersten k und die letzten l Zufallsvariablen identisch P-verteilt bzw.
Q-verteilt sind. Die Nullhypothese möchten wir also ablehnen, wenn die Beobachtungen der
ersten k Zufallsvariablen signifikant kleiner sind als die Beobachtungen der letzten l Zufalls-
variablen. Betrachten wir für den (pooled) Zufallsvektor X = (Xi)i∈J1,nK den entsprechenden
Rangvektor R(X) = (Ri(X))i∈J1,nK, so scheint es vernünftig die Nullhypothese abzulehnen,
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wenn die Summe der ersten k Ränge innerhalb der ersten Gruppe, also WP :=
∑k

i=1Ri(X),
signifikant kleinere Werte als die Summe der letzten l Ränge innerhalb der zweiten Gruppe,
also WQ :=

∑n
i=k+1Ri(X), annimmt, wobei definitionsgemäß WP + WQ =

∑n
i=1 Ri(X) =∑n

i=1 i = n(n+1)
2

gilt.

§24.11 Lemma. Es seien R = (Ri)i∈J1,nK : Rn → Sn mit n = k + l, k, l ∈ N, eine Rangpermu-
tation, WP :=

∑k
i=1 Ri, WQ :=

∑n
i=k+1 Ri sowie Ukl : Rn → J0, klK mit x 7→ Ukl(x) :=∑k

i=1

∑k+l
j=k+1 1{xi>xj}. Für alle x ∈ {xi 6= xj} gilt dann WP(x) = Ukl(x) + k(k+1)

2
und analog

WQ(x) = kl − Ukl(x) + l(l+1)
2

.

§24.12 Beweis von Lemma §24.11. In der Vorlesung.

§24.13 Bemerkung. Betrachten wir die Teststatistik WP oder die dazu äquivalente Teststatistik Ukl
so lehnen wir die Nullhypothese H0 : P = Q gegen die Alternative H1 : P ≺ Q ab, wenn
Ukl < c oder dazu äquivalent WP < c+ k(k+1)

2
für einen kritischen Wert 0 < c 6 kl gilt. Dieser

Test heißt (einseitiger) Mann-Whitney U-Test oder Wilcoxon Zweistichproben Rangsummen-
test. Die auf WP basierende Version wurde von Wilcoxon [1945] vorgeschlagen, während die
Ukl-Version unabhängig davon von Mann and Whitney [1947] untersucht wurde. Für die Wahl
des kritischen Wertes bezüglich eines vorgegebenen Signifikanzniveau α ∈ (0, 1) beruht wie
bisher auf der Verteilung der Statistik Ukl oder einer asymptotischen Approximation unter der
Nullhypothese. Die nächste Aussage zeigt, dass unter der Nullhypothese die Verteilung von Ukl
in dem folgenden Sinn verteilungsfrei ist. Ist P = Q stetig-verteilt, dann ist die Verteilung von
Ukl eindeutig festgelegt und unabhängig von der zugrundeliegenden Verteilung P.

§24.14 Lemma. Für k, l ∈ N sei Pk+l ∈ W(Bk+l) ein stetiges Produktmaß. Für m ∈ J0, klK gilt dann
Pk+l(Ukl = m) = N(m; k, l)/

(
k+l
m

)
wobei N(m; k, l) die Anzahl aller Zerlegungen

∑k
i=1mi =

m vonm in k aufsteigende Zahlenm1 6 m2 6 · · · 6 mk aus der Menge J0, lK ist. Insbesondere
gilt Pk+l(Ukl = m) = Pk+l(Ukl = kl −m).

§24.15 Beweis von Lemma §24.14. Georgii [2015], Satz 11.26, S. 342

§24.16 Bemerkung. Für kleine Werte von m kann die Anzahl N(m; k, l) mit Hilfe kombinatorischen
Abzählens exakt bestimmt werden. Für große Werte von m kann die exakte aber recheninten-
sive Berechnung der Fraktile der Verteilung von Ukl unter Verwendung einer geeigneten asym-
ptotischen Approximation umgangen werden. Im Folgenden seien k und l derart, dass k + l
unbeschränkt wächst. Formal betrachte wir Folgen (kn)n∈N und (ln)n∈N mit kn + ln = n für
jedes n ∈ N. Wir nehmen weiterhin an, dass kn/n

n→∞−−−→ γ ∈ (0, 1) und dementsprechend
ln/n

n→∞−−−→ 1 − γ gilt. Zur einfacheren Darstellung lassen wir den zusätzlichen Index n weg
und schreiben weiterhin kurz n = k + l mit k/n n→∞−−−→ γ sowie l/n n→∞−−−→ 1− γ.

§24.17 Satz. Seien (Xi)i∈N unabhängige und identisch stetig-verteilte reelle Zufallsvariablen mit Ver-
teilung P := PX1 ∈ W(B) und entsprechender Verteilungsfunktion F := FX1 . Betrachte
Ukl :=

∑k
i=1

∑k+l
j=k+1 1{Xi>Xj} und definiere

Tkl := l

k∑
i=1

F(Xi)− k
k+l∑

i=k+1

F(Xi) = l

k∑
i=1

(F(Xi)− 1/2)− k
k+l∑

i=k+1

(F(Xi)− 1/2)

n := k + l, vkl := kl(n + 1)/12, T ?kl := Tkl/
√
vkl sowie U?

kl := (Ukl − kl/2)/
√
vkl. Falls
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§24 Rangtest Kapitel 6 Testtheorie

k/n
n→∞−−−→ γ ∈ (0, 1) so gilt U?

kl − T ?kl = oPn(1), T ?kl
D−→ N(0,1) und somit U?

kl
D−→ N(0,1) für

n→∞.

§24.18 Beweis von Satz §24.17. Georgii [2015], Satz 11.29, S. 344

§24.19 Bemerkung. Für n = k + l unabhängige reelle Zufallsvariablen (Xi)i∈J1,kK mit identischer
Randverteilung P und (Xi)i∈Jk+1,nK mit identischer Randverteilung Q betrachte den Test
1{

Ukl<kl/2+zα
√
vkl

}, der die Nullhypothese H0 : P = Q gegen die Alternative H1 : P ≺ Q

also ablehnt, wenn Ukl < kl/2 + zα
√
vkl gilt, wobei zα das untere α-Fraktil einer Standard-

normalverteilung N(0,1) ist und wir auf Grund der stetigen asymptotischen Verteilung auf eine
Randomisierung verzichten. Dieser Test hält asymptotisch das Signifikanzniveau ein, da nach
Satz §24.17 unter der Nullhypothese gilt Pn(Ukl < kl/2+zα

√
vkl)

n→∞−−−→ N(0,1)((−∞, zα)) = α

für k/n n→∞−−−→ γ ∈ (0, 1). Betrachten wir dagegen das Testproblem H0 : P = Q gegen P � Q
so lehnen wir die Nullhypothese ab, falls Ukl > kl/2 + zα

√
vkl. In der Vorlesung Statistik II

wird die asymptotische Macht eines Rangtestes mit der eines t-Testes unter lokalen Alternativen
verglichen.
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Anhang

A.1 Normalverteilung

Figure 1: Normal Curve Areas. Standard normal
probability in right-hand tail. For negative
values of z, areas are found by symmetry.

Area

z

Second decimal place of z

z 0 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 .4761 .4721 .4681 .4641
0.1 .4602 .4562 .4522 .4483 .4443 .4404 .4364 .4325 .4286 .4247
0.2 .4207 .4168 .4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3897 .3859
0.3 .3821 .3783 .3745 .3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4 .3446 .3409 .3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121

0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 .2877 .2843 .2810 .2776
0.6 .2743 .2709 .2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 .2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
0.8 .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1867
0.9 .1841 .1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611

1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 .1357 .1335 .1314 .1292 .1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 .1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985
1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
1.4 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681

1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233

2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064

2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014

3.0 .00135
3.5 .000 233
4.0 .000 031 7
4.5 .000 003 40
5.0 .000 000 287
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