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Kapitel 1
Prolog

In diesem Kapitel werden zundichst Begriffe, Notationen und Aussagen
der Vorlesung FEinfiihrung in die Wahrscheinlichickeitstheorie und Stati-
stik wiederholt. Im Anschluf3 wird eine kurze Einfiihrung in die elementa-
re Maf3- und Integrationstheorie gegeben, sowie der Begriff der bedingten
Erwartung eingefiihrt. Eine detailierte Darstellung mit vielen Beispielen
und weiterfiihrenden Diskussionen wird zum Beispiel in dem Lehrbuch
Klenke [2012] gegeben.

§01 Grundlagen

1. Wahrscheinlichkeitsraum

§01.01 Definition.

(a) Eine nicht-leere Menge €2 aller moglichen Ausgidnge eines zufilligen Experiments wird
Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein moglicher Versuchs-
ausgang w des zufilligen Experiments, also ein Element von €, kurz w € €) hei3t Ergebnis
(Stichprobe).

(b) Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge ), also ein Element der Potenzmenge 2

von €). Fiir einen Versuchsausgang w € ) ist ein Ereignis A € 2 eingetreten, wenn w € A.

(c) Ein Paar [(MEAN wird messbarer Raum genannt, wenn die Menge der interessierenden
Ereignisse o/ C 2% eine o-Algebra ist, also falls gilt: (i) Q € 7; (ii) fiir alle A € &7 gilt
A®:=Q\ A € «; und (iii) fiir alle A,, € & mitn € N gilt (J,cy 4n) € #. =

§01.02 Beispiel.

(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge § existieren die rriviale o-Algebra {(), 2} sowie die
Potenzmenge 2% als o-Algebren.

(b) Sei & C 2 ein System von Teilmengen von 2. Dann heif}t die kleinste o-Algebra auf (2,
die & enthiilt, = {< | & ist o-Algebra auf QQ und & C o7}, die von & erzeugte
o-Algebra auf Q). & heifit Erzeuger von o(&).

(c) Fiir jedes nicht-leere A C Q gilt o({A}) = {0,Q, A, A°}.

(d) Fiir eine hochstens abzihlbar unendliche (d.h. endlich oder abzihlbar unendliche), kurz ab-

zéihlbare, Indexmenge Z sei & = {Ai € 2\{0},i € Z, paarweise disjunkt und |+ A; =

i€T
eine Partition von ). Dann ist 0(&’) = {L—ﬂjej A | T € 21}.
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Kapitel 1 Prolog §01 Grundlagen

(e) Essei S ein metrischer (oder topologischer) Raum und &' das System der offenen Teilmen-
gen von S. Dann heift die von den offen Mengen & erzeugte o-Algebra Z := o(0) die
Borel-o-Algebra iiber S. Die Elemente von Ag heillen Borel-Mengen.

(f) = Pgn bezeichnet die Borel-o-Algebra iiber R” versehen mit dem Euklidischen

Abstand d(z,y) = ||z — y|| :== /Doy (xi — ;)2 fir & = ()iepings ¥ = Wi)icpn) € R”
mit [1,n] = [1,n] 1N

(g) Seien (€2, o7) ein messbarer Raum und B C (2 eine nicht-leere Teilmenge. Dann heift die
o-Algebra iiber B, %‘B = NB:={ANB|A € o/} Spur von &/ iiber B, wobei fiir
& e2gilta(&)|, = o(&],). O

§01.03 Schreibweise.
(i) Wirsetzen R" := [0, 00), R := (0,00), R := R\ {0}, R := [—00, o], R = [0, o0].

\0 T
(i1) Fir a,b € R™ schreiben wir « < b, wenn a; < b; fir alle i € [1,n] gilt. Fir a < b,
definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt (a,b) := X_, (a;, b;) =

(a1,b1) X (ag,bg) X - -+ X (ay, by,). Analog, sind [, b], (a, b| sowie |a, b) definiert. Weiterhin,
sei (—oc, b) == X (—0o0, b;) und analog (oo, b| definiert.

(iii) Wir bezeichnen mit %7:= %y die Borel-o-Algebra iiber der kompaktifizierten Zahlengera-
de R, wobei die Mengen {—oco}, {00} und R in R abgeschlossen bzw. offen, also Borel-
Mengen sind. Insbesondere, ist % := By = PBNR die Borel-o-Algebra iiber R. Weiterhin
schreiben wir 7 = ZNR , #* := BN R und ﬁ\f] =%AN RTO. O.

§01.04 Definition. Sei (€2, o7) ein messbarer Raum.
(a) Eine Abbildung E : o/ — [0, 1] heit Wahrscheinlichkeitsmaf3 (kurz Verteilung) auf <7,
wenn sie folgenden Bedingungen geniigt: (i) P(Q2) = 1 (normiert); und (i) P(l#,,cy An) =
> nen P(A,) fiir jede Folge (A, ),en paarweise disjunkter Ereignisse aus 7, d.h. A, N
A,, = 0 fiir alle n, m € N mit n # m (o-additiv).

(b) Wir bezeichnen mit VW := W(</) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf .<7. Ein

Tripel J(YZABN bestehend aus einer Ergebnismenge €2, einer o-Algebra <7 interessieren-
der Ereignisse sowie einem Wahrscheinlichkeitsmall P auf o7 wird Wahrscheinlichkeits-
raum genannt.

(c) Fur ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (2, .27') heift ein Element w € Q mit {w} € </ und
P({w}) > 0 Atom. Die Wahrscheinlichkeit P({w}) wird Masse des Atoms w genannt.

(d) Fiir ein Wahrscheinlichkeitsma3 P auf (R, %) wird pill : R — [0, 1] mit 2 — F(z) :=
P((—o0, z]) die zugehorige Verteilungsfunktion genannt.

(e) Wenn () eine abzihlbare Menge ist, dann wird ein Wahrscheinlichkeitsmal3 P auf &/ = 20
diskret genannt und (2, o7, IP) heit diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung
:Q — [0,1] mitw — p(w) := P({w}) wird Zdhldichte des WahrscheinlichkeitsmaBes
P genannt.

(f) Ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R™, %") heilit stetig, wenn eine Wahrscheinlichkeits-
dichte (kurz Dichte) il auf R", also eine Lebesgue-integrierbare Funktion f : R* — R*
mit P(B) = [, f(z)dx fir alle B € 2" existiert. (R", %", P) wird dann stetiger Wahr-
scheinlichkeitsraum genannt. m
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§01 Grundlagen Kapitel 1 Prolog

§01.5 Eigenschaft.
(i) Ist (P,)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafie in VW, so ist auch jede Konvexkombi-
nation ) wnPy mit w, > 0, n € N, und ) w, = 1in W. Die Diracmafe bilden
Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe.

(ii) Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (S0, <) besitzt abzdhlbar viele Atome.

(iii) Ist eine Abbildung F : R — [0, 1] monoton wachsend, rechtsstetig mit lim,_, ., F(z) =0
und lim,_,. F(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, B) mit
P((z,y]) = F(y) — F(z) fiir alle z,y € R mit © < y. Insbesondere ist F die Verteilungs-
Sfunktion von P. O

§01.06 Beispiel.

(a) Sei (2, .«7) ein messbarer Raum. Fiir A C bezeichnet Q= {0,1} mit 1,*({1}) =
Aund 1,*({0}) = Ac die Indikatorfunktion auf A. Fiir jedes w € () ist das Einpunkt- oder
Diracmaf c o/ — {0,1} mit 0,(A) := La(w) fiir alle A € o ein Wahrscheinlich-
keitsmaf aus W(.o).

(b) Sei ) # Q C R abzihlbar und p eine Zihldichte auf 2. Das Wahrscheinlichkeitsmal P auf
(R, %) mit P(B) := > _,p(w)d, fir B € % und die zugehdrige Verteilungsfunktion

F:R — [0,1] mit F(z)= P((—00,2]) = > cqPW)du((—o0,2]) = >, p(w) fiir
x € R werden diskret genannt.

(¢) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz Lapg,, mit || < 0o und prap, (W) = ﬁ fiir w € 2.

(d) Bernoulli-Schema, kurz B”, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1], Linge n € N, Q =
{0,1}" und ppp (w) = pXimi (1 — p)"Xim @i fiir w = (w;)iepn) € {0, 1}
Bernoulli-Verteilung. Im Fall n = 1, schreiben wir kurz B, also pg,(w) = p*(1 —p
fir w € {0, 1}.

)1—w

(e) Binomial-Verteilung, kurz Bin,, ,, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Lange n € N,
Q := [0,n] und pgin,, ,, (w) = (")p*(1 — p)»* fiirw € [0, n].

AW
Wl

(f) Poissonverteilung, kurz Poiy, mit Parameter \ € RTO, 2 = Nj und ppoi, (w) = exp(—A)
fir w € No.

(2) Gleich-/Uniformverteilung, kurz Ug, auf G € % mit Lebesgue-MaB \(G) € RTO und
tu. () L 1g(x) fiirz € R.

()]
(h) Exponentialverteilung, kurz Exp,, mit A € R und fg., (z) = Aexp(—=Az)lg+ () fiir
A \O P
r € R.
(i) Normalverteilung, kurz Ny, ,2), mit Parametern 11 € R und 0 € R, sowie fy  , (z) =
\/2;? exp(—5z (¢ — p)?) fiir o € R. Weiterhin vereinbaren wir N, 0):= .. m

§01.07 Schreibweise. Sei ((S;,.%;))iez eine Familie messbarer Rdume mit beliebiger, nicht-leerer In-
dexmenge Z. Die Menge S7 := X,.7 S; aller Abbildungen (s;);cr : Z — U;ezS; sodass s; € S;
fiir alle ¢ € 7 ist, heilt Produktraum oder kartesisches Produkt. Sind alle §; gleich, etwa S; = S,
dann schreiben wir S” := Sz, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz & := SZ. Fiirjedes j €
bezeichne I : S7 — S; mit (s;);ez — s; die Koordinantenabbildung. O
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$01.08 Definition.

(a) Fiir eine Familie (%7 );c7 von Teil-o-Algebren von .o/ mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-
ge T bezeichnet \,_.; %7 := (,c.z & und \/,.; ;= (U1 %) die grofite o-Algebra,
die in allen <7, i € Z, enthalten ist, bzw. die kleinste o-Algebra, die alle <7;, i € Z, enthiilt.

(b) Die Produkt-o-Algebra .77 := &) sz -+ auf dem Produktraum Sz ist die kleinste o-Algebra,
sodass fiir jedes ¢ € Z die Koordinantenabbildung Ils, .#7-.%;-messbar ist, d.h. .7 =
Ricr i = Vier o(lls,) = Ve 15 (). Sind alle (S;,.75) gleich, etwa (S;,.%;) =
(S,7), dann schreiben wir .7 := .7, im Fall n := |Z| < oo, auch nur .#" := /%,

(c) Ist fur jedes i € Z weiterhin IP; ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (S;,.;), dann heilt ein
Wahrscheinlichkeitsmall P auf ®i€1% Produktmaf3, wenn fiir alle endlichen 7 C 7
und S; € .7, j € J gilt Pz( Njes ngl(Sj)) = [I;c; P;(5)). In dem Fall schreiben wir
Pr= ®i€I IP;. Sind alle IP; gleich, etwa P; = IP, dann schreiben wir kurz PZ:= P7 und im
Fall n := |Z| < oo auch P":= P7. O

§01.9 Eigenschaft.

(i) Sei I abzdiihlbar, fiir jedes © € I sei S; separabler und vollstindiger metrischer Raum (pol-
nisch) mit Borel-c-Algebra 5; und sei Bs, die Borel-o-Algebra bzgl. der Produkttopologie
auf St = Xie1 Si. Dann gilt Bs, = B = ®Z€Z B, also insbesondere PBrn = B™ (vgl.
Klenke [2012] Satz 14.8).

(i1) Seien Py, ..., P, diskrete Wahrscheinlichkeitsmafe auf ) mit Zihldichten p+, . . . , pp. Die
Produktzihldichte 11| pi(w;) fiir (w;)iepny € Q" ist die Zihldichte des Produktmafes
Phn) = Qg g Pi anf (27,277).

(ii1) Seien Py, ... P, stetige Wahrscheinlichkeitsmafle auf R mit Wahrscheinlichkeitsdichten
fy, ..., &, Die Produktdichte [[;_, £;(z;) fiir (z;)icp1,n] € R™ ist Dichte des ProduktmafSes
Ppinp = ®ie[[1,n]] P; auf (R™, ™). O

2. Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (€2, .o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S,.%) ein messbarer Raum und
((S;, %) )iez eine Familie messbarer Riume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge 7.

§01.10 Definition.

(a) Eine Funktion X : Q — S heiBt o7 -.%-messbar (kurz messbar), falls = XS =
{X71(9)|S € &} C « gilt. Jede solche messbare Funktion wird ((S,.)-wertige) Zu-
fallsvariable genannt.

(b) Die kleinste Teil-o-Algebra =X _1(y ) von &7, so dass X messbar ist, wird die
von X erzeugte o-Algebra genannt.

(c) Das BildmaB PX := P o X~! von P unter X auf (S,.#) wird die Verteilung von X,

kurz , genannt. Mit der Verteilungsfunktion (Dichte fill. Z:hldichte )
von X werden wir stets die zu PX gehérigen GroBen bezeichnen. X heiBt diskret-verteilte
Zufallsvariable, wenn PX ein diskretes WahrscheinlichkeitsmaB auf (S, .¥) ist. Eine reelle
Zufallsvariable (Zufallsvektor) X mit stetigem BildmaB P wird stetig-verteilt genannt.

(d) (S,.7)-wertige Zufallsvariablen X;, i € Z heien identisch verteilt (kurz i.v.), wenn fiir
alle i € 7 gilt PX = PP fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P € W(.%).
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§01 Grundlagen Kapitel 1 Prolog

(e) DasBildmaBPX := PoX !unter X := (X;);cz auf (Sz, #7) heiBt gemeinsame Verteilung
der Familie (X;);cz. Fiir jedes i € Z wird das BildmaB P¥i := Po X, ' = Po(I[;0 X)~! =
PX o IT; ! Randverteilung (marginale Verteilung) von X; bzgl. PX genannt. O

§01.11 Eigenschaft. Sei X : 2 — S eine Abbildung.
(i) Fiir jedes Teilmengensystem & aus 2° gilt o (X 1(&)) = X (0(&)).
(ii) Falls X~ 1(&) C o fiir einen Erzeuger & von ., also . = o(&), gilt, so ist X eine
f -/ -messbare Funktion, also eine (S,. )-wertige Zufallsvariable.
(iii) Fiir Abbildungen X; : Q — S;, i € Tist 0((Xi)iez) == V,iez 0(Xi) = 0(Uiez X; ' (H))
die kleinste Teil-o-Algebra, so dass alle X;, 1 € I, messbar sind.
(iv) Jede stetige Funktion g : S — 7T zwischen metrischen Riumen S und T ist Bs-Br-

messbar, kurz Borel-messbar. O
§01.12 Definition. Sei X : (Q, /) — (S,.7) eine Zufallsvariable.
(a) Falls (S,.%) = (R, %) so heiBt X numerische Zufallsvariable, kurz X € o/ .
Falls (S,.) = (R B ), so heiBt X positive numerische Zufallsvariable, karz X € Al
(b) Falls (S,.¥) = (R, A), so heibt X reelle Zufallsvariable, kurz X € <.
Falls (S,.7) = (RT, #"), so heibt X positive reelle Zufallsvariable, kurz X € o/ .
(c) Falls (S,.7) = (R", #"), so heiBt X Zufallsvektor, kurz X € /™. O

§01.13 Beispiel.
(a) Seien (£2,.<7) ein messbarer Raum und 14 mit A C Q die Indikatorfunktion. Dann gilt
14 € o7, d.h. 14 ist genau dann eine reelle Zufallsvariable, wenn A € o7 gilt.
(b) Fiir jedes n € N ist die identische Abbildung id,, : R" — R" mit z — id,,(x) := z ist ein
Zufallsvektor auf (R", #"), also id,, € SA".
(c) Eine numerische (bzw. reelle) Zufallsvariable X auf (2, <) heiBt einfach (elementar),

falls sie nur endlich viele verschiedene numerische (bzw. reelle) Werte annimmt, d.h. fiir
X () = {x;,i € T} besitzt X eine Darstellung der Form

X = in]lAi mit A; ;=X "'{z;}) ={X =2;} € #,
i€T
wobei Z endlich ist und alle z; € R (bzw. x; € R) verschieden sind.

(d) Sei (R, %", P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte
f: R™ — R*. Dann ist f eine positive reelle Zufallsvariable. O

§01.14 Schreibweise.
(i) Sei (X,,)nen eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf (€2, 7). Die Folge
(X1 )nen heiBt (punknweise) monoton wachsend (bzw. fallend), wenn X, (w) < X,41(w)
(bzw. X, 11 (w) < X, (w)) fiir alle w € Q und fiir alle n € N gilt. Fiir jedes w € () definiere
lim inf X, [(w) := sup,,5; infp>n Xon(w) und [lim sup X, [(w) = inf,> sup,,>, Xm(w).

n—o0 n—o0o
Dann heiflen := lim inf X, und = lim sup X,, Limes inferior bzw. Limes supe-
n—00 n—00

rior der Folge (X,,)nen. Die Folge (X, )nen heifit konvergent, wenn X, = X* =: X gilt,
d.h. der punktweise Grenzwert existiert iiberall. In diesem Fall schreiben wir lim X,= X.

n—oo
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(i1) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (X ,,),.x von numerischen oder reellen Zu-
fallsvariablen ist konvergent mit X' :— lim,, . X, = sup, -, -\, (bzw. X = lim,, .. X, =
inf, cn X,,). In diesem Fall schreiben wir kurz X, T X (bzw. X,, | X).

(iii) Sei (Ay)nen Folge von Teilmengen aus 2. Fir A, := lim inf A, := {J,-; [}, Ar und

n—oo
A* = limsup A, = (),>; Ups, A gilt dann 14, = (14,), = liminf1,, und 14 =
n—00 - ~ n—00
(La,)" =limsuply,. O
n—oo

§01.15 Eigenschaft.

(i) Fiir Zufallsvariablen XY € o und a € R gelten: a X € g (mit der Konvention 0 x
00 =0); XVY = max(X,Y), X AY := min(X,Y) € & und insbesondere X+ :=
XVO0, X~ i=(-X)ted und|X|ed ; {X <Y} {X<Y}{X=Y}€ . Fir
xR sei |z] :=sup{z € Z: z < x}. Dann gilt | X | € .

(ii) Es seien X1,...,X, € &/ und h : R™ — R™ Borel-messbar. Dann ist
h(Xi,...,X,) € ™. Insbesondere gilt also (X1, ..., X,) € &" und X; + Xo, X; — Xs,
X1 Xy € o sowie, falls iiberall wohldefiniert, X,/ X, € <.

(iii) Sei (X, )nen aus /. Dann gilt sup,, ey Xn € o, infpen X, € o, X, = liminf X,, € o

n—oo

und X* = lim sup X,, € <. Falls X := lim X, existiert, dann ist X € <.
n—o0 n—00
(iv) Sei X : (Q, /) — (S,.7) messbar und Y : Q — R. Dann sind dquivalent: (a) Y ist
messbar bzgl. 0(X), kurz Y € o(X); (b) Es existiert h : (S,.) — (R, %) messbar,
kurz h € ., mit Y = h(X). Falls Y reell, beschrinkt oder positiv ist, so erbt h diese

Eigenschaft.
() —=— (8.7
\ {h 2
Y =hX) €o(X)
(R, )

(v) Fiirjedes X € o " ist (X )nen mit X, := (272" X |) An fiirn € N eine Folge einfacher
Zufallsvariablen aus QJF, derart dass gilt (a) X,, T X, (b) X,, < X A n; (c) Fiir jedes
c € RT gilt lim,, o, X,, = X gleichmdifig auf { X < c}. O

3. Unabhangigkeit

§01.16 Definition.
(a) Zwei Ereignisse A, B € .o/ heillen (stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz A Il B, wenn
P(AN B) =P(A)P(B) gilt.
(b) Eine Familie (A;);cz von Ereignissen aus ./ mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z
hei3t (stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz 1l ;.7 A;, wenn fiir jede endliche Teilmenge
J CTgiltP(Nes 4;) = [1es P(4)).
(c) Eine Familie (&;);cz von Teilmengensystemen aus ./ mit beliebiger nicht-leerer Index-

menge Z, d.h. & C o fiir alle i € Z, heiBt (stochastisch) unabhdngig (unter IP), kurz
Al e7 &, wenn 1L ;.7 A, fiir alle A; € & und i € T gilt.
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(d) Sei (4, )nen eine Folge von Teil-o-Algebren aus o7, dann heift o7, := A -, V>, i die
asymptotische (terminale) o-Algebra. Ein Ereignis A € o7, wird asymptotisch (terminal)
bzgl. (4}, )nen genannt.

(e) Die Familie (X;);e7 von Zufallsvariablen heiBt unabhdngig, kurz 1l ;.7 X;, wenn die Fa-
milie (0(X;));ez von Teil-o-Algebren von <7 unabhéngig ist

(f) Sei (X,,)nen eine Folge von (S, .7, )-wertigen Zufallsvariablen auf (2, .o/, P). Dann heifit
x = Nzt Vinsn 0(Xonm) die asymptotische o-Algebra. Ein Ereignis A € o7x wird asym-
ptotisch bzgl. (X,,)nen genannt, d.h. A hingt fiir alle n > 1 nur von (X,,)>n ab. O

§01.17 Beispiel.

(a) Ist (A;);er eine Familie von Ereignissen, so gilt o({A;}) = o(X;) fir die Bernoulli-
Zufallsvariable X; := 14,, 7 € Z. Weiterhin gilt 1l ;c7 A; genau dann, wenn L ;c7 X.

(b) Sei (A, )qen eine Folge von Ereignissen aus 7, dann sind A, = lim inf,,_,,, A, und A* =
lim sup,,_, ., A, asymptotische Ereignisse bzgl. (c({A,}))nen-

(c) Sei (A, )nen eine Folge von unabhiingigen Ereignissen aus «/. Da A, = lim inf, , A,
und A* = lim sup,,_, . A, asymptotische Ereignisse bzgl. der Folge unabhingiger o-
Algebren (0(A,))nen sind, folgt aus §01.18 (iii) P(A,) € {0,1} und P(A*) € {0,1}.

(d) Sei (X,,)nen eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen X, :=
lim inf, . X, und X* := lim sup,,_, . X,, messbar bzgl. 7.

(e) Sei (X, )nen eine Folge unabhiingiger numerischer Zufallsvariablen auf (€2, <7, P), so sind
X, = hlll inf, o X, und X* := lim sup,,_, . X,, fast sicher konstant, das heif3t, es gibt
Ty, 2" € Rmit P(X, = z,) = lund P(X* = 2*) = 1. O

§01.18 Eigenschaft.

(i) (Satz von Borel-Cantelli) Fiir (A,)nen aus < gilt: () P(lim SUD,, o0 An) = 0, falls
Y onen P(An) < oo; (b) Ist zusdtzlich 1l ,en Ay, so auch P(lim SUp,, oo An) = 1, falls

Y nen P(A,) = oo.

(i) Fiir jede unabhiingige Familie (<7;);c7 von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge T, also 1 ;.7 <7;, und jede Partition {7y, : k € K} von T ist die Familie

(ViEIk ;) kexc von Teil-o-Algebren aus </ unabhiingig, also 11 jcx Vz‘ejk ;.

(iii) (0-1-Gesetz von Kolmogorov) Sei (<, )nen eine Folge von unabhiingigen Teil-o-Algebren
aus </ . Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (,,),en asymptotischen Ereignisses
entweder 0 oder 1, also otos C T = {A € & |P(A) € {0,1}}. T wird P-triviale o-
Algebra genannt.

(iv) Seien (T;, 7;)icz eine Familie messbarer Riume und fiir jedes i € I, h; : S; — T, eine
;- T;-messbare Funktion. Ist 1l ;c7 X, so gilt auch 11 ;.7 h;(X;). Fiir jede Partition {J :
k€ K} von T ist ((hi(X;))ieq, )kek eine Familie von unabhéiingigen Zufallsvariablen, also
A kerc (hi(Xi))ie g,

(v) Fiir jede Familie (S;, .%;, P;);cx von Wahrscheinlichkeitsréiumen mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge I existiert eine Familie (X;);e7 unabhdngiger (S;,.7;)-wertiger Zufallsvaria-
blen definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung P; und
dem Produktmaf} Q), . P; als gemeinsamer Verteilung auf dem Produktraum (Sz, 7).
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(vi) (0-1-Gesetz von Kolmogorov) Sei (X, )nen eine Folge von unabhcdngigen Zufallsvariablen
auf (2, o/, P). Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (X, )nen asymptotischen
Ereignisses entweder 0 oder 1, also o«/x C 7. O

4. Erwartung

§01.19 Definition. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmall P auf einem messbarem Raum (2, o7) heifit das
eindeutig bestimmte Funktional iy : A EJF, das die folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) Firalle X,Y € & unda,b € R' gilt E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y); (linear)
(b) Fiir alle (X,,)nen 1 X in @ gilt E(X,,) 1 E(X); (o-stetig)
(c) Firjedes A € o7 gilt E(1,4) = P(A). (normiert)

Erwartung bzgl. P und fiir jedes X € /" heiBt IN®QR der Erwartungswert von X, wobei fiir
P = {P C | P endliche Partition von Q} gilt E(X) = sup { > (inf X(w))P(A)}. ©
Pep  Aep: weA

§01.20 Eigenschaft.

(i) FirX € o istP(X = 0) = 1 genau dann wenn E(X) = 0. Insbesondere fiir E(X) < 0o
gilt P(X = 4o00) = 0.

(i) Fir X,Y € o gilt P(X <Y) = 1 genau dann, wenn E(X1,) < E(Y14) fiir alle
A € o gilt. Insbesondere, aus P(X < Y) = 1 folgt E(X) < E(Y). Weiterhin gilt
P(X =Y) =1 genau dann, wenn E(X1,4) = E(Y'1,4) fiir alle A € <f gilt.

(iii) (Lemma von Fatou) Fiir (X,,)nen aus Al gilt |E ( lim inf Xn) < lim inf E(X,).

n—oo n—oo

(iv) Eine Familie (<;);c1 von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge
T ist unabhiingig, also 1.1 <7, genau dann, wenn fiir jede Familie (X;);cz positiver nu-

merischer Zufallsvariablen mit X; € Ej , 1 € Z, und jede endliche nicht-leere Teilmenge
J C IgiltE(Hjej Xj) = HjejE(Xj)' O

$01.21 Definition. Sei X € .o/ eine numerische Zufallsvariable.
(a) Ist hochstens einer der beiden Erwartungswerte E(X ™) und E(X ™) nicht endlich, dass
heiBt, E(X ) AE(X ™) < oo, so definiert = E(X")—E(X ") den Erwartungswert
von X mit den iiblichen Konventionen oo + 2 = oo und —oo + & = —oo fiir alle z € R.
Der Erwartungswert von X ist nicht definiert, wenn E(X ™) = E(X ) = oo gilt.

(b) Falls E(]X|) < oo, also falls E(X ") < cound E(X ™) < oo, gilt, dann heifit X integrier-
bar. Die Menge aller integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen wir mit

=L (P) = A(,P):={X € o : E(|X]) < 0}.

(c) Firp € ]RQLO definiere || X || &,:= (E(\XV’))UP und || X| . := inf {z € RT : P(|X] >
z) = 0}. Firp € @;LO heilt X .Z,-integrierbar, wenn || X|| ¢, < oco. Die Menge aller
Z,-integrierbaren Zufallsvariablen bezeichnen wir mit §%8 .= Z,(P) := Z,(&/,P) =
(X ed : || X|g < oo}

(d) Fur X € .Z, und p € N heifit E(X?) das p-te Moment von X; fir X € £, und p € RTO
heiBit E (| X |P) das p-te absolute Moment von X .
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(e) Fiir Zufallsvariablen X, Y € .%, bezeichnet Cov(X,Y) = E{X-E(X)H{Y-E(Y)}) =
E(XY) — E(X)E(Y) die Kovarianz zwischen X und Y. Mit Var(X) := Cov(X, X) =

E({X — E(X)}?) = E(X?) — {E(X)}? bzw. std(X) := /Var(X) bezeichnet man die
Varianz bzw. Standardabweichung (standard deviatlon) von X.

(f) Fiir X, Y € .% mit std(X),std(Y) € R, heit p(X,Y):= 535045 € [—1,1] Korre-

lation zwischen X und Y. Falls Cov (X, Y) = 0 gilt, heiBen X und Y unkorreliert. O

§01.22 Schreibweise. Fiir £ € N bezeichen wir mit = W,(#) die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmaBe auf (R, %) mit endlichem k-ten absolutem Moment, also fiir alle P € W, gilt
id; € % (P) (vgl. Beispiel §01.13 (b)). Weiterhin, bezeichnet E die Erwartung bzgl. P, so

schreiben wir fiir ¥* ~ [P zum Beispiel auch =E(idy) = [ yP(dy). O

§01.23 Eigenschaft. Fiir p € [1,00] ist £, ein Vektorraum. Fiir das Funktional E : £, — R mit
X v B(X) gilt:
(i) Fiiralle X,Y € Z,unda,b € RgiltaX+bY € £, und E(aX +bY) = aE(X)+DE(Y),
falls X > 0soauch BE(X) > 0; |[E(X)| < E(|X]); falls X <Y soauch E(X) < E(Y);
(ii) Seien X € LiundY € o mitP(X =Y) =1, dann gilt Y € L, und E(X) = E(Y).

(i) Falls X,Y € £ unabhdngig sind, so gilt XY € L und E(XY) = E(X)E(Y). Somit
sind unabhdngige Zufallsvariablen unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht. Fiir unkorrel-
lierte Zufallsvariablen X,Y € % gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

(iv) Fiir X € 2 ist P(X = 0) = 1 genau dann, wenn E(X 1 ,4) = 0 fiir alle A € <f gilt.

(v) (Ungleichung von Jensen) Seien X € £ und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit
¢(X) € L. Dann gilt o (E(X)) < E(¢(X)).

(vi) (Monotone Konvergenz) Sei (X, )nen aus £, mit X, T X (bzw. X,, | X) fiir ein X € of
und sup,,cy |E(X,,)| < oo. Dann gilt X € £y und E(X,,) T E(X) (bzw. E(X,,) | E(X)).

(vii) (Dominierte Konvergenz) Sei (X, )nen aus £ mit lim,,_,, X,, = X fiir ein X € o/ und
existiert Y € 2} mit sup, oy | X, < Y, also sup,cy | Xn| € &, dann gilt X € 4,
lim, oo E(|X — X,,|) = 0 und lim,,_,o. E(X,,) = E(X).

(viii) Sei X eine (S,.%)-wertige Zufallsvariable auf (), o/ ,P), sei PX =P o X! die Vertei-
lung von X auf (S,.%) und sei h € .7 eine numerische Zufallsvariable auf (S,.7). Fiir
h>0alsohe S, gilt Ep(h(X)) = Epx (h). Weiterhin gilt h(X) € £ (92, o/ ,P) genau
dann, wenn h € %, (S, ., PX).

X

(Q, ) (S.)
\ {h € 4 (PY)
hX) € LA (P)
(R, #)

(ix) Fiir p € R o 8ilt X € £, genau dann, wenn | X|P € £ gilt. Fiir p = oo gllt}P)(|X\ >
X 2.) = 0

(x) Fiirp,q € @;LO mitp < qund X € 2, gilt || X|| ¢, < || X||.g, und somit £, C £,
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(xi) Seip € @{0. Fiir X € o gilt | X||.z, = 0 genau dann, wenn P(X :O_) = 1. Fiira € R gilt
laX||z, = |a||| X|| . Fir X € £, gilt P(|X| <oo) =1 FirY € & mitP(X =Y) =1
(xii) (Holder Ungleichung) Seien X,Y € o und p,q € [1,00] mit % + % = 1. Dann gilt:
E(IXY]) < [| XY 2
(Cauchy-Schwarz Ungleichung) Fiir X, Y € %, gilt XY € £, und
E(XY)? < X115,V 1%, =E(X)EY]?).
(xiil) (Minkowski Ungleichung) Fiir X,Y € £, mitp € [1,00]| gilt X +Y € £, und
| X+Y g <[ X|2+|Y| g, Insbesondere ist ||-|| », fiir p € [1, 00| eine Pseudonorm auf
£, das heift fir X,Y € £, und a € R gilt: (a) || X|| ¢, > 0 fiir alle X und || X|| ¢, =0,
falls X = 0 P-f.s.; (b) ||aX| 2 = |a||| X|z und (c) | X + Y|z < || Xz + Y.

(xiv) (Markov Ungleichung) Fiir Y € " und p, € € RTO gilt e’y ~qy < YP, sodass
P(Y >¢) < e PE(YP).
(Tschebischeff Ungleichung) Fiir X € % und ¢ € ]R<r0 gilt
P(|X —E(X)| >¢) < e ?Var(X). O

§01.24 Schreibweise. Im Folgenden fassen wir Vektoren als Spaltenvektoren auf, dass heiit a =
(ay---a,)" € R™ Wir bezeichnen mit (-, -) das Standardskalarprodukt auf R", dass heift,
(a,b) = X0, a;b; = bla fiir alle a,b € R™. Fiir p € R\, sei | -], die iibliche .%,-Norm auf R",
dass heiBt, fiiralle a € R ist ||al|, = (Y1, |a:|P)V/? fiirp € R, sowie [|al|c = maxieq np |ai-
Fiir die vom Standardskalarprodukt (-, -) auf R" induzierte Norm schreiben wir kurz ||-||:= |[|-||2,
also ||a|| = \/{a,a) = Vala = (31, a?)/? fiir alle « € R". Fiir eine symmetrische Matrix

¥ = (Zy;) € R®P schreiben wir &3 > 0 oder > € R(;"’), falls sie positiv semi-definit ist, sowie
> > 0oder © € R, falls sie strikt positiv definit ist. O

§01.25 Definition. Sei X = (X;)icpi,n] € /" ein numerischer Zufallsvektor (aufgefasst als Spalten-
vektor) auf (2, o7, P), also X; € o, i € [1,n], sowie | X|, € & firp € ETO.

(a) Firp € ETO heifit X .Z,-integrierbar, falls || X ||, € .Z,(7,P) oder dazu dquivalent X; €
<, fir alle i € [1,n] gilt. Wir definieren || .X|| & := ||| X||,]|«, sowie .Z, = Z,(P) :=
L, P):={X € :||X|g <o}

(b) Fir X € % heiBt E(X) := (E(X;))

(c) Falls X € %, dann heif3it

, € R™ Erwartungswertvektor von X.
1€[1,n]

Cov(X) = (Cov(Xi, X;)), e = (E({Xi ~E(Xy)HX; — ]E(Xj)})) i
= E((X —EX))(X —E(X))) =E(XX") —E(X)(E(X))" € R
Kovarianzmatrix von X. O

§01.26 Schreibweise. Fiir £ € N bezeichen wir mit = W, (#") die Menge aller Wahrscheinlich-
keitsmaBe auf (R", %") mit endlichem k-ten absolutem Moment, also fiir alle P € W, (%")
giltid,, € Z(#",P) (vgl. Beispiel §01.13 (b). Weiterhin, bezeichnet E die Erwartung bzgl. P,

so schreiben wir fiir V" ~ P auch =E(id,) = ( fpn y,»IP)(aly))ie[[1 Al O
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§01.27 Ungleichung von Jensen. Es seien £ C R™ konvex und X = (X;)icpin] € " und in L,(P)
mit P(X € £) =1, so dass E(X) = (E(X;)) € & Ist) : £ — R eine konvexe Funktion

dann gilt E((X)) > p(E(X)).

i€]1,n]

§01.28 Beweis von Lemma §01.27. Zum Beispiel in Klenke [2012] Satz 7.11., S.145 O

§01.29 Eigenschaft.

(i) Fiir die Kovarianzmatrix 3 := Cov(X) eines R"-wertigen Zufallsvektors X € £, gilt
Cov({a, X),(X,b)) = >0, > 5, aib; Cov(X;, X;) = b'Ya = (Xa,b) fiir alle a,b € R".
Insbesondere gilt ¥;; = Cov(X;, X;) = Cov(X;,X;) = Xy, fiir alle i,j € [1,n] und
(Xe,c) = Var((X, c)) > 0 fiir alle c € R", also ¥ € R(;’n).

(i) Sei X € /™ in %. Fiiralleb € R" und A € R"™™ istdann Y = AX +b € &/™ in
%,. Bezeichnen wir weiterhin mit ;i = E(X) € R™ und ¥ := Cov(X) € R"™™ den
Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix von X, dann gilt E(Y) = Ap + b und
Cov(Y) = AX AL O

§01.30 Definition. Fir X € &%, Y € &/ in % heift Z* = A*X + b* mit A* € R™" und b* € R"
eine lineare Vorhersage von Y durch X. Z* wird beste lineare Vorhersage von Y durch X
genannt, wenn E||Y — Z*||2 < E||Y — (AX + b)]|? fiir alle A € R(™*) und b € R™ gilt. O

$01.31 Bemerkung. Fiir eine Matrix A € R(™*) heiBt eine Matrix € R®E" Moore-Penrose In-
verse von A, wenn AATA = A, ATAAT = A* und AA™ sowie AT A symmetrisch sind. Die
Moore-Penrose Inverse ist eindeutig festgelegt. Ist B € R"™ symmetrisch, so dass U'BU =
Diag(\) fiir eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix Diag(\) mit reellen Diago-
naleintriigen A = (\;)iei,- Setzen wir AT = (A\);eqi,,g mit A = /\i_llue\ﬁ](/\i)’ dass heiBt,

fir A; € RY; ist A} = A, und ansonsten A = 0. Dann ist BY = U Diag(A")U" die Moore-
Penrose Inverse von B. Allgemein ist AT = (A'A)*A* € R* " die Moore-Penrose Inverse
von A € R(™K), o

§01.32 Eigenschaft. Fiir X € &/ Y € &/™ in % mit Cov(Y, X) := E((Y — E(Y))(X — E(X)))
ist Z* = E(Y) + Cov(Y, X) Cov(X)" (X — E(X)) die beste lineare Vorhersage von'Y durch
X. Der Fehler ¢ = Y — Z* und AX fiir beliebiges A € R"™¥) sind unkorreliert, also
Cov(e, AX) = 0. Es gilt Cov(e) = Cov(Y) — Cov(Y, X) Cov(X )" Cov(X,Y) und E(e) = 0.

O

5. Multivariate Normalverteilung

Nicht degenerierte multivariate Normalverteilungen konnen direkt iiber ihre Dichte definiert
werden. Eine Normalverteilung hei3t degeneriert, falls ihre Kovarianzmatrix nicht strikt posi-
tiv definit ist (nicht vollen Rang hat). In der Vorlesung werden wir auch Zufallsvariablen mit
degenerierten Normalverteilungen betrachten. Beispiele fiir solche Zufallsvariablen sind Pro-
jektionen von nicht degenerierten normalverteilten Zufallsvariablen auf lineare Teilrdume.

§01.33 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines R"-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen (X, c¢) fiir alle ¢ € R™. O
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§01.34 Definition. Ein R"-wertiger Zufallsvektor X besitzt eine multivariate Normalverteilung

mit ;1 € R™ und positiv semi-definiter Matrix ¥ € R™™, falls fiir alle ¢ € R" die re-
elle Zufallsvariable (X, c) eine N((ue),(sc,c))-Verteilung besitzt. Das Produktmall N g,y =
®?:1 N,y = N?O,l) heillt insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei
F,, die n-dimensionale Einheitsmatrix ist. O

§01.35 Vorbemerkung.. Fiir eine Matrix A € R™m) mit Spaltenvektoren a,, . . ., e, bezeichnet
Bild(A) = (de1,--.,Gem) € R” die lineare Hiille der Spaltenvektoren, also das Bild der li-
nearen Abbildung R™ — R™ mit x — Ax. Fiir einen linearen Unterraum &/ C R"™ bezeichnet
R® = U & U die direkte orthogonale Summe, dass heilit, ¢/ und U+ sind orthogonal, also
fiir alle v € U und v € Ut gilt (u,v) = 0, und jedes Element x € R™ hat eine eindeutige
Darstellung x = u + v mitu € U und v € U*. Wir bezeichnen mit 1T, die Darstellungsmatrix
der orthogonalen Projektion von R" in U, also U & U+ — U mit z = u + v — u = IIyz. Eine
Matrix U € R("™™ heift partielle Isometrie, falls UU' = Ilgjq(r) und U'U = Hgjaor). O

§01.30 Eigenschaft. Seien Z ~ N g,,) undY ~ N g,), dann gelten die folgenden Aussagen.:

() Falls A € R™™ und B € R"™K) mit AA* = BB gilt, dann sind die R"-wertigen Zufalls-
vektoren AZ und BY identisch verteilt.

(ii) Falls U € R(™™) eine partielle Isometrie ist, dann gilt UZ ~ N, s

(iii) Falls A € R™™ und B € R™K) mit A'B = 0. Dann sind Tggaa)Z ~ Ny
Upilap)Z ~ N¢ ) unabhdingig.

0,1Igj1a¢4)) und

0,1Ipia(B)

Sei X ~ N,z mit p € R" und 3 € R(;’n), dann gelten die folgenden Aussagen:
(iv) Fiir allei € [1,n] gilt X; ~ N, .-

(V) Fiir alle i,j € [1,n] mit i # j sind die Koordinaten X; und X; von X genau dann
unabhdingig, wenn X;; = 0 gilt.

(vi) Fiir A€ R™" undb € R™ gilt Y = AX + b ~ N(autpas40).

(vii) Ist X2 positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte
f(z) = (27) "2 (det £) V2 exp {~ L — p), (2 — 1)) }, & € R :

§01.37 Beispiel. Der stetig-verteilte Zufallsvektor (X, Y") wird bivariat normalverteilt mit Parametern
ux, by € R, ox,0y € ]RTO und p € (—1, 1) genannt, wenn die gemeinsame Dichte durch

XY _ r—px)? 2p(x— - —py )2
ﬁ.( )(:E’ y) - 27r(7chy1 l—p2 eXp(_ 2E1_Z2)§3§( ) exp( pz((l_li));))‘g)/("'/;}/)) eXp(_ Qg_zQY)ir%,)

gegeben ist, wobei ux = E(X), uy = E(Y), 0% = Var(X), 02 = Var(Y) und p =
Corr(X,Y) = %. Die nichsten Graphiken stellen die gemeinsame und die margina-

len Dichten fiir verschiedene Werte der Parameter dar.
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X und Y sind genau dann unabhéngig, wenn sie unkorreliert sind, also p = 0 gilt (vgl. §01.36
(V). Achtung, es ist natiirlich moglich, dass X' ~ N, ,2)und ¥ ~ N, ;2 unkorreliert
sind, aber der Vektor (X,Y") nicht bivariat normalverteilt ist. Betrachte dazu zwei unabhéngi-
ge Zufallsvariablen X und V, wobei X ~ N ;) und V' ist eine Rademacher-Zufallsvariable,
dh.V € {-1,1} mit P(V = —1) = 1/2 = P(V = 1). Es ist nun leicht zu zeigen, dass
die Zufallsvariablen Y := V' X und X unkorreliert sind und dass Y ~ N 1) (Nachrechnen!).
Die Zufallsvariablen X und Y sind somit standardnormalverteilt und unkorreliert, aber ihre
gemeinsame Verteilung ist keine Normalverteilung (warum?). Die nichsten Graphiken zeigen
5000 Realisierungen von (X, Y") (in griin) und zum Vergleich 5000 Realisierungen einer biva-
riaten Standardnormalverteilung.

O

Im Folgenden sind (Z;);c[o,m++) unabhingige und identisch N 1)-verteilte Zufallsvariablen,

also (Z;)ic[om+k] ~ NHSM'

$01.38 y2-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

k
Q=) %
1=1

heiBt (zentrale) x>-Verteilung mit k Freiheitsgraden , kurz

. Fir « € (0,1) bezeichnen wir weiterhin den Wert

xi,a € ]RTO als a-Quantil einer (zentralen) y?-Verteilung mit k

6 8

Freiheitsgraden, falls P(Q < x7 ) = o gilt. * x2-Dichtefunktionen

Fiir 6 € R heift die Verteilung der Zufallsvariable

k
Q= (Z1+6°+) 2

1=2

nicht-zentrale x3-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichizentralititsparameter §°, kurz
Q ~ X;(0*) BENCRNS ]RQLO bezeichnet das a-Quantil einer nicht-zentralen y2-Verteilung mit
k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 6%, d.h. P(Q < x7,(6%)) = a. O

§01.39 Eigenschaft. Sei Q ~ x% und W ~ x3(6?), dann gilt E(Q) = k, Var(Q) = 2k und E(W) =
6% + k. Fiir Z ~ NGy v € R™ und A € R™P mit rg(A) = p gelten auferdem: (i)
Msiaca) Z[|* ~ xj und (ii) | Z + vl ~ x4 ([[v]*). =
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§01 Grundlagen Kapitel 1 Prolog

§01.40 (Student-) t-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

04 —ket

Z 0 035 5,*'/A\'~\__ _kiz

heilt (Student-) t-Verteilung mit k Freiheitsgraden, Kurz s

, und t; , € R bezeichnet das a-Quantil einer (Student-) o e nccssausccvscsns T
t-Verteilung mit k-Freiheitsgraden, d.h. P(7" < tg,) = o tx-Dichtefunktionen

§01.41 Eigenschaft.

(i) Die (Student-) t1-Verteilung mit einem (k = 1) Freiheitsgrad entspricht gerade der Cauchy-
Verteilung.

(i1) Fiirjedes k € N besitzt die t.-Verteilung endliche Momente nur bis zur Ordnung p < k (sie
ist heavy-tailed). Insbesondere, ist T ~ t; so gilt E(T) = 0 fiir k > 1, sowie Var(T) =
k/(k — 2) fiir k > 2.

(i) Fiir (Xi)iepn) ~ NP\pop Xn = S0y Xi und S = 30 (X, — X,)? sind
%ﬁ(yn—u) ~ No,1) und ("0;21)57(?) ~ X2 _, unabhiingig, so dass T,, = %—ﬁ(yn—u) ~ o1
mit §n =4/ S gilt. O

§01.42 (Fisher-) F-Verteilung. Die Verteilung der Zufallsvariable

o
[aY)
1= 2
(o]
O/ ~
‘ = — di=1, do-1
F = T o | —_— d1=2, d2=1
\ ) - d1=5, d2=2
k ;Z ) Z d1=100, d2=1
it 9 \ d1=100, d2=100
hei3t zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgra- o | —
den, kurz . F'n k.o bezeichnet das a-Quantil einer zen- °C T T T T T 1
0o 1 2 3 4 5

tralen Fisher-F,, ;-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden, d.h.
P<F < Fm,k,a) = Q. F 41,42-Dichtefunktionen

Fiir 6 € R heilt die Verteilung der Zufallsvariable

w21+ 0+ X 22}
F = =2

1 m+k )
v 2 2
1=m-+1
nicht-zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitiitspara-
meter 6, kurz JARSRIMMEEIE. I, ;. . (6?) € RT bezeichnet das a-Quantil einer nicht-zentralen

F,. x(6%)-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 6%, das heift
P(F < Fppa(6?) = a. O
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§01.43 Eigenschaft.
(i) Sei F' ~ F, , mit k > 1, dann ist F~1 eine F'y m-verteilte Zufallsvariable. Fiir T' ~ ty, ist
T? eine F'y p-verteilte Zufallsvariable.

(i) Sei I}, ~ F,x k € N, dann konvergiert die Folge von Zufallsvariablen (mFy,)gen fiir
k — oo in Verteilung gegen ein x> -verteilte Zufallsvariable. O

6. Grenzwertsatze

§01.44 Schreibweise. Im Folgenden bezeichnen wir mit C, := Cb(]RA’) die Menge aller beschrénkten,
stetigen, reellen Funktionen auf R¥. Fiir i € Cy ist somit ||A| o := sup,ege [h(2)] < o0, so dass
fiir jedes WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %), kurz P € W(%*), gilt C, C Lo (5", P). o

§01.45 Definition.
(a) Eine Folge (X,,),cn reeller Zufallsvariablen in ./ konvergiert

® P-fast sicher (P-f.s.) gegen die numerische Zufallsvariable X € .7, kurz ,
wenn lim sup,,_, | X, — X| = 0 P-f.s., dass heift P(lim sup|X,, — X| = 0) = 1 gilt.

n—oo

o P-fast vollstindig (P-f.v.) gegen die numerische Zufallsvariable X € .7, kurz ,
wenn fiir alle ¢ € R, gilt -, P (| X, — X[ > ¢) < oo.

® stochastisch gegen die numerische Zufallsvariable X € <7, kurz , wenn fiir alle

e € R, giltlim, oo P(|X, — X[ >¢) = 0.

(b) Eine Folge (X,,)nen in 2, p € ETO, konvergiert in £, gegen X € .Z,, kurz ,
wenn gilt lim,, .|| X, — X = 0.

(c) Eine Folge (P,,),cn von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R*, %) konvergiert schwach ge-
gen ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %), wenn lim,, ,., Ep, (h) = Ep(h) fiir alle
h € Cy gilt. Wir schreiben kurz oder P = w-lim P,.

n—oo

(d) Eine Folge (X,,),en von R¥-wertigen Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen einen
R*-wertigen Zufallsvektor X, kurz , wenn lim E(h(X,)) = E(h(X)) fiir alle

n—oo
h € Cy, also PX = w-lim PX» gilt.

n—o0

(e) Fiir eine Folge (X,,),en definieren wir Konvergenz in Verteilung mit einem Wahrschein-

lichkeitsmal} P als Grenzwert, kurz , allgemein durch P¥ 5 P, O

§01.46 Eigenschaft. Es seien X, X, undY,, n € N, reelle Zufallsvariablen.

(i) Sei h : R — R eine stetige Funktion und (X,),en konvergiere P-f.s. (stochastisch bzw. in
Verteilung) gegen X. Dann konvergiert (h(X,,))nen auch gegen h(X) P-f.s. (stochastisch
bzw. in Verteilung).

(ii) Konvergiert (Yy,)nen in Verteilung gegen X, also 'Y, D, X, und konvergiert (X,, — Y, )nen
stochastisch gegen Null, also | X,, — Y| L 0, dann konvergiert (X, )nen in Verteilung auch
gegen X, also X, Ly X, Falls X, Ly X und Y, L a, so gilt auch X,, +Y, =N’ +a
sowie Y, X, D uX.
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§01 Grundlagen Kapitel 1 Prolog

(i) (X,)nen konvergiert in Verteilung gegen eine Konstante a € R, also X,, — a, genau dann,

. . . P
wenn sie stochastisch gegen a konvergiert, also X,, — a.

(iv) (Delta Methode) Seien x € R und a,, T oo mit a,(X,, — x) 2. X. Dann gilt X, Do Ist
weiterhin f € A differenzierbar in x, so gilt a,(f(X,) — f(x)) — an(X, — x) f'(2) 50
und somit auch a,(f(X,) — f(x)) TN ()Y

(v) (Cramér-Wold device) Fiir eine Folge R%-wertiger Zufallsvektoren (X1 )nen sind dquiva-
lent: (a) Es gibt einen Zufallsvektor X mit X, 2ox. (b) Fiir jedes v € R? existiert ein XV
mit (v, X,,) Ly X*. Falls (a) und (b) gelten, so sind X* und (v, X) identisch verteilt.

(vi) Gegenbeispiele zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der folgenden direkten Implikatio-
nen (in rot) nicht gelten.

n— 0o

inf{e >0:P(|X,, — X|>¢e) =0} ——— 0

/\ XVEER% > P(|Xn — X|>¢) < oo
neN
/|
11

/ P(lim sup| X, — X|=0)=1
n— oo

H

l VSGR : ’"12}(1&]}”(|X,,L7X\>6):0

T VheC, : lim E(h(Xn)) = E(h(X))
D

X, — X

n

O

§01.47 Definition. Eine Familie (X, ;);c[1,n]nen reeller Zufallsvariablen in %, heifit standardisiertes
Dreiecksschema, wenn (i) (X, ;) e[, sind unabhingig; sowie (ii) E(X, ;) = 0, j € [1,n],
und 7, Var(X,,;) = 1 fiir jedes n € N gilt.

Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) je[[l n],nen erfillt
(a) die Lindeberg-Bedingung, wenn lim Z E (X2, 1{x, =) = O fiir jedes 6 € R , gilt;

TL—}OO

(b) die Lyapunov-Bedingung, wenn hm Z E (| X,;[*t°) = 0fiirein § € R o gilt. O
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§01.48 Eigenschaft. Sei (X,,),cn eine Folge unabhiingiger reeller Zufallsvariablen.
(1) (Starkes Gesetz der groﬁenjahlen) Seien X,,, n € N, identisch-verteilt. X, € £, gilt
genau dann, wenn lim,,_, . X, = E(X;) P-f.s. (und dann auch in £, ).

(i) (Lévy’s Aquivalenzsatz) Die Folge der Partialsummen (S,,),en mit S, := ZLI X;,neN,
konvergiert P-f.s. genau dann, wenn sie stochastisch konvergiert. Andernfalls ist (S,)nen
divergent mit Wahrscheinlichkeit Eins.
(Dreireihensatz von Kolmogorov) (S, )nen konvergiert P-f.s. genau dann, wenn die fol-
genden drei Bedingungen fiir ein ¢ € R\+0 gelten: (a) Y P(|X,| > ¢) < ooy (b)
Y nen EB(Xn 1y x, |<e}) konvergiert; und (c) ), . Var(X, 1 x,|<c}) < 0.

Sei (X, ;) je[i.n].nen €in standardisiertes Dreiecksschema.

() Erfiillt (X ;)jeq n]nen die Lyapunov-Bedingung, so auch die Lindeberg-Bedingung.

(11) (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg (1922)) Erfiillt (Xn,j>je[[1,n]],nEN die Lindeberg-

Bedingung, so gilt fiir (die Zeilensumme) S = Z?Zl Xnj D, No,1)- O

§02 Elementare MaB- und Integrationstheorie

1. MaBraum

§02.01 Definition. Sei (€2, /) ein messbarer Raum und p : & — R eine Mengenfunktion. . heif3t
(a) additiv, falls fiir je endlich viele paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, € o gilt, dass

M(EJI A,;) = ; 1 (A;).

(b) o-additiv, falls fiir je abzdhlbar vieler paarweise disjunkte Mengen Ay, A, ... € & gilt,
dass M(El Ay) = g 1(A;).

Eine o-additive Mengefunktion z mit 1(0)) = 0 heilt Maf. Ein MaB . heit

(d) endlich, falls 11(§2) < oo,

(e) o-endlich, falls es eine Folge (A, )nen in &7 gibt mit Q = |J;~ | A, und p(A,) < oo fiir
jedes n € N. O

§02.02 Beispiel.

(a) Sei 2 abzihlbar und &7 = 2. Ferner seien (pw)wen nichtnegative Zahlen. Dann wird
durch A — p(A) :== Y o Pudu(A) ein o-endliches MaB auf 2 definiert. Ist Q C R* so
definiert B +— u(B) ein o-endliches MaB auf (R*, %*). Ist p,, = 1 fiir jedes w € ©, so
hei3t 1 das Zdhlmaf auf €). Ist 2 endlich, so ist auch g endlich.

(b) Das eindeutig bestimmte MaR auf (R¥, %) mit \*((a,0]) = [15, (b — a;) fiir alle
a,b € R* mit a < b heiBt Lebesgue-Maf3 auf (R*, 98%). Fiir das Lebesgue-MaB auf (R, %)
schreiben wir kurz BY := A1, O

§02.03 Definition.
(a) Wir bezeichnen mit M := M (/) die Menge aller MaBe auf <. Ein Tripel W
auf .oz wird

bestehend aus einer Ergebnismenge (2, einer o-Algebra <7 sowie einem Maf} p
MafBraum genannt.
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(b) Ist Q abziihlbar, so wir der MaBraum (2, 2%, 1) diskret genannt.

(c) Die Menge aller o-endliche Mafle auf <7 bezeichnen wir mit M,:= M, (/). Die Teil-
menge aller endliche Mafie auf <7 bezeichnen wir mit M, := M, (/) und zur Erinnerung
W(</') bezeichnet die Teilmenge der Wahrscheinlichkeitsmalie (Definition §01.04 (b)).

(d) Das Bildmaf3 von pn € M (<) auf (S,.7) unter einer messbaren Abbildung f : (2, &) —
(S,.7) bezeichen wir weiterhin mit z/ := o f~1. m
2. Integral

§02.04 Definition. Fiir jedes MaB p auf einem messbarem Raum (€2, .o7) heiBt Integral beziiglich
das eindeutig bestimmte Funktional I : A @Jr, das die folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) Firalle f, g € <" und a,b € R gilt I(af + bg) = al(f) + bL(g); (linear)
(b) Firalle (f,)nen T fin A gilt I(f,) TI(f); (o-stetig)
(c) Fiirjedes A € o7 giltI(14) = M(A). (normiert)
Fiir jedes f € 7" heift [ fdu g ) das Integral von f beziiglich u, wobei I(f) =

sup { > ( inf f(w ) (A)} fiir & = {73 C o/ | P endliche Partition von Q}. Ist A € &7,
PeP  Aep: W€

so schreiben wir INIRUE := [(f14) dp. O

§02.05 Schreibweise. Wir schreiben eine Aussage gilt ji-fast iiberall (pi-f.ii.), wenn diese fiir alle w
aufBerhalb einer p-Nullmenge erfiillt ist. O

§02.6 Eigenschaft.
(1) Fiir f € o st [ = 0 p-f.ii. genau dann, wenn [ f du = 0. Insbesondere fiir [ f dp < oo
gilt f < oo p-fii..
(i1) Fiir f,qg € A gilt f < g p-f.ii. genau dann, wenn fA fdu < ngd,ufur alle A € o gilt.

Insbesondere, aus [ < g p-f.i. folgt [ fdu < [ gdp. Weiterhin gilt f = g p-f.i. genau
dann, wenn [, fdp = [, gdp fiir alle A € < gilt. O

§02.07 Definition. Sei f € .o/ eine numerische Zufallsvariable.

(a) Ist hochstens eines der beiden Integrale [ f™ du und [ f~ du nicht endlich, dass heift,
Jfrdun [ fdu < oo, so deﬁniert = [ ftdu — [ f~ du das Integral von f
beziiglich ;¢ mit den iiblichen Konventionen co + z = oo und —oo0 + x = —oo fiir alle
x € R. Das Integral von f ist nicht definiert, wenn [ f*du =oco = [ f~ dp gilt.

(b) Falls [ |f|du < oo, also falls [ f*du < oound [ f~du < oo, gilt, dann heiBt f p-
mtegrterbar Die Menge aller p-integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen

wir mit [SZN : = A, p) ={fed : [|fldu < oo}.

(c) Firp € R\o definiere || f||¢,:= ([(|f[7)dp) Y7 und [ fllze:=inf {z € RT : p({|f] >
z}) =0}. Firp € @{0 heilt f .Z,-integrierbar, wenn || f|| #, < oc. Die Menge aller .Z),-
integrierbaren Zufallsvariablen bezeichnen wir mit =2(p) =LA, n) ={f €
 : ||f|lg, < oo}. Firp € [1,00] ist ||-|| &, eine Pseudonorm auf .%,.

Statistik 1 19



Kapitel 1 Prolog §02 Elementare MaB- und Integrationstheorie

@) (-, )z L(p) x Lo(p) — Rmit (f,g) — (f,9)2 := | fgdu ist eine positive semidefi-
nite symmetrische Bilinearform. O

§02.08 Bemerkung. Fir X € .Z(IP) entspricht damit der Erwartungswert Von X dem Lebesgue—
Integral von X bzgl. des WahrscheinlichkeitsmaBes P, dass heifit, E (X fQ P(dw) und
wir erhalten die bekannten Darstellungen:

(a) Sei P ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmall auf R mit Dichte f beziiglich des Lebesgue-
MaBes A. Dann gilt X € . (IP) genau dann, wenn |, | X (w)[f(w)\(dw) < oo, wobei wir
auch weiterhin die Schreibweise |, | X (w)|f(w)dw benutzen In diesem Fall ist

E(X) = / X(w)ff(w)dw.

JR

(b) Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmall mit Zihldichte p. Dann gilt X € % (P) genau
dann, wenn |, [ X (w)|P(dw) = > ¢, |X(w)|p(w) < oo. In diesem Fall ist

= X(wpw)

we

§02.9 Eigenschaft. Fiir p € [1, 00| ist £, ein Vektorraum.
(i) Fiiralle f,g € £ unda,b € Rgiltaf+bg € L und [(af+bg)dp =a [ fdu+b [ gdp,
falls f > 0soauch [ fdu > 0; | [ fdu| < [|f|du; falls f < g p-fii. so auch [ fdp <
Jgdu;
(i) Seien f € % und g € o mit f = g p-f.ii., dann gilt g € Ly und [ fdp = [ gdp.
(i) Fiir f € A ist f = 0 p-f.i. genau dann, wenn fA fdu =0 fiiralle A € of gilt.

(iv) Fiir f € o mit f > 0 p-fii. gilt >, cpu({f =n}) < [ fdp < D el w({f > n}) und
[ fdp= [ u({f>t})dt

(V) (Lemma von Fatou) Fiir f € £, und (f,)nen aus " mit fn = [ p-fi. fiir jedes n € N
gilt | (lim inf fn) dp < lim inf [ f, dp.
n—oo n—oo

(vi) (Monotone Konvergenz) Sei (fy)nen aus £, und f € < mit f, 1 f p-fii.. Dann gilt
[ fadpt [ fdp.

(vii) (Dominierte Konvergenz) Sei (fn)nen aus £y mit im,_o fo = f p-fi. fiir ein f € o
und existiert g € £} mit Sup,, oy | fn| < g p-f.i., also sup,cy | fn| € £, dann gilt [ € 2,
limy, oo [(If = ful) dpp = 0 und lim,, o [ frodp = [ fdp.

(viii) Sei f eine (S,.7)-wertige Zufallsvariable auf (2, o7, 1), sei w! = po f~1 das Bildmaf3
von p unter [ auf (S,.7) und sei h € . eine numerische Zufallsvariable auf (S,.7). Fiir
h>0asohe s, gilt [(h(f))dp = [ hdu!. Weiterhin gilt h(f) € A (<, 1) genau
dann, wenn h € £, (S, n').

f

(Q, ) (S,7)
h(f) € m Jh € Ziuh)
(R, 2)
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(ix) Fiirp € RTO gilt [ € £, genau dann, wenn | f|P € £ gilt. Fiir p = oo gilt p({|f| >
Ifll2.}) = 0.

(x) Seipp € Mo undp,q € Kjo mit p < q. Fiir [ € £, gilt ,u(Q)l/qung < ,u(Q)l/prng
und somit £, C £,

(xi) Seip € E;LO. Fiir f € o gilt || f||., = 0 genau dann, wenn f = 0 p-f.i. Fiir a € R gilt
lafllz, = la|||fllz,. Fir X € &£, gilt |f| < oo p-f.ii. Fiir g € o/ mit f = g p-f.u. gilt
1/l = llgll.z.

(xii) (Holder Ungleichung) Seien f,g € o/ und p,q € [1,00] mit % + % = 1. Dann gilt:
1f9llze <1112 ll9ll2.

(xiii) (Minkowski Ungleichung) Fiir f, g € £, mitp € [1,00] gilt || f+ 9|2, < || fll.z + 192,

(xiv) (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Fiir f,g € % gilt |{f, 9).%| < || f|l.% 9] 2- O

3. Dichte

§02.10 Definition. Seien v, u € M ().

(a) Eine Funktion f € /" heiit Dichte von v beziiglich p, wenn v(A) = [, fdp fiir jedes
A € of gilt. Wir schreiben dann ;= vund dv/dj = % := f.

du

(b) v heiBt absolut stetig beziiglich p (kurz v < 11), wenn fiir jedes A € &7 mit u(A) = 0
auch v(A) = 0 gilt. Die MaBe heifien dquivalent, falls v < pund g < v.

(c) Existieren Q,,Q, € & mit Q@ = Q, 4, und p(Q,) = v(,) = 0 so heilen v und p
singuldr (kurz v | 11). O

§02.11 Eigenschaft.

() Es ist g € L (fp) genau dann, wenn gf € £ (). In diesem Fall gilt [ gd(fp) =
[ (gf) dp. (Klenke [2012], Sarz 4.15, S. 93)

(ii) Sei v € M. Sind t| und {5 Dichten von v beziiglich u, so gilt t, = f5 p-f.i.. Speziell ist
die Dichtefunktion dv/du eindeutig bis auf Gleicheit p-f.u..(Klenke [2012], Saiz 7.29, S. 159)

(iii) (Zerlegungssatz von Lebesgue) Seien v, ;i € M, (<f). Dann existieren v,,vs € M, (<)
mit v = v, + vy, wobei v, < pund vs 1 . v, hat eine Dichte dv, /du € A beziiglich
mit dv, /dp < oo p-f.ii.. (Klenke [2012], Satz 7.33, S. 160)

(iv) (Satz von Radon-Nikodym) Seien v, € M,(</). Dann hat v eine Dichte beziiglich

genau dann wenn v < . In diesem Fall ist dv/du € " und dv/dp < oo p-fii. dv/dp
heif3t Radon-Nikodym-Dichte von v beziiglich pi. (Klenke [2012], Korollar 7.34, S. 161)

(v) Seien v, ji, i1 € M, mit v < p < . Dann gilt g—g = g—;j—g p-fa. Firf = ﬁ gilt

dv

_f fa
an — T M f.i.. O

§02.12 Bemerkung.

(a) Stetige WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R*, %*) (vgl. Definition §01.04 (f)) sind somit ge-
rade die beziiglich des Lebesgue-MaBes \* absolutstetigen WahrscheinlichkeitsmaBe mit
entsprechender (Radon-Nikodym-) Dichte.
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(b) Bezeichnen wir mit ; das Zdhlmaf auf einer abzdhlbaren Menge (2, so sind diskrete Wahr-
scheinlichkeitsmaBe auf (£2,2) (vgl. Definition §01.04 (e)) absolutstetig beziiglich y und
ihre Zihldichte entspricht gerade der (Radon-Nikodym-) Dichte beziiglich . Ist @ C R
und PP ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (R, %) mit Zéhldichte p wie in Beispiel §01.06 (b),
dann ist P absolutstetig beziiglich des ZihlmaBes p auf ) aufgefasst als MaB auf (R, %)
und p gerade die (Radon-Nikodym-) Dichte von P beziiglich . O

§03 Bedingte Erwartung

1. Diskret- oder stetig-verteilte Zufallsvariablen

§03.01 Erinnerung Sei (2,27, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir B € o/ mit P(B) > 0 heifit

(A‘B ’?m)g) die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B. O

§03.2 Eigenschaft.
(i) Sei (X, S) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit Werten in (X x S, 2**S) und gemeinsa-
mer Zihldichte p%) : X xS — [0, 1. Fiir jedes s € S mit strikt-positiver Randzdhldichte
von S in s, also ]ps(s) > 0, ist die Abbildung
™9 (z, 5)

pX5= X = [0, 1] mit z — pX9=3 () = p3(s)

(03.1)

eine Zdhldichte.

(i1) Sei (X, S) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte fOS) L Retm _y R
Fiir jedes s € R™ mit strikt-positiver Randdichte von S in s, also £°(s) > 0, ist

fF(X:5) (z,s)
I°(s)

eine Dichte. O

]ng|S:s SR ]R+ mit © — ﬁ‘X‘SZS($) = (032)

$03.03 Bemerkung. Da die Mengen {s € S : p®(s) = 0} bzw. {s € R™ : £°(s) = 0} Nullmengen
bzgl. der Verteilung P° von S sind, sind die Abbildungen p~°=* und £* =% nur auBerhalb einer
PS-Nullmenge definiert. Wir konnen auf diesen Nullmengen beliebig Dichten, zum Beispiel
pX15=s = pX und £¥1°=° = ¥, wihlen. m

§03.04 Definition.
(@) Sei (X, S) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit Werten in (X x S, 2%Y*%). Fiir jedes
s € S mit strikt-positiver Randzihldichte von S in s heiBt die Verteilung Pigklamd mit
Zihldichte in (03.1) bedingte Verteilung bzw. bedingte Zdihldichte von X gege-
ben S = s. Fir h € 4 (PX!%=*) wird = 3 e M@)pX5=5(2) bedingter
Erwartungswert von h(X') gegeben S = s genannt.
(b) Sei (X, S) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit Werten in R™*™. Fiir jedes s € ]Rm mit

strikt-positiver Randdichte von S in s heiBt die Verteilung Jigliame mit Dichte
in (03.2) bedingte Vertezlung bzw. bedingte Dichte von X gegeben S = s. Fir h €

& (PXIS=s w1rd = Jan h( 2)EX15=5 (2)dx bedingter Erwartungswert von h(X)
gegeben S = s genannt. 0
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§03.05 Bemerkung. Betrachten wir den stetigen Fall (fiir den diskreten Fall folgen die Aussagen ana-
log). Da fiir h € % (PX) auch auBerhalb einer P°-Nullmenge [, |h(x)[F59) (2, s)dz < oo
gilt, ist fiir jedes s auBerhalb einer P°-Nullmenge der bedingte Erwartungswert EXS=5(h) von
h(X) gegeben S = s, wie auch zuvor die bedingte Dichte, definiert, und auf der Nullmenge
konnen wir diesen beliebig fortsetzen. Verschiedene Versionen (Festlegungen) unterscheiden
sich damit nur auf einer Nullmenge. Wir sehen spiter, dass wir eine Festlegung derart wihlen
konnen, dass die Abbildung s — ¢(s) := EXI9=%(]h) messbar ist. In diesem Fall gilt fiir alle
B e %™

Es(ﬂgcp):/ ILB(S)gp(s)JTS(s)ds:/ 15(s) /n W)t (2, s)dads

= E(X’S) (I]_Bh)

m m

Die Messbarkeit und die letzte Gleichheit sind der Ausgangspunkt fiir den folgenden allge-
meineren Zugang, der uns erlaubt, auch den diskreten sowie den stetigen Fall abzudecken. Die
folgenden Resultate und Eigenschaften lassen sich dann auf die bisher vorgestellten bedingten
Dichten, Verteilungen und Erwartungswerte iibertragen. O

§03.06 Beispiel.

(a) Sei X = |WW; — Ws| und S = W; + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Sum-
me der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (1, W5). Dann ist (X, 5)
diskret-verteilt mit Werten in [0, 5] x [2, 12] und bedingten Zihldichten von X gegeben

S =s:
S
pXIS=s(z) 12 3 456 78 9101112 | p¥(x)
0 [1ololololo1| &
1 010tololot1o| L
r 2 |0oo0o202020200]| &
3 ooolotolooo| &
4 00002020000, 4
5 00000200000/ 2
P*(s) |35 35 35 36 36 36 36 36 36 3 3 | L

(b) Seien X und S Zufallsvektoren mit
(X o (kx etk [ Xx Xxs
Y = (S) N,y mit g = (MS) eR und ¥ = Yoy N > 0,
also X ~ N, 54), S ~ Nugng) und Cov(X, S) = Xxg = Y. Dann ist die bedingte
Verteilung von X gegeben S = s eine N, . » _,)-Verteilung mit
Hx|S=s ‘= Ux + EXSEEI(S — Ms) € R™ und EX|S:5 =Xx — EXSEEIZSX > 0.

Definitionsgemi8 ist 11 x|s—, gerade der bedingte Erwartungswert von X gegeben S = s.
Zum Beweis der Aussage benutzen wir, dass fiir X > 0 gilt Xy > 0, Xg > Ound F :=
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Yx — Sxs¥g Ssx > 0 sowie mit F:= Sxs3g§ auch
E! ~E7'F
-1 _
= <—FE-1 5! +FtE—1F) >0

Fiir die gemeinsame Dichte fy, , von Y = (X", 5%)" und die Randdichte fy, ., von S
gilt mit y = (z*, s') und Normierungskonstante ¢

fix u (y) -
Y (e2) =cexp{ —3(y— )y —p) + (s — pus)' (s — ps) }
N(HS’ES)(S>

= cexp{ — 5(z — (ux + F(s — ps))) B~ (z — (ux + F(s — ps))) }-

Da pix|s=s = ptx + F(s — pug) und Y x| s—;, = E folgt die Behauptung. O

2. Positive numerische Zufallsvariablen

Seien im Folgenden stets (€2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E die Erwartung bzgl. P und
F C o eine Teil-o-Algebra von 7.

§03.07 Erinnerung. Wir schreiben kurz X € EJF, wenn X eine positive numerische Zufallsvariable
auf (§2,.27), also X : ) — R eine «7/-7 -messbare Abbildung, ist. Insbesondere, ist §+ -
" undfirY € Z ' somit E(Y') definiert. O

§03.08 Satz. Zu jedem X € o existiert einY € F ' mit E(1rY) = E(1pX) fiir jedes F' € F
wobei Y bis auf Gleichheit P-f.{i. eindeutig ist.
§03.09 Beweis von Satz §03.08. In der Vorlesung. O

§03.10 Definition. Fiir X € " heibt jede Abbildung YV : (2 — R* Festlegung (Version) des beding-
ten Erwartungswertes von X gegeben .%, symbolisch i} (X

21 := Y, wenn sie die folgenden
zwei Bedingungen erfiillt:

(BE1) Y ist & —@Jr—messbar, alsoY € 7" und
(BE2) E(1rY) = E(1pX) fiir jedes F' € Z.
Jede Abbildung IAECREZRN - 757 mitX — E(X|.7) heiBt Festlegung der bedingten

Erwartung bzgl. P gegeben .% . Die von IE( | ) implizierte Abbildung A T

mit A > P(A[.#) := E(14|.#) wird Festlegung der bedlngten Verteilung von P gegeben .#
genannt. Mit (BE2) erfiillt jede Festlegung E(1 P (A‘ﬂ ) = (A|ﬁ )dP = P(F N A) fiir
alle F € # und A € &/ m

§03.11 Bemerkung. Nach Satz §03.08 unterscheiden sich fiir jedes X € o Festlegungen des be-
dingten Erwartungswertes von X gegeben .# nur auf einer P-Nullmenge. Diese Eigenschaft
ibertrédgt sich im Allgemeinen nicht auf Festlegungen der bedingten Erwartung bzgl. P gege-
ben .#, da wir zu jedem X € " eine Ausnahmemenge erhalten, und deren Vereinigung im
Allgemeinen keine Nullmenge mehr ist. Betrachten wir eine Festlegung PP ( ° |ﬁ’ ) der bedingten
Verteilung von P gegeben .#, so ist eine wunschenswerte Eigenschaft, dass fiir jedes w € () die
entsprechende Abbildung P( e |.F)(w) : & — R mitA— P (A|#)(w) ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf (2, «7) ist. Diese Eigenschaft formalisieren wir in den néchsten Definitionen. ©
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§03.12 Definition. Seien (€21, .27 ) und (€2, 2% ) messbare Rdume. Eine Abbildung x : 1 X o/ — RT
heifit Markovkern von (€24, 7)) nach (2, %), falls sie die folgenden zwei Bedingungen erfiillt:

(MK1) fiir alle wy; € € ist Ay — k(wy, Ay) ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf (€9, .o%), kurz
K(wi, ®) € W( ) ;

(MK2) fiir alle Ay € o ist w; — k(wp, Ay) eine @4 -Z-messbare Abbildung, kurz
K('? A2) S "Qfl—i_' O

§03.13 Schreibweise. Betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, %, P), einen messbaren
Raum (2, .o%) und einen Markovkern x von (€, 4% ) nach (€, %). Dann existiert ein ein-
deutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmal3 auf (Qp X Qy, 9 ® 7)) mit

[h‘ O) P](AQ X Al) = / Iﬂ?(wl, AQ)IP’(dwl), fiir alle Al € %, A2 S %
Ay
(Klenke [2012], Korollar 14.23, S. 289). Ist [ € @ ® ,52{1+ oder f € 4 (k ® P) dann gilt
[ sawer= [ [ fonwnon do)P)
Qo x Q1 Q1 J Qo
(Klenke [2012], Satz 14.29, S. 290). Weiterhin bezeichnen wir mit die durch k © P auf

(9, %) induzierte Randverteilung, also [+ fQ Kk(w1, Ag)P(dw) fiir alle Ay € . O

§03.14 Definition.

(a) IP’ ‘/ he1Bt reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben .%, wenn
dle Abbildung (w, A) +— ]P’(A‘éz ) ) die Eigenschaften (MK1) und (MK2) erfiillt, also
P( e |.#) ein Markovkern von (2, %) nach (Q, o) ist.

(b)) E ( ° ‘J heiBt reguliire Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben %, wenn die

implizierte Festlegung IP’( } ) der bedingten Verteilung von P gegeben .7 reguléir ist

und fiir jedes w € § die Abbildung X — E(X|.#)(w) die Erwartung bzgl. P( e |.#)

ist. D
§03.15 Satz.

(1) Zu jeder reguliiren Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben ¥ existiert eine sie
implizierende reguliire Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7

(ii) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R*, %) und Teil-o-Algebra F C %B* von 5"
existiert eine reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von P gegeben 7

§03.16 Beweis von Satz §03.15. (i) unter Verwendung der Beweisstrategie durch Approximation mit
einfachen Zufallsvariablen, (ii) Klenke [2012] Satz 8.36, S. 189 O

§03.17 Bemerkung. Bevor wir Eigenschaften der bedingten Erwartung festhalten, werden wir in ein-
fachen Situationen konstruktiv Versionen der bedingten Erwartung bzw. Verteilung bestimmen.
Dabei zeigt sich, dass auch eine regulire Festlegung der bedingten Verteilung nicht eindeutig
ist, aber in vielen fiir uns interessanten Situation bis auf P-f.ii. Gleichheit eindeutig bestimmt
1st. O
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Einfache Bedingungen

Wir betrachten zunichst eine Teil-o-Algebra .% von 7, die nur von einer einzelnen mefbaren
Menge erzeugt ist, dass heifit, # = o({B}) mit B € «/.

§03.18 Erinnerung. Sei (€2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zu [P existiert nach Definition §01.19

eine eindeutig bestimmte Erwartung E : 7 = Ei die (a) linear und (b) o-stetig ist mit (c)
E(14) =P(A) fiir alle A € . O

§03.19 Bedingte Erwartung. Sei B € </ mit P(B) > 0. Dann ist

P(ANB)

P(e|B):a —[0,1] mit A— P(A|B) = B(B)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (), o7). Entsprechend existiert zu ]P’( ° ’B) eine eindeutig be-

stimmte Erwartung, die wir mit I£g bezeichnen. Mit (c) erfiillt diese

P(ANB) E(l4lp)
P(B) P(B)

Da fiir jedes X € " weiterhin gilt X1p € A erfiillt die Erwartung Ep auch

E(X1p)

VX e : Ep(X)= P B

Falls fiir B¢ = Q\ B € & auchP(B¢) > 0 gilt, so konnen wir analog das Wahrscheinlichkeits-
may3 IP’( ° ‘BC) auf (X2, o) und die entsprechende Erwartung Eg. bzgl. IP( ° |BC) betrachten.

Fiir jedes X € o ist dann

E(X[Z): Q=R mitw e B(X][.7) (W) = Es(X)1p(w) + Ep(X)1pe(w)

messbar bzgl. der Teil-o-Algebra F = o({B})= {0, B, B° Q} C o, also eine einfache

numerische Zufallsvariable auf (), F), kurz E(X ‘ﬁ ) c 7. Fiir jedes w € () ist entwe-

der w € B oderw € B, und somit E(X|B):= E(X|F)(w) = Ep(X) oder E(X|B%):=
(X‘ 7 )(w) = Epe(X), so dass gilt

E(e|Z): o —F mitX —E(X|F)=E(X|B)ls+E(X|B)lg.  (033)

Wir halten fest, dass gegeben B, also w € B, gilt E(o ’B) = ]E(o ‘ﬁ) (w). Fiir jedes X € o
gilt insbesondere (einfaches nachrechnen!)

VF € Z : E(1;E(X|Z)) =E(1pX). (03.4)

Damit erfiillt die Abbildung E( ° |ﬁ) in (03.3) die Bedingungen (BE1) sowie (BE2), und sie ist
somit eine Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben % . O

§03.20 Regulare Festlegung. Wir halten weiterhin fest, dass die von der Festlegung ]E( | ) in (03.3)
implizierte Festlegung der bedingten Verteilung

P(e|F): o — F" mit A P(A|.7) :=E(14|7)
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ein Markovkern von (2, %) nach (2, <) ist. In der Tat erfiillt die Abbildung Q) x o/ — R mit
(w,A) = P(A|F)(w) =P(A|B)1p(w) + P(A|B*)1p(w),

die Bedingungen (MK1) und (MK2). Betrachte (MK1). Fiir w € ) ist entweder w € B oder
w € B und somit P( e |F)(w) = P( e |B) oder P( e |F)(w) = P( e |B°). In beiden
Fiillen ist P( o |.F)(w) ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (2, <), also P( e |.7)(w) € W(&).
Wir halten fest, dass gegeben B, also w € B, gilt IP’( ° ‘B) = IP’( ° ’f)(w) Andererseits,
gilt (MK2). Da fiir jedes A € o/ nach Konstruktion die Zufallsvariable IP)(ALG} ) =E (Il A ’ﬁ )
die Bedingung (BE1) erfiillt, die Abbildung ]P’(A‘ﬁ’) : Q0 — [0, 1] mit w — ]P’(A‘ﬁ) (w) also
F -messbar ist. Folglich ist die Festlegung IP’( ° ’ﬁ ) der bedingten Verteilung von P gegeben
F reguldr. Andererseits ist per Konstruktion fiir jedes w € ) die Abbildung ]E( ° ‘gZ ) (w) die
Erwartung bzgl. ]P’( ° |33) (w), so dass auch die Festlegung ]E( ° ‘ﬁ) in (03.3) reguldir ist. O

§03.21 Bedingte Verteilung gegeben eine Nullmenge B. Fiir B € o mit P(B) = 0 ist bisher
P (o ‘B) und damit auch £ (o ‘ff) sowie P (o ‘ff) nicht definiert. Wir vereinbaren im Folgenden
P( e |B) :=P und somit E( e | B) = E. Die Abbildung (03.3) wird dann zu

—+

E(e|F): " —F mitX = E(X|F):=E(X)lz+E(X|B)1z (03.5)

und erfiillt fiir alle X € " weiterhin die Bedingungen (BE1) und (BE2), also |E (X‘f) 7"
sowie E(1pE(X|F)) = E(1pX) fiiralle F € 7. Damit istE(e|.%) in (03.5) eine Festlegung
der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .7 . Aufserdem sind (MK1) und (MK2) immer noch von

P(e|7): o = F mit Avs P(A)lp + P(A|B)1p (03.6)

erfiillt. Damit ist IP’( ° ’35 ) weiterhin eine reguldiire Festlegung der bedingten Verteilung von P
gegeben ¥ . Per Konstruktion ist fiir jedes w € ) die Abbildung E( ° |ff ) (w) die Erwartung
bzgl. IP’( ° ‘g;) (w), so dass auch die Festlegung E( . ﬂ) in (03.5) reguldir ist. m

§03.22 Anmerkung. Alle bisher getroffenen Aussagen fiir E( e |.#) und P( e |.%) gelten damit fiir
beliebige Teil-o-Algebren von 7 der Form .# = o({B}) mit B € /. Offensichtlich ist in
der Situation P(B) = 0 die Wahl IP’( ° ‘B) = P willkiirlich. Die Aussagen gelten genauso,
wenn wir P( e | B) = P fiir ein beliebiges P € W(</) und mit der Erwartung E bzgl. P auch
IE( . |B) — [E setzen. Es ist wichtig zu bemerken, dass in der Situation P(B) = 0 eine andere
Wahl E( e |.%) und P( e |.#) nur auf der Nullmenge B bzgl. P #ndert, also E( e |.#) und
P( e |.#) bis auf P-f.s. Gleichheit eindeutig sind. O

§03.23 Skizze. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), %o 1y, Ujo1)). Die nichsten Graphiken
stellen eine positive numerische Zufallsvariable X : [0,1) — R sowie fiir .# = o({B}) mit
B =[0,0.5) und B¢ = [0.5, 1) die vorgestellte regulire Festlegung des bedingten Erwartungs-
wertes von X gegeben .# dar.
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R R
E(X|B) |
0 0.5 1
Q=10,1
R R
E(X|B¢
v — X
—E(X|o({B}
0 0.5 1 0 0.5 1
0=10,1 0=10,1
]

Abzahlbare Bedingungen

Wir betrachten nun eine Teil-o-Algebra .%# von <7, die von einer abzihlbaren und messbaren
Partition { B;,7 € Z} von € erzeugt ist, dass heiit # = o({B;,i € Z}).

§03.24 Bedingte Erwartung. Fiir eine abzdihlbare und messbare Partition {B;,i € L} von €, wobei
wir wie bisher P( o ’Bi = P fiir P(B;) = 0 setzen, sei fiir jedes 1 € L weiterhin £ ( o ‘Bi die
Erwartung bzgl. P( e ‘B, . Fiir & = o({B;,1 € I}) erfiillt dann die Abbildung

E(e|7):d —F mitX —E(X|F) =Y E(X|B)lp (03.7)
€T

die Bedingungen (BE1) und (BE2). Betrachte (BE1). Fiir X € " gilt K X‘ﬁ € ?Jr. Da
[:Q—=>Tmitw— flw=iswe Biundgzl%ﬁ+mitir—>E X|BZ F-2L- bzw.
9T.Z" -messbare Abbildungen sind, ist E(X |ﬁ = go [ eine ¥ B -messbare Abbildung,
also E X}y c 7' Andererseits, ist ' € F, so existiert J C T mit F = wjej B; und
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(BE2) gilt, da

E(L7E(X|Z)) =) E(15E =Y E(15E(X|B;))
JjeJ JjeT
=Y P(B)E(X|B;) = > E(15X) = E(1pX).
jeJ jeJ

Damit erfiillt die Abbildung ]E( ° ‘ﬁ) in (03.7) die Bedingungen (BE1) sowie (BE2), und sie ist
somit eine Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben 7. Wir halten weiterhin fest,
dass die von der Festlegung IE( | ) in (03.7) implizierte Festlegung der bedingten Verteilung

P(e|Z): o/ = F mit Avs P(A|F) =E(14|F) => P(A|B)1 (03.8)
1€l
ein Markovkern von (0, %) nach (0, &) ist. In der Tat erfiillt die Abbildung Q) x o/ — Rt mit

(w,A) = P(A|F)(w) = Y P(A|B;)1,(w
1€L
die Bedingungen (MK1) und (MK?2). Betrachte (MK1). Da fiir jedes w € ) genau ein i € L mit
w € B, existiert, ist nach Konstruktion ]P’(o }ﬁ ) (w)=P ( .’Bi) ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf
(Q, ). Andererseits erfiillt fiir jedes A € <7 nach Konstruktion die Zufallsvariable P (A ‘ F ) =
(1A|ﬁ) die Bedingung (BE1), die Abbildung IP’(A‘J) Q — R mit w — IP’(A{J)

ist also % -messbar. Folglich ist die Festlegung ]P( |J) in (03.8) der bedingten Verteilung
von P gegeben F reguliir. Andererseits ist per Konstruktion fiir jedes w € () die Abbildung

|J ) die Erwartung bzgl. IP’( | )( ), so dass auch die Festlegung ]E( ’ ) in (03.7)
regular ist. O

§03.25 Skizze. Betrachte wie in §03.23 den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), (o 1y, Ujg 1)). Die néch-
sten Graphiken stellen die vorgestellte reguldre Festlegung des bedingten Erwartungswertes von
X gegeben F = a({Bf])}), J € {1,2}, fiir die zwei Partitionen Bfl) = [, 4) i € [1,4]

7014
und B := [, %), i€ [1,8] von [0,1) dar.

— X — X
—E(X|o({B, Y1) —E(X|o({B, 1)
0 025 05  0.75 1 0 025 05  0.75 1
Q Q
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Induzierte bedingte Verteilung

§03.26 Erinnerung. Ist X eine Zufallsvariable auf ({2, .o/, P) mit Werten in einem messbaren Raum

(X,

Z), so heiBt P¥ = P o X! = P(X~1(e)) die von P auf (X, 2") induzierte Verteilung.
O

§03.27 Definition. Sei X eine Zufallsvariable auf (2, .o/, P) mit Werten in einem messbaren Raum

(&,

(a)

(b)

Z)und .7 C o eine Teil-o-Algebra.
Zu jeder Festlegung IP’( . }ﬂ‘ ) der bedingten Verteilung von P gegeben ., heifit die von
X induzierte Abbildung . 4 — F mit B » PX¥(B) = P(X\(B)|7)
Festlegung der bedingten Vertellung von X gegeben 7 , wobei fiir alle F' € .# und B e &
somit E(Ly-1(p1r) = E(PX¥(B)1) gilt. Ist weiterhin

(w, B) = PX(B)(w)
ein Markovkern von (€2, .% ) nach (X, 2"), so wird diese Festlegung reguldir genannt.
Zu jeder Festlegung E (o ‘? ) der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .Z, heiBt EX17 (h)
=K (h(X )‘ F ) firh € 2 Festlegung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gege-
ben .Z und die von X induzierte Abbildung JRdcl : 2~ — F ' mit h — EXI7 (h) Fest-

legung der bedingten Erwartung von X gegeben %, wobei fiir alle ' € .% und h € "
gilt E(h(X)1r) = E(E(h(X)|.#)1r) = E(EX7 (h)1F). Die Festlegung E*” heiBt re-
guldir, falls die induzierte Festlegung PX¥ regulir ist, und fiir jedes w € , EXI¥ (o)(w)
die Erwartung bzgl. PXI7 (e)(w) ist. O

$03.28 Bemerkung. PXI7 erfiillt definitionsgemiB die Bedingung (MK2). Sei zusitzlich die Festle-
gung IP’( ° {ﬁ ) regulir, so dass (MK1) erfiillt ist, also fiir alle w € €2 die Abbildung

A P(A|F)(w)

ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, kurz P( e |.#)(w) € W(&/). Damit ist auch PX17 (e)(w) =

(X~

(0)|-F)(w) € W(Z) fiir jedes w € . Die Festlegung P*!7 erfiillt also auch (MK1). Sie

ist somit ein Markovkern, also regulér. Fiir eine reguldre Festlegung [E ( ) ] ) ist definitionsge-
mil die induzierte Festlegung IP’ o |J und somit auch PX!” regulir. Fiir jedes w € (2 ist nach
dem Transformationssatz (Eigenschaft §01.23 (viii)) die induzierte Festlegung EX17 (e)(w) ge-
rade die Erwartung bzgl. PX17 (e)(w). O

Bedingte Erwartung gegeben eine Zufallsvariable

§03.29 Erinnerung. Sei .# = ¢(S) fiir eine Zufallsvariable S auf (2, .27, P) mit Werten in einem
messbaren Raum (S, .7). Wir bezeichnen wie bisher mit P° das BildmaB und mit E® die ent-
sprechende Erwartung. Ist Y eine o(S)-messbare, positive numerische Zufallsvariable, also

Y € o(S ) , so existiert nach Eigenschaft §01.15 (iv) ein ¢ € 7 mity = ©(9), also

Y{w

) = ¢(S(w)), w € €. Die Abbildung ¢ ist durch Y nur auf S(2) eindeutig festgelegt,

fiir s ¢ S(£2) kann sie beliebig (messbar) fortgesetzt werden. O

§03.30 Definition. Fiir S : (Q, &) — (S,) sei E(X|0(9)) € O'(S)Jr eine Festlegung des be-
dingten Erwartungswertes von X & o gegeben o(S) und ¢ € 7" wie in §03.29, also
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E(X[0(9))(w) = ¢(S(w)), w € Q. PACYEN := © und E(X|S = s):= ¢(s) firs € S,
heiBen Festlegung des bedingten Erwartungswertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s.
Jede Abbildung IXRHMEM - 7" — " mit X — E(X|S) heibt Festlegung der bedingten

Erwartung bzgl. P’ gegeben S. Die von E ( e |S) implizierte Abbildung JIEUIIN : o7 — 7

mit A — P(A|S) := E(14]5) s0w1e]P’ (o]S=5): o - R mit A — P(A|S = 5) =

(]1 A|S = s) wird Festlegung der bedlngten Verteilung von P gegeben S bzw. gegeben S = s
genannt. Mit (BE2) gilt ES(15P(A|S)) = [, P(A|S)dPS = P(S~'(B) N A) fir alle B € .7
und A € o7. Die Festlegung P(®|.S) heifit regular falls (s, A) — IP’(A}S = 5) ein Markovkern
von (8,.%) nach (€2, &) ist. Analog wird die Festlegung E ( e |S) reguliir genannt, wenn die
implizierte Festlegung P( e |.S) regulir ist, und fiir jedes s € S, E( e |S = s) die Erwartung
bzgl. P( e |S = s) ist. =

§03.31 Bemerkung. IP( ° ‘S) erfiillt definitionsgemif die Bedingung (MK2). Sei zusitzlich die Fest-
legung IP’( ° |0(S )) reguldr, so dass auch (MK1) erfiillt ist, also fiir alle w € €2 die Abbildung

A B(A]o(8)) (w) = P(A]S = S(w))

ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, kurz P( o |S = S(w)) € W(&/). Damit gilt P( e |S = s) €
W() fiir jedes s € S(€2). Fiir jedes surjektive S erfiillt die Festlegung P( e |.S) also auch
(MK1). Sie ist somit ein Markovkern, also regulir. Ist S nicht surjektiv, aber S(Q2) € .7,
so ist zum Beispiel die Festlegung IP’( ° ’S) Ls@) + PX Is\s(n) ein Markovkern. Analog, ist
die Festlegung E( . J(S)) regulér, also IP( ° }J(S)) ist reguldr und fiir jedes w € € ist
E(e|0(9))(w) =E(e|S = S(w)) die Erwartung bzgl. P(A|c(S))(w) = P(A[S = S(w)).
Ist S surjektiv, so ist auch E( e |S) regulr, falls S(2) = & gilt. Ist S nicht surjektiv, aber
S() € .7, so ist die Festlegung E( o |S)1s(q) + E(e)1s (o) reguldr. Andererseits, ist die
Festlegung P( e |S) regulir, also ein Markovkern von (S,.#) nach (€, /), dann ist auch
(w,A) = P(A]S = S(w)) =: P(A|o(S))(w) eine reguldre Festlegung der bedingten Ver-
teilung von P gegeben o(S), also ein Markovkern (€2, o(.5)) nach (2, 7). Offensicthlich gilt
(MK?2), da die Hintereinanderausfiihrung messbarer Abbildungen messbar ist. Weiterhin gilt fiir
allew € Qauch P(A[S = S(w)) € W(Z), also (MK1). 0

§03.32 Beispiel. Seinun S : (Q, %) — ({0, 1},2{%!}) eine einfache Zufallsvariable, also {S = 1} =
“1({1}) € L und o(S) = o({S7'({1})}) =: .Z. Eine Festlegung der bedingten Erwartung
bzgl. P gegeben o (S) ist somit

E(e|o(9)) : AR WJF mit
X = E(X]o(9)) = E(X]|STH({1})) L1y + E(X|STH{O}) Ls-1(40p = ¢(S)
und p € 200" mit
s p(s) = E(X[STH({1}) 1y (s) + E(X[STH{0})) Loy (s).

Damit istIE( o [S) = E(e |5 ({1})1yy + E(e [S7'({0}) 1y und E( @ [§ = 5) =
E(e[ST'({1})1y(s) +E( e [STH({0}))Lgoy(s), s € {0,1} eine Festlegung des bedingten
Erwartungswertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s. Wir halten fest, dass insbesondere

E(O‘S:1> (0‘5 ({11) undE(o|S—O) (o‘S ({0})) gilt. m
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Induzierte bedingte Verteilung gegeben eine Zufallsvariable

§03.33 Erinnerung. Sei (X, S) eine Zufallsvariable auf (2, <7, P) mit Werten in dem Produktraum
X x S versehen mit der Produkt-o-Algebra 2 ® .. Wir bezeichnen mit P*X-%) die von (X, S)
auf (X x S, 2" ® .¥) induzierte gemeinsame Verteilung. Seien wie bisher [Ty : X' x § — X
und IIs : X X § — S mit (z,s) — lx(x,s) = z bzw. (z,s) — Ils(z,s) = s die
entsprechenden Koordinatenabbildungen. Fiir die Randverteilungen von X und S gilt dann
P¥ =Po X! =Po (y(X,9)t = P& oI bzw. PS = P9 o T1g'. Die Stati-
stiken IIy und ILs sind offensichtlich surjektiv. Unser Ziel ist eine bedingte Verteilung von X
gegeben S einzufiihren unter Verwendung von Definition §03.27 und Definition §03.30. Geben
wir uns eine Festlegung IP( e |(S)) vor, so impliziert diese mit Definition §03.27 eine Fest-
legung PX17(%) mit Werten in WJF, welche weiterhin mit Definition §03.30 eine Festlegung
PXIS mit Werten in .7 impliziert. Ist die Festlegung IP( ‘O’(S)) regulir, so auch PX17(9) aber
wie wir in Bemerkung §03.31 gesehen haben, ist im Allgemeinen PX¥ nicht regulir. Ande-
rerseits, konnen wir uns eine Festlegung ]P’(X’Y)( ° ‘O’(HS)) vorgeben, so impliziert diese mit
Definition §03.27 eine Festlegung PX|°(s) mit Werten in U(H5)+, welche weiterhin mit De-
finition §03.30 eine Festlegung P*® mit Werten in 7 impliziert. Da Ilg surjektiv ist, folgt
die Regularitit der Festlegung PX!°, falls wir mit einer reguliren Festlegung P(X:Y) ( ° |U(H5))
angefangen haben. O

$03.34 Definition. Sei P(X-%) die gemeinsame Verteilung von (X, S) auf (X x S, 2" ® .%).
(a) Zu jeder Festlegung P9 (@ |o(Ilg)) auf (X x S, 2 ®.7) der bedingten Verteilung von
P(X5) gegeben o(I1s), heiBt die Abbildung

. & — " mit B PYI5(B) := ¢ und
pXlos)(B) = PSS (T11(B)|o (I1s)) = ¢(ILs)

und PEREEE = ©(s) Festlegung der bedingten Verteilung von X gegeben S bzw. gegeben
S = s. Ist weiterhin (s, B) ~ PXI°=%(B) ein Markovkern von (S,.#) nach (X, %),
so wird diese Festlegung reguldr genannt, wobei dann auf Grund der Definition §03.10
(BE2) PXIS 0 P¥ = P9 gilt (vgl. Schreibweise §03.13). Besitzt in diesem Fall fiir ein
s € S die Verteilung P* I5=s ein endliches erstes absolutes Moment, so schreiben wir auch
IOl = EX15=<(idy) = [, 2P¥15=5(dx).

(b) Zu jeder Festlegung EX%)( e |o(Ils)) der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben
o(Ils), heit die Abbildung

iedBl . 27" 5 7" mit h — EXIS(h) := ¢ und
EX7W) () = BV (h(TLy) o (1)) = (I1s)

und POSERION — (s) Festlegung der bedingten Erwartung von X gegeben S bzw. Fest-
legung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S = s. Die Festlegung EXI®
heiBt regulir, falls die induzierte Festlegung PX¥ regulir ist, und fiir jedes s € S, EXI®=2
die Erwartung bzgl. PX!9=5 ist. O
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§03.35 Bemerkung. Die in der Definition §03.04 (a) und (b) eingefiihrten Begriffe konnen wir nun
in den allgemeineren Ansatz einbetten. Dazu sei (X, .S) eine Zufallsvariable mit gemeinsamer
Verteilung P59 auf (X x S, 27 @ .7).

(a)

(b)

Seien X' x S abzihlbar, also (X, S) diskret-verteilt, und EX!¥ eine regulire Festlegung der
bedingten Erwartung von X gegeben S. Fiir jedes s € S heifit die Zihldichte
. X — Rt der entsprechenden reguliren Festlegung PXI5=% Festlegung der bedingten

Zihldichte von X gegeben S = s. Fiir jedes h € 27" erfiillt die Festlegung des bedingten
Erwartungswertes von h(X) gegeben S = s dann EXI5=¢(h) = 3" _, h(z)p¥15=%(2).
Andererseits, ist eine regulire Festlegung PX!° gegeben, indem fiir s € S das Wahrschein-
lichkeitsmaB PXI5=* im Fall p®(s) > 0 mit Hilfe der Zshldichte p**=* wie in (03.1)
und im Fall p®(s) = 0 zum Beispiel mit Hilfe der Randzéhldichte p* definiert wird.
Dann ist (s, B) — PXI5=(B) ein Markovkern von (S, 2%) nach (X, 2%), der (BEl), also
PXIS(B) € 25" als auch die Bedingung (BE2) erfiillt. In der Tat, fiir jedes B € 2% und
jedes F € 29 gilt

P (1p(X)1p(S) = 1p(s) Y 1p(a)p™(x, 5)
seS reX
=Y 1p(s)p®(s)PX15=4(B) = E¥(P*¥(B)1r(9)).

SES

Die regulire Festlegung EXI% bzgl. PXI9| also fiir jedes s € S ist EXI°=* die Erwartung
e ety e —t . .

bzgl. PX19=5 erfiillt fiiralle s € Sund h € 2% gerade EX*=%(h) = 3" _, h(z)p¥15=%(2),

falls p¥(s) > 0, und EXI5=%(h) = E(h(X)), falls p*(s) = 0. Wir halten fest, dass fiir je-

p X5 (a5

des s € S die gewihlte Abbildung p*'%(z) : s = pXIS=5(2) = S—(i))]l{]p s(s)>0p T

P (2)1ps(5)=0y in 25" ist. Die Festlegung L X 25 mitz e p~1¥(2) bezeich-
nen wir als reguldire Festlegung der bedingten Zihldichte von X gegeben S.

Seien (X, S) stetig-verteilt mit Werten in (R™*™ 28"+ und EXIS eine regulire Fest-
legung der bedingten Erwartung von X gegeben S. Ist fiir s € R™ die entsprechende
regulire Festlegung PX!5=* stetig mit Dichte fiibamd : R* — R, so wird £¥15=* Festle-
gung der bedingten Dichte von X gegeben S = s genannt. Fiir jedes h € P erfiillt die
Festlegung des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S = s dann EXIS=5(ph) =
fRn ﬁ’X 5= *(x)dz. Andererseits, ist eine regulire Festlegung P*XI¥ gegeben, indem fiir
s € S das WahrscheinlichkeitsmaB PX15= im Fall £°(s) > 0 mit Hilfe der Dichte £*15=*
wie in (03.2) und im Fall £9(s) = 0 zum Beispiel der Randdichte f* definiert ist. Dann
ist (s, B) + PXI9=%(B) ein Markovkern von (R™, %™) nach (R", #"), der die Bedin-
gung (BE1) erfiillt, da f'urjedes B € 2" mit Fubini s — [, 15(2)f&9) (2, s)dx in 2
Eiomit auch s — PXI5=5(B) = [ 1p(x WEXIS=3 (g 2)dx ] gs )0y + P (B)Lgs(s)=oy in
™ gilt, als auch die Bedmgung (BE2) erfiillt. In der Tat, fiir jedes B € %" und jedes
F e 2™ gilt

PXS) (15(X)14(9)) = / 15(s) / 15(2)f%%) (2, s)dxds

- / 14(s)8 (s)PXI5=*(B)ds = B (PXIS(B)1£(9)).

Statistik 1 33



Kapitel 1 Prolog §03 Bedingte Erwartung

Die regulire Festlegung EX!¥ bzgl. P19, also fiir jedes s € R™ ist EXI°=* die Erwar-
tung bzgl. PXIS=s_ erfiillt fiir alle s € R™ und h € 2" gerade EXIS=5(h) = E(h(X)),
falls £%(s) = 0, und EXIS=*(h) = [, h(z)F¥19=*(v)dz, falls £3(s) > 0. Wir halten wei-
terhin fest, dass fiir jedes = € R" die gewihlte Abbildung £¥1°(z) : s = £¥15=%(2) =

%H{ES(S»O} + J“fX(x)]l{ﬂ:S(s)zo} in Zm" ist. Die Festlegung LR — B

mit z — 5 |S(x) bezeichnen wir als eine reguliire Festlegung der bedingten Dichte von X
gegeben S. O

3. Integrierbare Zufallsvariablen

§03.36 Erinnerung. Sei weiterhin (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, .# C .o/ eine Teil-o-
Algebraund X € o7 eine numerische Zufallsvariable. Mit Hilfe der Zerlegung X = X+ — X~
mit X, X~ € &/ haben wir in Definition §01.21 (b) fiir X mit E(|X]) < ocalso E(XT) <
oo und E(X ™) < oo den Erwartungswert E(X) := E(X ') — E(X ) definiert. Im Folgenden
sei Z(o/,P) ;= {X € & : E(]X|) < oo} und zu P bezeichne E : %, (<7, P) — R die eindeu-
tig bestimmte Erwartung. Da auch .# C & ist (%, P) C % («/,P). Sei X € Z (o, P),
dann gilt E(X ") < oo und fiir jede Festlegung E (X * ’35) gilt (BE1), E(X*{ﬁ) €7 und
(BE2), E(17E (X*{ﬁ)) = E(1pX™) fir alle F € %, also insbesondere mit /' = ) auch
E(E(XT].Z)) = E(XT) < co. Somitist E(XT|.#) € £ (%, P) und analog auch jede Fest-
legung E(X~|.Z) € 4 (#,P). Damiterfiilllt E(X*|.7) — E(X~|F) € £(%,P) als auch
Bedingung (BE2). 0

$03.37 Definition. Fir X € % (#,P) und jede Festlegung E(X*|.Z),E(X~|Z) € A(Z,P)
heif3t i (X‘@) =E (XJr ‘ﬁ) —E (X’ ‘9‘) € L (%, P) Festlegung (Version) des bedingten
Erwartungswertes von X gegeben .7 . Jede Abbildung

E(e|Z): L(«,P) = LA(F,P)mitX — E(X|F) =E(X"|Z) —E(X |.F)

heiBt Festlegung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben % . ]E( ° |ﬂ ) heilt reguldire Festle-
gung der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben .%, wenn die implizierte Festlegung P( e |.%)
der bedingten Verteilung von [P gegeben .# regulir ist, und fiir jedes w € €) die Abbildung
E(e|Z)(w): L («,P)— R die Erwartung bzgl. P( e |.#)(w) ist. O

§03.38 Bemerkung.

(a) Sei X eine Zufallsvariable auf (€2, .o/, P) mit Werten in einem messbaren Raum (X', 2")
und .# C & eine Teil-o-Algebra. Dann definieren wir analog zu Definition §03.27 (b)
nun fiir h € 2 (2, PX) eine Festlegung EX17 ()€ £ (.F,P) des bedingten Erwartungs-

wertes von h(X) gegeben .7 sowie eine (regulire) Festlegung A X PX) —
Z(F,P) mit h s EXI7 (h) der bedingten Erwartung von X gegeben .7 .

(b) Fur S : (Q,.) — (S,.7) definieren wir nun fiir X € %, (<7, P) wie in Definition §03.30
eine Festlegung [£ (X ‘S ) € A (S, P°)und E (X ‘S = s) € R des bedingten Erwartungs-
wertes von X gegeben S bzw. gegeben S = s sowie eine (regulire) Festlegung E( D) |S)

c LA P) = AL, P) mit X — E(X’S) der bedingten Erwartung bzgl. P gegeben
S.
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(c) Sei (X,8): () = (X xS, 2 ®.7) mit gemeinsamer Verteilung PX+%), Analog zu
Definition §03.34 (b) definiere fiir h € %, (2", P¥) eine Festlegung E*1%(h)e £ (.7, P%)
und EX°=*(h)e R des bedingten Erwartungswertes von h(X) gegeben S bzw. gegeben
S = s sowie eine (regulire) Festlegung QSR : % (2, PX) — A (S, P) mit h
EXIS(R) der bedingten Erwartung von X gegeben S. Ist analog zu Definition §03.34 (a)
PXIS eine reguliire Festlegung der bedingten Verteilung von X gegeben S, und besitzt fiir
ein s € S die Verteilung PX1°=* zum Beispiel ein endliches erstes absolutes Moment, so

schreiben wir auch JBRESEOQN := EX15=4(id;) = [, 2PXI5=%(dx). O

§03.39 Satz. Seien XY € L (o, P) und F C of eine Teil-o-Algebra. Fiir jede Festlegung der
bedingten Erwartung bzgl. P gegeben ¥ gelten die folgenden Aussagen P-f.s.,

(i) Fiir alle a,b € R gilt E(aX +bY |.F) = aE(X|F) + VE(Y |F); (linear)
(ii) Fiir X <Y gilt E(X|F) <E(Y|Z); (monoton)
(i) [E(X|.7)| <E(|X||Z): (Dreiecksungleichung)
(iv) Fiir S € o mit E(|S||.F) < oo gilt P(]S] < o0). (endlich)
(v) Fiir ¢ : R — R konvex mit (X ) € L1 (o, P) (Ungleichung von Jensen)
gilt o (B(X].7)) < E((¢(X))|7)-
(vi) Fiir X,, T X P-f.. gilt sup,,cn ]E(Xn‘gz) =K (X‘gz) (monotone Konvergenz)
(vii) Fiir X,, — X P-f.i. mit | X,,| <Y, n €N, (dominierte Konvergenz)

gilt lim,, o0 E(X,|.7) = E(X|F) P-fs. und in L (o, P).
Ist die Festlegung reguldr, also E( . ‘ﬁ) (w) eine Erwartung fiir alle w € €, so gelten die
Aussagen (1)-(vii) fiir alle w € €.

§03.40 Beweis von Satz §03.39. Klenke [2012], Satz 8.14, S.178, Satz 8.20, S.181, fiir die regulidre
Festlegung folgt die Behauptung direkt aus den Eigenschaft §01.23. O

§03.41 Satz. Seien XY € L (A, P)und G C F C of Teil-o-Algebren. Fiir jede Festlegung der
bedingten Erwartung gelten die folgenden Aussagen P-f.s.,

(i) FirE(|XY]) <ocoundY € .F gelten
E(XY|Z) =YE(X|Z) und E(Y|.Z) =E(Y|o(Y)) =Y

(i) E (IE (X|?) ‘g) =E (E (X‘E?) }9) =E (X}g); (Turmeigenschaft)

(iii) Sind o(X) und .F unabhiingig, so gilt ]E(XL@) =E(X), (unabhdingig)

(iv) Fiir 7 .= {A € o |P(A) € {0,1}} gilt E(X|.T) = E(X).

v) E(E(X|.Z)) = E(X). (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)
§03.42 Beweis von Satz §03.41. Klenke [2012], Satz 8.14, S.178 O

§03.43 Beispiel.
(a) Seien X, S € .Z (<7, P) unabhingig. Dann gilt

E(X + S5|o(9)) =E(X|o(S)) + E(S|o(S)) =E(X) + 5.

Allgemeiner, sei h € 21 (2 © .7, PX @P?). Fiir jedes s € S ist dann h, : X — R mit
z + hg(x) := h(z,s) in 2. Mit Fubini gilt hy, € £ (2", P¥) fir P°-fa. s € S und es
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existiert p € £ (7, P%) mit p(s) = Ep (hs(X)) = Epx (h,) fiir P’-f.a. s € S. Dann gilt
E(h(X,5)|a(S)) = ¢(S) PS-fs., also

E(h(X,9)|S =s) =E(h(X,s)) P°fs.
In der Tat, fiir jedes F' € o(S), also F' = S~!(B) mit B € ., gilt mit Fubini

Ep(1rp(S)) = Ep(15(S)@(S)) = Eps(1syp)
— Eps(LpEpx (ha)) = Eps gpx (1h) = Ep(Lrh(X, 5)).

(b) Sei (X;)icp,) eine unabhingige Familie mit E(X;) = 0, ¢ € [1,n]. Fir m € [1,n] setze
Fm = 0((Xy)iep,m) und S, := >, X;. Firm € [1,n] gilt dann

n

E(S,|Fm) = zn:E(Xi}ﬁm) = ixi + > E(X) = S

1=m-+1

Da o(S,,) C %, folgt mit Satz §03.41 (ii) auch
E(Su|o(Sm)) = E(E(Sy|Fn)|0(Sm)) = E(Su|o(Sm)) = S

(c) Sei h eine positive numerische Zufallsvariable auf (X x S, 2" ® .7, P(X9) (hier sind X
und S nicht mehr unabhiingig) und h, wie in (a). Sei E¥!¥ eine Festlegung der bedingten
Erwartung von X gegeben .S, dann gilt

E(h(X,9)|S =s) =E(h(X,s)|S =s) = EX¥=*(h,) P%fs..

Die Aussage kann unter Verwendung der Beweisstrategie mittels Approximation durch
einfache Zufallsvariablen gezeigt werden. O

(d) Unter Verwendung von Satz §03.41 (iii) sind fiir zwei Teil-o-Algebren .%; und .%5 von &/
dquivalent: (i) 71 L %, (i) P(A| %) = P(A) P-f.s. firalle A € %, und (iil) P (A|.Z) =
P(A) P-fs. fiir alle A € .%,. Damit schlieBen wir, dass zwei Zufallsvariablen X; und X,
in ./ unabhingig sind, wenn E (h(X;)|0(X3)) = E(h(X;)) P-fs. firalle h € #7 gilt.

(e) Sei (X,S) wie in Bemerkung §03.35 (a) und (b) diskret- oder stetig-verteilt mit Rand-
zihldichte p¥ bzw. Randdichte £* von X und regulirer Festlegung p~!° bzw. £X° der
bedingten Dichte von X gegeben S. Dann sind X und S unabhingig genau dann, wenn
pX15 = p¥ bzw. X% = £X PS-f.s. gilt. Im Beispiel $03.06 (a) sind X und S somit nicht
unabhingig, da zum Bsp. p*15=2 # pX mit P9({2}) = p“(2) = 1/36 > 0 gilt. Anderer-
seits im Beispiel §03.06 (b) sind X und S unabhingig, also p~*¥ = p¥X gilt PS-f.s., genau
dann, wenn Y xg = 0 gilt, also wenn X und S unkorreliert sind. O

§03.44 Vorbemerkung. Sei (H, (-,-)y) ein Hilbertraum versehen mit der induzierten Norm ||-||i; und
U ein abgeschlossener linearer Unterraum von H. Fiir jedes Element 4/ € H existiert dann ein
eindeutig bestimmtes Element u;, € U mit ||h — uy|lg = infuey||h — u|/g. Die Abbildung
[y : H — Umit h — IIy(h) := uy, heiBt orthogonale Projektion. Bezeichnen wir mit U+ das
orthogonale Komplement von U in H, so gilt fiir alle », g € H:

(a) Hy oy = Iy, (Projektion)
(b) h —TIy(h) € UL, (orthogonal)

(¢) h = Iy(h) + (h — Iy(h)) die eindeutig bestimmte Zerlegung von / in eine orthogonale
direkte Summe von Elementen aus U und U+,
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(d) Iy ist linear und selbst-adjungiert, also (ITy(h), g)m = (h, y(g9))m- O

§03.45 Eigenschaft. Fiir jede Teil-o-Algebra F C of ist £5(F,P) ein abgeschlossener linearer
Unterraum von £5( </ | P). O

§03.46 Lemma. Sei .# C < eine Teil-o-Algebra und E ( ° |§) eine Festlegung der bedingten Erwar-
tung. Dann ist E( e |.7) : £5(/ | P) — L(F,P) eine orthogonale Projektion, also fiir alle
X, Y € L(F,P) gilt

IX = Y% =E(X - Y]*) 2 E(X —E(X|Z)]’) = | X —~E(X|Z)]%,
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn Y = E (X|ﬁ) P-fs..
§03.47 Beweis von Lemma §03.46. Klenke [2012], Korollar 8.17, S.180 O

§03.48 Anmerkung. Fiir jede Statistik S : (Q, &) — (S,.) und F = o(S) ist E(X |0(5)) = ¢(9)
nach Lemma §03.46 die beste Vorhersage von X in %(c(S)), da fiir alle h € %(7,P%)
gilt E|X — E(X[0(S))|* < E|X — a(S)|*. Nach Eigenschaft §01.32 ist Z* = E(X) +
Cov(X, S)(Cov(S))T(S — E(S)) fir Zufallsvektoren X und S in % die beste lineare Vor-
hersage von X durch S ist, also fiir alle A und b gilt E|Y — Z* 7 < E|Y — (AX +b) ‘2 (De-
finition §01.30). Offensichtlich ist eine beste Vorhersage, die auch linear ist, eine beste lineare
Vorhersage, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. O

§03.49 Beispiel.
(a) Seien X und S wie in Beispiel §03.06 (b) gemeinsam normal-verteilt. Dann stimmt die

beste Vorhersage E (X|0(S)) = px+SxsX5" (S — ps) mit der besten linearen Vorhersage
in Eigenschaft §01.32 iiberein.

(b) Seien U und S unabhiingig und identisch N 1y-verteilt, und X := S2 4+ S + U. Dann ist
fiir die beste Vorhersage E (X |J(S )) = 52 + S (benutze Beispiel §03.43 (a)) der mittlere

quadratische Vorhersagefehler E|X - E(X {J(S))|2 = E(U)? = 1. Die beste lineare
Vorhersage von X durch S ist in diesem Fall Z* = S + 1, da Cov(X,S) = 1, E(X) =1,
Var(S) = 1 und E(S) = 0 ist. Damit gilt E| X — Z*|* = E(S*) + E(U?) — 2E(5?) + 1 =
3>1=E|X —E(X|o(5))|". 0

§03.50 Korollar. Sei p € [1,00], # C & eine Teil-o-Algebra und IE( ° ‘35) eine Festlegung der
bedingten Erwartung. Dann ist die lineare Abbildung E ( e }ff) 1 LA P) = L,(F,P) eine
Kontraktion, also ||E(X|Z) ||, < ||X||, und damit beschrinkt und stetig. Folglich fiir jede
in £,(o/ | P) konvergente Folge (X, )nen ist (E(X,|.F) )nen ebenso in £,(a | P) konvergent.

§03.51 Beweis von Korollar §03.50. Klenke [2012], Korollar 8.21, S.182 O

§03.52 Erinnerung. Eine Familie (X;);cz von Zufallsvariablen in % (<7, P) mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge Z, fiir die gilt

lim sup E (| X, |1 x,5n}) =0,

n—0o0 =ys

heiBt gleichgradig integrierbar. O
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§03.53 Korollar. Fiir beliebige nicht-leere Indexmengen T und J seien (X;);c7 eine gleichgradig
integrierbare Familie von Zufallsvariablen in £, (< ,P) und (%) ez eine Familie von Teil-o-
Algebren von <f . Dann ist die Familie (E (Xi ‘ﬁj) ) I gleichgradig integrierbar in £y (<, P).
Insbesondere fiir X € £(</ ,P)und J = {F : Zist Teil-o-Algebra von o/} ist die Familie

(E (X|§))y€j in 4 (<, P) gleichgradig integrierbar.

§03.54 Beweis von Korollar §03.53. Klenke [2012], Korollar 8.22 , S.182 O
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Kapitel 2

Statistische Inferenz im linearen Modell

§04 Das lineare Modell

§04.01 Beispiel. In der folgenden Tabelle ist ein Auszug des ,,Cars93* Datensatzes aus dem Statistik-
paket R Core Team [2015] (library {MASS}) angegeben. Der Datensatz umfasst unter anderem
den Preis, die Anzahl der Zylinder (Zyl.), den Hubraum (Hub.), die Breite sowie das Herkunfts-
land fiir 93 in den USA im Jahr 1993 verkauften Autos.

Preis Zyl. Hub. Breite Herkunft | Preis Zyl. Hub. Breite Herkunft
159 4 1.8 68 non-USA | 10 4 1.5 64  non-USA
339 6 3.2 71 non-USA | 139 4 2 69  non-USA
29.1 6 2.8 67 non-USA | 479 8 4.5 72 non-USA
3777 6 2.8 70  non-USA | 28 6 3 70  non-USA

30 4 3.5 69 non-USA | 352 6 3 71  non-USA
157 4 2.2 69 USA 343 6 3.8 73 USA

208 6 3.8 74 USA 36.1 8 4.6 77 USA
237 6 5.7 78 USA 8.3 4 1.6 66  non-USA
263 6 3.8 73 USA 11.6 4 1.8 66  non-USA
347 8 4.9 73 USA 165 4 2.5 69  non-USA
40.1 8 4.6 74 USA 191 6 3 72 non-USA
114 4 2.2 68 USA 319 4 2.3 67  non-USA
151 6 34 74 USA 619 6 32 69  non-USA
159 4 2.2 71 USA 141 4 1.6 65 USA
163 6 3.8 74 USA 149 6 3.8 73 USA
166 6 4.3 78 USA 103 4 1.5 67  non-USA

Preis, Anzahl der Zylinder (Zyl.), Hubraum (Hub.), Breite sowie Herkunftsland von in den USA
verkauften Autos.

Sei Y; der Preis des i-ten Autos mit Hubraum z;; und Breite z5;. Wir nehmen an, die Autos
seien austauschbar und es existiert ein linearer Zusammenhang (vgl. nachfolgende Graphik)
zwischen dem erwartetem Verhalten des Preises und den erkldrenden Variablen Hubraum und
Breite:

EY; = Bo + Brz1i + Bazai, t=1,...,93.

Wir moéchten statistische Aussagen iiber die Parameter (5, und [, treffen, wie zum Beispiel die
Werte der Parameter schitzen, Hypothesen der Form 3; = 0 oder 8, = 0 verifizieren oder den
zu Grunde gelegten linearen Zusammenhang iiberpriifen.
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o
Dependent variable is: Preis
No Selector
R squared = 35,7% R squared (adjusted) = 35,0%
50,0 T ° s= 7,789 with 93 -2 =91 degrees of freedom
Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
Regression 3063,78 1 3063,78 50,5
P Residual 5520,24 91 60,6619
r
e Variable Coefficient s.e. of Coeff t-ratio prob
i Constant 4,66919 2,239 2,09 0,0398
s Hubraum 5,56294 0,7828 7,11 <0,0001
Dependent variable is: Preis
No Selector
' y R squared = 20,8% R squared (adjusted) = 19,9%
1 2 3 4 5 s= 8,644 with 93 -2 =91 degrees of freedom
Hubraum Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
Regression 1785,15 1 1785,15 23,9
62,5 1 ° Residual 6798,88 91 74,7129
Variable Coefficient s.e. of Coeff t-ratio prob
50.0 4+ Constant -61,3587 16,57 -3,70 0,0004
’ o Breite 1,16565 0,2385 4,89 <0,0001

P Dependent variable is:  Preis
d No Selector
e R squared = 37,2% R squared (adjusted) = 35,8%
i s= 7,737 with 93 -3 =90 degrees of freedom
S Source Sum of Squares df Mean Square F-ratio
Regression 3196,80 2 1598,40 26,7
Residual 5387,22 90 59,8581
} ; ; ; ; Variable Coefficient s.e. of Coeff t-ratio prob
Constant 43,6021 26,21 1,66 0,0997
60 64 68 72 76 Hubraum 7,58068 1,561 4,86 <0,0001
Breite Breite -0,638773 0,4285 -1,49 0,1395

Preis in Abhingigkeit des Hubraumes bzw. der Breite des Autos.
i

§04.2 Einfache lineare Regression. Zu einem vorgegeben (nicht zufilligem) Versuchsplan z; € R,
i € [1,n] := [1,n] N N beobachten wir Realisierungen der reellen Zufallsvariablen

Yi=a+bz+¢e;, i€l n],

wobei die Zufallsvariablen {¢;} ; Messfehler modellieren und a, b € R unbekannte Parameter
sind. Man denke z.B. an Messungen der Leitfdhigkeit Y; eines Stoffes in Abhingigkeit der Tem-
peratur z;, eines Effektes Y; in Abhingigkeit einer Dosierung z; oder eines Klausurergebnisses
Y; in Abhéngigkeit der KlassengroBe z;. Sind die Messfehler ¢; € 2], @ € [1,n], zentriert, das
heiBt E(g;) = 0,4 € [1,n], so gilt offensichtlich

E(Y;) =a+bz, ie€]l,n],

so dass ein linearer Zusammenhang nur zwischen der erkldrenden Variable z; und der Erwartung
der zu erkldrenden zufilligen GroBe Y; zu Grunde gelegt wird. Betrachten wir weiterhin die
R"-wertigen Zufallsvektoren Y = (Y7,...,Y,)  und ¢ := (ey,...,5,)", kurz Y e € &/™, den
unbekannten Parametervektor 3 = (a,b)! € R? sowie die vorgegebene (Design-)Matrix X =
(z1,...,7,)" € R™? mit Zeilen 2t = (1, 2), i € [1,n], dann lésst sich die einfache lineare
Regression kompakt in der Form Y = X/ + ¢ schreiben. Fiir ¢ € % und somit Y € %
bezeichnen wir weiterhin mit ¥ = Cov(e) = %(Y) € R™" die Kovarianzmatrix von ¢ und
Y, d.h. fiir den Eintrag 3;; in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von ¥ := (X;)); e, gilt
3 = Cov(Y;,Y;) = Cov(e;,ej) = E(ge;). Bezeichnet (v, w) = w'v fir v,w € R? das
euklidische Skalarprodukt, dann gilt Cov((e, v), (¢, w)) = (Xv,w). O
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§04.03 Erinnerung. Wir schreiben > > 0 oder X € R(;L’"), falls ¥ € R eine symmetrische, strikt
positiv-definite Matrix ist. Insbesondere, ist dann X diagonalisierbar mit X = UAU" fiir eine
Diagonalmatrix A = diag(\) mit Diagonaleintrigen A = (\;)ic1,,] aus ]RTO := (0, 00) und eine
unitéire Matrix U. Fiir s € R setzen wir ©* = UA*U" wobei A* = diag(\®*) mit \* = (A]);eq1.]-
Wie erwartet, gilt (X 7/2)2 = ¥~ und somit || X71/20[|? = (X710, v). O

§04.04 Schreibweise. Wir haben im Beispiel §04.2 angenommen, dass die unbekannte gemeinsa-
me Verteilung P des Zufallsvektors Y € /", kurz ¥ ~ PP, ein endliches zweites Moment
besitzt, also P € Wy(£") gilt (vgl. Schreibweise §01.26). Wir schreiben in dieser Situati-
on abkiirzend Y & W,(#"). Weiterhin erfiillt Y gerade Ep(Y) € Bild(X) = XR”, also
Ep(Y) = X0 fir ein 5 € RP, sowie Covp(Y) € R"™. Wir fassen unter £(X3,3) alle
P € Wy(#") mit Ep(Y) = X und Covp(Y) = ¥ zusammen und die abkiirzende Schreib-
weise V' () L(X[3,Y) ist so zu verstehen, dass es ein P € L£(X3,X) mit Y ~ P gibt. Set-
zen wir weiterhin £(XRP x R .= (L(XxB, E))(ﬂyz)eRpngn,n),

VO LR < R dasses € RPund ¥ € R mit Y © L£(XB,5) gibt. O

so meint die Schreibweise

§04.05 Definition. Ein lineares Modell beschreibt adiquat den Zusammenhang zwischen einem zu
erklarenden Zufallsvektors (ZielgroBe) Y € &/" in % und einer erkldrenden, vorgegebenen
Matrix X € R™P)_der Designmatrix oder Matrix der Effekte, falls ein Parametervektor 3 € RP
existiert, so dass E(Y) = X3 gilt. Die Kovarianzmatrix ¥ = Cov(¢) € R™™ des zentrier-
ten zufilligen Vektors € := Y — X3, den Fehler- oder Storgrdfien, sowie der Vektor 5 € RP
sind unbekannte Parameter in einem linearem Modell. Beobachtet wird eine Realisierung von
Y und die Designmatrix X und wir schreiben abkiirzend ¥ 5 £(XR? x R"")). In einem ge-
wéhnlichen linearen Modell gilt weiterhin ¥ = ¢2E,, fiir ein Fehlerniveau o € RTO, wobei

E, € R™™ die Einheitsmatrix bezeichnet. Wir schreiben abkiirzend ¥ ) £(XR” x RYp) =

(L(XB,0°Ey)) O

(B,0)ERP xR, "

§04.06 Beispiele.

(a) Ein Zufallsvektor Y € &/™ folgt einem Lokations-Skalen-Modell, falls E(Y) = pl,, mit

L, := (1,...,1)" € R" und Cov(Y) = o%E, gilt. Die unbekannten Parameter sind

@ € Rund o € RTO. Wir schreiben Y © L£(1,R x RTO) = (E(/ﬂ"’UzE"))(u,a)eRxR\*O'
Sind die Koordinaten von Y zusitzlich unabhingige und identisch P-verteilte (u.i.v.) reel-
le Zufallsvariablen, so ist die Verteilung von Y durch das Produkt P" := ®i6[[1,n]] P der
identischen eindimensionalen Randverteilungen gegeben und wir schreiben £"(u,0?) :=
{P" € L(ul,,0E,)} sowie Y @ LR x RY) := (L"(u, 02))@70)@%%. Wird die Va-
rianz 02 € RTO der Beobachtungen als bekannt vorausgesetzt, so erfiillt der zufillige
Vektor Y ein Lokations-Modell und wir schreiben abkiirzend Y ® L(1,R x {02}) oder
Y ® LR x {o2}). Wird dagegen der Erwartungswert ;, € R als bekannt vorausge-
setzt, so folgt der Zufallsvektor Y einem Skalen-Modell und wir schreiben abkiirzend
Y ® L{poln} x RTO) oder Y @ L™({po} x RTO). Setzen wir 8 = g und X = 1,, so sind
die drei Modelle offensichtlich (gewohnliche) lineare Modelle.

(b) Varianzanalyse mit einem Faktor. Es werden p Proben an ¢ Labore geschickt, wir erhalten
zu jeder Probe einen Messwert, den wir als Realisierung von Zufallsvariablen

Y}'kzﬂj—i_‘gjku .]E [[17p]]7 kE[[l,Q]],
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auffassen. Ein Anordnen der Zufallsvariablen als n = pq dimensionalen Vektor, ¥ =
(Yi,....Y)" € " mitY; = Yjund ¢ = (eq,...,6,)" € /™ mit g; = ¢ fiir
i = k + (j — 1)q erlaubt es uns, kompakt Y = X + ¢ zu schreiben, wobei [ :=
(1, -+, p1p)t € RPund X = E, ® 1, € R™P). Hier bezeichnet ® das Kronecker-Produkt,
dh. A ® B := (a;;B) fur zwei Matrizen A = (a;;) und B. Insbesondere, folgt also der
zufillige Vektor Y einem linearen Modell.

(c) Der Zusammenhang zwischen vorgegebenen Designpunkten 24, . . ., 2, € R und einem Zu-
fallsvektor Y € /™ wird durch eine polynomiale Regression beschrieben, falls Parameter
aop, . . .,ap—1 € R existieren, so dass

E(E) = Ao, +alzi + GQZZ‘Q + e + ap—lzlp_la Z S [[1777/]]7

gilt. Bezeichnen wir mit 8 = (ay, ..., a,-1)" den Vektor der unbekannten Parameter und
mit
2 p—1
1 2z 2 - 2 X
2 p—
X — 1 29 25 -+ 2y
2 ... p-l
1 2z, =z 2P

die Designmatrix vom Vandermonde-Typ, so gilt E(Y') = X und es liegt somit ein linea-
res Modell vor. Fiir p > 2 ist der Zusammenhang zwischen den Designpunkten {z;} und
den Beobachtungen {Y;} insbesondere nichtlinear. Auf Grund der linearen Abhingigkeit
vom Parametervektor 5 wird das Modell linear genannt. Eine natiirliche Verallgemeine-
rung der Modellierung eines nichtlinearer Zusammenhang zwischen den Designpunkten
{z;} und den Beobachtungen {Y;} ist

E(K) = 51%(21) + -+ ﬁpwp<zi)> 1€ [[17 n]]a

mit unbekanntem Parametervektor 3 = (fi,...,[3,)" und vorgegebene Basisfunktionen
{%;}, zum Beispiel Splinefunktionen. Setzen wir X := (@bk(zj))jk so gilt erneut E(Y) =
X /3 und das zugrunde liegende Modell ist linear. O

§04.07 Erinnerung. Ausgehend von L(XR? x R(;l’")) = (ﬁ(X B, 2)) ) bezeichnen wir

(8.%)
eine Abbildung v : R? x R(f’") — I' als abgeleiteten oder interessierenden Parameter und
fiir jedes (3,%) € R? x R™™ wird (8, $) abgeleiteter oder interessierender Parameterwert
genannt. Hiufig benutzen wir das Symbol v sowohl fiir den abgeleiteten Parameter, also die
Abbildung, als auch fiir die Elemente von I', also die Parameterwerte. O

§04.08 Definition. In einem linearen Modell Y © L(XRP x R(f ’”)) hei3t der Parameter 5 € RP oder
(nn)

allgemeiner ein abgeleiteter Parameter v : R? x Ry" — I' identifizierbar, falls fiir beliebige
(B1,51), (B2, D2) € RP x RU™ aus y(By, 1) # (B, To) folgt L(XB1,51) # L(Xf, Ta). ©

§04.09 Lemma. Sei Y ® L(XRP x R(:’")) und C € RP) eine vorgegebene Matrix. Der abgeleite-
te lineare Parameter v : R? x R — RY mir (8,%) — v(8,%) := Cp ist genau dann
identifizierbar, wenn eine Matrix A € R@™) mit C = AX existiert.

§04.10 Beweis von Lemma §04.09. In der Vorlesung. O
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§04.11 Korollar. In einem linearen Modell Y & L(XRP x ]R(f’n)) ist der Parameter 3 € RP genau
dann identifizierbar, wenn die Designmatrix X € R(™?) den Rang rg[X| = p besitzt.

§04.12 Beweis von Korollar §04.11. In der Vorlesung. O

§04.13 Bemerkung. Sei Y @ L(X8,Y). Besitzt die Designmatrix X den Rang rg[X]| = r < p, so
lisst sich durch eine geeignete Transformation v = C3 und X = XU fiir C € R"™? und U €
RP*" erreichen, dass v € R” in dem reparametrisierten linearen Modell Y @ L(XR" x RZ™) =
(L(X7, %)) (.3)crr (o) identifizierbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn XU C = X und

rg[XU] = r gilt. O

§04.14 Beispiele.
(a) (Einfache lineare Regression Beispiel §04.2 fortgesetzt.) Die Parameter a und b sind iden-
tifizierbar, falls mindestens zwei Effekte des Versuchsplans {z;} verschieden sind.

(b) (Polynomiale Regression Beispiele $04.06 (c) fortgesetzt.) Die Determinante einer Matrix
vom Vandermonde-Typ ist im Fall p = n gegeben durch HW k> j>1(2k — 2;). Damit ist eine
hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Identifizierbarkeit des Parameters 3, dass
mindestens p verschiedene Effekte existieren. O

§04.15 Bemerkung. Es gibt wichtige Verallgemeinerungen linearer Modelle (GLM fiir Generalized
Linear Model). Der Zusammenhang zwischen einem zufilligem Vektor Y € /™ und einer
Designmatrix X = (x1,...,2,)" € R"™P) ist durch ein verallgemeinertes lineares Modell mit
vorgegebener Linkfunktion ¢ beschrieben, falls ein Parametervektor 8 € RP? existiert, so dass
E(Y;) = ¢(zp), i € [1,n], gilt. Nehmen wir an, dass die Zufallsvariable Y; das Auftreten eines
positiven oder negativen Effektes nach Verabreichung eines Medikamentes wiedergibt. In die-
sem Fall ist Y; ~ B, eine Bernoulli-Zufallsvariable und die Erfolgswahrscheinlichkeit 7; der
unbekanntem Parameter. Eine logistische Regression liegt nun vor, falls ein Parametervektor
3 € RP existiert, so dass log(7; /(1 — m;)) = x!3 oder dquivalent 7; = {1 + exp(—=z!3)} ! fiir
i € [1,n] gilt. Die Linkfunktion ¢(x) = {1 4+ exp(—z)}~!, z € R, entspricht gerade der logi-
stischen Verteilungsfunktion, so dass wir auch von einem Logitmodell sprechen. Ein weiteres
Beispiel, ist das Probitmodell, in dem ¢ der Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung
entspricht. O

§05 Methode der kleinsten Quadrate

Zur Erinnerung, im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers (MSE fiir mean squared error) ist
die beste konstante Approximation einer reellen Zufallsvariablen Z in .%; ihr Erwartungswert
p=E(Z),dh. E(Z — u)? = mingeg E(Z — a)?. Das folgende Lemma verallgemeinert diesen
Sachverhalt und motiviert zudem die Methode der kleinsten Quadrate.

§05.01 Lemma. FiirY © L(X3,X) gilt

B € arg minE|| X" Y2(Y — Xb)|?
beRP

= E|ZVAHY - XB)|? = in%nIEHZ’l/Q(Y — Xb)|% (05.1)
c€RP

§05.02 Beweis von Lemma §05.01. In der Vorlesung. O
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§05.03 Erinnerung. In einem linearen Modell Y © L(XRP x ]R(>” ’”)) heiit jede Zufallsvariable B :
(R, ™) — (RP, BP) Schiitzfunktion, kurz Schéitzer, fiir den Parameter 5 € RP. Fiir eine
Stichprobe y € R"™ wird 5(y) Schéitzwert genannt. O

§05.04 Definition. In einem linearen Modell Y & L(XRP x {X}) heilt jede (messbare) Wahl von B,
so dass

3 € arg min|| S~ V2(Y — Xb)| (05.2)

beRp
verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schdtzer (VKQS oder GLSE fiir generalized least squares
estimator) des unbekannten Parametervektors B. Im gewohnlichen Fall (X = 02E,,) bezeich-
nen wir [ als gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schdtzer (gKQS oder OLSE fiir ordinary least
squares estimator). O

§05.5 Geometrische Interpretation. Betrachten wir eine Realisierung y der Beobachtung Y als
einen Punkt im n-dimensionalen Raum R™ und variieren wir den Parameter 3, so beschreibt
X den k-dimensionalen Unterraum Bild(X) = XRP, d.h. eine k-dimensionale Hyperebene
durch den Ursprung im R"”. Der gewohnliche Kleinste-Quadrate-Schitzwert B(y) gibt uns nun
den Punkt X B (y) auf der Hyperebene, der der Beobachtung y am nichsten liegt. Da die eu-
klidische Norm durch ein Skalarprodukt (-, -) induziert ist, bedeutet die Wahl der euklidischen
Norm als Abstand im R"™, geometrisch, dass wir y orthogonal bzgl. des Skalarproduktes (-, -)
auf diese Hyperebene projizieren.

i1d(X) Xp
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§05.06 Bemerkung. Formal istderin (05.2) angegebene verallgemeinerte Kleinste-Quadrate-Schitzer
nur in dem linearen Modell Y & L£(XR? x {X}) mit bekannter Kovarianzmatrix 3 € ]R(f ™) ein
Schitzer, da seine Definition die Kenntnis von Y voraussetzt. Wir werden sehen (vgl. Lemma
§05.07), dass ein gewohnlicher Kleinste-Quadrate-Schiitzer nicht von o2 abhiingt und somit
ein Schitzer im gewohnlichen linearen Modell Y ) L(XRP x ]R<r0) ist. Im allgemeinen Fall
Y © L(XRP x IR{(;’")) wird zum Beispiel ein zwei-stufiges Verfahren betrachtet, in dem zu-
erst X geschitzt wird, und dann im zweiten Schritt ein verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-
Schitzer beziiglich der geschitzten Kovarianzmatrix bestimmt wird. O

$05.07 Lemma. Setze X := Y ~1/2X sowie Y := Y~V/2Y. Bezeichne mit I ¢, die orthogonale Pro-
Jjektion von R™ auf Bild(X ) XRP. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent: (i) 5 ist
VKOS, d.h. B erfiillt (05.2), (i) X[ = HXR,,Y (iii) X'X 3 = X'Y (,,Normalengleichungen®).
Insbesondere existiert der vKQS.

§05.08 Beweis von Lemma §05.07. In der Vorlesung. O

§05.09 Korollar. Sei X eine Designmatrix mit 1g[X] = p, dann gilt U gy, = X(X'X)'X" und
B = (X'X)'X'Y = (X'SLX)'X'SYY ist der eindeutige vKQS. Weiterhin ist im ge-

wohnlichen linearen Modell der gKQS B = (X!'X)7'X'Y eindeutig und unabhiingig von der

Kenntnis von o2.

§05.10 Beweis von Korollar §05.09. Die Aussage folgt direkt aus Lemma §05.07. O

§05.11 Bemerkung. Die Matrix X+ := (X'X)™' X" heiBt auch Moore-Penrose-Inverse von X und
fiir die vKQS gilt ﬂ XtY. O

§05.12 Einfache lineare Regression (Beispiel §04.2 fortgesetzt). Wir wahlen eine alternative Para-
metrisierung 3, := a + bz sowie Sy :=bmitzZ =n""1)_" | 2. Dann gilt

Yi=p1+ Ba(zi —Z) +ei, i€ [l,n].
Setze weiterhin z; := (1,2 — 2)’, i € [I,n] und X = (z1,...,2,)", so dass E(Y) = X3 mit

B = (B4, B32)'. Wir bestimmen im Folgenden einen gKQS von f3, dazu setze Yi=n1Y"Y,
Sy =Y (z—=2)Yi=>" (z—2)(Yi—=Y)und S,. := > (2 — Z)? dann gilt

N~y (XY (Y

T ch ~(zntion 0673 -6 8.):

Somit hat X*X den vollen Rang falls mindestens zwei {z;} verschieden sind. In dieser Si-
tuation ist nach Korollar §05.09 der gKQS eindeutig gegeben durch 3 = (X'X)7!X'Y =
(Y, SZ'S.y)! und somit sind @ = Y — bz und b = S!S,y die gKQS von a und b. O

§05.13 Varianzanalyse mit einem Faktor (Beispiele §04.06 (b) fortgesetzt). Wir bestimmen im Fol-
genden die gKQS der unbekannten Parameter p, . .., u,. Bezeichnet ?]. = ¢ Y1 Vi,
j € [1,p], dann gilt X'Y = (qY1.,...,qY ) und X'X = ¢E,. Offens1cht11ch hat X*X den
vollen Rang, so dass # = (X'X)"'X'Y = (Y., ... ,Y e )t nach Korollar §05.09 der eindeuti-
ge gKQS von 8 = (1, ..., pp)" ist. m
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§05.14 Erinnerung.. In einem linearen Modell Y & L(XR? x ]R(f’")) = ( (Xp, Z)) (5. E)eRPxR(" )

sei B := B(Y) ein Schitzer fiir den Parameter 3. Ist € L (Pgyy), also E L(83) (18]) < oo, fiir
jedes Pgx) € L(XB,%) und alle (3,%) € RP x R(" " 50 w1rd me(u (8) Eg,s(/ B — B)

Verzerrung oder Bias von B genannt. Der Schétzer ﬁ heillt erwartungstreu oder unverfilscht
fiir den Parameter (3, wenn BlaS(az)(ﬁ) = 0 fiir jedes P(sx) € £(X3,%) und alle (3,%) €

RP x R"™™ gilt. o

§05.15 Satz von GauB-Markov. Besitzt die Designmatrix X den Rang rg|X| = p, so gelten im ge-
wohnlichen linearen Modell Y O L(XRP x R+ o) die folgenden Aussagen.:

(i) Der gKQS 3 = (XtX) "I XY ist ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 3.

(i1) (Satz von Gauf3-Markov) Unter allen Schéitzern des abgeleiteten linearen Parameters v =
(B,v) fiir ein v € RP, die (afin-)linear (in den Daten Y') und erwartungstreu sind, be-
sitzt der lineare und erwartungstreue Schéitzer ¥ = ([3,v) eine minimale Varianz, nimlich

Var(3) = o2 X (X'X) L]

(iii) Bezeichnet R :=Y — X [3 den Residuenvektor, so ist die geeignet normalisierte Stichpro-
benvarianz 52 := ——||R||> = —L-||Y — X 3|2 ein erwartungstreuer Schéitzer fiir o>
n—p n—p

§05.16 Beweis von Satz §05.15. In der Vorlesung. O

§05.17 Bemerkung.

(a) Der Schitzer 7 im Satz von GauB-Markov wird bester linearer erwartungstreuer Schitzer
(BLUE fiir best linear unbiased estimator) genannt. Verzichtet man auf die Linearitét oder
Erwartungstreue des Schitzers, so gibt es im Allgemeinen bessere Schitzer im Sinne des
mittleren quadratischem Fehlers, zumindest fiir ausgewihlte unbekannte Parameter /5 bzw.
~. Ein einfacher linearer aber nicht erwartungstreuer Schitzer ist v = 0. Offensichtlich
gilt fiir seinen MSE E(5 — )2 = ~?, so dass fiir alle unbekannten Parameter in einer
hinreichend kleine Umgebung um die Null, der MSE von 7 strikt kleiner als der MSE des
BLUE 7 ist.

(b) Aus Satz §05.15 (i1) folgt direkt, dass der gKQS B\ (X!X)~1 XY unter allen Schitzern
fiir 3, die (afin-)linear (in den Daten Y") und erwartungstreu sind, einen minimalen mittleren
quadratischen Fehler besitzt, nimlich E||5 — 8] = o Spur ((X*X)~").

(c) Haufig sind wir nicht am MSE fiir eine Parameterschétzung im zu Grunde liegenden Mo-
dell interessiert, sondern an dem Vorhersagefehler ||.X B-—X S)|?. In der Situation einer
gewdhnlichen linearen Regression entspricht dies der quadrierten Differenz der vorherge-
sagten und wahren Werte an den Designpunkten. Die Koordinaten des Vektors Y =X 6
werden angepasste Werte (fitted values) genannt. Fiir den mittleren Vorhersagefehler (MPE
fiir mean prediction error) lisst sich nun leicht nachpriifen, dass

E||XB - X8| = E|[TxgsY — M X B2 = E|lygee]? = o?

Insbesondere wiichst der Vorhersagefehler linear in der Dimension p des Parameterraumes.

(d) Eine entsprechende Aussage des Satzes von Gaul-Markov gilt auch fiir den vKQS im
linearen Modell Y © L(XRP x {X}) (nachrechnen!). m
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§06 Das normale lineare Modell

§06.01 Definition. Ein normales lineares Modell bezeichnet ein lineares Modell in dem der zu er-
kldarende zufillige Vektor eine multivariate Normalverteilung besitzt, so dass wir abkiirzend
schreiben Y ) waxmg’“”f‘:: (N(Xﬁvz))(ﬂ,E)eRPxIR(:’”)' In einem gewohnlichen normalen li-

nearen Modell Y ) N, . gilt weiterhin 3 = o’E, fiir ein Fehlerniveau ¢ € R;. Im

gewdohnlichen Fall sind die Koordinaten des zentrierten Fehlervektors ¢ := Y — X3 unabhiin-
gig und identisch N ,2)-verteilt, d.h. & ~ N?O,UQ). O

§06.02 Satz. Besitzt die Designmatrix X den Rang rg[X] = p, so gelten im gewdohnlichen normalen
linearen Modell Y > N XRPXEY, die folgenden Aussagen:
(1) Der gKQS ist normalverteilt:

-~

B~ Ngo2(xex)-1)-

.. . . . ~2 1 . 212 . . . . 2
(ii) Die Stichprobenvarianz o* = nTpHY X B||* ist nach geeigneter Normalisierung x

verteilt mit n — p Freiheitsgraden:
(n—p)&*/o® ~ x5,
(ii1)) Der gKQS B\ und die Stichprobenvarianz 6° sind unabhdingig.

(iv) Der zentrierte und geeignet normalisierte gKQS [ hat eine ty-Verteilung mit n — p Frei-
heitsgraden: mit o := \/ o2 fiir v € RP

<B_6av> ~t
A X) Ty

-~

(v) Der Vorhersagefehler | X (3 — (3)||? ist nach geeigneter Normalisierung F,, y-verteilt mit p
und n — p Freiheitsgraden:

IXG-BIF
=2 pn—p-
po
$06.03 Beweis von Satz §06.02. Ubung. O
§06.04 Erinnerung. Im Folgenden beschreibe Y © N XRPxRY, = (N XB,UQEn))(g o)err gt addquat
) \0

den linearen Zusammenhang. Sei v : R? x R\ﬁ) — I ein identifizierbarer interessierender Pa-
rameter sowie {70, 7'} eine Partition der Menge T, also J#° |+) #1 = T'. Wir sagen, die
Nullhypothese Hy : " ist erfiillt, wenn fiir ein (3,0) € v 1(#°) C R x R also
v(B,0) € A", gilt Y ~ N(xg425,), andernfalls ist die Alternativhypothese Hy : 7" erfiillt.
Die Entscheidung, ob die Nullhypothese H, : s#° oder die Alternativhypothese H; : J#*
vorliegt, wird (statistisches) Testproblem genannt. Eine (messbare) Entscheidungsfunktion ¢ :
R™ — {0,1}, also Entscheidungen sind nur anhand einer Stichprobe y € R" erlaubt, heifit
(statistischer) Hypothesentest, kurz Test. Wir vereinbaren, dass ¢ '({1}) € %" das Ereignis
aller Stichproben ist, die zu einer Entscheidung gegen die Nullhypothese H), also fiir die Al-
ternativhypothese H, fiihren, sowie dass o~ 1({0}) € 4" das Ereignis aller Stichproben ist, die
zu einer Entscheidung fiir die Nullhypothese H,, fithren, Im Fall " = (a,b) C R mit
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(a) A = (a,7) und A = (7,,b) (bzw. H) = [7,,b) und S} = (a,,)) fiireiny, € T
wird das Testproblem einseitig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhy-
pothese /7 : v < ~, gegen Alternativhypothese /7, : v > ~, (bzw. Hy : v > 7, gegen
Hy =y <)

(b) A = {7} und H} = (a,7,) U (7, b) fiir ein 7, € I' wird das Testproblem zweisei-
tig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese /7, : v = -, gegen
Alternativhypothese H; : v # 7,.

Wir folgen der Konvention, dass A = {¢ = 1} = ¢ !({1}) der Ablehnbereich eines Tests ¢

ist, also ¢ = 1 4 ist und die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn o den Wert eins annimmt.

Die Messbarkeit eines Tests garantiert dabei die Messbarkeit des assoziierten Ablehnbereiches.

Weiterhin bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit N7y, . ({1}) = Nixgo2m,) (¢ = 1) = Nixgoom,) (A)
die Nullhypothese abzulehnen, sich also fiir die Alternativhypothese zu entscheiden, ob-
wohl (3, 0) € v~1(#°) vorliegt, also die Nullhypothese adiquat ist;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit NC(PXB.,U2E,,,)<{O}) = Nixg o2, (¢ = 0) = N(x5,028,)(A°)
die Nullhypothese nicht abzulehnen, sich also fiir Nullhypothese zu entscheiden, obwohl

(8,0) € v~ 1) vorliegt, also die Alternativhypothese adiquat ist. O
Ein Test  hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein, wenn fiir jedes (3,0) € 7~ 1(#") der
Fehler 1. Art N(x 3 ,2,)(¢ = 1) < « erfiillt. In diesem Fall wird ¢ kurz a-Test genannt. O

§06.05 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes $§06.02 kann fiir ein r € R (a)
die Hypothese Hy : (3,v) < r gegen die Alternative Hy : ($,v) > r; (b) Hy : (B,v) > r
gegen Hy : (B,v) < r sowie (c) Hy : (B,v) = r gegen Ha : (B,v) # r mit Hilfe der
Teststatistik T = =T Xff(’;’il‘v’:ml 7 und den Entscheidungsregeln

(1) lehne die Hypothese H ab, falls T' > t,_, 1_qo;
(i1) lehne die Hypothese Hy ab, falls T' < —t,,_p1_a;
(iii) lehne die Hypothese Hy ab, falls |T| = t,_p1-a/2;

unter Einhaltung des vorgegebenen Niveau o € (0, 1) getestet werden.

§06.06 Beweis von Korollar §06.05. Die Aussage folgt direkt aus Satz §06.02. O

$06.07 Beispiel (§04.06 (a) fortgesetzt). In einem normalen Lokations-Skalen-Modell Y Ng, g+ kann
\0
(a) die Hypothese H : |1 < u, gegen die Alternative H 4 @ p1 > p,; (b) Ha @ p > p, gegen

Hy o p < posowie () Ha :p= ji, gegen Hy @ pi # p1, mit Hilfe der Entscheidungsregeln des
(Student-)t-7ests fiir den Erwartungswert

(a) lehne die Hypothese Hy ab, falls Y — ji, = t,,_11_on~ /%0,

(b) lehne die Hypothese Hj ab, falls Y — 11, < tn71,1fan_1/23;

(c) lehne die Hypothese Hy ab, falls [Y — 10| = t,_11_a/n~ /%0,

unter Einhaltung des vorgegebenen Niveau « € (0, 1) getestet werden. O

$06.08 Erinnerung (Erinnerung §06.04 fortgesetzt). Eine Abbildung B : R™ — 2L heit Bereichsschiitz-
funktion (BSF) fir I', wenn {7 € B} := {y € R" | v € B(y)} € A" fiir alle Parameterwerte
v € T gilt. Fir alle v € T'und (3,0) € R? x R, wird N(xg,25,)(y € B) Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit von v genannt. Fiir jedes v € T sei {R, F,} eine Partition der Menge der
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interessierenden Parameterwerte I', also R, | F, = I'. Fur alle (3,0) € RP x ]RTO fassen wir
R (s,0) und F, (s ,) als Menge der , richtigen” bzw. der ,,falschen* abgeleiteten Parameterwerte
auf. Im Fall I' = R sind insbesondere von Interesse
(@) Ry={y}und F, = {y}° = (—00,7) U (y,00) =R\ {7} = R;
(b) Ry = (=00,7] und F; = (—00,7]" = (7,0);
() Ry =[vy,00) und F, = [y,00)¢ = (—00,7).
Fiir ein a € (0, 1) heiBt eine Bereichsschitzfunktion B Konfidenzbereich zum Niveau 1 — «
fiir ({R+. F,})yer, wenn N(xgo25,)(7 € B) = 1 — afiralle 7 € R, und fiir alle
(8,0) € R? x R, gilt. In diesem Fall wird B kurz (1-a)-Konfidenzbereich (fiir ({R, F})yer)
genannt.
(a) Ist ({R,,F,})~er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Parameter-
werte T, so definiert /77" := {7 € I' | v € Rs}und 7' = {7 € ' | v € F5} fir
v € I eine assoziierte Familie ({7, 7'} ),cr von Partitionen der Parametermenge T,

dabei fassen wir 35”70 als Nullhypothese und %Yl als Alternativhypothese eines Testpro-
blems auffassen. Fiir v € I' = R sind insbesondere assoziiert:

* R, = {7} sowie ) = {7}
o R, = (—00,7] sowie J° = (T €T |y € Ry} = {FTET | 7 <7} = [, 50);
* R, = [y,00) sowie H’ = (—00,7].

(b) Da definitionsgemdB A, := {y & B} € .Z fiir jeden Parameterwert v € I' gilt, definiert
eine Bereichsschitzfunktion B eine assoziierte Familie von Tests (¢, = 14 ) er mit Ab-
lehnbereich {p, = 1} = A..

(¢) Fiir eine Familie (¢, = 14, ),ecr von Tests mit Ablehnbereich A, = {¢, = 1} € .F defi-
niert B : R™ — 28 mit B(y) := {y € T' | y € A, } eine assoziierte Bereichsschiitzfunktion,
dainder Tat {y€ B} = {ycR"[ye B(y)} = {yeR"|yZ A} = A € F fur
jeden abgeleiteten Parameterwert v € I gilt.

Dann gilt fiir eine Familie (¢, ),ecr von Tests, dass ¢., genau dann ein o-Test der Nullhypothese

Hy : j‘éo gegen die Alternativhypothese H; : %ﬁl fiir jedes v € I' ist, wenn die assoziierte

Bereichsschitzfunktion B fiir ({ R, F, }),er ein (1-a)-Konfidenzbereich ist. O

§06.09 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes $06.02 gelten folgende Konfi-

denzaussagen fiir gegebenes o € (0,1):

(i) Konfidenzbereich fiir [3: Bezeichnet ¥, ,,_,1_o das (1 — «)-Quantil einer F,, j-Verteilung
mit p und n — p Freiheitsgraden, so ist

Co={B R |X(B - B)I” <p7*Fpn-pi-a}

ein Konfidenzellipsoid zum Niveau 1 — « fiir die Menge der richtigen Parameter R = {(}
sowie der falschen Parameter F3 = R:’\’ 5

(ii) Konfidenzbereich fiir (3,v): Bezeichnet to = tn_pi-a/2 = —tn_pase das (1 — a/2)-
Quantil einer ty-Verteilung mit n — p Freiheitsgraden, so ist

[(B,v) £ ta & [((X'X) 0, 0) /2]

ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir die Menge der richtigen Parameter Rz =
{(B,v) } sowie der falschen Parameter Fg = R\ g,y mit 3 € RP.
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§06.10 Beweis von Korollar §06.09. Die Aussage folgt direkt aus Satz §06.02. O

§06.11 Beispiel (§06.07 fortgesetzt). In einem normalen Lokations-Skalen-Modell Y © NG, g+ 18t
\0

[7 T t1,1-a/2 n1/? 3]

mit 52 = -1 ||V — Y1, ||* ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir die Menge der richtigen
Parameter R, = {u} sowie der falschen Parameter F,, = R\, mit ;1 € R. Dies folgt direkt aus
Korollar §06.09 (i1)) mitp =1, v = 1 und v = p. O

§07 Asymptotische Theorie und Residuenanalyse

Wir untersuchen nun die Verteilung des Kleinste-Quadrate-Schitzers im Grenzfall, in dem die
Anzahl der Beobachtungen gegen unendlich geht. Dazu sei (Y},),en eine Folge von zufilligen
ZielgroBen und (z,),en eine Folge von erklidrenden Effekten. Wir nehmen an, dass fiir alle
n > ngy der Zusammenhang zwischen dem zufilligen Vektor Y{,,y := (Y; - --Y},)" und der Desi-
gnmatrix X,y = (2 - - z,,)" addquat durch ein gewohnliches lineares Modell beschrieben ist.
Insbesondere fordern wir, dass (3,0?) € RP x ]RQLO existieren, so dass Y(,) @ L(X(,5, o’E,)
fir alle n € N addquat ist. In dieser Situation gilt fiir £,y := Y{,) — X(n) © L(01,,0%E,) fiir
allen € N.

§07.01 Erinnerung. Sei vy : R” x R% — [ C RY fiir jedes n € N ein identifizierbarer Parameter und

fiir jedes n € N sei 7, : R — 1" ein Schitzer fiir 7, also 7,, € (#")?. Die Folge von Schitzern

(V) nen heiBt (schwach) konsistent, wenn ||7,, —v(8, o) || Loy 0 fiir jedes P, € L(X(n)B,0°Ep),

(B,0) € RP x R\ﬁ), n € N, gilt. Zum Beispiel meint ,,7,, ist konsistent stets, dass die Folge

von Schitzern (7, ),en konsistent ist. O
§07.02 Satz. Fiir ein (§,0) € RP x RTO sei Yin) © L(X(n)B,0°Ey) mit vg[X ] = p fiir alle n > nq.

Setze £(py = (€1 €)' = Yiu) — X(n) B © L(01,,0°E,). Gelten die folgenden drei Bedingun-

gen:

(1) (£1)ien @ LN(0,0?) sind unabhiingige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen.

(1) Fiir den kleinsten Eigenwert A,y der Matrix X fn)X (n) &ilt limy, o0 Ay = 00.

(iii) Fiir die Diagonalelemente der Projektionsmatrix 11,y 1= Xn)(X fn)X (n))_lX (tn) gilt

.....

Dann ist der Kleinste-Quadrate-Schdtzer B}n) = (X fn)X (n))*lX (tn)Y(n) konsistent fiir 3 und

1 ~ D
;(an)X(n))m(ﬂ(n) —B) = Ng,)
(konvergiert in Verteilung gegen eine p-dimensionale Standardnormalverteilung) und weiterhin
gilt fiirv € R?
(Bny — B,v)

(Xt X )10, 0) 2

D
— N(O,l)-

Gilt zusdtzlich E(e}) < 00, s0 ist 5% = 2 |[Yin) — X () Bim |12 ein konsistenter Schiitzer fiir o>
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§07.03 Beweis von Satz §07.02. In der Vorlesung. O

§07.04 Bemerkung. Die Bedingung §07.02 (i1) besagt, dass man mit wachsendem n immer mehr In-
formation bekommt. Weiterhin dominiert kein Vektor von Effekten x; die anderen unter der
Bedingung §07.02 (iii). O

§07.05 Erinnerung. Seien ({R., F,})-er eine Familie von Partitionen der Menge der interessieren-
den Parameterwerte und B" eine Bereichsschitzfunktion auf (R™, ") fiir jedes n € N. Die
Folge von Bereichsfunktionen (B"),ey hilt fir ({R.,, F,})er das Niveau 1-o asymptotisch
ein, wenn lim inf,,_, o P(,) (? € B”) > 1 — afiir alle P,y € E(X(n)ﬂ,azEn), 7 € Rys,0) und
(8,0) € R? x R, gil. 0

§07.06 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes $§07.02 gilt folgende asympto-
tische Konfidenzaussage fiir gegebenes o € (0, 1). Bezeichnet 2o/ das (1 — «/2)-Quantil
einer N 1)-Verteilung, so ist

[(Bimy> ) % 21028 [ (X Xiny) "0, 0) V7]
ein Konfidenzintervall zum asymptotischen Niveau 1 — « fiir (3, v).
§07.07 Beweis von Korollar §07.06. Die Aussage folgt direkt aus Satz §07.02. O

§07.08 Beispiel (Beispiele §04.06 (a) fortgesetzt). Sei (V;)ien @ LY(R x R* o) durch ein Lokations-Skalen-
Modell mit u.i.v. Koordinaten addquat beschrieben, dann ist

Yy £ 21aon 2 [52)]

mit Y,y = 13" YiundG a(n = 15 (Y; — Y (»))? ein Konfidenzintervall zum asymptoti-
schen N1veau 1 — o fiir den unbekannten Parameter p. Dies folgt direkt aus Korollar §07.06 mit
v=1. O

§07.09 Erinnerung. Sei {#°, 7'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
und " @ R" — {0,1} fiir jedes n € N ein Test mit Giitefunktion S, (P(,)) := Ep, (¢").
Fiir das Testproblem der Nullhypothese H, : #° gegen die Alternativhypothese H; : 7!
hilt die Folge von Tests (¢"),en asymptotisch das Signifikanz-Niveau o € (0,1) ein, wenn
lim sup,,_, o Byn (Pgy) < o fiir alle P,y € L(X(,)8,0%E,) und (8,0) € v~ (A7) gilt.
(a) Fir~ € I' sei R, und F, eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-
werte, dann bezeichnen /7)) = {7 € I' [ v € Ry} und 27! = {7 € I | y € F5} die
assozierte Null- bzw. Alternativhypothese der interessierende Parameter.

(b) Fir n € N sei B" eine Bereichsschitzfunktion, dann bezeichnet (7)), cr die assoziierte
Familie von Tests mit Ablehnbereich { o = 1} = {y ¢ B"}.

(c) Firn € N sei (¢7),er einer Familie von Tests, dann bezeichnet B" die assoziierte Be-
reichsschdtzfunktion mit B"(x) := {y € I | ©h(z) = =0}.

Dann gilt fiir eine Familie ((cpv)neN)ﬁ,ep von Testfolgen, dass " ein ein asymptotischer a-Test
der Nullhypothese H : %@0 gegen die Alternativhypothese H; : %”71 fiir jedes v € I ist,
genau dann wenn die assozierte Folge von Bereichsfunktionen (B"),,en fiir ({R, 5 })yer) ein

asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich ist. O
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§07.10 Korollar. Unter den Annahmen und den Notationen des Satzes §07.02 kann fiir ein r € R (a)
die Hypothese Hy : (3,v) < r gegen die Alternative Hy : (B,v) > r; (b) Hy : (B,v) > r
gegen Hy : (B,v) < r sowie (¢) Hy : (B,v) = r gegen Hy : (B,v) # r mit Hilfe der

T af1 R <B\7U> -r
Teststatistik 1(,,) = X To )|

(1) lehne die Hypothese Hy ab, falls T,y = z1_q;

(i1) lehne die Hypothese Hy ab, falls T(,) < —z1_qs

(ii1) lehne die Hypothese H, ab, falls |T(n)| Z Zl—a/2s

unter Einhaltung des vorgegebenen asymptotischen Niveau o € (0, 1) getestet werden.

75 und den Entscheidungsregeln

§07.11 Beweis von Korollar §07.10. Die Aussage folgt direkt aus Satz §07.02. O

$07.12 Beispiel (Beispiel §07.08 fortgesetzt). Sei (Y;)ien @ LYN(R x R{O) durch ein Lokations-Skalen-
Modell mit u.i.v. Koordinaten addquat beschrieben, dann kann (a) die Hypothese Hy : v < i,
gegen die Alternative H 4 : 0 > o (b) Hy o > i, gegen Hy @ < p, sowie (¢) Hy @ p = i,
H, : p # p, mit Hilfe der Entscheidungsregeln

(a) lehne die Hypothese Hy ab, falls Y () — 1, > z1_an ="/, /8(2n);

(b) lehne die Hypothese H ab, falls Y(n) — o < zl_arfl/z1 /3(2 )

n

(c) lehne die Hypothese Hy ab, falls [Y () — fto] = 21_a/2n~ Y2, /3(271);

unter Einhaltung des vorgegebenen asymptotischen Niveau o € (0, 1) getestet werden. O

Residuenanalyse

Wir nehmen im Folgenden an, dass der Zusammenhang zwischen der Zielgrofle Y und der De-
signmatrix durch ein gewohnliches lineares Modell Y © L(XRP x RTO) addquat dargestellt ist.

Bezeichnen wir mit Y das arithmetische Mittel der Beobachtung, so ist die totale Quadratsum-
me ||V —YL,|?2 = 37 (Y; — Y)? (SST fiir total sum of squares) ein MaB der Variabilitit
der Realisierungen der ZielgroBen. Wir wollen nun untersuchen in wie weit diese Variabilitit
durch die Variabilitit der angepassten Schitzwerte Y = X 3 oder der Residuen Y — Y erklért
wird. Unter der Annahme 1,, € Bild(.X) eine einfache Zerlegung der totalen Quadratsumme
in eine Quadratsumme der Regression bzgl. der angepassten Werte (SSR fiir regression sum of
squares) und eine Quadratsumme der Residuen (SSE fiir error sum of squares) ergibt

SST = ||Y =YL |2 = |Y =YL, ? + ||y = Y|?=: SSR+ SSE.

Offensichtlich, spricht ein im Verhéltnis zum SSR kleiner Wert des SSE fiir eine gute Anpassung
des linearen Modells. Betrachten wir den standardisierten Quotienten

LSSR
_';§SSE’

so sprechen gro3e Werte von F' fiir eine gute Anpassung des linearen Modells. Nehmen wir
zusitzlich an, dass die Beobachtung Y normalverteilt ist, so vergleichen wir die Anpassung in

dem linearen Modell Y © Ny, XRY, mit der in einem Lokations-Skalen-Modell Y N%XRTO'

Unter der Annahme, dass 1, € Bild(X) gilt, hat F* eine F,,_,-Verteilung mit (p,n — p)
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Freiheitsgraden. Alternativ konnen wir des Verhiltnis zwischen der totalen Variabilitit und der
Variabilitdt der Schitzwerte betrachten:

_ SSR - SSE
- SST SST'

Der Wert R? wird Bestimmtheitsmaf3 genannt und entspricht im Fall p = 1 dem Quadrat des
empirischen Korrelationskoeffizienten

p= Z?:l(Y; - ?) (332 - f) ‘
VI (- V)2 (- 7)?

Bezeichnet B\_i den gewohnliche Kleinste-Quadrate-Schitzer ohne die i-te Koordinate der Be-
obachtung Y, dann gilt

R2

Y-,
[X(XtX)le]”

B—i — B = — 1 (XtX)_lfi.

Wir sehen also, dass der Einfluss der i-ten Beobachtung sowohl vom i-ten Residuum als auch
vom Diagonalelement [X (X'X)~'X];;, seinem Leverage-Score, abhingt. Um einflussreiche
Beobachtungen zu entdecken, plottet man daher oft die Residuen R; gegen die [X (X*X) ™1 X];;.
Basierend auf der Differenz der geschitzten Parameter ist die Cook-Distanz definiert durch

L3, A= L =W (XXX,
pe2 XX T 0621 — [X(X'X) X 1 — [X(X'X) X5

Sie ist eine einfache Funktion von [X (X' X)~' X];; sowie dem Quadrat des studentisierten Re-
siduums (Y; — Y;)/1/62(1 — [X (X'X)~1X],;)) welche Student-t,-verteilt ist unter einer Nor-
malverteilungsannahme. Sie wird hiufig als diagnostisches Hilfsmittel verwendet. Diejenigen
Beobachtungen, bei denen die Cook-Distanz deutlich grofer ist als beim Rest, sollte besonders
betrachtet, bzw. in der Analyse weggelassen werden. Analog erhilt man als Anderung beim
Hinzufiigen einer Beobachtung Y, 1 zum Effekt x,,,1:

1
1+, (X X) " e

(X' X) 2 (Yo — xfwrlﬁ)'

Durch Hinzufiigen einer einzigen Beobachtung kann somit der Kleinste-Quadrate-Schitzer be-
liebig verindern werden.
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Entscheidungstheorie

§08 Formalisierung eines statistischen Problem

§08.01 Erinnerung. W(.Z") bezeichnet die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf einem messba-
ren Raum (X, 27). Fiir eine nicht-leere Indexmenge © wird eine Familie := (Pg)peo von
Wahrscheinlichkeitsmafien auf 2~ formal durch die Abbildung © — W(.Z") mit § — P, de-
finiert. Fiir jedes 6 € O bezeichnet im Folgenden £, stets die Erwartung bzgl. Py. Ist X eine
Zufallsvariable mit Werten in (X', 2") so schreiben wir abkiirzend X @ Pg, falls X ~ P, fiir
ein 6 € O gilt. Eine Abbildung v : © — T heilit abgeleiteter oder interessierender Parameter
und fiir jedes 6 € © wird () abgeleiteter oder interessierender Parameterwert genannt. Ein
abgeleiteter oder interessierender Parameter v : © — I heil3t identifizierbar, falls fiir beliebige
01,05 € © aus y(01) # v(0,) folgt Py, # Py,. O

§08.02 Definition. Wir bezeichnen das Tripel JESWANILIN als statistisches Experiment oder statisti-
sches Modell. Die nicht-leere Indexmenge © wird Parametermenge genannt und X heil3t Stich-
probenraum. Ein statistisches Experiment (X', 2", Pg) heilit adiquat fiir eine Zufallsvariable
X, falls X ® Pg gilt. Ist (S, .7) ein messbarer Raum, so wird jede (S, .7)-wertige Zufallsva-
riable S auf (X, .2"), also 2 -.#-messbare Funktion S : X — S, Beobachtung oder Statistik

genannt. Wir bezeichnen mit := (P5)peo die durch S auf (S,.7) induzierte Familie von

WahrscheinlichkeitsmaBen und mit (S,.,P2) das induzierte statistische Modell. Eine Stati-
stik 7 mit Werten in dem messbaren Raum (I', ) heiBit Schdtzer oder Schditzfunktion fir den
abgeleiteten identifizierbaren Parameter . Sei {70, 7'} eine Partition der Menge der interes-
sierenden Parameterwerte I, also 5#° |+) 1 = I. Fir X ® Pg sagen wir, die Nullhypothese
Hy : " ist erfiillt, wenn das statistische Experiment (X, 2, P -1 0y) fiir X addquat ist,
dass heiBt, fiir ein € © mit y(0) € ° gilt X ~ Py, andernfalls ist die Alternativhypothese
H, : 7" erfiillt. Eine ({0, 1}, 2{%1})-wertige Zufallsvariable (Statistik) ¢ wird (nicht randomi-
sierter) Test fiir das Testproblem von H, : 5#° gegen H, : ' genannt. Nimmt ¢ den Wert
eins an, so wird die Hypothese H, abgelehnt, und anderenfalls wird die Hypothese H nicht
abgelehnt. Eine ([0, 1], % 1))-wertige Statistik ¢ wird randomisierter Test genannt. Dabei wird
©(x) als bedingte Wahrscheinlichkeit interpretiert, die Nullhypothese H, : #° abzulehnen,
wenn eine Realisierung X = x beobachtet wird. O

§08.03 Definition. Sei (X, 2", Pg) ein statistisches Experiment. Eine Entscheidungsregel (Entschei-
dungsfunktion) ist eine (£, &)-messbare Abbildung § : X — £ mit Werten in einem messba-
rem Raum (&, &), der Entscheidungsraum genannt wird. Wir bezeichnen mit A eine vorgege-
bene Menge von Entscheidungsfunktionen. Jede Funktion v : © x £ — R, die messbar im
zweiten Argument ist, heil3t Verlustfunktion. Das Risiko (der mittlere Verlust) einer Entschei-
dungsregel 9 bei Vorliegen des Parameters § € O (IPy ist die zu Grunde liegende Wahrschein-
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lichkeitsverteilung und E, die Erwartung beziiglich Py) ist

R.(0,6) :=Eq(v(0,9)) ::/ v(0,(z))Py(dz).

X

(COMCMAN wird statistisches Entscheidungsproblem genannt. m

§08.04 Beispiele.

()

(b)

Betrachte ein gewohnliches lineares Modell 'Y & L(XRP x RTO). Insbesondere, fiir
Y ® L(XB,0°E,) ist die Verteilung P des zentrierten und standardisierten Fehlers ¢ :=
o~ 1(Y — X ) ein Element von £(01,,, E,,). Offensichtlich legen die unbekannten Parameter
$ und o? sowie die unbekannte Verteilung ¢ von ¢ die Verteilung P¥ von Y fest. Wiih-
len wir nun © := RP x RT@ x L(01,,E,) als Parameterraum, so existiert zu jedem PY ¢

L(XRP x RTO) mindestens ein Parameterwert 0 = (3,02, P°) € © mit PY = PXPtoe = By,
Damit ist die Familie [Pg eine mogliche Parametrisierung von £(XRP x RTO). Versieht man
den Stichprobenraum & = R" mit seiner Borel-o-Algebra 2 = %" so bilden die Vertei-
lungen Pg eine Familie von Wahrscheinlichkeitsma3en auf dem Stichprobenraum und es

liegt zusammenfassend das statistische Experiment (R", #", IP’RPXR%X £(01,, En)) VOr.

Um den (gewohnlichen) Kleinste-Quadrate-Schitzer 3 als Entscheidungsregel zu interpre-
tieren, sowie seine Giite zu messen, wird der Entscheidungsraum £ = RP und beispiels-
weise die quadratische Verlustfunktion v(6,¢) = v((3,0% P%),e) = || — e||* betrachtet.
Fiir diese spezielle Wahl der Verlustfunktion sind die Parameter o und P irrelevant. Da
aber die Verteilung Py = PXA%¢ yon ¢ und P* abhiingt, werden diese auch Storparameter
genannt.

Beachte, dass bei der Modellierung Y ) L(XRP x R{O) die Verteilung von ¢ nicht ein-
deutig festgelegt wird. Dies gilt offensichtlich in einem gewohnlichen normalen linearen
Modell Y @ N XRPXEY, nicht, da in diesem Fall £(01,,E,) zu der ein-elementigen Menge

{N{o,1)} reduziert wird. Mit anderen Worten, die multivariate Normalverteilung der Beob-

achtung Y ist gerade eindeutig durch das das erste und zweite Moment festgelegt.

Fiir einen Test auf Wirksamkeit eines neuen Medikaments werden 100 Versuchspersonen
mit diesem behandelt. Unter der (stark vereinfachenden) Annahme, dass alle Personen
identisch und unabhéngig auf das Medikament reagieren, wird fiir jede Person der Erfolg
oder Misserfolg der Behandlung notiert, so dass die Anzahl X der erfolgreichen Behand-
lungen eine Binomial-verteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit 7 € (0, 1) ist.

Zusammenfassend nehmen wir an, dass X © (Bill(lo(m))7r co1)” Wihlen wir den Stich-

probenraum X = [0, 100] versehen mit der Potenzmenge .2~ = 2919 als -Algebra,
so liegt das statistische Experiment ([0, 100], 21l (Bin(100,x))xe(0,1)) vor. In Abhén-
gigkeit von der Anzahl X der erfolgreichen Behandlungen soll entschieden werden, ob
die Erfolgsquote hoher ist als diejenige einer klassischen Behandlung mit bekannter Er-
folgswahrscheinlichkeit m, € (0,1). Die Nullhypothese fiir den unbekannten Parame-
ter 7 ist somit Hy : m < m,. Als Entscheidungsraum dient £& = {0, 1} (H nicht ab-
lehnen bzw. ablehnen) versehen mit der o-Algebra 2101} und wir wihlen den Verlust
v(m,e) = welizcn,y + 1(1 — €)Lir>n,) mit Konstanten v,y € RT. Dies fiihrt auf
das Risiko einer Entscheidungsregel (eines Tests) § : 2[0:1001 — 9{0.1}

Ru(ﬂ-7 6) = VOBin(IOO,ﬂ') (5 > 7TO>]1{7T<7rO} + VlBin(IOO,Tr) (5 < 7To)]l{7r>7ro}7
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so dass die Irrtumswahrscheinlichkeit erster Art Binjoo,r) (0 > m,) mit 1 und die zweiter
Art Bini0,7 (6 < 7,) mit v, gewichtet wird. O

§08.05 Definition. Seien (X, 2", [Pg) ein statistisches Experiment und (£, &, v) ein Entscheidungs-
problem. Eine Entscheidungsregel §, € A heil3it (gleichmdf3ig) besser als eine Entscheidungs-
regel 0 € A, falls R,(0,d,) < R,(0,6) fur alle § € O gilt und falls ein §, € O mit
R.,(05,0,) < R,(0,,0) existiert. Eine Entscheidungsregel heifit zuldssig in A, wenn es kei-
ne (gleichmiBig) bessere Entscheidungsregel in A gibt. O

§08.06 Bemerkung. Hiufig schriankt die betrachtete Klasse A die moglichen Entscheidungsregeln ein.
So ist der gKQS im gewohnlichen linearen Modell nach dem Satz §05.15 von Gaul3-Markov
zuldssig unter quadratischem Verlust in der Klasse der erwartungstreuen und linearen Schéitzern.

O

§08.07 Beispiel (§04.06(a) fortgeserzt). Wir vergleichen in einem normalen Lokations-Modell
Y (N?M71)>MGR die Schitzfunktionen i :=Y := 1 3" | Y}, i := Y + 0.5 sowie i3 := 6
unter Verwendung eines quadratischen Verlustes v(y,0) = (u — 6)%. Da R, (u, fi1) = 1/n,
Ro(u, fiz) = 1/4 + 1/n gilt, ist fi; besser als [io, allerdings ist weder fi; besser als ji3 noch
umgekehrt. Insbesondere ist ji3 zulédssig (in der Klasse aller Schitzer!), da R, (6, 1i3) = 0 gilt
und jeder andere Schitzer g mit R, (6, 1) < R, (6, fi3) = 0 mit 3 Lebesgue-fast iiberall iiber-
einstimmt. Spiter werden wir zeigen dass auch 7i; zuléssig ist. O

§08.08 Definition. Zu einem vorgegebenen Entscheidungsproblem (£, &, v) in einem statistischen
Modell (X, 2", Pg) heilit eine Entscheidungsregel § unverzerrt, falls

V6,0 € 0 :Eo(r(8,6)) =Eye(v(9,0)) = R, (6,0). .

§08.00 Lemma. Es seien (X, 2 ,Pg) ein statistisches Experiment, v : © — £ C R ein iden-
tifizierbarer Parameter und (E,&,v) ein statisistisches Entscheidungsproblem mit quadrati-
schem Verlust v(0,e) := (vy(0) — e)*. Eine Entscheidungsregel 7 : X — & ist dann ein
Schditzer fiir den abgeleiteten Parameter . Gilt fiir jedes 0 € © weiterhin 7y € £1(Py) und

Ey(7) € v(©) := {7(6,),0, € O}, dann ist die Entscheidungsregel 7 genau dann unverzerrt,
wenn sie erwartungstreu ist, also Ey(7) = ~(0) fiir alle € © gilt.

§08.10 Beweis von Lemma §08.09. In der Vorlesung. O

§08.11 Lemma. Es seien (X, 2 ,Pg) ein statistisches Experiment, v : © — T' = Y " ein
identifizierbarer Parameter, und ([0, 1], B1), V) das statisistische Entscheidungsproblem mit
Verlustfunktion v(0,¢) = voel 0 (v(0)) + vi(1 — €)1 (¥(0)) fiir vo,v1 € RT. Eine Ent-
scheidungsregel ¢ : X — [0, 1] (ein randomisierter Test) fiir das Testproblem Hy : ° gegen
H, : 2" ist genau dann unverzerrt, wenn sie zum Niveau o = v, / (Vo + v1) unverfilscht ist,
also gilt

VO €y 1 (A EBo(o) <a, und YO €~y () Ey(p) > a.
§08.12 Beweis von Lemma §08.11. Ubungsaufgabe. 0

§08.13 Erinnerung. Eine Abbildung x : X x . — R heiBt Markovkern von (X, Z") nach (S,.%)
(vgl. Definition §03.12), falls sie die zwei Bedingungen: (MK1) x(z,®) € W(.¥) firallex € X
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und (MK2) (e, B) € 2 fir alle B € . erfiillt. Zu jedem P € W(.2") existiert dann (vgl.
Schreibweise §03.13) ein eindeutig bestimmtes WahrscheinlichkeitsmaB K @ Pe W(Jﬂ ® Z)
mit [k © P](A x B) = [, ( dz) sowie kP € W(.) mit [sP](A) = [, x( P(dx)
furalleBE% AEY O

§08.14 Definition. Zu einem vorgegebenen Entscheidungsproblem (£,&,v) in einem statistischen
Modell (X, 2", Pg) mit X ® Pg heilit ein Markovkern D von (X', 27) nach (£, &) Entschei-
dungskern oder randomisierte Entscheidungsregel mit der Interpretation, dass bei Vorliegen der
Beobachtung X = = gemiBl D(z, e) eine Entscheidung zufillig ausgewihlt wird. Das zugeho-
rige Risiko ist dann definiert durch

R, (60, D) = Ey /g v(0,¢)D(s, de)) = /X /(S U0, ¢)D(x, de)Py(dz) — /g v(0, ) d[DPy).

O

§08.15 Beispiele. Es seien (X, 2", Pg) ein statistisches Experiment, X © Pg und 7 : © — T ein
identifizierbarer Parameter und I' = J#° [+) 7.

(a) Betrachte & = I" versehen mit einer o-Algebra ¢. Ein Entscheidungskern D von (X, Z")
nach (I',¥) ist dann ein ,randomisierter Schitzer, d.h. bei Vorliegen der Beobachtung
X = zist D(z,e) € W(7), also eine Verteilung auf dem Parameterraum I ist. Existiert
insbesondere eine (messbare) Abbildung 7 : X — T, so dass D(z, e) fiir jedes x € X ein
PunktmaB in 7(x) € I ist, also D(z,e) = 05 gilt, dann ist 7 eine Entscheidungsregel
(,,nicht randomisierter* Schitzer) und

R.(0.D) = /X / v(8,¢)D(x, de)Py(dz) = /X v(6,7(2))Py(dz) = R, (6,7).

(b) Betrachte das Testproblem von H, : #° gegen H, : 57" und die statisistische Ent-
scheidungsprobleme ([0, 1], Bjo1j,v) sowie ({0,1},2{®Y ) mit gemeinsamer Verlust-
funktion v(0,e) := voel o (¥(0)) + v1(1 — €)1y ((0)). Jede Entscheidungsregel ¢
X — [0, 1] (randomisierter Test) zum Entscheidungsproblem ([0, 1], Z|o 1], v) definiert mit
D(z,{1}) = ¢(z) sowie D(z,{0}) := 1 — ¢(x) eine randomisierte Entscheidungsre-
gel D zum Entscheidungsproblem ({0,1},2{%!} ). Auf der anderen Seite definiert je-
de randomisierte Entscheidungsregel D zum Entscheidungsproblem ({0, 1},2{%!} 1) eine
Entscheidungsregel p(x) := D(x,{1}) zum Entscheidungsproblem ([0, 1], o1}, v). Of-
fensichtlich, gilt dann

R, (0, D) =Eo( Y v(8,¢)D(e,{c})) = Eq(v(6,0)(1 — p) + (6, 1))

ec{0,1}

=By (11 (1 = @) L1 (7(0)) + vopl o (Y(0)) = Eg(v(6, ¢)) = Ru (6, ¢).

Dies bedeutet also, dass () die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der bei Vorliegen der
Beobachtung X = x die Hypothese Hy : % abgelehnt wird. O

$08.16 Bemerkung. Es sei & C R? konvex sowie v(f,¢) eine im zweiten Argument konvexe Ver-
lustfunktion. Dann gibt es zu jeder randomisierten Entscheidungsregel eine deterministische
Entscheidungsregel, deren Risiko nicht groBer ist. 0
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§09 Minimax- und Bayes-Ansatz

§09.01 Definition. Fiir ein Entscheidungsproblem (€, &, /) zu einem statistischen Modell (X', 2, Pg)
heiflt eine Entscheidungsregel 6, A-minimax, falls

R, :=supR,(0,0,) = inf supR,(0,9)
0co JEA gco
gilt, weiterhin wird R} A-Minimaxrisiko genannt. Wir bezeichnen ¢, als minimax, falls die
Menge A alle moglichen Entscheidungsregeln (fiir die das Risiko definiert ist) enthiilt. O

§09.02 Vorbemerkung. Betrachten wir ein statistisches Experiment (X', 2", Pg), so gilt definitions-
gemiB Py € W(Z) fiir jedes § € ©. Nehmen wir zusitzlich an, dass (O, .7) ein messbarer
Raum ist, und dass fiir jedes F' € 2" die Abbildung P,(F') : © — R™ mit § — Py(F’) (Borel-)
messbar ist, also kurz P,(F) € 7, so sind die beiden Bedingungen (MK1) und (MK2) eines
Markovkerns von (O, .7) nach (X', Z) erfiillt, den wir mit P, bezeichnen. O

§09.03 Definition. Es seien (X', 2, Pg) ein statistisches Experiment, (©,.7") ein messbarer Raum
und P, mit (0, F') — Py(F') ein Markovkerns von (0, .7) nach (X, 2"). Die Verlustfunktion v
des Entscheidungsproblems (£, &, v) sei zusitzlich 7 ® & — #*-messbar. Sei 9 eine (6, .7)-
wertige Zufallsvariable, so dass die Parameter § € © als Realisierung von 1 aufgefasst werden
konnen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P? von 9 auf dem messbaren Raum (0, .7) wird
a-priori Verteilung des Parameters 6 genannt und wir bezeichen mit E? die Erwartung beziig-
lich P%. Das mit P? assoziierte Bayesrisiko einer Entscheidungsregel ¢ ist (vgl. Schreibweise
§03.13)

9 Y ° — 9 — v T T 9
R2(5) := E? [R, (e, 6)] / R, (0, 8)F?(db) / /X (6, 5(2) B ()PP (d6)
:/ v(e,8)d[P © PY].
OxX

Eine Entscheidungsregel 6, heit A-Bayesregel oder A-Bayes-optimal (beziiglich P?) falls
9 . 9
RI/ (50) - ggﬁ Rz/ (6)

gilt. Erstreckt sich das Infimum {iiber alle moglichen Entscheidungsregeln ¢ so heiflt 6, kurz
Bayesregel oder Bayes-optimal. O

§09.04 Bemerkung. Wihrend eine Minimaxregel den maximal zu erwartenden Verlust minimiert,
kann das Bayesrisiko als ein (mittels P?) gewichtetes Mittel des zu erwartenden Verlustes ange-
sehen werden. Alternativ wird P? als die subjektive Einschiitzung der Verteilung der zu Grunde
liegenden Parameter interpretiert. Daher wird das Bayesrisiko auch als insgesamt zu erwarten-
der Verlust verstanden. O

$09.05 Erinnerung. Sei P(X-%) die Verteilung von (X, S) auf (X x S, 2 ®.7). Ein Markovkern PX1¥
von (S, .) nach (X, Z") heibt reguliire Festlegung der bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X gegeben S (vgl. Definition §03.34 (a)), falls fiir alle A € 2" und alle B € . gilt

PXIS & PS](A x B) = / PXIS=3(A)PS (ds) = PXS)(A x B).
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Nach Satz §03.15 (ii) existiert ein solcher Markovkern, wenn X x S = R¥ und 2" ® .¥ = %"
fiir ein £ € N, und nach Satz §03.08 ist dieser bis auf Gleichheit P& -f.ii. eindeutig. Damit
legt eine Wahl des Markovkerns PX¥ und der Randverteilung P die gemeinsame Verteilung
PSS fest. O

§09.06 Definition. Seien (X, 2", Pg) ein statistisches Experiment, (O, .77) ein messbarer Raum, (X, 9)
eine (X x ©, 2" ® 7 )-wertige Zufallsvariable, P? eine a-priori Verteilung von 9 auf (0, .7),
P, mit (0, F') — Py(F') ein Markovkern von (O, .7) nach (X, Z"). Die gemeinsame Verteilung
PO — PXIY9 @ P?Y von (X,19) ist durch die regulire bedingte Verteilung PX1? .= P, von
X gegeben 9 sowie PP festgelegt. Eine reguliire Festlegung der bedingten Verteilung
von ¥ gegeben X, falls sie existiert, hei3t a-posteriori Verteilung des zufilligen Parameters 4.

Entsprechend wird eine regulire Festlegung der bedingten Erwartung von 9 gegeben
X, falls sie existiert, a-posteriori Erwartung des zufilligen Parameters ¥} genannt. Besitzt fiir
ein x € X die a-posteriori Verteilung P?¥=" ein endliches erstes absolutes Moment, so wird
E?X=2(9) .= E?I¥=*(idg) = [, OP?*=*(d6) a-posteriori Erwartungswert des zufilligen
Parameters ¥ gegeben X = z genannt. Existiert ein endliches erstes absolutes Moment fiir
alle x € X so heifit die (messbare) Abbildung mit z +— E?IX=2(9) a-posteriori

Erwartungswert des zufdlligen Parameters 19 gegeben X. O

$09.07 Bemerkung. Die gemeinsame Verteilung P(X?) des zufilligen Vektors (X, 9) erfiillt P(X9) =
P, ® P?. Wir bezeichnen mit PX die Randverteilung von X bzgl. P9 also PX = P,PY =

f@ Py P?(df), und mit EX die assoziierte Erwartung. Insbesondere gilt
RE(8) = EX? (v(e,0)) = E?(EXI?(v(e,9))) = / v(e,8) dPX? © P?]
A'x0O
=E*(E? (v(e,9))) = / v(e,8) dP?IX © PX].
OxX O

§09.08 Schreibweise. Seien (X, 2", Pg) ein statistisches Experiment, Pg eine beziiglich eines Mafies
p dominierte Verteilungsfamilie (P < p fiir alle § € ©) mit entsprechenden pi-Dichten (fy)geco
und (O, .7) ein messbarer Raum. Fordern wir zusitzlich, dass f, : © x & — R" mit 0,z) —
ffy(x) eine (TR Z) — 7" -messbare Funktion ist, dann ist mit Fubini P, mit (0,F) — Py(F) =
[ fo(x)pu(dx) ein Markovkern von (0, .7) nach (X, 27). In dieser Situation bezeichen wir f,
als (11-) Dichte des Markovkerns P, beziiglich des dominierenden MaRes p. Betrachte eine (X x
0, 2 ® J)-wertigen Zufallsvariable (X', 49). Die a-priori Verteilung P¥ besitze eine Dichte £
beziiglich eines dominierenden MaBes v. Die gemeinsame Verteilung P(X?) = PXI9 o P? | die
durch die regulire bedingte Verteilung PXI? := P, und P? festgelegt sei, ist dann dominiert
durch das ProduktmaB 11 ® v, besitzt die j: & v-Dichte £, 7 : (x,0) — f3(2)f°(9) und £ : z +—
Jo o ()t (0)v(dh), ist eine ji-Dichte der Randverteilung P~ = P,P? von X. Die Abbildung

X x O = R mit
 fy(2)E%(0)

(z,0) — F71X="(0) )

Lipxpsoy + 20 ex gy (09.1)

ist dann eine (2" ® 7) — % -messbare Funktion und eine v-Dichie des Markovkerns PP %
von (X, 2°) nach (8, 7) mit (v, B) — P*X=2(B) .= [, £71X="(9)u(do). 0
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§09.09 Satz. Seien (X, 2", Pg) ein statistisches Experiment, (©, .7 ) ein messbarer Raum und P, ein
Markovkern von (0, 7)) nach (X, Z") mit Dichte f, beziiglich eines dominierenden Mafes .
Betrachte eine (X x ©, 2 @ T )-wertigen Zufallsvariable (X ,9). Die a-priori Verteilung P°
besitze eine Dichte I° beziiglich eines dominierenden Mafes v und PX9) .= P, © P? sei die
gemeinsame Verteilung von (X ,9). Der Markovkern P?1X von (X, 2) nach (©,.7) mit v-
Dichte £71X gegeben in (09.1) ist dann eine reguldre Festlegung der bedingten Verteilung von
Y gegeben X, also eine a-posteriori Verteilung.

§09.10 Beweis von Satz §09.09. Ubungsaufgabe O

§09.11 Beispiel. Wir bezeichnen als Bayestestproblem (oder Bayes-Klassifikationsproblem) mit einfa-
chen Hypothesen ein Entscheidungsproblem ({0, 1}, 2{%} /) mit 0-1-Verlust v(0, ¢) = |0 — e
zu einem statistischen Experiment (X', 2", Pg) mit Parameterraum © = {0, 1}. Betrachte eine
(X x {0,1}, 2" ® 2{01})-wertige Zufallsvariable (X', 19). Betrachte eine a-priori Verteilung PV
auf ({0, 1}, 2{%1}) mit Zzhldichte p? beziiglich des ZihlmaBes v. Die Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaflen Pg = (P@)GE{OJ} ist dominiert beziiglich eines MaBes y (z.B. p = Py + Py)
und fi und #; bezeichne entsprechende p-Dichten. Dann ist f, eine p-Dichte des Markov-
kerns P, und PX?) .= P, © P? bezeichne die gemeinsame Verteilung von (X', 9). Dann ist
X = p?(0)fy + p?(1)f; eine pu-Dichte der Randverteilung PX = P,P? von X beziiglich
P9, Nach Satz §09.09 ist

p? ¥ X x {0,1} = R mit
9
D (0)fy(x) ,
P00 (@) + PP (D () e wery) TP O fpxigney
(09.2)

(,0) = p?*=(0) =

eine v-Dichte der a-posteriori Verteilung von 1 gegeben X. O

§09.12 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen von Definition $§09.06. Betrachten wir das stati-
stische Entscheidungsproblem (€, & ,v), so ist jede Entscheidungsregel 6, mit

b,(z) € arg min Y X=* (v(e,8(z))) fiirP*-fa.z e X,
seA

A-Bayes-optimal beziiglich PP.
§09.13 Beweis von Satz §09.12. In der Vorlesung. O

§09.14 Korollar. Sei © C R. Unter den Annahmen von Satz §09.12 gelten die folgenden Aussagen:

(i) Fiir die quadratische Verlustfunktion v(0,e) := (e — 0)? ist eine Festlegung des bedingten
Erwartungswertes § .= EOIX (9) ein Bayes-optimaler Schditzer von 0 (Bayes-optimale
Entscheidungsregel) beziiglich der a-priori Verteilung P° € Wy (7).

(ii) Eine Entscheidungsregel é\med, die IP”9|X:I(19 < @\med(m)) > 1/2 und ]P“”X:””(ﬁ >
é\med($)) > 1/2 fiir PX-fa. x € X erfiillt, heifft a-posteriori Median beziiglich der a-
priori Verteilung P?. Fiir den Absolutbetrag v(0, ¢) := |e — 0| ist jeder a-posteriori Median
beziiglich der a-priori Verteilung P ein Bayes-optimaler Schiitzer von 0 (Bayes-optimale
Entscheidungsregel).

$09.15 Beweis von Korollar §09.14. Ubungsaufgabe. O
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§09.16 Beispiel (§09.11 fortgesetzt). Nach Satz §09.12 ist ein Bayestest (Bayesklassifizierer) fiir alle
r € {f* = p?(0)f, + p?(1)f; > 0} eine Minimalstelle der Abbildung

D (Ofole), | p* (Vi)
£ (2) £ (2)

{0,1} 5 e EYIX=2 [v(e,e)] =

(1—e).
Eine Losung des Minimierungsproblems und somit ein Bayestest ist gegeben durch

0, pP(O0)fo(z) > p?(L)f(x)
e X = {0, mite s p(e) = 1 p’(0)f(z) < p?(Dh(2)
beliebig, p?(0)fo(z) = p?(1)fy ()

Damit entscheiden wir uns fiir dasjenige ¢(x) € {0, 1}, dessen a-posteriori Wahrscheinlichkeit
am groBten ist (MAPE fiir maximum a posteriori estimator). Insbesondere sei fiir spiter auf die
Neymann-Pearson-Struktur des Bayestests ¢ in Abhingigkeit von f; (x)/f;(x) hingewiesen. O

§09.17 Satz. Es seien die Annahmen und Notationen der Definition §09.06 erfiillt. Betrachten wir das
statistische Entscheidungsproblem (€, &, v), so gelten die folgenden Aussagen

(a) Fiir jede Entscheidungsregel 0 gilt

supR,(6,6) = sup Rf(é),
9coO PPeW(T)

wobei sich das zweite Supremum iiber alle a-priori Verteilungen P?, also Wahrscheinlich-
keitsmafe iiber (©,.7), erstreckt. Insbesondere ist das Bayes-Risiko einer A-Bayesregel
stets kleiner oder gleich dem A-Minimax-Risiko.

(b) Fiir eine A-Minimaxregel 6, gilt

sup RY(6,) = inf sup RZ(6).
POEW(T) SEA Py (7)

§09.18 Beweis von Satz §09.17. In der Vorlesung. O

§09.19 Bemerkung. Der letzte Satz wird insbesondere dazu verwendet, untere Schranken fiir das
Minimax-Risiko durch das Bayes-Risiko einer Bayesregel herzuleiten. O

§09.20 Satz. Es seien die Annahmen und Notationen der Definition $09.06 erfiillt. Im statistischen
Entscheidungsproblem (£,&,v) gelten fiir jede Entscheidungsregel 0, (€ A) die folgenden
Aussagen:

(a) Ist o, minimax-optimal und eindeutig (in A) in dem Sinne, dass jede andere Minimax-Regel
die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist 6, zuldssig in A.

(b) Ist 0, zuldissig mit konstanter Risikofunktion, so ist ), minimax-optimal.

(c) Istd, eine Bayesregel (bzgl. P?) und eindeutig (in /) in dem Sinne, dass jede andere Bayes-
regel (bzgl. P?) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist 6, zuldssig (in A).

(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum versehen mit der Borel-o-Algebra
Beo. Ist b, eine Bayesregel (bzgl. P?) (in A), so ist b, zuldssig (in A), falls (i) RP(5,) < oo;
(i) fiir jede nicht leere offene Menge U in © gilt P?(U) > 0; (iii) fiir jede Entscheidungs-
regel § (€ A) mit RY(5) < RY(6,) ist die Abbildung 0 — R, (0,6) stetig.
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$09.21 Beweis von Satz §09.20. Ubungsaufgabe. O

§09.22 Satz. Fiireind € Nsei Y Nﬁdx{Ed} = (N?mEd))ueRd (vgl. §04.06 (a)). Beziiglich der qua-
dratischen Verlustfunktion v(p, ) = || — e||? ist das arithmetische Mittel Y = L 3" Y] ein

minimax-optimaler Schditzer fiir .

§09.23 Beweis von Satz §09.22. Ubungsaufgabe. O

§09.24 Satz. Sei Y @ Ni, 3 = (N7,

(1 — €)? ist das arithmetische Mittel Y = L 3" | 'Y; ein zuliissiger Schiitzer fiir ju.

) uer Beziiglich der quadratischen Verlustfunktion v(p,e) =

§09.25 Beweis von Satz §09.24. In der Vorlesung. O

§09.26 Bemerkung. Liegt eine andere Verteilung mit Erwartungswert 1 und Varianz eins als die Nor-
malverteilung vor, so ist Y weder zulissig noch minimax (sofern n > 3 gilt), vergleiche Leh-
mann and Casella [1998], Seite 153. Unter der Normalverteilungsannahme ist Y fird = 2
weiterhin zuldssig, allerdings gilt dies fiir d = 3 nicht mehr, wie es in Abschnitt §10 das Stein-
Phinomen zeigt. O

§09.27 Definition. Es gelten die Annahmen und Notationen von Definition §09.06. Fiir ein Entschei-
dungsproblem (€, &, v) heiBt eine Verteilung PP auf (©,.7) mit

inf R (§) = inf R? (6
R0 = s BR0)

ungiinstigste a-priori Verteilung bzgl. A. O

$09.28 Satz. Fiir das Entscheidungsproblem (€, &, v) sei PP eine a-priori Verteilung mit zugehoriger
A-Bayesregel 6,. Dann sind die Eigenschaften

(i) RP(8,) = supyee Ru(0,0,) und
(ii) die Sattelpunkteigenschaft: VIP® € W(T) : V3 € A : RY(5,) < R%(4,) < R¥(9)

dquivalent. Aus jeder dieser Eigenschaften folgt, dass 6, minimax-optimal in /\ und PP ungiin-
stigste a-priori Verteilung bzgl. A ist.

§09.29 Beweis von Satz §09.28. In der Vorlesung. O

§09.30 Beispiel. Fiir ein n € N sei X (Bin ﬂr))ﬂe 0.1)° Wir bestimmen einen minimax-optimalen

(n
Schiitzer fiir 7 in der Klasse A := (0, 1) = {§: [1,n] — (0,1)} beziiglich der quadrati-
scher Verlustfunktion (7, ¢) = (e — 7)? unter Verwendung von Satz $09.28. Dazu betrachten
wir auf ((0,1), % 0,1)) die Beta-Verteilung Beta, ;) mit Parametern a,b € RTO als a-priori Ver-
teilung, diese ist definiert durch die Lebesgue-Dichte fpcsa,, , () = mx“* (1—-z)"tze
(0, 1), mit Normierungskonstante Beta(a, b) (Betafunktion). Wir bestimmen zunichst einen zu-
gehorigen Bayesschitzer 7, fiir 7. Bezeichne mit 7, einen zufilligen Parameter mit Werten
in (0, 1) und a-priori Verteilung Beta, 4. Eine Festlegung der a-posteriori Verteilung PraplX=2
ist wieder eine Beta-Veteilung Beta o4 p1n—s) und der zugehdrige Bayesschitzer ist 7, :=

. .. . ~ ~ —am— 2 _
Eﬂ-a’b|X(ﬂ'a,b) = a’ﬁfn Fiir sein Risiko gilt R, (7, Top) = Ex(Tup — )2 = (a M(aﬁrl)ﬂ:;;(l )

Im Fall a* = b* = \/n/2 erhilt man 7 - - := E%o 0" X (7, ) = )i;r—\/\/ﬁ# =X n)((\;gﬁ) mit
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zugehorigem Risiko R, (7, Ta«p+) = (2¢/n + 2)72 welches unabhiingig von 7 ist, woraus die
Sattelpunkteigenschaft folgt:

VP™ € W(B) : V7 € (0, ) 0 RT(Fpe ) SR (Far ) S RO (7).

Damit ist P™e*+* = Betay,- 4») ungiinstigste a-priori Verteilung und 7,- ;» minimax-optimaler
Schitzer von 7. Insbesondere ist der natiirliche Schitzer 7 = X/n mit R, (7, 7) = (1 —7)/n
nicht minimax (er ist jedoch zuldssig). O

$09.31 Bemerkung. Gehoren fiir ein statistisches Modell die a-posteriori Verteilungen wieder zur der
Klasse von a-priori Verteilungen (im Allgemeinen mit gednderten Parametern), so nennt man
die entsprechenden Verteilungsklassen konjugiert. Zum Beispiel sind Beta-Verteilungen konju-
giert zur Binomialverteilung (Beispiel §09.30). Konjugierte Verteilungen sind die Ausnahme,
nicht die Regel, und fiir komplexere Modelle werden hdufig Rechnen-intensive Methoden wie
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) verwendet, um die a-posteriori Verteilung zu berech-
nen. 0

§10 Das Stein-Phanomen

Fireind € Nsei X ©Q N, 1, = (NG,
den Parameter 1 mdglichst gut im Sinne eines quadratischen Verlustes v(u, 1) = ||g — )
zu schitzen. Auf Grund der Unabhéngigkeit der Koordinaten erscheint das (koordiantenweise)
arithmetische Mittel X, eine natiirliche Antwort zu sein. Ein alternativer, sogenannter empiri-

ey . . . d
scher Bayesansatz, beruht auf der Familie der a-priori Verteilungen (N(OJQ))UENO. Betrachten
d

- (0,02)
zer E#o X (u,) = =X (vgl. Beweis §09.23). Der empirische Bayesansatz beruht nun auf

) uera. Wir betrachten das Entscheidungsproblem,

wir fiirein o € R<r0 einen zufilligen Parameter p, ~ N so ist der zugehorige Bayesschit-

der Ersetzung von o2 durch die Schitzung 3 := ||X||*/d — n~'. Da die Randverteilung von

X beziiglich der gemeinsamen Verteilung PX*#- gerade einer N?O 2 +n_1)-Verteilung entspricht,

ist 52 ein erwartungstreuer Schitzer von o2. Wir erhalten den Schiitzer

n — d _
=" X-—(1-—2 )%
i= e — U o)

Der Bayessche Ansatz lésst vermuten, dass fiir kleine Werte von ||| der Schiitzer 7 ein kleine-
res Risiko als X hat. Uberraschenderweise gilt fiir Dimension d > 3 sogar, dass [i besser als X
ist. Das folgende Steinsche Lemma liefert das zentrale Argument fiir den Beweis.

$10.01 Lemma von Stein. Es sei f : R? — R eine in jeder Koordinate Lebesgue-f.ii. absolut stetige
Funktion. Fiir jedes ;1 € R und o € ]R<r0 mit Y ~ N, ,2g,) gilt dann

E((n=Y)f(Y)) = —0’E(V(Y)),
sofern E(|%(Y)|) < oo fiir alle i € [1,n] gilt.

§10.02 Beweis von Lemma §10.01. In der Vorlesung. O
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§10.03Satz. Es sei d > 3 und X Nﬁdx{Ed} = (N?M7Ed)>“€Rd. Dann gilt fiir den James-Stein-
Schtzer
—~ d—2 —
Hys ‘= (1 — T)X
nf| X|[?

mit X =+ 3" | X, dass

R d (d—22, d _
E )P =S —E ] < S =R X —
pllfiss = nll” =~ u[HQHXHQ} <~ =E X —

Insbesondere ist X fiir eine quadratische Verlustfunktion kein zuliissiger Schéitzer von ji im Fall
d > 3.

§10.04 Beweis von Satz §10.03. In der Vorlesung. O

§10.05 Bemerkungen.

(a)

(b)

Die Abbildung ;1 — E,[||X|~2] ist monoton fallend in ||z|| und erfiillt Ey[|| X||72] =
n/(d—2)und Ey||fiss||* = 2/n. Damit ist fi ;s fiir 4 nahe 0, groBe Dimension d und kleine
Stichprobenumfinge n eine deutliche Verbesserung von X . Der James-Stein-Schitzer wird
auch Shrinkage-Schiitzer genannt, weil die Koordinaten des urspriinglichen Schitzers X
gedampft (zur Null hingezogen) werden.

Der James-Stein-Schditzer mit positivem Gewicht

~ d—2 , —
sy = (1— —==)+X, (a)s := max(a,0),

nl| X1

ist bei quadratischer Verlustfunktion besser als der James-Stein-Schitzer ji;5. Damit ist
selbst der James-Stein-Schitzer (sogar mit positivem Gewicht) unzuldssig. Die Konstruk-
tion eines zuldssigen Minimax-Schétzers ist gelost fiir d > 6 (vgl. Lehmann and Casella
[1998], S. 385). O
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Kapitel 4

Schatztheorie

§11 Dominierte Modelle

§11.01 Definition. Ein statistisches Model (X', 2", Pg) heifit dominiert, falls ein o-endliches Maf}
auf 27, kurz i € M, (Z), existiert, so dass fiir jedes § € O das Wahrscheinlichkeitsmal Py
absolut stetig beziiglich i ist (Py < ). Eine durch 6 paramisierte Radon-Nikodym-Dichte

L0,z):=—(x) €O, xeX,

wird auch Likelihood-Funktion genannt, wobei diese meist als zufillige Funktion L : © — Z"
mit 0 — L(0) := L(0, ) aufgefasst wird. O

§11.02 Beispiele.

(a) Ein statistisches Experiment (R, %, Pg) ist trivialerweise dominiert wenn jedes Py € Pg
durch eine Lebesguedichte f, gegeben ist, beispielsweise NRPXR\%‘

(b) Jedes statistische Modell mit Stichprobenraum X = N und Potenzmenge 2~ = 2" oder
allgemeiner mit abzéhlbarem Stichprobenraum X und Potenzmenge 2° = 2% ist dominiert
beziiglich des ZdhlmalBes.

(c) Ist die Parametermenge © = {6;,6,,...} abzihlbar, so ist u = ) .¢;Pp, mit ¢; > 0,
> ¢i = 1 ein dominierendes MaB.

(d) Sei ¢, das PunktmaB in z € R. Das statistische Experiment (R, %, (dp)scr) ist nicht do-
miniert. Fiir ein dominierendes MaB miisste x({f#}) > 0 fiir alle 6 € R gelten und da-
mit u(A) = oo fiir jede iiberabzéihlbare Borelmenge A C R erfiillen (sonst folgt aus
{o € Alu({z}) > 1/n} < np(4) < oo, dass A = Upsi{o € Alu({e}) > 1/n}
abzihlbar ist). Damit kann p nicht o-endlich sein. O

§11.03 Bemerkung. Sei (X', 2", Po) ein beziiglich 1 € M,(.:Z") dominiertes Modell. Ist x4 endlich,
sogilt p < P, := ﬁ,u € W(Z") und damit ist Pg auch bzgl. P, dominiert. Andererseits,
ist 1 nicht endlich, so existiert eine abzdhlbare und messbare Partition {X,,,,m € N} von X
mit 0 < p(AX,,) < oo fir jedes m € N. Fiir jedes m € N definiere P, (o|X,,) € W(Z") mit

A — P,(AX,) = %. Dann gilt p < Py, := > 27"P, (0| X)) € W(Z'), da aus
P,(A) = 0 insbesondere ;1(A N &,,) = 0 fur alle m € N und somit ;(A) = 0 folgt. Damit
haben wir gezeigt, dass zu 1 € M,(Z") ein P, € W(Z") mit 4 < P, existiert, dass dann
automatisch Pg dominiert. Die nichste Aussage zeigt, dass ein Pg dominierendes P, € W(.2")
existiert mit P, < p. Im Folgenden konnen wir also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

annehmen, dass das dominierende Mal} ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. O
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§11.04 Satz. Essei (X, 2", Po) ein u-dominiertes statistisches Modell. Dann existiert ein Wahrschein-
lichkeitsmaf3 P, der Form ), c;IPy, mit c; € R*, 0; € © fiirallei € Nund ), c; = 1, also
P, < p, derart dass Py < P, fiir alle 6 € © gilt. Ein solches Wahrscheinlichkeitsmaf3 P, wird
privilegiertes dominierendes Mal} genannt.

§11.05 Beweis von Satz §11.04. In der Vorlesung. O

§12 Erschopfende Statistik

§12.01 Beispiel. Es sei (X;);cnin) © P§ und jedes Py sei durch eine Lebesguedichte f5 € Za gege-
ben. Allgemeine Informationen iiber Py und somit # erhalten wir typischerweise mit Hilfe von
Statistiken wie X oder max(Xy,...,X,). Intuitiv, enthilt die Ordnungsstatistik
X(l), o ,X(n) mit X(l) = min{Xl, ce ,Xn}, X(k+1) = min{Xl, e ,Xn}\{X(l), e ,X(k)},
k € [2,n], wie jede Statistik nicht mehr Informationen iiber den Parameter 6. Wir werden im
Folgenden zeigen, dass die Ordnungsstatistik keine Information verliert. O

$12.02 Definition. Es seien (X, 2°,P8 = (P))eo) und (S,.7, P2 = (P5)gco) zwei statistische
Experimente zum selben Parameterraum ©. (X, 2", P2) heiBt informativer als (S,.7,Pg),
falls fiir alle Entscheidungsprobleme (£, &, v) mit |||l := sup, . |v(f,e)| < oo und fiir alle
Entscheidungskerne Dg von (S,.#) nach (£, &) ein Entscheidungskern Dx von (X, 2) nach
(€, &) existiert mit (vgl. Definition §08.14)

R, (0, Dx) :/u(e,.) d[DxP)] < /u(e,.) d[DsP;] = R,(0,Ds) V0 eO.

£ £
Ist (X, 2, PY) informativer als (S, ., Pg) und (S, ., P2) informativer als (X, 2", P§ ), dann
heiBen (X, 27, PE) und (S,.7, P2) ciquivalent. O

$12.03 Lemma. Existiert ein Markovkern r von (X, &) nach (S,.%) mit kPy = P fiir alle § € ©
(vgl. Schreibweise §03.13), dann ist (X, 2", P& ) informativer als (S,.%,P2).

§12.04 Beweis von Lemma §12.03. In der Vorlesung. O

§12.05 Korollar. Es seien (X, 2 ,Pg) ein statistisches Experiment, S eine (S,.7)-wertige Statistik
auf (X, 2", Po) und P2 die induzierte Verteilungsfamilie auf (S,.). Dann ist (X, 2 ,Po)
informativer als (S,.%,P2).

§12.06 Beweis von Korollar §12.05. Ubung. O

§12.07 Beispiel (§04.06(a) fortgesetzt). Betrachte X © N ap also das normale Lokations-Modell und
S R" - Rmitx = (2;)iepn) — T = n" > x;, dann gilt S(X) = X0O NRy {n-1}-
Insbesondere folgt aus Korollar §12.05, dass das normale Lokations-Modell (R", 2", N 1)
informativer ist als das statistische Experiment (R, 2, NRX{nfl}). Wir werden im nichsten Ab-
schnitt zeigen, dass die statististischen Experimente dquivalent sind. O

§12.08 Definition. Sei Pg eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen iiber (X', 27).
(a) Eine Teil-o-Algebra .% von 2 heiBit erschipfend oder suffizient (fiir Pg), wenn es fiir
alle A € Z eine von 6§ € O unabhingige Festlegung des bedingten Erwartungswertes
E, (1 A‘gz ) von 14 gegeben .# gibt, das heiBt, wenn fiir alle A € 2 ein hy € 7 mit
ha =Py(A|.F) =E,(14|F) Po-fiil. fiiralle 6 € O existiert.
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(b) Eine (S,.”)-wertige Statistik S auf (X, 2") heibt erschopfend oder suffizient (fir Pg),
wenn die induzierte Teil-o-Algebra o(S) erschopfend (fiir Pg) ist. O

§12.00 Bemerkung. Nach Eigenschaft §01.15 (iv) ist eine (S, .)-wertige Statistik S auf (X', 2", Pg)
genau dann erschopfend (fiir Pg), wenn es fiir alle A € 2 und alle # € O eine von # unabhén-
gige Funktion h4 € 7 gibt mit hy = P,(A[S) P§-f.ii. fiir alle 6 € ©. 0

10 Satz. Sei Pg eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen iiber (X, Z°), F C X eine Teil-o-
Algebra bzw. S eine (S,.7)-wertige Statistik auf (X, Z°) sowie Y € Z eine weitere numeri-
sche Statistik, fiir die Eo(Y) fiir alle 0 € © existiert. Dann gilt:

(i) Ist .F erschopfend (fiir Pg), so gibt es eine von 0 unabhdingige Festlegung E ( ’
bedingten Erwartungswertes E, (Y‘J) von'Y gegeben %, das heifst, E (Y|§ )
Ey(Y|.F) =E,(Y|F) Po-Lii fiir alle 6 € ©.

(i1) Ist S erschopfend, so gibt es eine von 0 unabhdingige Festlegung £ (Y‘ ) des bedingten

Erwartungswertes E, (Y‘S) von'Y gegeben S, das heifit, E, Y|S 6 7 und Eg Y}S
E,(Y|S) Pj-f.ii. fiir alle § € ©.

(ii1) Fiir die Festlegung & (Y|J) bzw. E (Y‘S des bedingten Erwartungswertes von Y gilt
Eo(E,(Y|.7)) =Ej (E,(Y|S)) = Eo(Y) fiir alle 6 € ©.

F)
?

§12.11 Beweis von Satz §12.10. In der Vorlesung. O

§12.12 Bemerkung. Eine von # unabhingige Festlegung [E, (Y‘ﬁ ) des bedingten Erwartungswertes
E, (Y | F ) ist bis auf eine Pg-Nullmenge in .% (kurz IP"(Z; -f.1i.) eindeutig bestimmt, also fiir zwei
Festlegungen E} (Y |.#) und E2 (Y |.#) existiert N € .Z mit E_ (Y |.7)(z) = EZ(Y |.F) («) fiir
alle x € N°und Py(N) = O fiiralle @ € ©. Entsprechend ist eine von § unabhingige Festlegung
E, (Y‘S) des bedingten Erwartungswertes [E, (Y‘S) IPg-f.ii., also bis auf eine P3-Nullmenge
in .7, eindeutig bestimmt. O

§12.13 Satz. Sei Pg eine Familie von WahrscheinlichkeitsmafSen iiber (X, Z") und F C X eine fiir
Pg erschopfende Teil-o-Algebra iiber X. Weiter sei Y € 27 ein Zufallsvektor. Dann gilt:

(i) Es gibt stets eine von 0 unabhdingige reguliire Festlegung PY” der bedingten Verteilung
Pg"ga von'Y gegeben .7, dass heifst, IPYIJ ist ein Markovkern von (X, %) nach (R?, 29).

(i1) Ist h € A eine Funktion fiir die EY = [ h(y)P} (dy) fiir alle 6 € O existiert, so gilt
E,(h(Y)|.Z) =Ed7 (h) = [ hly Y'L’ (dy) PZ -f.ii..

§12.14 Beweis von Satz §12.13. Witting [1985], Satz 3.15, S. 341 0

§12.15 Lemma. Ist eine (S,.7)-wertige Statistik S auf (X, 2", Po) mit induzierter Verteilungsfamilie
P2 auf (S,.7) erschopfend fiir Po mit reguliirer Festlegung IP.( ° }S), dann sind die statisti-
schen Experimente (X, 2", Pg) und (S, .7, P2) dquivalent.

§12.16 Beweis von Lemma §12.15. In der Vorlesung. O

§12.17 Bemerkung. Seien X polnisch, 2~ die Borel-o-Algebra iiber X und (X, 2", Pg) ein bzgl.
eines o-endlichen MaBes dominiertes statistisches Experiment. Dann ist eine (S, .7 )-wertige
Statistik S auf (X, 27, Po) mit induzierter Verteilungsfamilie P2 auf (S,.#) genau dann er-
schopfend, wenn die statistischen Experimente (X', 27, Pg) und (S, .7, Pg) dquivalent sind. o
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$12.18 Vorbemerkung. Fiir die spiteren Uberlegungen interessieren besonders von # unabhingige
Festlegungen der bedingten Erwartung einer (7, .7 )-wertigen Statistik 7" auf (X', 27, Pg) bei

gegebener (fiir Pg) suffizienter (S, .%)-wertigen Statistik S auf (X, 2") und demgemil von 6

unabhingige regulédre Festlegungen PI¥ und P Diese sind wieder als von 6 unabhingige

Markovkerne von (S,.”) nach (7,.7) bzw. nach (T x S§,.7 ® .) erklirt, die bei festem
A € 7 bzw. bei festem B € 7 ® . die folgenden Gleichungen erfiillen

P, % (A x H) = Ej (14PI¥(A)) VHe.” V€O,
PIS(B N (T x H)) = E§(1,PT9S(B)) VHe.” Vo co.

Dabei ergibt sich P1'® aus P{"¥ gemiB ]P’T|S(A) = ]P’ET’S”S(A x S), A e 7,also P25 ist
gerade die Randverteilung beziiglich PSS, m

§12.19 Satz. Seien Pg eine Familie von WahrscheinlichkeitsmafSen iiber (X, Z"), S eine (fiir Po) suf-
fiziente (S,.)-wertige Statistik und T' eine weitere (T , 7 )-wertige Statistik auf (X, Z").

() Ist (T, T) = (RF, B*), so existiert stets ein von 0 unabhiingige reguliire Festlegung pIl
der bedingten Verteilung von T' gegeben S.

(ii) Es existiere eine von O unabhdingige reguliire Festlegung PIS der bedingten Verteilung von
T gegeben S. Dann ist P i

(s,D) — PTSNS=s(D) .= PTIS=(D,)  mit D, :={t T :(t,s) € D}
eine von 0 unabhdngige regulire Festlegung der bedingten Verteilung von (T, S) gegeben
S.Isth € T ® % eine Funktion, fiir die Eé,T’S)(h) existiert fiir alle 6 € ©, so gilt

RETSI5=s(p) = EI1=3(h,) = / he(H)PTIS=5(dt)  PZ-f.i. mit hy == h(e,s) € .7,
B (hlaxp) = / / ()PTIS=2(at)P5 (ds) VA€ T,YBe . Vheo.

§12.20 Beweis von Satz §12.19. Witting [1985], Satz 3.16, S. 341 O

§12.21 Bemerkung. Eine Statistik 7" auf (X', <7, Pg) wird unwesentlich (ancillary) genannt, wenn ihre
Verteilung PZ := PI nicht vom Parameter 6 abhéngt. O

§12.22 Satz. Seien Pg eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien iiber (X, Z") und (T, S) eine (T %
S, 7 @ )-wertige Statistik auf (X, Z"). S sei erschopfend fiir Pg und es geben eine von 0

unabhdingige reguldire Festlegung PI der bedingten Verteilung von T' gegeben S. Dann sind
dquivalent:

(1) T und S sind stochastisch unabhdngig unter jedem Py, 0 € O, und T ist unwesentlich.
(i1) PII5=¢ st unabhdngig von s wdahlbar.
(ii1) T ist unwesentlich, und es gilt PIS = PT P2-f.ii..

§12.23 Beweis von Satz §12.22. Witting [1985], Satz 3.17, S. 342 O

§12.24 Satz (Halmos-Savage). Sei (X, 2 ,Po) ein dominiertes statistisches Experiment und P, ein pri-
vilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeitsmaf3. Dann gilt:
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(1) Eine Teil- U—Algebm von X ist genau dann erschopfend (fiir Pg), wenn es fiir ]edes
0 € O eine .F -messbare P,-Dichte von Py gibt, dass heifst, fiir alle 0 € O existiert fy € F
mit dPg/d]P)o = fp P,-f.1i..

(ii) Eine (S,.7)-wertige Statistik S auf (X, Z") ist genau dann erschipfend (fiir Pg), wenn es
fiir jedes 0 € © ein ffy € 7" mit dPy/dP, = fy(S) P,-f.ii. gibt.

§12.25 Beweis von Satz §12.24. In der Vorlesung. O

§12.26 Vorbetrachtung. Sei Pg = (Py¢)s,¢)co eine dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben tiber (X, .27) und (S, T") eine fiir Pg erschopfende, (S x T,. ® .7 )-wertige Statistik auf
(X, Z), derart dass fiir ein privilegiertes dominierendes WahrscheinlichkeitsmaB P, es fiir je-
des Py ¢ mit (0, ) € O eine Normierungskonstante ¢y ¢ € ]RQLO sowie Funktionen fy € 7" und

-+
ge € 7 mit

dP |
dIPf’5 = coe fo(S) ge(T)  P,-fiii. (12.1)

gibt. Weiterhin existiere eine regulire Festlegung EJ' der bedingten Erwartung von S gegeben
T bzgl. P,. Fiir jedes (0,£) € © ist das Bildmal3 Pg’é absolut stetig bzgl. des BildmaBes P7,

wobei fiir f7 = E5"(f,) € 7 und fiir jedes A € 7 gilt

Pl (A) = Pg?;”(A x 8) = coe - foge dPLTS)
X

—coc [ gel0BST B (e) = cac [ gesi dPT.

Co¢ ge fg ist somit eine Festlegung der IP7-Dichte von Pf . und P7-f.ii. gilt fi € RY,,. Fiir jedes
A € . ist definitionsgemiB E; " (14 f5) € 7 und fiir jedes ¢ € T mit f7'(t) € RY, ist A
(FF ()" 'ES"="(1 4 fy) ein WahrscheinlichkeitsmaB iiber (7, 7). Damit ist die Abbildung

ST x 7 5 RT mit

fo
fi(t
ein Markovkern von (7, .7) nach (S,.%), fiir den weiterhin gilt

S|T=t
(t, A) = Py ' (A) == BT (14 ) Loy t R Lgrpe;) (122)

)T 0 Phl(Ax B) = [ BT (AR = coe [ BT (A)gelt) 7 (0P )

= o [ BT (gl L gy sy (0P )

= Cpe / E§|T=t(11A fo) ge(t)PL(dt) = / co.c foge AP =P ST)(A x B).
B

AxB

Fiir jedes (0,£) € O ist somit IP)S‘T eine von & unabhc’ingige reguldre Festlegung der bedingten
Verteilung Py ‘ und fir PZfa. t € T lst fg eine P3'"="Dichte der Verteilung IP”;_‘.T:t.
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Fiir jedes 6 mit Oy := {¢ : (6,€) € ©} und Z := {0 : Oy # 0} ist T somit erschopfend fiir
(Pg.¢)¢co, und nach Satz §12.24 ist PT-f.ii. die Statistik S erschdpfend fiir die P5"="_dominierte
Familie (P, ,(® |7 =t))gez=. O

§12.27 Lemma. Sei Pg eine dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien iiber (X, Z") und
(S,T) eine fiir Pg erschopfende, (S x T, @ T )-wertige Statistik auf (X, Z"), derart dass
fiir ein privilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P, jedes }P’éi’T) mit (0,€) € © eine
]P’((;S’T)-Dichte der Form (12.1) mit ¢y € RTO, fo € 7+ und ge € a besitzt. Weiterhin sei
Ef‘T eine reguldire Festlegung der bedingten Erwartung von S gegeben T’ bzgl. P,. Dann gilt:

(i) Fiir jedes (0,€) € © ist co¢ fy ge eine PL-Dichte von P . mit fif = ES7(fy) € T

(ii) Fiir jedes (0,€) € O ist P be gema]j (12.2) eine von 0 unabhdngige reguliire Festlegung

der bedingten Vertellung P, ‘ mit der Eigenschaft, dass fiir jedes t € T mit fI(t) € R,

\0
S\T t .

die F unktzon fg eine P, ‘ *_Dichte von Py ist.

Fiir jedes 0 € = := {9 0 Oy #£ 0} mit O := {& : (0,€) € O} ist T somit erschopfend fiir
(Po.¢)cco, und fiir PT-f.a. t € T ist S erschépfend fiir (IP’G,,( o ‘T = t))ge@.

28 Beweis von Lemma §12.27. Die Aussage folgt direkt aus der Bemerkung §12.26. O

12.29 Faktorisierungskriterium von Neyman. Sei (X, 2", Pg) ein dominiertes statistisches Expe-
riment bzgl. n € M (Z"). Dann gilt:
(1) Eine Tezl o-Algebra % von A ist genau dann erschopfend (fiir Pg), wenn es h € 2" und
fy € F  fiir jedes 0 € © mit [dPy/dul(x) = fo(z)h(x) fiir p-f.a. x € X gibt.

(ii) Eine (S,.7)-wertige Statistik S auf (X, Z") ist genau dann erschipfend (fiir Pg), wenn es
he Z " und ffy € iz fiir jedes 0 € © mit dPy/dp = fy(S)h p-f.i. gibt.

30 Beweis von Satz §12.29. In der Vorlesung. O

§12.31 Beispiele.

(a) Die Identitiit idy(z) = x und allgemein jede bijektive, bi-messbare Transformation S ist
stets erschopfend.

(b) Sind (X;)icpi,n] © P und fiir jedes 6 € © ist Py durch eine Lebesguedichte fy € e gege-
ben, so ist die Ordnungsstatistik (X(y), ..., X(,)) erschopfend, da die Likelihood-Funktion
sich in der Form L(6, z) = [}, fo(z ;) schreiben ldsst. O

§12.32 Vorbetrachtung. Sei (S,T) eine (S x T, ® .7 )-wertige Statistik auf (X, 2", Po) und die
induzierte Verteilungsfamilie Pg ) = (IP’((,S’T)) peo S€i dominiert mit 1 ® v-Dichten (EéS’T)) oeo
bei o-endlichen MaBen p € M, () und v € M, (7). Wir bezeichnen weiterhin mit Pg =
(]P’g ) peo Und PL = (IP’HT) pco die entsprechenden Familien von Randverteilungen iiber (S,.)
bzw. (T, .7) sowie mit (ff‘g ) peo Und (ff(,T) peo 1hre 11 bzw. v-Dichten. In dieser Situation erlaubt
das Neyman-Kriterium §12.29 den konstruktiven Nachweis der Existenz von Markovkernen
PI1¥ und P{*1° bei Suffizienz von S. Dieser beruht auf der Existenz einer von unabhingigen

Festlegung ]T,T|S der v-Dichte des Markovkerns P2 '°. Der Konstruktion in §09.08 folgend ist
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analog zu (09.1) fiir jedes # € © die Abbildung

ﬁT|S SxT =R mit

. ﬁ-(S T) "
(S,t) — Eg's (t) 9 <S ) {ﬁ,s €R+} + ﬁ‘e {ES )QR } (12 3)

dann eine (¥ ® ) — %" -messbare Funktion und eine v-Dichte des Markovkerns Pgls von
(S,.7) nach (T, .7) mit (s, B) — P} *=*(B) := [ £719=2 (t)v(dt). Wegen der Suffizienz (fiir
Pg’T)) der Statistik [Is : S x T — S mit (s,t) — Is(s,t) :=s existieren nach Satz §12.29
Funktionen h € ¥ ® 7 und go € " fir jedes 6 e0 rnit ]“f (s t) = ga(s)h(s,t) fir
[n®v]fa. (s,t) € S x T.Fir h® := [ h(e,t)v(dt) € i m1th5 < oo p-f.i. gilt dann
5 = goh® p-f.i. und wegen (12.3) ist die Abblldung

T|S 8><7'—>R mit

(s,t) = £L9=2(1) = };L(SS—{S?IL{;LS( R} + £(t {hs SRS} (12.4)

fiir eine beliebige v-Dichte f dann eine v-Dichte einer von 0 unabhingigen reguldiiren Festle-
gung P! der bedingten Verteilung von 71" gegeben S. O

§12.33 Korollar. Sei (S,T) eine (SX T, ® T )-wertige Statistik auf (X, Z",Pg), S sei erschopfend
fiir Pe und ]P’g’T) sei |1 @ v-dominiert fiir p € My () und v € M,(T), so gilt
(i) Mit £7V9 gemdiB (12.4) sind

(s, A) s PTIS=3( /ETlS *( sowie
A

(s, B) — PEDIS=s(B) = / fI15=5(t)v(dt) mit By == {t € T : (s,t) € B}.

Markovkerne und von 0 unabhiingige reguliire Festlegungen P und PSS der beding-
ten Verteilung von T bzw. (S, T) gegeben S.

(i) Firhe ¥ @ 7, sodass Eo(h(S,T)) = E((,S’T)(h) existiert fiir alle 0 € ©, gilt

WS, T)|S=s) = / hfT15=5dy P2-f.ii.  mit hy == h(s, e)

D(hlaxp) = / hE T dlp @ v) = / ( / ho 7155 dv) 5 dps
AxB A B

fiiralle Ae ¥, Be€ 7 undf € O.

§12.34 Beweis von Korollar §12.33. Mit Hilfe der Bemerkung §12.32 folgt die Aussage direkt aus
dem Neyman-Kriterium §12.29. O

§12.35 Erinnerung. Fiir die nichste Aussage sei an die Ungleichung von Jensen §01.27 und ihre
bedingte Version §03.39 (v) erinnert. 0
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§12.36 Rao-Blackwell Verbesserung. Es seien (X, 2 ,Pg) ein statistisches Experiment, (€,8,v)
ein Entscheidungsproblem mit konvexem Entscheidungsraum & C R* und im zweiten Argument
konvexer Verlustfunktion v(60,e). Ist S eine erschipfende Statistik fiir Pe, so gilt fiir jede Ent-
scheidungsregel § mit ||0]|1,v(0,6) € Z1(Py) fiir alle 0 € O, und fiir jede (von 0 unabhdngige)
Festlegung 6, = E, (6 ‘O’(S )) die Risikoabschdtzung

VoeO: R,0,6,) <R,(0,0).
§12.37 Beweis von Satz §12.36. In der Vorlesung. O
§12.38 Bemerkung. Ist die Verlustfunktion strikt konvex im zweiten Argument sowie Py(d = J,) < 1

S0 ist 9, besser als ¢. In dieser Situtation gilt im Satz §12.36 also Gleichheit fiir die Risiken von
d, und ¢ genau dann, wenn 9, = 0 Pyp-f.s. (vgl. Witting [1985], Satz 3.27, S.349). o

§12.39 Korollar. Es sei (X, 2 ,Pg) ein statistisches Experiment und S eine erschiopfende Statistik
fiir Po. Zu jedem randomisierten Test ¢ gibt es einen randomisierten Test p,, der nur von S
abhdingt und dieselben Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art besitzt, ndmlich jede
(von 0 unabhdingige) Festlegung ¢, = E, (gp‘S).

12.40 Beweis von Korollar §12.39. In der Vorlesung. O
§12.41 Beispiel. Fiir § € R\O =: © bezeichne Py := Uy 4 eine Gleichverteilung auf dem Intervall
[0, 0] mit Lebesguedichte fy := 0719 € BT. Es sei X = (X;)icp,n) @ (U 09])96R+ Ein

erwartungstreuer Schitzer des Erwartungswertes Eg(X) = /2 ist das arithmetische Mittel X,

so dass 0 := 2X ein natiirlicher Schatzer fiir 6 ist. Sein Risko bzgl. der quadratischen Verlust-
funktion ist R,,(6,0) = 4 Vary(X) = 15-- Andererseits die Likelihood-Funktion beziiglich des
Lebesguemales auf R™ ist

Hffg x;) = H 1]1[0 g (i) = 07" g+ ( min_ax;)1jg ¢ ( max ;).

ey i€[1,n] 1€[1,n]

Das Faktorisierungskriterium von Neyman (Satz §12.29) anwendend ist S(X) = X, =
max;c[1,n] X; €ine erschopfende Statistik fiir (Uﬁw]) beRY,: Fiir jedes 0 € ]RTO besitzt die Vertei-

lung P, ™ die Lebesguedichte £, ™ (s) := ns" 101 ¢ (s). Wir betrachten

~

. 2 — ‘
b0 =B, (0]0 (X)) = = > Eu(Xilo(Xew))). (12.5)
Aus Symmetriegriinden geniigt es, [E, (X 1 ‘O’(X (n))) zu bestimmen. Fiir = € [0, 0] gilt:
Eg(Ljo,01) = Po([0,2]) = (z/0)

1 . on—1 . onw(0nTh— gt
= @l + = ((a/)" + (n—1)0" )

0
1 —laA
= / (—IL[M}(S) 4+ ’ S) ns" 10 "ds
0o \n n s

= [ (Baoa + = Ee0.0) ) 70 (e

n
n —

— B (La(l0.a) + R (0.5) ) = B (B (0001 X))
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Damit ist P, (A| X(n)) mit (s, A) — 16,(A) + Z=LP,(A) =: P,(A|X(,) = s) eine Festlegung
der bedingten Verteilung von Py gegeben X, die nicht von 6 abhiingt und regulir ist. Fiir die
assozierte regulire Festlegung der bedingten Erwartung folgt £, X 1 |X ) = %s + "2—;13 =

2tl ¢ und somit E (Xl‘a ))) = ”+1X( » so dass W1rm1t(12 50, = ”+1X( )erhalten Der

2n
Schitzer 9 ist erwartungstreu und sein quadratlsches Risiko ist R, (0, 0, o) = Firn > 1

n2+2n
ist der Schitzer 90 offensichtlich besser als 0, fiir n — oo erhalten wir sogar die Ordnung
O(n™?) gegeniiber O(n™'). o

§13 Exponentialfamilien

§13.01 Definition. Es sei (X', 2", Pg) ein bzgl. eines o-endlichen Mafies i« dominiertes statistisches
Experiment. Pg wird (k-parametrische) Exponentialfamilie (in n und S) genannt, wenn k € N,

n:0 =Rk C: @%R{O,SE%kundh€%+ex151tlerenm1t

dP
d—"(x) = C(O)h(z) exp ((n(8), S(x))), fiir u-f.a. & € X und fiir alle § € O,
I
Die Statistik .S wird natiirlich erschipfend fiir Pg genannt. Sind die Koordinatenfunktionen
von 1) = (1);)ie1,x] linear unabhingige Funktionen und fiir die Koordinatenfunktionen von S =

(Si)ieq, i gilt

)\0+/\151++/\Sk20 ]P)@—f.S. = /\0:/\1::)%:0
d.h. 1,5, ..., Sk sind Pg-f.s. linear unabhingig. Dann wird die Exponentialfamilie strikt k-
parametrisch genannt. O

§13.02 Bemerkungen

(a) C(6 ([ h(z)exp((n(#), S(x)))p(dx))~" ist gerade die Normierungskonstante. Die
Wahrschemhchkensmaﬁe Py, 6 € O, sind paarweise wie auch zu dem Mal} v := hu €
to(Z) (da p € pu,(Z")) dquivalent. Eine Pp-Nullmenge ist somit Nullmenge fiir alle Py,
0 € O, also fiir Pg, sowie fiir v.

(b) Die Darstellung ist nicht eindeutig, mit einer invertierbaren Matrix A € R¥** erhilt man
beispielsweise eine Exponentialfamilie in 77(#) = An(6) und S(z) = (A")~1S(z). AuBer-
dem kann die Funktion A in das dominierende Mal} v = hp absorbiert werden.

(c) Aus der Identifizierbarkeit des Parameters, d.h. Py # P, fiir alle § # 6, folgt die Injekti-

vitit von 7). Andererseits impliziert die Injektivitdt von 7 bei einer strikt k-parametrischen
Exponentialfamilie die Identifizierbarkeit des Parameters.

(d) Ist Pg eine Exponentialfamilie in n und S € 2%, so ist Pg = (Pg )oco eine Exponential-
familie in 7 und der Identitét idgx.

(e) Das Faktorisierungskriterium von Neyman (Satz §12.29) anwendend ist die natiirliche er-
schopfende Statistik S einer Exponentialfamilie Pg in der Tat erschopfend fiir Pg im Sinne
der Definition §12.08. O

§13.03 Definition. Unter den Annahmen und Notationen der Definition §13.01 bezeichnet

Onat 1= {u ERE: /eXp ((u, S(x)))h(x)u(dr) € R\g}
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den natiirlichen Parameterraum einer Exponentialfamilie Pg. Die entsprechend mit u € O,
reparametrisierte Familie Pg_,, = (P, )uco,,, Wird natiirliche Exponentialfamilie in S genannt.
O

§13.04 Beispiele.
(a) Die Normalverteilungsfamilie NRXR\% ist eine zweiparametrische Exponentialfamilie in
n(p, o) = (1u/0*,1/(20%)) und S(z) = (z, —2?) bzgl. des LebesguemaBes als dominie-
rierndes MaB. Jedes u der Form v = (u/0?,1/(20?)) ist ein natiirlicher Parameter, und der
natiirliche Parameterraum ist gegeben durch ©,,; = R x ]R{O. Ist entweder o € RTO oder
p € R bekannt so liegt eine einparametrische Exponentialfamilie in n(px) = u/0? bzw.
n(o) =1/(20%) und S(z) = z bzw. S(z) = —2? vor.

(b) Die Binomialverteilungsfamilie (Bin,;))yc(0,1) bildet eine Exponentialfamilie in 7(p) =
log(p/(1 — p)) (Logitfunktion vgl. Bemerkung §04.15) und S(z) = z beziiglich des Zhl-
maBes p auf [0, n]. Der natiirliche Parameterraum ist R, insbesondere liegt fiir den Para-
meterbereich [0, 1] keine Exponentialfamilie vor. O

§13.05 Lemma. Der natiirlichen Parameterraum ©,,; einer Exponentialfamilie ist konvex.
§13.06 Beweis von Lemma §13.05. Dies folgt aus der Holdersche Ungleichung §02.9 (xii). O

§13.07 Lemma. Bildet Pg eine k-parametrische Exponentialfamilie in n und S, so bildet auch die
Familie der Produktmafle Pg, eine k-parametrische Exponentialfamilie in n) und S, € 2" mit
Sn(z) =>"" | S(x;) und der Darstellung

dPy (T - n
dui (z) = C(0) (Hh(%)) exp ((77(9)7 ZS(%»), re X" 0e0.
i=1 i=1
§13.08 Beweis von Lemma §13.07. Dies folgt aus der Produktformel %(x) =11, %(xi). O

§13.09 Beispiele.
(a) (Fortsetzung von §04.06 (a)) Betrachte (R™, %", NG g+ ), also das normale Lokations-
\O
Skalen-Modell. Die natiirliche erschopfende Statistik ist (> | x;, — > ., 7). Durch Trans-

— i=1"1
formation sind damit auch (7, 2) und (7, 5?) mit S> = —=>"" | (; — T)? erschopfende
Statistiken.

(b) Sei (B})ye(0,1) die Verteilungsfamilie einer Bernoullikette, dann ist die Anzahl der Erfolge
>, @; erschopfend. ©

§13.10 Satz. Sei Pe,,, eine Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameterraum ©,,; C R* und fiir
alle 0 € O, der Darstellung
dPy y
T C(f)hexp ((0,5)) = hexp ((6,5) — A(9)) p-fi, (13.1)
o
mit A(0) = log ( [ hexp((0, S))du). Ist 6, ein innerer Punkt von © ., so ist die erzeugende
Funktion 1g,(s) = Ey, [exp((S, s))] in einer Umgebung der Null wohldefiniert und beliebig oft
differenzierbar. Es gilt weiterhin 1y, (s) = exp(A(0, + s) — A(0,)) fiir alle s mit 0, + s € Oy

Fiiri, j € [1, k] folgt aufferdem Ey, (S;) = 2—2(90) und Covy,(5;,S;) = %(90).

76 Statistik 1
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§13.11 Beweis von Satz §13.10. Ubungsaufgabe. O

§13.12 Vorbetrachtung. Im Folgenden sei Po,,, = (Py¢)(0.6)c0n., Mit Onay C RFT™ eine natiirliche
Exponentialfamilie in (S, 7)) € 2™ mit der Darstellung

dPy ¢
dv

Fiir jedes (0,,&,) € Opat ist P, := Py, ¢, ein privilegiertes dominierendes Wahrscheinlichkeits-
mal fiir Pg,,, (vgl. Bemerkung §13.02 (a)) und fiir jedes (6, &) € Oyt ist

(z) = C(0,&) exp ((0,5(x)) + (£, T(x))) wv-Li. (13.2)

dP0,§ _ 0(075) .
B, (x) = CO.5) exp ((0 — 6,, S(x))) exp ((§ — &, T(x))) P,Afi.
eine P,-Dichte von Py . Setzen wir ¢y 1= % € RTO, fo == exp ((0 — 6,,0)) € (B™)"

SOWIE g¢ := €eX —&,,0)) € SO besitzt [Py ¢ eine IP,-Dichte der Form .1). Weiterhin
ie g p ((6—&,,0)) € (#B*)" so besitzt Py ¢ eine P,-Dichte der Form (12.1). Weiterhi

existiert nach Satz §03.15 (ii) eine regulidre Festlegung P57 der bedingten Verteilung von S
gegeben T bzgl. P,,. Somit konnen wir Lemma §12.27 anwenden, wobei wir fiir jedes #, 07 =

nat *

{€:(0,€) € O, ) sowie =, := {0 : 0% £ ()} definieren. O

§13.13 Korollar. Gegeben sei eine natiirliche Exponentialfamilie Pg_,, in (0,€) und (S,T) mit der

Darstellung (13.2). P, sei eine spezielle Verteilung Py, ¢, (0,,&,) € Onat. Bei gegebener regu-
ldirer Festlegung PE‘T der bedingten Verteilung von S gegeben T bzgl. P, gilt dann:
eine

(1) Fiir jedes 0 € =, bilden die von T' induzierten Verteilungen ngat = (Pg’g) ccor

Exponentialfamilie in & und der Indentitdit idgm, das heift fiir alle ¢ € ©°_, gilt "

dIP’g’ ¢
dPT

o

mit £ (t) = ze 5D ((—&, 1)) [exp ((0 = 0o, 5)) 5"~ (ds).

(i) Fiir jedes 0 € =, gibt es eine von & unabhdingige reguldre Festlegung IP’;'.T der bedingten

Verteilung Pig, die fiir PI-fa. t € R™ eine Exponentialfamilie (ng‘fpzt

idgs bilden, das heifst fiir alle 0 € =, gilt

(t)=C(0,&)exp (1) fy (t) Pl-fa teR™

_ inBun
)Ge:rlat d

P, Ir=t
dpSIT=t

(s) L j exp ((0,s)) exp ((=,,8)) PS"="-fa. s € R

C

§13.14 Beweis von Korollar §13.13. Mit Bemerkung §13.12 folgt die Behauptung direkt aus Lemma
§12.27. O

§14 Vollstandige Statistik

§14.01 Definition. Eine (S,.”)-wertige Statistik S auf (X, o7, Pg) heibt volistindig, falls fir alle
fe .7 gilt

VocO : Ej(f)=0 = [f=0 Pi-fi.

Statistik 1 77



Kapitel 4 Schitztheorie §14 Vollstindige Statistik

§14.02 Bemerkung. Eine Statistik V' auf (X, 2, Pg) wird unwesentlich (ancillary) genannt, wenn ih-
re Verteilung P! := P} nicht vom Parameter 0 abhiingt. Sie heiBt unwesentlich erster Ordnung,
falls E,[V'| := Ey[V'] unabhingig von 6 ist. Falls jede Statistik der Form V' = f(.5), die unwe-
sentlich erster Ordnung ist, auch Pg-f.ii. konstant ist, so ist keine redundante Information mehr

in S enthalten, und S ist vollstindig (verwende f(S) = f(S) — E.[f(S5)]). O

§14.03 Lemma von Basu. Es seien S und V' Statistiken auf (X, 2", Pg). Ist S erschopfend und voll-
stindig sowie V unwesentlich (ancillary), d.h. PV ist unabhiingig von 6 € ©, so sind S und V
unabhdngig.

§14.04 Beweis von Satz §14.03. In der Vorlesung. O

§14.05 Satz von Koopman. Es sei Pg,,, eine (strikt) k-parametrische Exponentialfamilie in S mit
natiirlichem Parameter ©,,; C RF. Besitzt ©,.. ein nichtleeres Inneres inn(Opat), so ist S
erschopfend und vollstindig.

§14.06 Beweis von Satz §14.05. In der Vorlesung. O

§14.07 Bemerkung. Der natiirliche Parameterraum ©,,,; einer (strikt) k-parametrischen Exponential-
familie ist konvex und enthilt ein nicht entartetes k-dimensionales Rechteck. O

§14.08 Korollar. Gegeben sei eine natiirliche Exponentialfamilie Pg_,, in (0,€) und (S, T) mit der
Darstellung (13.2). Hiingt die Verteilung einer weiteren Statistik V' auf (X, 2", Pe,,,) nicht
von 0 ab, so sind die Statistiken V und S unabhcdingig unter jedem Py fiir alle & € =, mit
inn(0%,,) # 0 und 6 € 65,,.

§14.09 Beweis von Korollar §14.08. In der Vorlesung. |

§14.10 Beispiele.

(a) Besitzt in einem gewdohnlichen normalen linearen Modell Y N XREXE, (siehe Abschnitt
§06) die Designmatrix X einen vollen Spaltenrang (rg(X) = k), so liegt eine (strikt)
(k + 1)-parametrische Exponentialfamilie in (3, 0) = 07%(3,1/2)" € R* x R{; und
(S(Y), T(Y)) = (XY, —||Y|*)! € RF*! vor. Der natiirliche Parameterraum ©,,,; =
R" x R{ besitzt ein nichtleeres Inneres in R"*', so dass (5,7 erschopfend und voll-
standig ist. Mittels einer bijektiven Transformation ergibt sich, dass fiir den gewohnlichen
Kleinste-Quadrate-Schiitzer (gKQS) 3 = (X'X)~1 XY (Korollar §05.09) und 6% = (n —
k)Y — X B||? (Satz §06.02) auch die Statistik (3, |Y||?) = (8, |[Ilxre Y ||* + (n — k)5?)
erschopfend und vollstidndig ist. Da weiterhin gilt [Txg,Y = X3 (Lemma §05.07), ist auch
(B,5?) erschopfend und vollstéindig. Insbesondere hiingt die Verteilung von 52 nicht von 3
ab, so dass nach Korollar §14.08 3 und 52 unabhiingig fiir alle (3, 0) € R* x R{O sind.

(b) Sei X = (X)icpn @© (Uﬁ),e])eem\*o (siehe Beispiel §12.41). Dann folgt aus der Form

L(G,x) = 9_"]1R+ (x(l))ﬂ[o,g] (a:(n)) mit r; = minie[[l,n]] x; und T(n) = MaAXie[1,n] Ti der
Likelihood-Funktion, dass das Maximum S(X) := X, der Beobachtungen eine erschop-
fende Statistik ist. Da P die Lebesguedichte £ (s) := ns™ 107" 1o g(s) besitzt, folgt aus

5= | " F(snb-ns -t — 0,
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§15 Erwartungstreue Schitzer Kapitel 4 Schitztheorie

fiir alle 6 € ]RTO, dass f = 0 Lebesgue-f.ii. gelten muss, woraus die Vollstindigkeit fiir
S(X) = X(n) fOlgt. O

§15 Erwartungstreue Schatzer

§15.01 Satz von Lehmann-Scheffé. Es seien (X, 2", Pg) ein statistisches Experiment, 7 ein erwar-
tungstreuer Schditzer des identifizierbaren Parameters vy : © — R und S eine erschopfende und
vollstindige Statistik fiir Po. Dann ist 7, = E, (/7\|0(S )) der eindeutig bestimmte Schiitzer, der
in der Klasse aller erwartungstreuen Schditzer gleichmdpfig die kleinste Varianz besitzt (KVS fiir
Kleinste-Varianz-Schdtzer oder UMVU fiir uniformly minimum variance unbiased oder BUE
fiir best unbiased estimator). Insbesondere gilt damit:

(i) (Existenz) Es gibt einen KVS der Form 7,(z) = g(S(z)) fiir alle v € X.
(i) (Eindeutigkeit) Ist ¥ ein KVS, dann gilt Py(y = 7,) = 1 fiir alle § € ©.
(iii) Isty = h(S) erwartungstreu fiir y, dann gilt Po(y = 7,) = 1 fiir alle 6 € ©.

§15.02 Beweis von Satz §15.01. In der Vorlesung. O

§15.03 Bemerkung. Ausdem Satz §12.36 (Rao-Blackwell Verbesserung) folgt die Aussage des Satzes
von Lehmann-Scheffé sogar fiir das Risiko bzgl. einer beliebigen im zweiten Argument strikt
konvexen Verlustfunktion. O

§15.04 Beispiele (§14.10 fortgesetzt).
(a) SeiY ® N XRFXRY, mit rg(X) = k. Da 3 und G erwartungstreue Schiitzer fiir 4 und o sind

(Satz §05.15), die insbesondere erschopfend und vollstidndig sind, besitzen beide Schitzer
jeweils minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schitzer von 3 und 2. Fiir
diese Aussage ist die Normalverteilungsannahme essentiell.

0) X = (Xi)iepn) © (Uﬁw]) pex,: Da X, eine erschopfende und vollstindige Statistik mit

Eo( X)) = #19 fiir alle @ € © ist, besitzt der erwartzungstreue Schitzer @\O = "T“X (n)
minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schétzer von 6. O

§15.05 Berechnung des Kleinste-Varianz-Schiitzer. Sei S vollstindig und erschopfend fiir Pg. Moch-
te man den Kleinste- Varianz-Schitzer fiir v bestimmen so gibt es zwei Moglichkeiten, ihn zu
berechnen (die Existenz vorausgesetzt):

(a) (Direkte Methode, geeigneter fiir diskrete Verteilungen) Man sucht einen erwartungstreuen
Schitzer der Form 7, = h(S) fiir v, dieser ist dann der Kleinste-Varianz-Schitzer. Dies
fiihrt zu folgendem Gleichungssystem fiir die unbekannte Funktion A

VOEO: (0)=Eo3,) = ES(h) = / h(s)BS (ds).

Als Ubungsaufgabe benutze diese Methode im Fall von Beispiele §13.09(b) fiir den abge-
leiteten Parameter v(7) = w(1 — 7).

(b) (Benutze Rao-Blackwell Verbesserung) Fiir einen beliebigen erwartungstreuen Schitzer ¥
ist die Rao-Blackwell Verbesserung 5, = h(S) = E, (7|0 (S)) dann der Kleinste-Varianz-
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Schitzer. Die Berechnung kann entweder direkt mit bedingten Dichten durchgefiihrt wer-
den (hdufig aufwendig), oder man nutzt die Charakterisierung der bedingten Erwartung

VOcO:VAca(S): Eo(1ah(S)) =Ey(147)

was erneut zu einem Gleichungssystem fiir A fiithrt. Wir haben dieses Verfahren in Beispiel
§12.41 benutzt. O

§15.06 Kritik. Kleinste-Varianz-Schitzer werden hiufig kritisiert, da

(a) Eine Einschriankung auf erwartungstreue Schitze zu viele Schitzer ausschlieft. Aus dem
Satz von Lehmamn-Scheffé §15.01 wird deutlich, dass es nur ein von einer erschdpfenden
und vollstdndigen Statistik abhidngenden Schitzer existiert.

(b) Die Einschriankung auf erwartungstreue Schitzer schlieBt hdaufig interessante Schitzer mit
geringerem Risiko aus, da eventuell ein Schitzer mit einer kleinen Verfélschung eine deut-
lich geringe Varianz besitzen kann (siehe nachfolgendes Beispiele §15.07(a)).

(c) Es gibt Situationen, in denen erwartungstreue Schitzer und Kleinste-Varianz-Schitzer vol-
lig unsinnig sind (siehe nachfolgendes Beispiele §15.07(b)).

(d) Es gibt Situationen, in denen erwartungstreue Schitzer und Kleinste-Varianz-Schitzer nicht
existieren (Ubungsaufgabe). m

§15.07 Beispiele.
(a) (Fortsetzung von §13.09(a)). Im normalen Lokation-Skalen-Modell (R", #", NE o ) be-
\0

den Schitzer 52 := ¢ (X;— X)? fiir den Parameter 0 € R

trachte fiir jedes ¢ € R}’ \0°

\0
wobei fiir

L, JKVS;
c=191] st o, . . .
= MLS (im néchsten Kapitel).

Dann gilt E(62) = ¢(n—1)0? und Var(5?) = ¢?(2n—2)o?, so dass bzgl. der quadratischen
Verlustfunktion fiir das Risiko von 2 gilt

R,(0°,57) = Var(5?) + (E(32) — 0°)
= ((n* = 1)c® —2(n — 1)c+1)o* = h(c)o™.
Bestimmung der Minimalstelle von h liefert nun //(c,) = 2¢,(n*—1) —=2(n—1) = 0 genau
dann, wenn ¢, = (n + 1)~'. Damit minimiert der Schitzer (n 4+ 1)~' 3", (X; — X)? das
Risiko in der Familie der Schitzer {¢> ! (X; — X)? ¢ € R\*()} und nicht der Kleinste-

Varianz-Schitzer. AuBBerdem sieht man, dass der MLS in diesem Beispiel besser ist als der
Kleinste-Varianz-Schitzer (c = n~! ist ndher am Scheitelpunkt als ¢ = (n — 1)71).

(b) Sei X ® PoiR\+0 := (Poi,) ren - Gesucht ist der Kleinste-Varianz-Schitzer fiir den ab-
\0

geleiteten Parameter v : ]RQLO — R mit A — v(\) := exp(—2\). Es ist bekannt, dass

S(x) = x eine vollstindige und erschopfende Statistik fiir Poi]R+O ist. Daher besitzt der

Kleinste-Varianz-Schitzer die Form 7, = h(X) fiir eine Funktion h : Ny — R, welche
Losung des Gleichungssystems

3 h(K) e = Ea() = 7)) = exp(~2)
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ist und somit auch )", (l{:)}\; = exp(— ) S o (—1)k2 F erfiillt, d.h. aber 7, =
(—1)% ist Kleinste-Varianz-Schétzer fur 7(A) = exp(—2X\), was unsinnig ist. O

§16 Informationsungleichungen

§16.01 Chapman-Robins-Ungleichung. Es seien (X, 2 ,Pg) ein statistisches Experiment, 7 ein er-
wartungstreuer Schdtzer des identifizierbaren Parameters v : © — R und 6, € ©. Fiir je-
des 0 € O mit Py < Py, bezeichne Ly, (0) = dPy/dPy, die Likelihood-Funktion, also eine
Py, -Dichte von Py. Erfiillt diese zusdtzlich Eq, (|Lo, (0)*) = [ |Lo, (6, z)[*Py, (dz) < oo (kurz
Ly, (0) € Z5(Py,)), dann gilt

Varg, (7) = Eo, (17 — 7(0.)%) >

[1(6) = 7 (6)*
Vargo (Lg ((9))

§16.02 Beweis von Lemma §16.01. In der Vorlesung. O

o

§16.03 Beispiel. Betrachte auf (R, #%) die Familie Epr\+0 = (Expy) pek, VN Exponentialvertei-
lungen. Fiir 0,60 € R\o ist dann Ly (0, 2) = (0/0,) exp(—(0 — 6,)x)1g+(x) die Likelihood-

Funktion. Fiir 6 € (6,/2,00) gilt somit Ly, (0) € % (Py,) und Vary, (Lg,(0)) = 9(()9(2—6_9_@920).

Sei § nun ein beliebiger erwartungstreuer Schitzer fiir  (d.h. v = idR\+O). Aus der Chapman-

Robins-Ungleichung §16.01 folgt dann Varg, (5) > SUPge(p, /2,00) 0o(20 — 0,) = oc. Sofern
also beliebig groBe Werte # zugelassen sind, existiert kein erwartungstreuer Schitzer von 6
mit endlicher Varianz. Betrachten wir dagegen den identifizierbaren Parameter 6 — ~(6) :=
61, so schlieBen wir mit Hilfe der Chapman-Robins-Ungleichung §16.01, dass Vary, (§) >

SUDge (g, /2.00) ( 2299 = 0,2, Der Schiitzer 7, := X ist erwartungstreu fiir v(6) = 6~! mit
Varianz Vary(7,) = =2 und erreicht somit diese Schranke. O

§16.04 Definition. Sei (X, 27, Po) ein y-dominiertes statistisches Modell mit © C R* und Likelihood-
Funktion L(#) = dPy/du. Weiterhin bezeichne ¢(0,x) = log(L(6,x)) (mit der Konvention
log(0) := —o0) die Loglikelihood-Funktion. Die Familie Pg wird Hellinger-differenzierbar in

0, € inn(©) genannt, falls eine R*-wertige Funktion ((6,) :  — (6, z) in 2" existiert mit

. VL0, 2) = /Ly, ) — L(0(8,,2),0 — 0,)\/L(0, ) \ 2
A =R ) u(dr)
IV/L(8s + 1) = /L(0,) — 5{0(6,), h)\/L(8,) 1%,
= lim 5 = 0.
h—0 |12l

Die Abbildung 6 — ¢(6,) heiBt auch Score-Funktion und

Ty, == Eo, (£(6,)0(0,)") = / (€(0,, %) (0, x)") Py, (d)
wird Fisher-Informationsmatrix in 6, € inn(©) genannt. m

§16.05 Bemerkungen.
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(a) Sofern alle folgenden Ausdriicke klassisch differenzierbar sind, so gilt

VoL(
Vo L(0,x) = 2\/7 2\/ (0, x)Vqlog(L \/ (0, 2)0(0, )

Insbesondere ist also die Score-Funktion ¢ die Ableitung der Loglikelihood-Funktion .
(b) Die angenommene Differenzierbarkeit im %% (u)-Mittel ist eine natiirliche Verallgemeine-
rung der klassischen Differenzierbarkeit. Da [|\/L(0)[1%,,) = J L(0,2)u(dz) = 1, folgt

VL(0) € £ (), so dass man 6 — +/L(0) als £, (p)-wertige Abbildung auffassen kann
und die Familie Pg im geometrischen Sinne eine Untermannigfaltigkeit des Hilbertrau-
mes %5 (p) bilden. Insbesondere gllt notwendlgerwelse (£(6,),0 — 0,)\/L(6,) € L(p),
und somit auch Eq, (|(¢(6,), = [ [{(65,2),0 — 0,)°L(0,, x)u(dx) < oo sowie
0(6,) € Z(Py), so dass die Matrlx Igo stets wohldeﬁmert ist.

(c) Nach Definition ist die Fisher-Informationsmatrix symmetrisch und positiv-semidefinit, da
(Zy,v,v) = Ky, (](€(0,),v)]?) = 0 fiir alle v € R* gilt.

(d) Die Score-Funktion und die Fisher-Information sind unabhéingig vom dominierenden Maf.
Sei () ein privilegiertes dominierendes MaB, dann gilt L(f) = %% , 80 dass in der Defi-

nition von ¢ der Faktor % aus dem Integranden ausgeklammert werden kann und { ebsenso
die Definition beziiglich des dominierenden Mal3es () erfiillt. 0

§16.06 Lemma. Sei Pg eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen iiber (X, Z), derart dass fiir alle
6 € © C R¥ in einer Umgebung von 0, € O gelte Py < Py, und Ly, (0) := dIPy/dPy, bezeichne
die entsprechende Likelihood-Funktion. Falls die Familie Pg in 0, £5(Py,)-differenzierbar ist,

also eine RF-wertige Funktion Ly, (0,) : © + Ly, (0,,2) in 2 existiert mit

lim
0—0,

Lo, (0, %) — Lg, (0, ) — (Lo, (60, ), 0 — ,)\ 2
( = ) Bal

_ hm HL90<90 + h) - Leo(eo) - <L90(90)7 h)”?fz(]}pgo) _ O
h=0 [12]? ’

dann ist Pg auch Hellinger-differenzierbar in 0, mit Score-Funktion ¢ (0,) = Lgo (0,).

§16.07 Beweis von Lemma §16.06. In der Vorlesung. O

§16.08 Belsplel Firf € Rundo € R\o sei X eine reelle Zufallsvariable mit Lebesguedichte fy(x) =

o exp(—|z — 0]/0), = € R. Der Parameter o ist bekannt und der Parameter 6 ist unbekannt.
Fiir beliebige 6,6, € Rund z € R gilt

Lo, (0,2) = exp (= (Jz = 0] = |o = 8,]) /7).
und Ly, ist % (Py, )-differenzierbar (Nachweis!) mit
L(0o, 2) = (1o-0,50) = Li—6,<0}) /0
Mit Lemma §16.06 gilt £(6,) = Ly, (6,) und fiir die Fisher-Information erhalten wir

Igo = Val“go (]l(X_90>0) — ﬂ(X_90<0))/0'2 = 1/0‘2.

Die Fisher-Information hingt somit nicht vom unbekannten Parameter ab, was nur selten der
Fall ist. O
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§16.09 Cramér-Rao-Schranke. Es seien (X, 2, Pg) mit © C RF ein statistisches Experiment, ~y
© — R ein identifizierbarer und in 0, € inn(©) differenzierbarer Parameter sowie 7 ein
erwartungstreuer Schdtzer fiir . Fiir alle 0 in einer Umgebung von 0, gelte Py < Py sowie
die £5(IPy,)-Differenzierbarkeit der Likelihood-Funktion Ly, (0) = dPy/dPy, in 0,. Falls die
Fisher-Informationsmatrix Ly, strikt positiv-definit ist, gilt die Cramér-Rao-Ungleichung als
untere Schranke fiir das Risiko beziiglich der quadratischen Verlustfunktion

~ 2 ~ 1. .
By, (|7 = 1(06)[") = Vary, (3) > (Z,'5(6.), (6.))-
§16.10 Beweis von Satz §16.09. In der Vorlesung. O

§16.11 Bemerkung. Ist 7 kein erwartungstreuer Schitzer fiir y aber 7 € % (IPy) fiir alle 6 € O, so ist
7~ ein erwartungstreuer Schitzer fiir g(0) := Ey(7). In dieser Situation liefert die Cramér-Rao-
Ungleichung mit Hilfe der Bias-Varianz-Zerlegung

Eo, (5= 1(00)) > 19(05) = 1(00) + (Z;,"3(00), §(6.))-

Diese Abschitzung ist insbesondere hilfreich, in Situationen in denen erwartungstreue Schitzer
von 7 nicht existieren oder nicht erstrebenswerte Eigenschaften besitzen. O

§16.12 Lemma. Sei Pg eine p-dominierte Familie von WahrscheinlichkeitsmafSen iiber (X, Z") mit
© C R offen und fiir € © entsprechender Likelihood-Funktion 1.(0) = dPp/du. Weiterhin
gelten die folgenden Bedingungen:

(i) fiir p-f.aa. x € X ist die Abbildung 0 — sg¢(x) = \/L(0,x) stetig differenzierbar mit
Ableitung $y(x),

(i1) fiir jedes 0 € © ist $g in L5 (), also HSQH?%(M < 00, so dass die Matrix Ty = 4 [($¢$h)dp,
also (Zyv,v) = 4 [ |(S9,v)|*dp fiir alle v € R¥, wohldefiniert ist,

(ii1) die Abbildung 0 — 1, ist stetig.

Dann ist Pe Hellinger-differenzierbar in jedem 6, € © mit Score ((6,) = \/2%]1 {LO)eRT, )

§16.13 Beweis von Lemma §16.12. In der Vorlesung Statistik II. O

§16.14 Lemma. Es gelten die Annahmen und Notation aus Satz $13.10, so dass Pg,,, eine (strikt)
k-parametrische natiirliche Exponentialfamilie in S mit natiirlichem Parameterraum ©,,; bil-
det. Dann ist Pg,_,, im Innern von O, insbesondere £5(Py) und Hellinger-differenzierbar mit
Fisher-Information Ty = A(G). Sofern 1y, strikt positiv-definit ist, so erreicht S;, i = 1,... k,
als erwartungstreuer Schiitzer von 7;(0) = Eq(S;) die Cramér-Rao-Schranke (ist Cramér-Rao-
effizient) in 6, € inn(O ;).

§16.15 Beweis von Lemma §16.14. In der Vorlesung. 0

§16.16 Beispiel (§12.07 fortgesetzt). Fiir ein o € RTO sei X @ N, 1,2y = (N’&L,Ug))ﬂeR, das normale
Lokations-Modell beschreibt also adidquat die Verteilung von X. Ein erwartungstreuer Schitzer
von p ist i = X. Dann gilt Var, (i) = o /n sowie fiir die Fisher-Information Z,, = n/o? (da
Ap) = 37“2, A(p) = n/o?). Also ist [i effizient im Sinne der Cramér-Rao-Ungleichung. Um

nun vy : u +— y(pu) := p? zu schiitzen, betrachte den erwartungstreuen Schitzer ¥ = (X)? —
o?/n. Dann gilt Var,(7) = # + 27%4 (Nachweis!), wihrend die Cramér-Rao-Ungleichung
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die untere Schranke 44202 /n liefert. Damit ist 5 nicht Cramér-Rao-effizient. Allerdings ist X
eine erschopfende und vollstidndige Statistik, so dass der Satz §15.01 von Lehmann-Scheffé
zeigt, das ¥ minimale Varianz unter allen erwartungstreuen Schitzern besitzt. Demnach ist die
Cramér-Rao-Schranke hier nicht scharf. O

§16.17 Bemerkung. Die Cramér-Rao-Schranke wird nur erreicht wenn Pg eine Exponentialfamilie
in S bildet und v(0) = Ey(S) oder eine lineare Funktion davon zu schitzen sind. Wegen der
Vollstandigkeit der Statistik S konnte man in diesen Fillen auch mit dem Satz §15.01 von
Lehmann-Scheffé argumentieren. Im nédchsten Kapitel betrachten wir allgemeinere Schitzver-
fahren die zu mindestens asymptotisch die Cramér-Rao-Schranke erreichen. O

$16.18 Lemma. Es sei (X, 2, Pg) mit © C R* ein in 0, € © Hellinger-differenzierbares stati-
stisches Experiment. Dann ist die Likelihood-Funktion 1(0) = dPy/du insbesondere £ (11)-
differenzierbar mit Ableitung 1(0) = ((0)L(6), und es gilt By, [((6,)] = 0.

§16.19 Beweis von Lemma §16.18. In der Vorlesung. O

$16.20 Lemma. Fiir jedes i € [1,n] sei (X®, 2'® P(i)) ein in 0, € © Hellinger-differenzierbares
statistisches Experiment iiber derselben Parametermenge © C R* mit Fisher-Informationsmatrix
I() Dann ist das statistische Produktexperiment (X_; X & 2O ([T 1IP’(Z Joco) in
0, € © Hellinger-differenzierbar mit Fisher-Informationsmatrix

VOEO  Ty=)Y I,V

i=1
§16.21 Beweis von Lemma §16.20. In der Vorlesung. O

§16.22 Beispiel ((§16.08 fortgesetzt)). Fiir o € R\o und 6 € R seien (X;);c[1,,,) unabhingige, reelle Zu-
fallsvariablen mit identischer Lebesguedichte fy(x) = 5 exp(—|z—60|/0), x € R. Der Parame-

ter o ist bekannt und der Parameter 6 unbekannt. Da Z; = 1/0? die Fisher-Information im sta-
tistischen Modell der Zufallsvariable X fiir j € [1, n] ist, erhalten wir die Fisher-Information
Ty = n/o? im Produktmodell. O

§17 Translations-aquivariante Schatzer

Wir betrachten im Folgenden translations-dquivariante Schitzer fiir einen unbekannten Parame-
ter € R, d.h. Schiitzer § mit der Eigenschaft H(X +al,) = H(X) + a wobei wir fiir v € R"
und a € R schreiben = + al,, = (z1 +a, ..., z, + a). Skalen-dquivariante Schitzer sowie eine
allgemeinere Darstellung findet man zum Beispiel in Kapitel 3 in Lehmann and Casella [1998].

§17.01 Definition. Es seien (R", %", Pg) ein bzgl. eines translations-invarianten, o-endlichen MaBes
w dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion L(#) = dPy/du, © C R sowie
0 € ©. Wir bezeichnen Pg als Lokations-Familie, falls

L(0,xz) =L(0,z —01,) firallez € R"undf € O

gilt. Ein Schitzer 8 von 6 heiBt translations-iquivariant (T4S), falls 6(z + al,,) = 0(z) + a fiir
alle x € R", a € R gilt. Wir bezeichnen eine Verlustfunktion » und das entsprechende Risiko
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R, als translations-invariant, falls v(6, 0) = (0 + a,0 + a) fiir alle 0,0, a € R gilt. Ein T4S

9 heiBit bester translations-dquivariant Schéitzer beziiglich des translations-invarianten Risikos
R, falls R, (6,6,) < R, (0,0) fiir alle § € Ag und 6 € O gilt. O

§17.02 Lemma. Es seien Pg eine Lokations-Familie und R, ein translations-invariantes Risiko. Fiir
Jeden translations-dquivarianten Schéitzer 0 gilt R, (6,6) = R, (0,0), fiir alle 0 € ©, d.h. das

Risiko ist konstant in (unabhdingig von) 0, und somit ist 9 ein bester translations-dquivarianter
Schdtzer, falls R, (0, 6, o) < R.(0, 0) fiir alle translations-dquivarianten Schdtzer 0 gilt.

§17.03 Beweis von Lemma §17.02. In der Vorlesung. O

§17.04 Lemma. Esseienn > 2,V(X) := (X1—X,,..., X,_1—X,), 0 ein translations-iquivarianter
Schiitzer und 0 ein beliebiger Schidtzer fiir . Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) 0 ist ein translations-dquivarianter Schditzer.
(ii) Es existiert eine translations-invariante Funktion u : R" — R, d.h. u(x + al,,) = u(x) fiir

alle x € R", a € R, so dass 0 = 54— u gilt.
(iii) Es existiert eine Abbildung h : R"' — R mit 0=0— h(V).

§17.05 Beweis von Lemma §17.04. In der Vorlesung. O

§17.06 Satz. Es seien Pg eine Lokations-Familie mit n > 2, V(X) = (X1 — Xp, ..., X1 —
X,), R, ein translations-invariantes Risiko und 0 ein translations-dquivarianter Schéitzer mit
R, (0,0) < co. Falls eine Borel-messbare Funktion h* : R"' — R mit

h*(v) € arg min E(v(0, 6 — )|V =v) fiirPy fa.ve R

heR

existiert, so ist 0, :== 0 — h*(V') ein bester translations-iquivarianter Schditzer beziiglich des
translations-invarianten Risiko R,

§17.07 Beweis von Satz §17.06. In der Vorlesung. O

§17.08 Korollar. Die Voraussetzungen des Satzes $17.06 seien erfiillt.

(i) Ist v die quadratische Verlustfunktion, d.h. v(0, e) = (0 — €)?, so ist der beste translations-
dquivariante Schdtzer 0, eindeutig bestimmt mit h* = K, (0 ‘ V).

(ii) Fiir den Absolutbetrag v (0, e) = |0—e| ist 0, ein bester translations-dquivarianter Schdtzer

falls h* ein Median der bedingten PZ‘V von é\gegeben V' ist.

§17.09 Beweis von Korollar §17.08. In der Vorlesung. O

§17.10 Beispiel (§16.16 fortgeserzt). Betrachte das normale Lokations-Modell X @ N, (02} fiir be-

kanntes o € R\o Das arithmetische Mittel 7i = X ist ein translations-dquivarianter Schitzer.
DaV = (X1 —X,,.... X 1 — X)) ~ N” 0.202) 2ilt, ist die Verteilung P, := P unabhin-
gig von p und somit ist V' eine unwesenthche (ancillary) Statistik fiir ;.. Nach dem Lemma
§14.03 von Basu sind V und X somit unabhingig (X ist erschopfend und vollstindig) und
h*(V') = h* im Satz §17.06 ist konstant. Betrachten wir eine quadratische Verlustfunktion, so
sieht man leicht dass A* = 0 gilt. Damit ist 1z auch ein bester translations-dquivarianter Schiit-
zer beziiglich des quadratischen Risiko. Allgemeiner, ist v(0,e) = p(6 — e) fiir eine konvexe
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und gerade Funktion p, so minimiert 2* den Ausdruck Eqp(X — v). Man kann leicht zeigen,
dass ein Minimum fiir A* = 0 angenommen wird, d.h. z ist auch in dieser Situation ein bester
translations-dquivarianter Schitzer. O

§17.11 Satz. Es sei Pg eine Lokations-Familie bzgl. des Lebesguemafes auf (R™, A") und R, das
Risiko bzgl. der quadratischen Verlustfunktion. Dann ist
~ 7 uL(0,2 — ul,)du
0,(r) = —5 .
oo L(0, 2 — uly,)du

ein bester translations-dquivarianter Schdtzer. In dieser Form heifit der Schdtzer 6, Pitman-

Schitzer.
§17.12 Beweis von Satz §17.11. In der Vorlesung. O
§17.15 Beispiel. Es seien X, ..., X, unabhingige und identisch Uj_1 4, 1)-verteilte ZV’en. Dann

gilt fiir die Likelihood-Funktion
L(O,x) = LO0,2 = 01,) = b" [ [ 1 p 2y (e = 0) = "1, o 1y(6)

und 50 = %(x(l) + () ist der Pitman-Schitzer. O
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Kapitel 5

Allgemeine Schatzmethoden

§18 Momentenschatzer

§18.01 Definition. Sei (X", 2", Pg) ein statistisches Produktmodell mit X C R, 2~ C 4 und abge-
leitetem Parameter v : © — RP. Ferner sei ¢ = (v;)icp,q) € 27 eine Statistik in .2 (Py) also
mit Koordinatenfunktionen ¢; € .Z1(IPy), j € [1,¢], fur alle # € ©, und ¢ : © — R mit

0 p(0) :==Eq(¢) = (Ee(w]'))je[[l,lﬂ] - </ij(x)P9(dx)>je[[1,q]]'

Weiterhin sei 0 : ¢(©) — +(0) eine Borel-messbare Funktion mit § o ¢ = 7. Ist v € A™ eine
Stichprobe mit ¢ (z) := 1 Y7 | ¢(z;) € ¢(0), so wird §(z) := §(¢(x)) Momentenschitzwert
fiir v(¢) mit Momentenfunktionen ¢» = (v;);c1,q genannt. O
§18.02 Beispiele.
(a) Es sei (X;)iepn) © Expgt = (EXPK)/\ER% (vgl. Beispiel §01.06 (h)). Betrachte die iib-
\0
liche Momentenfunktion ) (z) = z* fiir ein k € N, fiir X; ~ Exp,, i € [1,n], gilt dann

©(N\) = Ex(v) = Ex(XF) = A7%k! Ist y(\) = )\ der abgeleitete Parameter, so ergibt sich
§ o =~ fiir 6(x) = (k!/x)"/*. Der k-te Momentenschiitzer fiir ) ist damit

N k! 1/k
vl

(b) Betrachte einen autoregressiven Prozess der Ordnung 1 (AR(1)-Prozess):
X,=aX,_1+e, neN,

mit unabhingig und identisch verteilten Fehlertermen (¢;);en, fiirdie E(e1) = 0, Var(e;) =
0% < oo gilt, sowie Xy = 7y € R. Insbesondere, motiviert in dieser Situation die Identitit

E, (Xn,an (é?z‘)z'e[[l,n—u]) = aX?_,, zum Yule-Walker-Schiitzer
a = % Zzzl Xk—le - % ZZ:l Xk—lgk

=a-+ .
1 n 2 1 n 2
n Zk:l Xk—l n Zk:l Xk—l

Im Fall |a| < 1 kann man mit Hilfe des Ergodensatzes auf die Konsistenz von a,, fiir n —
oo schlieBen. Allgemeiner zeigt man, dass M,, := ZZ=1 X165k ein Martingal beziiglich
der Filtration .%, := o(ey,...,&,) ist mit quadratischer Variation (M), = > ,_, X2 ,.
Das starke Gesetz der gro3en Zahlen fiir -#,-Martingale liefert dann die (starke) Konsistenz
M, .
an —a+ P-f.s.

(M), “ o

Statistik 1 87



Kapitel 5 Allgemeine Schitzmethoden §18 Momentenschitzer

W(X;) in ¢(O) fiir hinreichend grofes

§18.03 Lemma. Es seien (X;)ic[1,n] @ P& und v, :== 1377 |
=9 Jn) (stark) konsistent, d.h. Py-f.s. gilt

n. Ist 0 stetig, so ist der Momentenschdtzer 7, :
§18.04 Beweis von Lemma §18.03. In der Vorlesung. O

§18.05 Satz (A-Methode). Es seien (X;)icn eine Folge von zufiilligen R*-wertigen Vektoren, o, > 0
mit lim,, o0 0y, = 0, 0, € R¥ sowie & € R*E:F) positiv semi-definit und es gelte

O'_I(Xn - 90) 2) N(O,Z)-

n

Ist f : R¥ — R in einer Umgebung von 0, stetig differenzierbar, so folgt

_ D
o (F(Xn) = £(60)) = No (sj0,).j0,)
wobei N g oy gegebenenfalls als Punktmaf3 oy in der Null zu verstehen ist.

§18.06 Beweis von Satz §18.05. In der Vorlesung. O

\0*
Da die vollstindige und erschopfende Statistik Xn := X ein erwartungstreuer Schitzer fiir A
ist, ist /Xn der KVS. Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt \/ﬁ(:\\n —A) 2, No,) unter Poi§I .
Ist das Ziel nun ein asymptotisches Konfidenzintervall herzuleiten, so stort die Abhingigkeit
der asymptotischen Varianz vom unbekannten Parameter. Betrachtet man nun f(z) = 2z'/2
mit f(z) = 27Y/2, so folgt mit Hilfe der A-Methode, dass \/n(2\> — 2A1/2) 2 N(0,1),
so dass [2A/% + n~Y/22,_ 5] ein asymptotisches (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 2/ bildet,

wobei z1_q/2 das (1 — a/2) Quantil einer Standardnormalverteilung bezeichnet. Eine Riick-
w2

$18.07 Beispiel (§15.07(b) fortgesetzt). Sei (X;)ie[1,n) © Poig: mit unbekanntem Parameter A € R
\0

transformation ergibt dann fiir \ selbst das asymptotische (1 — «)-Konfidenzintervall |(
(4n) 712214 0)?, 2+ (4n)~122_, /2)?]. Die Idee, mittels A-Transformation eine vom un-
bekannten Parameter unabhiingige asymptotische Varianz zu erhalten, ist in vielen Situation
sehr erfolgreich und wird Varianz-stabilisierende Transformation genannt.

Alternativ kann man die asymptotische Varianz mittels \,, konsistent schiitzen und mit Hilfe
des Slutsky-Lemma dann auf (n/ Xn)l/ 2 (Xn —A) N N(o,1y schlieBen. Daraus ergibt sich [/)\\n +
An/n)V221_4 /2] als asymptotisches Konfidenzintervall. O

§18.08 Satz. Es seien (X)) @ Po, 6, € ©,7 1 © = Round ¥, = 13" (X)) in ¢(©)
fiir hinreichend grofles n mit Momentenfunktionen 1) = (V;)jcn,q € Z2(Py,). Bezeichne mit
Yo, (1) € R4 die Kovarianzmatrix von ) mit den Eintriigen (Xg,(1));; = Covg, (¢4, ;) fiir
i,7 =1...,q. Sofern § in einer Umgebung von ¢(0,) stetig differenzierbar ist, ist der standar-
disierte Momentenschditzer 7, := (En) unter PSL asymptotisch normalverteilt mit Rate n~'/?,

asymptotischem Erwartungswert Null und asymptotischer Varianz (3, (1)0(¢(0,)), (¢(6,))):

~ D
ViQin = 7(00)) = Noo sy, oo ey (unter Ba,).

§18.09 Beweis von Satz §18.08. In der Vorlesung. O

§18.10 Bemerkung. Die Begriffe asymptotischer Erwartungswert und asymptotische Varianz sind
leicht irrefiihrend, da nicht notwendigerweise gilt, dass die Momente von /n(7, —(6,)) gegen
die entsprechenden Momente der asymptotischen Verteilung konvergieren (dafiir wird gleich-
gradige Integrierbarkeit benotigt). 0
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§19 Maximum-Likelihood-Schétzer Kapitel 5 Allgemeine Schiitzmethoden

Beispiel (§/8.02 (a) fortgesetzt). Es gilt By, (1) = Vary, (XF) = ((Qk)'— (kD)?) /A% und &' (z) =

—(K!/x)"/*(k2)~'. Fir jedes k € N ist der Momentenschiitzer \,, asymptotisch normalverteilt
mit Rate n~/2 und asymptotischer Varianz o7 = A2k~%((2k)!/(k!)*> — 1). Da fiir k = 1 der
Momentenschitzer Xn = (Y) ! die gleichméBig kleinste asymptotische Varianz besitzt und
auf der erschopfenden Statistik X basiert, wird dieser Schitzer im Allgemeinen vorgezogen. O

§18.12 Bemerkung. Die Momentenmethode kann unter folgendem allgemeinem Gesichtspunkt be-

§19.01

trachtet werden. Sind (X;)ic[1.n] unabhanglge und identisch Py-verteilte reelle Zufallsvariablen,
so ist die empirische Verteilungsfunktion Fp(z) := X ) Y Il(oo 2](X;) eine erschopfende Stati-
stik und nach dem Satz von Glivenko-Cantelli gilt F,, () Tots, Fy(z) = Py((—o00, z]) gleich-
miBig in z € R. Ist nun y(6) als Funktional 6(F,) darstellbar, so ist die empirische Version

) (ﬁn) ein natiirlicher Schitzer fiir 7(6). Falls das Funktional § stetig beziiglich der Supremums-
norm ist, so folgt die Konsistenz.

Der Satz von Donsker fiir empirische Prozesse zeigt \/ﬁ(@n —TFy) = Gy gleichmiBig auf R
fiir einen zentrierten GauBprozess Gy mit Kovarianzstruktur Cov(Gy(z), Go(y)) = Fo(z Ay) —

Fy(x)Fp(y). Ist § ein Hadamard-differenzierbares Funktional, so folgt v/n(d (ﬁn) —(0)) EN
) (Fy)Gy unter Py, also insbesondere asymptotische Normalverteilung mit Rate n~1/2 und expli-
zit bestimmbarer asymptotischer Varianz. Eine detaillierte Darstellung findet man zum Beispiel
in van der Vaart [1998].

Als einfaches (lineares) Beispiel sei 7(«9) = Eg(w) zu schitzen und X; > 0 Py-f.s.. Dann
folgt informell 6(Fy) = [~ 1 dIFg = [ ¢'(2)(1 — Fy(x))dx. Aus der Linearitit folgt

weiterhin §(Fy)Gy = I ¢’ Go(z ))da:, Welches normalverteilt ist mit Erwartungswert
Null und Varianz

/ / U (@)d" (y) (Fo(x Ay) — Fo(x)Fo(y))dudy
/ / V(@)Y (y)Ouy(Fo(x A y) — Fo(x)Fo(y))dady

/W )z /w JEy(z))

was gerade der Varianz von 6(F,,) = \/Lﬁ > ¥(X;) entspricht.

0

§19 Maximume-Likelihood-Schatzer

Beispiele. (a) Auf dem Stichprobenraum X sei jede Verteilung Py, § € O, durch eine Zihl-
dichte py gegeben. Die Verlustfunktion (6, d) sei homogen in § € ©, dann ist eine plausi-
ble Schitzmethode fiir 6, bei Vorliegen einer Realisation x als Schitzwert b (x) denjenigen
Parameter § € © zu wihlen, fiir den die Wahrscheinlichkeit py(x) des Eintretens von = ma-
ximiert wird, d.h. @\(:1:) := arg maxXy.g Po(x). Dieser Schitzer wird Maximum-Likelihood-
Schdtzer (MLS) genannt, wobei weder Existenz noch Eindeutigkeit ohne Weiteres garan-
tiert sind. Bei Mehrdeutigkeit wihlt man einen maximierenden Parameter 6 nach Belieben.
Im Fall (X;)ic[1,n) @ Poig R, mit unbekanntem Parameter \ € ]R\O, ergibt sich fiir X > 0
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beispielsweise
~ n PR’ _
A = arg max (e_A |) =
XERY,  i=1 X!
Fir X = 0,dh. X; = --- = X,, = 0 wird das Supremum nur asymptotisch fiir \ — 0

erreicht. Hier konnte man sich behelfen, indem man die Verteilungsfamilie mit Poi, als
Punktma@ in der Null stetig erginzt.

(b) Istjede Verteilung Py, 6 € O, durch eine Lebesgue-Dichte ffy gegeben, so fiihrt der Maximum-
Likelihood-Ansatz zu dem Schitzwert 0(x) := arg maxycg fy(z). Sei Y @ Ny (1 mit
unbekanntem Parameter o € R. Dann heifit X = exp(Y’) log-normalverteilt, und fiir den
MLS gilt

g SR 08(X) — )/2)

SN vV 2 X

Auf der anderen Seite unter Verwendung von Y erhdlt man den MLS 7i(Y) = Y. Der MLS
ist somit invariant unter Parametertransformationen, da Einsetzen von Y = log(X) auf das
selbe Ergebnis fiihrt. Interessanterweise fiihrt die Momentenmethode unter Benutzung von
E,(X) = exp(p + 1/2) auf den Momentenschiitzer ;1 = log(X') — 1/2, wihrend der MLS
(YY) =Y auch Momentenschitzer ist, da E,(Y) = . Momentenschitzer beziiglich der
selben Momentenfunktion sind also im Allgemeinen nicht transformationsinvariant. O

= log(X).

§19.02 Definition. Es sei (X', 2", [Pg) ein bzgl. eines o-endlichen Mafes 1 dominiertes statistisches

Modell mit Likelihood-Funktion L(6) = dPy/du fir # € © und (O, .7) ein messbarer Raum.
Eine Statistik 6 auf (X', 27) mit Werten in (0, .7) wird Maximum-Likelihood-Schcitzer (MLS)

~ ~

fiir # genannt, wenn L(6) = supyce L(0) p-f.i. gilt. Ist () eine Statistik auf (X', .%) mit Wer-
tenin (I',¥), so wird v(0) Maximum-Likelihood-Schditzer (MLS) fiir den abgeleiteten Parameter
v : © — I genannt. 0

~ -~

§19.03 Bemerkung. L(0) = supgeg L(#) p-f.ii. meint L(0(z), ) = supyee L(0, x) fur p-fa. alle
x € X. Der MLS braucht weder zu existieren noch eindeutig zu sein, falls er existiert. Er hingt
von der gewihlten Version der Radon-Nikodym- Dichte ab; es gibt jedoch hiufig eine kanoni-
sche Wahl, wie beispielsweise im Fall stetiger Lebesguedichten. Auflerdem ist eine Abidnderung
auf einer Nullmenge beziiglich aller F irrelevant, weil der Schitzer vor Realisierung des Expe-
riments festgelegt wird und diese Realisierung damit fast sicher zum selben Schitzwert fithren
wird. m

§19.04 Lemma. Es sei Pg_,, eine natiirliche Exponentialfamilie in S, dann ist der MLS 0 implizit
durch die Momentengleichung Efg( x)(S ) = T'(z) gegeben, vorausgesetzt der MLS existiert und
liegt im Innern inn(©,,¢) von O ;.

§19.05 Beweis von Lemma §19.04. In der Vorlesung. O

§19.06 Bemerkung. Liegt ein eineindeutiger abgeleiteter Parameter v : 6 — ~(6) vor, so ist natiirlich

~

~ :=7(0) der MLS fiir (6). O

§19.07 Beispiele.

90 Statistik 1



§20 Minimum-Kontrast-Schitzer Kapitel 5 Allgemeine Schiitzmethoden

(a) (Fortsetzung von §13.09 (a)) Betrachte das normale Lokations-Skalen-Modell X @ N]R K
30

d.h. eine natiirliche zwei-parametrische Exponentialfamilie in S(z) = (3., — S a?)

und natiirlichem Parameter § = o~ %(u,1/2). Der MLS f ist somit 1mphz1t durch die

Momentenglelchungen Es )(7) = 7 und Ej, )(X 2) = 22 gegeben, also i = X und

12 + 2+ 02 = X°. Mittels Reparametrisierung (p, pu? + o) — (p,0?) erhalten wir 62 =

X o (X)32=1 LS (X; — X)2. Damit ist der MLS fiir 62 nicht erwartungstreu.

(b) Sei (Xo, X1, ...,X,) eine Markovkette auf dem Zustandsraum S = {1,..., M} mit vom
Parameter unabhingigen Anfangswert X, = x, und unbekannten Ubergangswahrschein-
lichkeiten PX#+11Xk=i({ 1) = p,; ergibt sich die Likelihood-Funktion (bzgl. des Zzhlma-
Bes) durch

pkl prl 1,Ti H kal )

k=1

wobei Ny (z) = |{i € [1,n] : x;_1 = k, x; = [}| die Anzahl der beobachteten Ubergiinge
von Zustand k nach [ angibt. Als MLS erhalten wir damit die relative Haufigkeit p;; =
Nij/( S, Ni) der Ubergiinge.

(c) In einem parametrischen Regressionsmodell mit Beobachtungen
Y;' = gg(l’1> + &4, 1 E [[1,71]]

ergibt sich unter der Normalverteilungsannahme (52)26[[1 n] @ N als MLS der Kleinste-

({0} xR)
Quadrate-Schiitzer § € arg mln S (Vi — go(zy))% O

§20 Minimum-Kontrast-Schatzer

$20.01 Definition. Es sei (X, 2™ ") (P(n)).gE@»neN eine Folge statistische Modelle iiber
demselben Parameterraum S} sow1e v : © — I ein interessierender Parameter. Eine Funktion
K : © xI' — R heiBt Kontrastfunktion, falls fiir alle § € © die Funktion K(6) : v — K(6,7) ein
eindeutiges Minimum in ~y(6) besitzt. Eine Folge (K, )nexy von Funktionen K, : I' x X™ — R
heilit zugehoriger Kontrastprozess (oder kurz Kontrast), falls folgende Bedingungen gelten:

(KP1) Fiiralle y € Tist K, (y) : # — K, (v, z) eine Statistik, also K, (y) € 2 ®
N p(V
(KP2) Firalley € I"und 0 € O gilt K,,(v) Fo, K(0,~).

Jede (messbare) Wahl 7,, : X — T (sofern existent) mit

K,(3,) = inf K,(y) PY-fii.
~yel
(nicht notwendigerweise eindeutiger) heilit Minimum-Kontrast-Schdtzer (MKS) fiir . O

§20.02 Definition. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe [P und Q auf demselben messbaren Raum (X', 2")
wird die Funktion

KL(P|Q) = { Ep(log %) = [log (%(z))[@(d@) falls P < Q,

+00, sonst
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Kullback-Leibler-Divergenz (oder auch Kullback-Leibler-Abstand, relative Entropie) von IP be-
ziiglich Q genannt. O

§20.03 Lemma. Fiir die Kullback-Leibler-Divergenz gilt:

(i) KL(P|Q) > 0 sowie KL(P|Q) = 0 genau dann wenn P = Q, aber KL (e|e) ist nicht
symmetrisch;

(i1) fiir Produktmapfe ist die Kullback-Leibler-Divergenz additiv:

KL(P1 ® P2 |Q1 @ Q2) = KL(P1|Q1) + KL(P2[Q2);

(iii) bildet Pg eine natiirliche Exponentialfamilie und ist 0, ein innerer Punkt von ©, so gilt

KL(]P)GO|P9) = A<9) - A(QO) + <A(90)7 90 - 9>

§20.04 Beweis von Lemma $20.03. Ubungsaufgabe. O

§20.05 Bemerkung. Betrachte eine natiirliche Exponentialfamilie Pg in .S (Fall §20.03 (iii)), so gilt
A(8,) = Covy,(S) und fiir 6,6, € inn(O) erhalten wir mit Hilfe einer Taylorentwicklung
KL(Py, |Pg) = 5(Covy, (S)(0 — 6,),0 — 6, fiir eine Zwischenstelle 6, zwischen ¢ und 6,,. Zur
Erinnerung, Covy, (S) gibt gerade die Fisher-Information in 6, an. Im Fall einer mehrdimen-

sionalen N, s;) mit strikt positiver Kovarianzmatrix 3 folgt nun aus A(p) = (X', 1) /2, dass

A(p) = £7! unabhingig von g ist und somit KL(N(,, 5)|N.s)) = $(E71(0 — o), 1t — po)

gilt. O

$20.06 Korollar. Es sei Pg eine dominierte Verteilungsfamilie mit Likelihood-Funktion L. bzgl. eines
privilegierten dominierenden MafSes P,, Loglikelihood-Funktion { = log(L) und interessieren-
dem Parameter 0 (also v = idg). Des weiteren, seien Py und Py, dquivalent (Py < Py, und
Py, < Py) fiir alle 0,0, € ©. Im Produktexperiment (X", 2", Pg) ist K, (0) € Z ™ mit

x|—>K _——259%

ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K(6,,0) := KL(IPg,|Pg) — KL(Py, |P,). Ein zugehdri-
ger Minimum-Kontrast-Schditzer ist dann auch ein Maximum-Likelihood-Schditzer.

§20.07 Beweis von Korollar §20.06. In der Vorlesung. O

§20.08 Beispiele.

(a) (Fortsetzung von §19.07(c)) Zusitzlich seien der interessierende Parameter 6 (v = idg)
identifizierbar, d.h. § # 0, impliziert gy # gy,, die Regressionsfunktionen gy : [0,1] — R
stetig, das Design x; = i/n, ¢ € [1,n] dquidistant und die Fehlerterme (g;);c[1,,, un-
abhingig und identisch verteilt mit E(s;) = 0 und E(e}) < oo (nicht notwendiger-
weise normalverteilt). Mit Hilfe der Tchebyscheff-Ungleichung und der Riemannschen
Summen-Approximation zeigt man, dass K,,(§) € %" mit y = (y;)icpn) — Kn(0, y)

% S (yi — go(w;))? einen Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K(6,, 0) fo go(x
go,())?ds + E(£?) bildet. Der zugehdrige Minimum-Kontrast-Schétzer ist der Klelnste-
Quadrate-Schitzer.
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(b) Betrachte das Regressionsmodell aus (a) im Fall einer Modellmisspezifikation, d.h. das
Modell ist nicht adidquat fiir die Beobachtung (Yi)ieul,n]], in dem Sinne, dass die Beobach-
tungen dem Regressionsmodell Y; = f(i/n)+¢;,i = 1,...,n, geniigen, aber die Funktion
f :[0,1] — R nicht Element der Funktionenklasse {gy,0 € O} ist. Identifiziert man die
Regressionsfunktion mit dem interessierenden Parameter 6, d.h. © C %([0,1]), so lie-
fert der Kleinste-Quadrate-Ansatz IA{n(é\) = mingeeo IA{H(H) Dann erhilt man nach obiger
Herleitung im Grenzwert eine ,,Kontrast-Typ-Funktion K(f,6) := [0 — f[|%, + E(e}).
Fir f ¢ © wird das Minimum natiirlich nicht in f angenommen. Man kann die Kon-
trasttheorie durch Wahl der Funktion v jedoch trotzdem anwenden. Dazu nehmen wir
an, dass die Menge interessierender Parameter ' Riemann-integrierbare Funktionen ent-
hilt, sowie abgeschlossen in .%5([0, 1]) und konvex ist, so dass fiir jede Funktion 6, €
25([0,1]) eine eindeutige -Z»-Orthogonalprojektion v, := ~(6,) von 6, auf I' existiert.
Beispielsweise kann I' die Menge aller Polynome vom Grad < d sein. Bezeichnet © die
Menge der quadratisch Riemann-integrierbaren Funktionen in .%5(|0, 1]), so ist K,,(y) mit
Y IA(n(%y) = 23" (yi — v(i/n))? fiir v € T ein Kontrastprozess zur Kontrast-
funktion K(6,) : v — K(0,,7) = [|6, — 7[|%, + E(e}), welche genau in v, = ~(6,)
ihr Minimum in I annimmt. Unter geeigneten Bedingungen konvergiert der KQS 7,, mit
IA(H(%) = min,ep Rn(y) unter Péf) gegen v, = v(6,) (Ubung). Im derart misspezifizier-
ten Modell wird also die beste .- Approximation 7, an die wahre Funktion 6, geschitzt,
z.Bsp. die beste Approximation durch ein Polynom vom Grad < d. O

§20.09 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Definition §20.01. Der Minimum-Kontrast-
Schditzer 7, ist konsistent fiir (0, unter ]P’éf:), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(A1) T ist kompakt;
(A2) K(0,) : v K(0,,) ist stetig und K, : v = IA{n(v) ist Péz)—f.s. stetig fiir alle n € N;
(A3) ||IK, — K(0)||oo := SUD,er K, (v) — K(6,,7)] 2oy .

§20.10 Beweis von Satz §20.09. In der Vorlesung. O

§20.11 Bemerkung. Beachte, dass 7,, als Minimum einer fast sicher stetigen Funktion auf einem Kom-
paktum stets fast sicher existiert. Es kann aulerdem messbar gewihlt werden (vgl. Witting and
Miiller-Funk [1995], Satz 6.7). O

§20.12 Satz. Es seien I C R* kompakt, (X, 2 ,IP) ein Wahrscheiﬁlichkeitsraum, X : T — R eine
stetige Abbildung, und fiir jedes n € N sei X,, : I' Xx X — R eine Abbildung, derart dass die
folgenden Bedingungen gelten: (1) fiir jedes vy € T ist X,,(7v) : © — X, (7, x) eine numerische

Zufallsvariable, also X,,(y) € X, (ii) fiir jedes v € T gilt X,,(y) LN X () und (ii1) (X,)nen
ist gleichgradig stetig (in Wahrscheinlichkeit), also

Ve € RTO climlim supP( sup | X, (1) — Xn(92)| =€) =0.
040 n—oo |'y1—'y2‘<6

Dann gilt

P
[ X = X||oo = sup [ X (y) = X(7)| = 0.
~yel'

§20.13 Beweis von Satz §20.12. In der Vorlesung Statistik II. 0
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§20.14 Definition. Eine Folge (X, ),y numerischer Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, o, IP) heiBt stochastisch beschrinkt oder straff, wenn es fiir jedes 6 € R} ein K € N

\0
mit sup,, .y P(| X, > K) < 0 gibt. O
§20.15 Landau-O-Schreibweisen. Fiir eine Folge reeller Zahlen (z,,),en schreiben wir z,, = O(1)
bzw. 2, = o(1), wenn sie beschrinkt, also sup, oy |[z,| < oo, ist bzw. z,, ——— 0 gilt. Ist

weiterhin (a,,)nen eine Folge in ]R\O, so schreiben wir z,, = O(a,) bzw. z, = o(a,) wenn
xn/a, = O(1) bzw. x,,/a,, = o(1) gilt. Entsprechend fiir eine Folge (X,,),en numerischer Zu-
fallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, .o, IP) schreiben wir X, = Op(a,, ) bzw.
X,, = opl(a, ), wenn die Folge (X,,/a,)nen stochastisch beschrénkt ist bzw. wenn X, /a,, L)
gilt. Allgemeiner, ist (A,),en eine Folge strickt positiver numerischer Zufallsvariablen auf
(Q, o7, IP), dann schreiben wir X, = Op(A,,) bzw X, = op(A,), wenn die Folge (X,,/A,)nen

stochastisch beschrinkt ist bzw. wenn X, /A,, 2o gilt. O

§20.16 Rechenregeln. Unter den Voraussetzungen der Landau-O-Schreibweisen §20.15 gelten:
() fiir X,, = op(l) and Y,, = op(1) gilt X,, +Y,, = op(1), kurz op(1) + or( ) = ()T(l),
(i) Op(1) + op(1) = Op(1); (iii) Op(1) - op(1) = op(1); (iv) (1 + op(1))~" = Op(1);
(V) Op(An) = AnOIF’<]->; (Vl) Op(An) = AnOp(l), (Vll) ﬁir Xn = OP(A ) und A = O[p(l)
gilt X,, = op(1), kurz op(Op) = op(1).

§20.17 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Definition $20.01. Der Minimum-Kontrast-
Schditzer sei konsistent fiir vy, := v(0,) unter PE)Z) (z.Bsp. unter (A1)-(A3) von Satz §20.09), mit

I' C R* und ~, € inn(T"). Der Kontrastprozess IA(n sei IPgZ) -f.. zweimal stetig differenzierbar
in einer Umgebung von -, so dass mit

Un(y) = RKa(y) € ZF (Score),  Vi(y) = Ku(y) € &

die folgenden Konvergenzen unter IP’ gelten

(B1) v/nUy,(7) EN No,,) fiir ein Zo € R®) positiv semi-definit;

(B2) fiir jede Folge (3 )new von Statistiken mit 7, —2= 7, gilt Vi (Fn) —= V,, € R*H) reguliir.
Dann gilt \/n (3, — %) = =V, '/nUn(7) + 0p (1) und 7, ist unter P\ asymptotisch
00 ¢
normalverteilt:
~ D
V(Y — 7)) = N(Ojvoflzovo—l).
§20.18 Beweis von Satz §20.17. In der Vorlesung. O

§20.19 Beispiel (§04.06 (b) forigesetzt). Im Lokations-Modell (Y;);cp1,,) © £"(R x {1}) mit unbekann-
tem Parameter , also Y; = v +¢;, ¢ € [1, n], mit Fehlertermen (g;);c1,,) © £7(0,1), betrachte
einen M-Schditzer 7,, mit

An € arg min p(Y; —~
Z )

mit einer Funktion p : R — [0, 00), so dass die Funktion 2 — E(p(z + £;)) minimal (nur) bei
z = 0 ist. Zu dem Kontrast K, (v) := L5 p(Y; — ) erhalten wir dann die Kontrastfunktion
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K(65,7) =E(p(7o — v +€1)), wobei wir 6, = (7,,P*!) als unbekannten Parameter auffassen.
Im Fall symmetrisch verteilter Fehlerterme, also Pt = P~ fiihrt als zugehorigen Minimum-
Kontrast-Schitzer die Funktion p(z) = 127 auf das Stichprobenmittel 5, = Y und fiir p(z) =
|z| auf den Stichprobenmedian 7,,. Ein Kompromiss zwischen beiden Schitzern ist der Huber-

Schitzer fiir k € RTO

2

klz| — 2, falls |z] > .

{ 12, falls |z| < &,
2

Fucargmind p(Yi—1),  pla) =

VER o

Setzt man die Regularititsannahmen im obigen Satz voraus, so erhilt man fiir den M-Schitzer

~ D
V(G = 7) = N(O E(2(e1)2)

T EB(e1)]?

Im Fall des Stichprobenmittels ist die asymptotische Varianz also gerade E(¢%) = Var(e, ). Ein-
setzen im Fall einer Dichte ! von ¢, liefert heuristisch fiir den Stichprobenmedian die asym-
ptotische Varianz E (sgn(e1)?)/E(|200(c1)|?) = (4£°(0))~" sowie fiir den Huber-Schitzer
E(e? A %)/ P(le1] < k)2 O

§20.20 Satz. Es sei (X", 27", P3))nen eine Folge pu-dominierter Produktexperimente mit marginaler
Loglikelihood-Funktion ((6) = log(dPy/du) und es gelten die Bedingungen.:

(i) © C R ist kompakt und 0, liegt im Innern inn(O) von ©.
(i1) Der Parameter 0 ist identifizierbar, also aus 6 # 0, folgt Py # Py,.
(iii) Fiir alle x € X ist 0 — ((0, x) stetig und supyco ((0) € Z1(Py,).

Qann sind (A1)-(A3) von Satz §20.09 erfiillt, und somit ist der Maximum-Likelihood-Schditzer
0, konistent fiir 0y unter Py . Gelten weiterhin die Bedingungen

(iv) Fiir alle v € X ist die Abbildung 0 > ((0,r) zweimal stetig differenzierbar in einer
Umgebung U von 0, mit Ableitungen ((0, x) und £(6, x).

(v) Es gilt supgey[|€(0)]| € Z5(Po,) und supoey | £(6)]| € L1 (Ps,).

(vi) Die Fisher-Informationsmatrix (zu einer Beobachtung) I, = Ey, [@(90)5(90)’5} ist strikt
positiv definit.

Dann sind (B1)-(B2) von Satz §20.17 erfiillt, und fiir den Maximum-Likelihood-Schdtzer é\n gilt

unter Py somit

~ 1 —_ .
Vn (0, —0,) = NG > T, (6o, Xi) + oy (1).
=1

—-1/2

Insbesondere ist 0,, unter Py asymptotisch normalverteilt mit Rate n und asymptotischer

Kovarianzmatrix I;O L.

\/ﬁ(é\n — 00) 2) N(O’Iejjl)'

Ferner gilt die Identitit Ty, = —Ey_[£(0,)].

§20.21 Beweis von Satz §20.20. In der Vorlesung. O
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§20.22 Bemerkung.
(a) Die Fisher-Information Z,, gibt gerade sowohl die asymptotische Varianz der Score-Funktion

als auch die lokale Kriimmung der Kontrastfunktion KL(IPy, |Py) — KL(PPy, |P,). im Mini-
mum 6, an.

(b) Unter Regularititsbedingungen gilt fiir die asymptotische Verteilung des MLS sowohl Un-
verzerrtheit als auch Cramér-Rao-Effizienz. Es ist aber weder klar noch im Allgemeinen
korrekt, dass die Momente ebenfalls konvergieren und dass die Cramér-Rao-Schranke auch
asymptotisch gilt.

(c) Oftist © nicht kompakt, aber man kann durch eine separate Untersuchung die Konsistenz
von 6,, nachweisen. Dann gelten die Konvergenzresultate weiterhin.

(d) Die Regularitdtsbedingungen lassen sich in natiirlicher Weise abschwichen. Es reicht aus,
dass Pg in 6, Hellinger-differenzierbar ist, sowie dass die Loglikelihood-Funktion ¢ in
einer Umgebung von 6, Lipschitz-stetig in ¢ ist mit Lipschitz-Konstante in %5 (P, ). Einen
Beweis unter Verwendung von empirischer Prozesstheorie findet man z.Bsp. in van der
Vaart [1998], Satz 5.39.

(e) Im Fall einer Modellmisspezifikation, in der die zu Grunde liegende Verteilung PP, nicht
in P enthalten ist (nicht aber die Annahme unabhéngig und identisch P,-verteilter ZV’en
verletzt ist), konvergiert der MLS 6,, gegen 0* := arg max [, (6, x)P,(dzx), sofern 6* exi-

€O

stiert und eindeutig ist. Es gilt entsprechend 6* = arg min KL(PP,|Py) sofern P, < Py-.
co

0* heifit Kullback-Leibler-Projektion von P, auf Pg. Satz §70 17 liefert unter Regulari-

tatsbedingungen die asymptotische Normalitit, /1 ( n — 0%) D, N,y-1py-1y mit U =
Ep, [€(0%)0(6*)"], V = Ep,[£(6%)]. Im Allgemeinen wird dabei U # V gelten. O

20.23 Beispiel. Bei einer Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameterraum und natiirlicher erschop-
fender Statistik .S’ erfiillt der MLS (sofern existent und in inn(©) enthalten) Eg, (S) = S()
und die Fisher-Information Z, = Covy(S) (Kovarianzmatrix von S). Es gilt unter Regularitéts-

annahmen +/n (6 (A 0,)) EEN N(o,covg,(s)-1) unter Pj . Im Fall einer Bernoullikette
(Xi)ienin] © (BY)re(o,1) ist @ = log(n/(1 — m)) der natiirliche Parameter sowie S(z) = z

. ~ D "
die natiirliche erschopfende Statistik. Aus v/n (6, — 0,)) — N(o.r(6,)-1(1-r(8,))~1) Unter B7r(90)

folgt mittels der A-Methode fiir die 7-Parametrisierung /n (7, — 7)) ZEN N0,y (1—,)) Unter
B. .Da T, = X gilt, ist dies natiirlich einfach direkt nachpriifbar. O
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§21.01
§21.02
§21.03

Kapitel 6

Testtheorie

§21 Neyman-Pearson-Theorie

Beispiel. Thnen wird folgendes Gliickspiel angeboten: sie werfen einmal einen Wiirfel, im Fall
einer ,,6° erhalten sie 900,- EUR, anderenfalls zahlen sie 100,- EUR. Das zufillige Experi-
ment sei durch eine Bernoulli, also Bg-verteilte, Zufallsvariable X beschrieben, wobei der un-
bekannte Parameter § € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer ,,6° angibt. Eine
natiirliche Frage ist nun, fiir welche Parameterwerte lohnt sich das Spiel im Mittel fiir sie. Be-
trachte dazu den Gewinn G := 900X — 100(1 — X), so dass fiir den erwarteten Gewinn gilt
EyG = 10000 — 100. Der erwartete Gewinn ist offensichtlich positiv, falls > 1/10 =: 6, gilt.
Unter Verwendung einer Stichprobe (X;)icq1,n,) © (Bj)ocjo,1) mochten Sie nun entscheiden, ob
sich das Spiel fiir sie lohnt, so dass Sie an einer Entscheidungsregel fiir das Tesproblem der
Nullhypothese H : 8 < 6, gegen die Alternative H; : 6 > 6, interessiert sind. O

Definition. Es seien (X', 2", Pg) ein statistisches Modell, 7 : © — I ein abgeleiteter Pa-
rameter und {7, 7'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T, al-
so A0\ =T und A0 # O # A7 Jede Statistik p : X — [0,1], also Z'-Bjg -
messbare Abbildung, heiBt randomisierter Test der Nullhypothese Hy : 7° gegen die Alter-
native Hy : #'. Die Abbildung 3, : © — [0,1] mit § —3,(0) := Ey(p) heiBt Giitefunktion
von ¢ und ihre Werte (3,(6) werden unter der Alternative, also fiir § € © mit v(0) € #7, kurz
0 € v~ 1(H#"), Macht von o genannt. Ein Test ¢ hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0,1] ein
(oder kurz ist ein a-Test), falls unter der Nullhypothese, also fiir jedes § € v~1(#), die Gii-
tefunktion B@(G) < « erfiillt. Ein a-Test ¢ heillt unverfdlscht, wenn seine Macht nicht kleiner
als « ist, also B,(0) > « fiir alle § € v~ (") gilt. Ein Test ¢, der Nullhypothese H, : 7
gegen die Alternative H, : 7" heiBt gleichmdifig bester (unverfiilschter) a-Test, falls ¢, ein
(unverfilschter) a-Test ist und fiir jedes 6§ € v~ (") die Macht 35(6) eines jeden anderen
(unverfilschten) a-Tests ¢ nicht groBer ist, dass heilt, 5,(0) > 55(6) gilt. O

Bemerkung. Der Wert ¢(z) eines randomisierten Tests ¢ wird als bedingte Wahrscheinlich-
keit, die Nullhypothese H : .7#° abzulehnen, bei Vorliegen einer Stichprobe x interpretiert
(vgl. Beispiele §08.15 (b)). Nimmt ein randomisierter Test  nur die Werte in {0, 1} an, so wird
er nicht-randomisiert genannt. Im Fall eines nicht-randomisierten Tests ¢ ergibt sich fiir eine
Stichprobe = damit folgende Entscheidungsregel; lehne die Nullhypothese ab, falls p(z) = 1
gilt, anderenfalls, lehne die Nullhypothese nicht ab. Offensichtlich konnen in dieser Situation
nur zwei Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypothese H, : 7#° wird abgelehnt, obwohl
das statistische Experiment (X', 2", Py) fiir ein 6 € ~(#") adidquat ist, kurz die Nullhyp-
these vorliegt, oder die Nullhypothese wird nicht abgelehnt, obwohl die Alternative H, : 5#*
vorliegt, also das statistische Experiment (X, 2", Py) fiir ein § € v~ (") addquat ist. Un-
ter der Nullhypothese H, : °, also fir § € (), wird der Wert der Giitefunktion
B,(0) = Py(p = 1), d.h. die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese abzulehnen, Irrtumswahr-
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scheinlichkeit 1. Art oder Fehler 1. Art genannt. Analog unter der Alternative H; : 5!, also fiir
6 € v H(A), heiBt 1 — Ey(p) = Py(¢ = 1), also die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese
nicht abzulehnen, Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art oder Fehler 2. Art. 0

§21.04 Beispiel (§17.10 fortgesetzt). Fiir ein bekanntes o, € ]RTO betrachte das normale Lokations-
Modell (R™, %" ,N {ag}) mit unbekanntem Parameter i € R. Fiir ein vorgegebenes 11, € R
soll das einseitige Testproblem der Nullhypothese H : 1+ < p, gegen die Alternative H; : p >
1, entschieden werden, dass heiBt, die Partition {.7#°, '} der Parametermenge R ist gegeben
durch #° = (00, pi,) und S = (1u,, 00). Der einseitige Gauf3-Test beruht auf der Teststatistik
Z :R" = Rmitz — Z(z) := \/n(T — p1,)/0,, die unter N, standardnormalverteilt ist,
also Z ~ Nq 1). Zu vorgegebenen Niveau o € (0, 1) sei z* das obere a-Fraktil der Standardnor-

malverteilung, also N7 (Z > z) = «. Dann hilt der einseitige GauB-Test ¢ : R™ — {0, 1}

(/-]‘070%)
mit ¥ — @(x) = 1{z(s)>:0} das Niveau o ein, da nach Konstruktion N, , (¢ = 1) = o sowie

aus Monotoniegriinden N, 02)(90 =1) < afir p < p, gilt. O

$21.05 Lemma. ® und ® seien Teilgesamtheiten von Testfunktionen mit ® C . Y, sei gleichmdflig
bester (unverfilschter) Test bzgl. ® und es sei p, € ®. Dann ist @, auch gleichmdfig bester
(unverfdlschter) Test bzgl. .

§21.06 Beweis von Lemma §21.05. In der Vorlesung. O

$21.07 Korollar. Ist ¢, gleichmiifig bester o-Test fiir Hy : ° gegen H, : ', so ist ¢, auch
gleichmiifig bester unverfilschter o-Test fiir Hy : 7° gegen H, : .

§21.08 Beweis von Korollar §21.07. In der Vorlesung. O

§21.09 Definition. Seien Py, [P; € W(Z") Wahrscheinlichkeitsmafe auf (X, .2"), wobei nicht not-
wendig P; < Py gilt. Dann hei3t jede positive numerische Zufallsvariable L € 2" mit

Po(L < o0) = 1 und Py (B) = / L(z)Po(dz) + PL(BN{L = o}), VBe 2 (11)

ein Dichtequotient (DQ), von Py bzgl. P

§21.10 Bemerkung. Sei p € M,(Z") ein Py und P; dominierendes MaB (z.Bsp. i = Py + P;), und
bezeichnet f; die pu-Dichte von IP;, i € {0, 1}, so ist

it

L* — ﬁ_o]l{foeR\t)}m{fleR\t)} + Ooﬂ{fozo} /,L'f.ﬁ. (212)

ein Dichtequotient von P, bzgl. Py. Da L, € 2 eine positive numerische Zufallsvariable mit
Py (L. = 00) = Py(fy = 0) = 0 ist, die fiir alle B € 2~ erfiillt

B
ffy
= /ﬁ_oﬂBﬂ{foeRto}ﬁ{fleR%}ﬁﬁOdu + Py (B N {ff(} —_ O})

= /f113m{f0¢o}m{flek\+o}dﬂ + IF)1(B n {fo = 0}) = IP)1<B)'
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Somit ist L, stets eine spezielle Festlegung des DQ. Der DQ L von P; bzgl. Pj ist durch (21.1)
(Py + Py)-f.i. eindeutig bestimmt (Witting [1985] Satz 1.110 a), S. 112). Fiir eine beliebige Fest-
legung L des DQ und L, gemiB (21.2) gilt fiir jedes s € R™ damit

{L > 8} = {L* > S} = {]Ofl > S]Ofo} (PO + ]P’l)—f.s.. (21.3)
sowie (Py + Py)-f.s. auch {L = s} = {L. = s} = {t); = sf}.

$21.11 Lemma. Es seien Py € W(Z'), a € (0,1) und S € X eine numerische Zufallsvariable mit
Py(|S| = o0) = 0. Dann existiert ein rechtsseitiger Test der Form

Y= I[{S>ka} + Ca]l{szka} (21.4)
mit Bo(¢) = a. Dabei lassen sich k* € R und (,, € [0, 1] explizit angeben, niimlich gemdf3
E* :=inf{s € R: Py(S > s) < a}, (21.5)

Po(S=k%)

e e BoS>EY)  fiir Po(S = k) > 0 (21.6)
o fiir  Po(S = k*) = 0. '

Insbesondere ist der Test @ nicht-randomisiert wéiihlbar, falls gilt Po(S = k*) = 0. Ist S € Z"
eine positive numerische Zufallsvariable, so gilt k* € RT.

§21.12 Beweis von Lemma §21.11. In der Vorlesung. O

§21.13 Bemerkung. Sind in Lemma §21.11 Werte k* € R zugelassen, so liBt sich die Festsetzung
(21.5) auch fir « = 0 wihlen, bei &« = 1 setze man k* = sup{s € R:Py(S < s) =0}.
Aus (21.5)-(21.6) folgt weiterhin, wann ein Test der Form (21.4) mit Py(S = k%) > 0 nicht-
randomisiert gewihlt werden kann:

o(z) = L(s(@)>kay <& (=0 JEk*cR:Py(S > k%) = q,

o) = Lg@srey © (* =1 TE € R:Py(S > k%) = . (21.7)
Betrachten wir einen linksseitigen Test der Form

0 = Liscray + Calis=ka} (21.8)

so gilt fiir k, :=sup{s € R: Py(S < s) < a}und (, := % fir Po(S = ko) > 0, so-
wie (, := 0fiir Py(S = ko) = 0. Die Werte ko, = sup {s € R : P§([—00,5)) = Py(S < s) < a}
bzw. k* = inf {s € R : P§((s, 00]) < o} werden unteres bzw. oberes a-Fraktil der Verteilung
Pg von S genannt. Das obere «-Fraktil ist der kleinste Wert s, oberhalb dessen hochstens die

IP5-Wahrscheinlichkeit c, und es gilt insbesondere Py(S > k%) < a < Po(S > k%). O

§21.14 Definition. Sei (X, 2", (Pg)oco,1}) ein (bindres) statistisches Experiment und L ein Dichte-
quotient von P, bzgl. Py. Jeder randomisierte Test der Form

Y= 1{L>k} + C]l{L:k} (IP)O + Pl)—f.ﬁ. (21.9)

fiir einen kritischen Wert k € R™ und messbarer Randomisierung ¢ : {L = k} — [0, 1] wird
Neyman-Pearson-Test genannt.
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$21.15 Bemerkung. DaL € 2 eine numerische Zufallsvariable ist, gilt {L >k}, {L=k} € &
nach Eigenschaft §01.15 (i) und ¢ ist somit 2"-%) ;;-messbar. Mit anderen Worten ein Neyman-
Pearson-Test ist in der Tat ein randomisierter Test. Wir halten weiterhin fest, dass sich ein
Neyman-Pearson-Test ¢ der Form (21.9) dquivalent mit y-Dichten £y, f; € 2" von Py und P,
bzgl. eines beliebigen domierenden Maf3es ;v formulieren 146t und zwar geméal

p = ﬂ{fl>kf0} + Cﬂ{flzkfo} (PO + ]Pl)—f.ﬁ.. (21.10)

Bezeichnet ndmlich L, die spezielle Festlegung (21.2) des DQ (bei verwenden der p-Dichten
fo und f;), so 14Bt sich in (21.9) wegen (21.3) {LZk} durch {L.”k} und damit {f;  kf;}
ersetzen, die Gleichheit gilt nach (21.9) (Py + Py)-f.ii.. O

§21.16 (Neyman-Pearson-Lemma). Es seien (X, 2", (Pg)gcio1y) ein (bindres) statistisches Experi-
ment, L ein Dichtequotient von Py bzgl. Py und I' = {IPy, P, } die Menge der interessierenden
Parameter v(0) := Py, 0 € {0, 1}. Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : {Po}
gegen die einfache Alternative Hy : {P1} zu vorgegebenem Niveau o € (0, 1) gilt:

(1) Es existiert ein Neyman-Pearson-Test @, der Form (21.9), ndmlich

Vo = Lyrspey + (“Tir—pay, (2L.11)

wobei das obere a-Fraktil k* € R der Verteilung Py und die konstante Randomisierung
™ € [0,1] gemdf3 (21.5) bzw. (21.6) bestimmt ist. Dieser Test schopft das Signifikanzniveau
a aus, also Ey(p,) = a.

(i) Hinreichend und notwendig fiir die Optimalitdit eines a-Tests  ist:
Es gibt eine Zahl k € RT mit

|1 fir L(z)>k ;
o(x) == { 0 fiir Liz)<k (Py+Py)-fa. ze€X (21.12)
oder dazu dquivalent fiir ji-Dichten ty und £, von Py bzw. Py bzgl. eines beliebigen domie-
renden Mafes 1 gilt
_J v fir fi(z) > ko(x) )
o(x) = { 0 fiir (z) < kfo(z) p-f.i. (21.13)
und es gilt
ke R\ﬁ) und Eo(p) =« (21.14)
oder
E=0 und Ey(p)<a. (21.15)

(ii1) Jeder Neyman-Pearson-Test @ der Form (21.9) ist ein bester randomisierter Test zu seinem
Niveau Eq(p) € [0, 1].

§21.17 Beweis von Satz §21.16. In der Vorlesung. O

§21.18 Bemerkung. Nach Satz §21.16 (ii) ist ein a-Test mit (21.12) und (21.14) oder (21.15) ein
bester a-Test unabhingig von seinen Werten auf {L. = k}, so dass die Randomisierung wie in
(21.11) konstant gewihlt werden kann. Ein Neyman-Pearson-Test (¢ kann nicht-randomisiert
gewihlt werden (vgl. Bemerkung §21.13), also Bild(¢) = {0, 1}, wenn der Rand {L = &} eine
[Py Nullmenge ist oder eine der Bedingungen (21.7) erfiillt ist. Die Aussagen des Satzes §21.16
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fiir das Signifikanzniveau o = 0 oder o = 1 lassen sich durch Sonderbetrachtungen beweisen,
dabei ist das a-Fraktil wie in Bemerkung §21.13 erklirt. O

§21.19 Korollar. Fiir die Macht /3, := E1(p,) eines besten Tests @, fiir Hy : {Py} gegen Hy : {P1} zu
vorgegebenem Niveau o € (0, 1) gilt

1) B =«

(ii) ist der interessierende Parameter () := Py, 0 € {0, 1}, identifizierbar, also Py # P, so
gilt B, > «,

(i) Eo(p,) < avimpliziert B, = 1, also aus (5, < 1 folgt Eo(p,) = « durch Negation,

(iv) Py < Py impliziert 5, < 1 und damit Eo(p,) = a.

§21.20 Beweis von Korollar §21.19. In der Vorlesung. O

§21.21 Bemerkung. Nach Satz §21.16 existiert stets ein bester a-Test, der das zugelassene Niveau
ausschopft, und dass jeder beste Test die tut, falls die Verteilungen Py und IP; dquivalent sind.
Die Tatsache, dass unter den a-Tests, also Tests ¢ mit Eg(¢) < «, immer einen besten Test ¢,
mit Ey(y,) = « gibt, impliziert mit Lemma §21.05 die Optimalitit von ¢, unter allen Tests mit

EO(SOO) = . O

§21.22 Definition. Es seien (X', 2", Pg) ein statistisches Experiment mit © C R, Ly, 4, ein Dichte-
quotient von Py, bzgl. Py, fiir alle 6,6, € O, sowie S € 2 eine reelle Statistik. Die Vertei-
lungsfamilie Pg besitzt einen (streng) isotonen Dichtequotienten in S, falls gilt:

(iDQ1) Der Parameter @ ist identifizierbar, also 6 # 6, impliziert Py # Py, .

(iDQ2) Zu jedem Paar 6y, 6, € © mit , < 0, existiert eine (streng) isotone Funktion'
—+ . .
h90791 € % mit L90791 = h90791 (S) (]Pgo + Pgl)—f.u.. O

§21.23 Satz. Ist Pg mit © C R eine einparametrische Exponentialfamilie in 1(0) und S, so besitzt sie
einen (streng) isotonen Dichtequotienten in S, sofern 1) (streng) isoton ist.

§21.24 Beweis von Satz §21.23. In der Vorlesung. O

§21.25 Beispiel. Ineinem Binomialmodell X @ (Bin, x))xc(0,1) liegt eine Exponentialfamilie in 7)(7) =
log(m/(1 — m)) und S = X vor. n wichst streng monoton, so dass diese Familie einen streng
isotonen Dichtequotienten in X besitzt. Da

(M) (1 —m)ne (1l —m)\2/1—m\n
Ly -(z) =% :< )( ),xEO,n
oir(®) M)z (1 — mp)n® To(l — ) 1—m, [0.m]
folgt die Aussage auch direkt aus der Isotonie in x des Dichtequotienten fiir 7 > 7. O

§21.26 Beispiel (§21.04 fortgesetzt). Eine normale Lokations-Familie N (02} ist eine einparametrische
Exponentialfamilie in () = p/o2 und S(xz) = > | x;. n ist streng isoton, so dass diese

1Jede isotone Funktion h : R — R ist Borel-messbar, also h € %"
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Familie einen streng isotonen Dichtequotienten in ) ., z; besitzt. Da

Lyo(2) = exp (55 S (s — p10)? — (2 — 0)%})
20, i=1

= exp ((M;—Quo) Zx,) exp (2%2(#3 —u?), v € R™

=1 o
folgt die Aussage auch direkt aus der Isotonie in ) ", z; des Dichtequotienten fiir y > f1,. O

§21.27 Satz. Sei Pg mit © C R eine Verteilungsfamilie mit isotonem Dichtequotienten in S. Fiir
a € (0,1)und 0, € O gilt dann:
(i) Unter allen Test o fiir das einseitige Testproblem Hy : 60 < 0, gegen H, : 6 > 0,, die das
Signifikanzniveau o ausschipfen, d.h. By, (@) = «, existiert ein Test p, := ©°(S), der die
Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art gleichmdfsig minimiert, ndmlich

S (,00(8) = 1{S>ka} + Ca]l{szka} (21.16)
wobei k* € R und (* € [0, 1] durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt ist, also gemdif3
Eg,(p0) = E§ (¢°) = Po, (S > k%) + Py, (S = k%) = o (21.17)

(i1) Der Test @, ist ein gleichmdfig bester Test zum Niveau « fiir das einseitige Testproblem
Hy:0<0,gegen Hy : 0 > 0,.

1.28 Beweis von Satz §21.27. In der Vorlesung. O

§21.29 Bemerkung. Die Form des Test (21.16) sowie die Nebenbedingung (21.17) sind invariant ge-
geniiber streng isotonen Transformationen / : R — R der PriifgroBe S. Besitzt die Verteilungs-
familie Pg einen isotonen Dichtequotienten in .S, so auch in S := h(S). Wir bestimmen den kri-

tischen Wert k% € R durch (2 S) bzgl. S, also gemaB k® = inf [sER:P(S>s)<a} =
inf {h(s) € R : Py, (S > h(s <a} =inf{h(s) e R: Py (S > s) < o} = h(k*). Damit er-
fiillt der Test @, := (pVO(S) m1t s @°(s) =1 (57} + (1 (57} die Nebenbedingung
(21.17), also Eg, (p,) = E@i(@o) = «, und der Test ¢, besitzt mit Satz §21.27 die gleichen

Optimalitéitseigenschaften wie o, aus (21.16). Andererseits gelten die Aussagen trivialerweise,
da offensichtlich @, = ¢°(5) = ¢°(S) = p, gilt. O

§21.30 Beispiel (§21.26 fortgesetzt). Im normalen Lokations-Modell ist der einseitige Gaul3-Test gege-
ben in §21.04 ein gleichmiBig bester a-Test, da die Normalverteilungsfamilie Ny (02} einen

monotonen Likelihood-Quotienten in S(x) = >°" | x; also auch in Z(z) = ~ I(S (x) — nu,)
besitzt. O

§21.31 Bemerkung.
(a) Die Giitefunktion 3, (6) = Eg(y,) ist isoton und zwar streng isoton fiir alle Werte ¢ mit
B, (6) € (0,1) (Ubung).

(b) Im Beweis wurde eine Konvexkombination ¢ von Tests betrachtet. Dieses Argument ldsst
sich wie folgt geometrisch veranschaulichen. Zu jedem Paar Py, Py, ist die Menge C' :=
{(Eo, (), Eg,(¢)) : ¢ Test} C [0,1]? konvex (Menge der Tests ist konvex), abgeschlossen
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(folgt aus dem Satz von Banach-Alaoglu) und enthilt die Diagonale (betrachte konstante
Tests). Neyman-Pearson-Tests entsprechen dann gerade der oberen Begrenzungskurve von
C. O

§21.32 (Verallgemeinerung des Neyman-Pearson-Lemmas). Es seien (X, 2", (Pg)ocio,1}) ein (bi-
ndres) statistisches Experiment, ty Dichte von Py, 0 € {0, 1}, bzgl. eines dominierenden Mafles
p, I' = {Py,P1} die Menge der interessierenden Parameter v(0) := Py, 6 € {0,1}, sowie
S € L (Py) eine reelle Statistik. Ein Test der Form

© = Lig;> ko fotie Sto) T Gl =ke fotia S0} (21.18)

mit k*,1* € R und messbarer Randomisierung ¢ : {f; = k“fy +(* Sy} — [0, 1], der fiir
a € [0, 1] die Nebenbedingungen

Eo(p) =a und Eo(Sp) = aEy(S) (21.19)
erfiillt, besitzt maximale Macht () in der Menge aller Tests, die (21.19) erfiillen.

§21.33 Beweis von Satz $21.32. Ubungsaufgabe. 0

§21.34 Bemerkung. Der Test (21.18) besitzt maximale Macht E;(¢) in der Menge aller Tests, die
(21.19) erfiillen, unabhingig von seinen Werten auf {f; = k> ffy + [* S fy}, so dass die Rando-
misierung auch konstant gewihlt werden kann. O

§21.35 Definition. Ein Test ¢ heifit a-dhnlich auf ©" C ©, falls Ey(¢) = « fiir alle 6 € ©' gilt. m

§21.36 Lemma. Betrachte das Testproblem H, : 5¢° gegen H, : 5. Die Parametermenge © =
A\ A bilde einen metrischen Raum, 07#° C P bezeichne den topologischen Rand
zwischen Hypothese und Alternative, und jeder Test besitze eine stetige Giitefunktion in allen
0 € 0°. Ist o, ein a-dhnlicher Test auf 0°, der besser ist als alle unverfilschten, o-
dhnlichen Tests auf 0°, so ist , ein gleichmiifig bester unverfiilschter a-Test.

§21.37 Beweis von Lemma §21.36. In der Vorlesung. O

§21.38 Satz. Sei Pg eine einparametrische Exponentialfamilie in n(0) und S. Weiterhin seien © C R,
0, € inn(O) und n streng monoton (wachsend oder fallend) und stetig differenzierbar in einer
Umgebung von 0, mit 1(0,) # 0. Fiir o € (0,1), k1, ko € Rmit ky < ky und (1,( € [0,1]
erfiille der Test @, := ¢°(S) mit

s = ©%(8) = Lgsaryy + Qlgempy) + Lssho} + C2lis=ts} (21.20)
die Nebenbedingungen
Eo,(p0) = Ej (¢°) = und Ey,(Sp,) = aEy,(S). (21.21)

Dann ist @, ein gleichmdflig bester unverfilschter a-Test fiir das zweiseitige Testproblem Hy :
0 =0, gegen Hy : 0 # 0,

§21.39 Beweis von Satz §21.38. In der Vorlesung. O
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§21.40 Bemerkung. Die Form des Test ¢, (21.20) unter den Nebenbedingungen (21.21) ist invariant
gegeniiber affinen, streng isotonen Transformationen der PriifgroRe. Besitzt die Verteilungsfa-
milie Pg einen isotonen Dichtequotienten in .S, so auch in S := aS + b fir a € R\o und
b € R. Betrachten wir fiir die kritischen Werte k; = ak; + b und Q = (i, i € {1,2}, den Test
Do =P (S) mit s — ¢°(s) = ]l{ k1}+C11{'§ k1}+]1{ kQ}—i—Cg]l{g R} SO gilt offensichtlich

B0 = 3°(S) = ¢°(S) = ¢, und &, erfiillt die Nebenbedingungen Ey, (3,) = Eg, (¢,) = a so-
wie Ego(g@) = aly,(S). In der Tat es gilt By, (3,5) = aBy, (00S) + by, (o) = aaly, (S) +

ba = alEy, (S ). Damit besitzt der Test @, die glelchen Optimalitédtseigenschaften wie ¢, aus
(21.20). Die Bestimmung von (ky, () und (ks, C») vereinfacht sich, wenn zusiitzlich IP’g =Py, §
und S = h(S) € L (Py,), also IP’S € Wi (£), firr eine steng isotone Funktion gilt. Dann
ist Eo, (S) = 0 und die zweite Bedingung in (21.21) ist fiir jeden Test ¢, = Go(g) mit
7°(S) = 3°(—S) erfiillt, also zum Beispiel fiir eine Test der Form

PO = Uiy 4 iy 4 Ly 4
= Loy + ¢ Ly oy (21.22)

wobei das obere o/2 Fraktil £/ von ]P’*go und ¢*/? durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt ist, also
gemiB Ef (¢°) = . O

§21.41 Beispiel (§21.30 fortgesetzt). Eine normale Lokations-Familie N (02} ist eine einparametrische
Exponentialfamilie in 7(x) = p/02 und strikt isotonen Dichtequotienten in S(x) = Y i | i,
da fiir p, € R gilt (p,) = 0,2 > 0. Unter Verwendung von Satz §21.38 bestimmen wir einen
gleichmifig besten unverfilschten Test von Hy : = p, gegen Hy : o # 11,. Betrachten wir den
Test o, (21.20) mit kritischen Werten k1, k; und Randomisierung (i, (2 unter den Nebenbedin-
gungen (21.21), so gilt unter Verwendung von Z = UO%(S — nii,) und k; = ﬁ(lﬁ — Nflo)s
i € {1,2} gerade p°(z) = IL{Z<~,51} + Clﬂ{z A ]l{z>',;2} + (o1 (=%} (vgl. Bemerkung
§21.40). Unter N” ,02) beaitzt Z eine symmetrische N g ;) Verteilung. Wihlen wir einen Test
der Form (21. 22) wobel wir auf Grund der stetigen Verteilung auf eine Randomisierung ver-
zichten, also ¢ = 0, sowie k = 2®/2 das obere a /2 Fraktil von No,1) ist. Damit ldsst sich der
Test ¢, in der Form ¢, = 1{Z>2a/2} + IL{ZQW} = IL{\/_EIY #o\>za/2} schreiben. Der zwei-

seitige Gauf3-Test p, ist also ein gleichmifig bester unverfilschter a-Test. Die Hypothese im
zweiseitigen Testproblem wird also zum Niveau « abgelehnt genau dann, wenn die Hypothese
im entsprechenden rechtseitigen oder linkseitigen Testproblem zum Niveau «/2 abgelehnt wird
(vgl. Beispiel §21.04). O

§22 Bedingte Tests

In vielen Fillen sind bestimmte Parameter der Verteilung fiir einen Test nicht von Interesse
(unwesentlich), aber sie beeinflussen die Giite eines Tests (sogenannte Storparameter oder nui-
sance-Parameter). Ein wichtiges Beispiel ist der t-Test fiir Hypothesen iiber den Mittelwert
v im normalen Lokations-Skalen-Modell N R, Eine weitere wichtige Klasse bilden Mehr-
stichprobentestprobleme, in denen das Verhiltnis von Kenngroflen (wie Mittelwert) zwischen
den Stichproben getestet wird.
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22.01 Lemma. Ist T eine vollstindige und erschopfende Statistik fiir Por und o ein auf ©' a-éihnlicher
Test, so gilt E, (g0|T) = o PL,f.i.

§22.02 Beweis von Lemma §22.01. In der Vorlesung. O

§22.03 Vorbemerkung. Gegeben sei eine natiirliche 1 + k-parametrische Exponentialfamilie Pg_,, in
(0,6) € Opay € R x RFund (S,7) € 2 ® 2% mit der Darstellung (13.2). Wir zerlegen
die Parametermenge O,.; = U{{@} x 00, 10 € B mit ©F = {& € RF 1 (6,¢) €

Opat} CRYund =, := {0 € R: 0% +# (0} C R.Fiir §, € Z,,,; betrachten wir die Zerlegung
Enat = H2 WAL mit

—nat

nat

HE = Fa N (—0,0,] und %”Elm := Enat N (65, 00),

Znat

sowie Onay = G, ¥ A, mit
—H {0y x 0L, 0.} ud A, =|H{{0} xO:0e A}

Wir untersuchen das Testproblem der Nullhypothese Hj : %”é) .. gegen die Alternative H; :
., wobei wir auch kurz schreiben 77, : 0 < 0,.& € ©F gegen H, : 0 > 0,.& € OF,

nat*

Fiir ein fest gewihltes aber beliebiges (0°,£°) € Oy, bezeichne P, := Pyo ¢o eine spezielle
Verteilung und ]P’O( ° |T) eine regulire Festlegung der bedingten Verteilung gegeben 7' bzgl.
P,. Nach Korollar §13.13 (i) gibt es fiir jedes § € =,,; eine von £ unabhingige regulire Fest-
legung IP’&.( ° ‘T) der bedingten Verteilung IP’M( ° }T) , die fiir PI-f.a. t € R einen isotonen
Dichtequotienten in S besitzt. Fiir ein vorgegebenes ¢t € R¥ betrachten wir wie in Satz §21.27
den Test ¢¢(.S) mit

s pi(s) = Tissra(e)y + Ca(t)]l{szka(t)} (22.1)

wobei das a-Fraktil £%(¢) € R von IP’S|T " und Ca(t) € ]0,1] durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt
ist, also Iy, . (97(S)[T = 1) = 1@3.<wt>—-PS”‘f«ka<> 00)) + Ca(t)F, 7 ({2 (1)}) =
Nehmen wir die Erwartung bzgl. P} 0, ¢ auf beiden Seiten der letzten Gleichung, so erhalten wir,
dass der Test ¢° := ©%.(S) auf dem Rand 9. = {0,} x ©%, C 3  «-ihnlich ist. Wir
zeigen weiterhin, dass fiir jeden auf 0.3 a-dhnlichen Test ¢ auch B, ,(¢|T =t) = a fiir
PT-f.a. t € R gilt. Somit schopft fiir P7-f.a. ¢ € R¥ der Test ¢ das Signifikanzniveau « fiir das
Testproblem H, : #2  gegen H, : 72 im statistischen Experiment (X, 2", (P,,(®|T =
t)) pe=, ) aus. Unter Verwendung von Satz §21.27 (i) sind die Fehler 1. und 2. Art des Tests ¢
nicht kleiner als die des Tests ¢?2(S) gemiB (22.1), also fiir PZ-f.a. t € R* gilt

By~ (00) = Ep o (90(S)|T = 1) <Epu(p|T=t) V02 und
By~ () = Eg o (¢3(S)|T = 1) 2 By, (0|7 =t) VO € A,

Nehmen wir erneut die Erwartung bzgl. IP’(,,T(H£ auf beiden Seiten der letzten beiden Ungleichun-
gen, so gilt fiir ¢, = ©%(S) und jeden anderen auf {6,} x ©%, «a-dhnlichen Test ¢

Eo¢(o) < Eoel) V (0,6) € 5, und  Eoe(po) > Eoe() V (0,€) € H

nat

Also ist ¢, ein gleichméfig bester auf 8ji%onat a-dhnlicher Test. Ein Vergleich mit dem kon-
stanten Test, sowie die Stetigkeit der Giitefunktion erlauben uns dann, die Aussage von Satz
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§22.06 zu zeigen. Vorher halten wir fest, dass mit ¢ aus (22.1) die Abbildung = — ¢,(z) =
P (S(2)) wie oben angenommen ein Test ist, dazu muss die Abbildung (s, t) — ¢ (s) und
damit die Funktionen £ : R* — R mit ¢t — k°(t) sowie ¢® : RF — [0,1] mit ¢t — ((¢)
Borel-messbar sein. Dies ist die Aussage von Lemma §22.04. O

$22.04 Lemma. Es seien P5IT eine reguliire bedingte Verteilung von S € % gegeben T € 2% und
a € (0,1). Dann sind die folgenden Abbildungen Borel-messbare Funktionen:

(i) (s,t) = PIT=t((—o00, s]) und (s,t) — PIT=*((—00, s));

(ii) t — k(t) == inf{s € R : P"=((s,00)) < o} und
t > ko(t) :=sup {s € R: PS"=!((—o00,s)) < a};

a . a—P(S>k|T=

(iii) t — C(t) := Wﬂ{@S\T:t({ka})>o} und

a—P(S<ko|T=
t= Galt) = WR{PS'T:‘({M»O};

(iv) (s,t) = @2(s) = Lissko()) + ¢ () L{s=ko(r)} und
(5,t) = ©7(5) = Liscra)y + Calt) Lsma 1))

§22.05 Beweis von Lemma §22.04. Witting [1985], Hilfssatz 3.61, S. 376 O

§22.06 Satz. Gegeben sei eine natiirliche 1 + k-parametrische Exponentialfamilie Pg_,, in (0,§) €
Onat CR X R, (S,T) € 2 @ 2% mit der Darstellung (13.2) und o € (0,1) sowie 8, € R
mit (0,,€) € inn(O) fiir ein € € R*. Nach Korollar §13.13 (i) gibt es eine von & unabhiingige

Festlegung 75~ der reguldren bedingten Verteilung P31, Dann ist o = P(S) mit
gUNg Iy o 00,6 ¥ YT

(5,8) = ©7(5) = Ligsrery + () Lismre(e)} (22.2)

wobei fiirt € R* das obere a-Fraktil k*(t) € R von IP’gol’T.:t und (*(t) € [0, 1] durch (21.5) bzw.
(21.6) bestimmt ist, also E“golj‘c:t(gof) = «, ein gleichmdflig bester unverfilschter a-Test fiir das
Testproblem der Nullhypothese Hy : 0 < 0,,& € ©° . gegen die Alternative H, : 0 > 0,,£ €
@0

nat*

§22.07 Beweis von Satz §22.06. In der Vorlesung. O

§22.08 Beispiel. Fir n,m € N seien X ® (PoiZ)aeR\+0 und Y @ (Poi;") beR?, unabhingig. Es soll die

Hypothese Hy : a < b gegen die Alternative H; : a > b getestet werden. Fiir (a,b) € (R%)2

bezeichnen wir mit Poi," := Poi, ® Poi;" die gemeinsame Verteilung von X ~ Poi, und

Y ~ Poiy". Dann ist (Poi, ") , be®,)? eine 2-parametrische Exponentialfamilie beziiglich des
) ) 0

ZihlmaBes p auf Ny**", da fiir z € NJ und y € N7* gilt

:n,m ma—
dPOla,b e~ mb

i (x,y) = DDA exp <log(a/b) ;xz + log(b)(;xi + ]Zlyj))

Absorbieren wir die Funktion h(z, y) = ((IT, z:!)(I] i yi!) " im dominierenden MaB v := hy,
so liegt eine 2-parametrische natiirliche Exponentialfamilie Pg, ,, mit der Darstellung (13.2) in

S(z,y) = Y @ T(w,y) = > o+ D05 y; mit 6 = log(a/b) und § = log(b) vor. Wir
konnen also das reparametrisierte Testproblem Hy : 0 < 0, € Rgegen H; : 0 > 0, € R
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bei Vorliegen einer Beobachtung der erschopfenden Statistiken S und 7" betrachten. Nach Satz
§22.06 ist ¢, 1= ¢7(5) ein gleichmiBig bester unverfilschter Test ¢, = ©7(.S) mit

(5,8) = @} (s) = Lpssha(yy + C*(0) L fs=ran)}

wobei fiir t € R* das obere a-Fraktil k*(t) € R von Py ' und ¢*(t) € [0,1] durch (21.5)
bzw. (21.6) bestimmt ist. Es bleibt eine Festlegung der reguliren bedingten Verteilung von S
gegeben 7" bzgl. Py . zu bestimmen, die nicht von ¢ € R abhéngt. Zur Erinnerung, fiir (X, Y") ~
Poi}; ® Poi;" sind S ~ Poi,, und 7' — S’ ~ Poi,,, unabhingig, sowie ' ~ Poi, 4 pp,. Flirt € N
und s € Ny mit s < ¢ gilt

(s _ oy PS8 T =S =t —s) el
Ola’ = S = — ) il _ o
' Poigy (T = 1) anbm)" o —an—bm

Qe e e
B i (3) (an)i(bm)t= a (s)(an +bm’ “an+ bm>

- () it = 22

14+p" "1+p

In dem Fall ¢t = 0, also T = 0, ist natiirlich S = 0, so dass PoiZf(S = s|T = 0) = do(s),
s € Ny, gilt. Fiir 7 := 7% /(1 + 2¢) erhalten wir Poi, " (S = s|T' = t) = Bing, ) ({s}) fiir alle
t € Ny, wobei B1n(077r := 0p. Damit hingt fiir alle § = log(a/b) € R und £ = log(b) € R diese
Festlegung der bedingten Verteilung von S gegeben 1" bzgl. Py . = PoiZ:;” in der Tat nur von
f und nicht von (¢ ab. Im Fall § = 0, also fiirallea = b € ]R\O, vereinfacht sich diese fiir alle
s € Ny zu

n

Sth S|T t P sn,m SI T:t :B .t _
({51) = B! () = Poif" (5 = 5|7 = ) = Bingr(s) mitm, = ——.
Fiirt € Ny sei also gemiB (21.5) k*(t) = Bin(, ., das obere a-Fraktil einer Bin; - Verteilung
und ¢*(t) € [0, 1] wie in (21.6), so dass der Test ©7(S) mit
S = th( ) ]]'{S>B1n(t o )} +< (t)]]'{s:Bin‘("tmo)}
fiir t € Ny dass Niveau o ausschopft, also E 7~ (9) = Eo. (97(S)|T = t) = a gilt. Im Fall
t = 0ist Biny .y = 0 und ¢*(0) = a, also goO(S) mit s »—> 908(3) = « der konstante Test.
Damit ist der Test ¢, = ©%.(S) gegeben durch

(fL‘7 y) = QDO(I.7 y) = ]]‘{nE>Bino‘

(nZ+my,n/|

1

n+m])} + g (nx t my) {nx Bln(nz+my n/[n+m])}

ein gleichmiBig bester unverfilschter Test von Hy : a < b gegen H; : a > b zum Niveau
€ (0,1). Der kritische Wert als auch die Randomisierung hingen aber von nZ + my ab, und

miissen also bei der Anwendung des Test ¢, fiir jede Stichprobe neu berechnet werden O

§22.09 Beispiel. Wir bestimmen einen gleichmifBigen besten unverfilschten Test fiir den Mittelwert

einer normalen Lokations-Skalen-Familie Ng_ ., fir das einseitige Testproblem Hy : 1 < 0,
\0
S R+ gegen Hy : p > 0,0 € R\o unter Verwendung des Satzes $§22.06 (fiir allgemeines
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Hy @ p < Ho, O € ]RTO gegen Hy @ 1 > py,0 € ]RTO verschiebe die Beobachtungen ent-

sprechend, X; = X; — u,). Die Beobachtungen folgen einer zweiparametrischen natiirlichen
Exponentialfamilie in S(z) = 7, T(z) = 3" 2 mit § = np/o? £ = —n/(20?). Wir
konnen also das reparametrisierte Testproblem Hy : 6 < 0,£ € Ry, gegen H; : 0>0,¢e R
bei Vorliegen der Beobachtung der erschopfenden Statistiken S und 7" betrachten. Nach Satz
§22.06 1st p, = Tygska (7)) €in gleichméBig bester unverfélschter Test, wobei wir auf Grund der
stetigen Verteilung auf eine Randomisierung verzichten und gemiB (21.5) fiir jedes ¢t € R* das
obere a-Fraktil £*(t) € R einer von ( unabhingigen reguldren Version Pg‘,T =" der bedingten
Verteilung von S gegeben 1" = ¢ zu bestimmen ist. O

§22.10 Bemerkung. Die letzte Aussage zeigt, dass die reguldre bedingte Verteilung IP’“;'.T nicht von
dem Storparameter ¢ abhiingt, dieser also fiir die Wahl von £%(¢) € R und (*(¢) € [0,1]
unerheblich sind. Der kritische Wert als auch die Randomisierung hingen aber von ¢ ab, und
miissen also bei der Anwendung des Test ¢, fiir jede Stichprobe neu berechnet werden. Der Test
wire nicht-bedingt wihlbar, wenn es eine von ¢ unabhéngige Festlegungen der Priifverteilung
IP’gO‘z:t gibe. Die nichste Aussage gibt eine hinreichende und notwendige Bedingung an, so
dass die bedingte Verteilung unabhingig von ¢ wihlbar ist. Diese benotigt die Suffizienz und
Vollstandigkeit der Statistik 7' fiir £, nicht jedoch die Eigenschaft einer Exponentialfamilie.
Dieses ist wesentlich, da nur die erste, nicht dagegen die zweite dieser Eigenschaften unter
gewissen Transformationen erhalten bleibt. Die ndchste Aussage folgt aus Satz §12.22 und dem
Lemma von Basu §14.03. O

$22.11 Korollar. Es seien T € 2" eine erschopfende und vollstindige Statistik fiir die Verteilungs-
familie Py v 0. auf (X, 27) und S € X" eine weitere Statistik. Dann sind dquivalent:
(i) Die Statistik S ist unwesentlich, ihre Verteilung Pgm. = ng,g héingt nicht von & € ©% ab.
S|T=t

(ii) Die bedingte Verteilung P, ", ist unabhdngig von t wahlbar.

Jede dieser Aussage impliziert die Giiltigkeit der folgenden beiden Aussagen:
(iii) S und T sind stochastisch unabhiingig unter jedem Py ¢, & € ©%.

(iv) Fiir alle o € (0, 1) ist der Test aus (22.2) als nicht-bedingter Test wiihlbar.
§22.12 Beweis von Korollar §22.11. In der Vorlesung. O

$22.13 Lemma. Es seien Pg eine dominierte Verteilungsfamilie auf (X, 2°), T € X%, S €~<%”,
g @ RYF — RYE mit (s,t) — g(s,t) = (hy(s),t) eine Borel-messbare Abbildung, S :=
hr(S) € 2 und (S,T) = g(S,T) € Z**. Dann gilt: Ist T erschopfend und vollstéindig fiir

]P)(SvT)

o/, so auch fiir Pg’T).

§22.14 Beweis von Lemma §22.13. In der Vorlesung. O

§22.15 Bemerkung. Der einseitige Test aus (22.1) ist invariant gegeniiber Transformationen s — § :=
hi(s) bei festem ¢, falls h(e) streng isoton ist (vgl. Bemerkung §21.29). Dann ist ndmlich
s > k() dquivalent mit § = hy(s) > hy(k®(t)) =: k*(t), und analog s < k°(t) bzw. s = k*(t)
mit § < k%(t) bzw. § = k° (t). Die Moglichkeit den Test ¢, aus (22.2) nicht-bedingt zu wihlen,
beruht nun darauf, eine streng isotone Transformation /; zu finden, derart dass die Verteilung
von S = hp(S) auf (X', 2", Py, 1 o0, ) unwesentlich ist. O
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16 Korollar. Zusdtzlich zu den Annahmen von Satz §22.00 sei (s,t) — g(s,t) = (~ht(3), t) eine
Borel-messbare Abbildung und S = hr(S), derart dass die Verteilung P} .= =P5 ¢ von S un-

abhiingig von & € 6%

ot also S unwesentlich fiir P (0,yxolo I8t Existiert eine IP( ) .) Einsmenge

nat

E, so dass auf £ die Abbildung s — hy(s) streng isoton ist, so ist der Test
Do = 1{§>',;a} + Caﬂ{gzga}, (22.3)

wobei das obere o-Fraktil k* € R von ng,. und (* € [0, 1] durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt
ist, ein gleichmdfig bester unverfilschter a-Test fiir das Testproblem der Nullhypothese H :
0 <0,,¢e 0, gegen die Alternative Hy : 0 > 0,,& € 09, .

§22.17 Beweis von Korollar §22.16. In der Vorlesung. O

§22.18 Beispiel (Beispiel §22.09 fortgesetzt). Sei (Xi)ie[[l,n]] ® Nﬂ’éxw , SO besitzt T\n = ‘é—ﬁyn mit
\O n

X, =157 X, 8, := (82 und S = L3 (X, - X ) unter N . fiir jedes o €
]RTO eine Student—tn,l-Vertellung mitn — 1 Frelheitsgraden, kurz Tn ~ t,_1 (vgl. Eigenschaft
§01.41 (ii1)). Zur Erinnerung fiir den gleichméBig besten unverfélschten Test p, = 1{gspe(r)
mit S = X, und T = % Sor X2 in Beispiel §22.09 blieb fiir jedes ¢ € R* die Bestimmung des
oberen «a-Fraktils k*(t) € R einer von { unabhingigen regulidren Version IP’&'.T =" der bedingten
Verteilung von S gegeben 7' = t. Wir halten fest, dass 7'(z) — (S(z))> = 23" (2, —7)? > 0
fir alle € Bild(1,,)° gilt, wobei Bild(1,)° eine N . -Binsmenge ist. Da SP) = 1 (T-5?)
gilt, ist 7, = :S}‘/: =: hr(S) auf Bild(1,)¢, also N¢ R},
T auf Bild(1,) und fir alle ¢ € Ry ist die Funktion s — hy(s) auf (— t1/2,11/2) ungerade
und streng isoton. Da T’ Vollstandlg und suffizient fiir die Verteilungsfamilie IP’ {0}x60,, ist und

-f.i., erklért. Weiterhin gilt 0 < S? <

die Verteilung von Tn, namlich T ~ t,_1, unter Py ¢, nicht von { abhingt, sind T und T
unabhiingig unter jedem Py (Korollar §22.11). Bezeichnen wir mit t;;_; das obere a-Fraktil
einer t,,_;-Verteilung, wobei wir auf die Randomisierung auf Grund der stetigen Verteilung von
T,, verzichten, so sind der urspriingliche gleichmiBig beste unverfilschte a-Test ¢, (22.2) und

der Test p, = 1 {Tusta ) N, R?, -f.ii. dquivalent. Zusammenfassend, fiir jedes i, € R ist der

einseitige t-Test p = 1 125,40} also ein gleichmiBig bester unverfilschter Test von

{X—uo>n
Hy:p < HO,JER\OgegenHl:u>uo,a€R<“0 O

§22.19 Satz. Es gelten die Voraussetzungen des Satz §22.06. Der Test ¢, := ©7.(S) mit
(5:8) = 9{(s) = Liscpoy + GO =ro) + Lrg) T O L=y, (224)

wobei fiir a € (0,1) und fiir jedes t € RF die kritischen Werte k(t),k5(t) € R und die
Randomisierung ({'(t), (5 (t) € [0, 1] gemdif3 der Nebenbedingungen

Ey 7 (0f) = By, o(@2(S)| T =t) = und
Ey, o (S¢(S)|T = t) = aE, (S|T =1) (22.5)

bestimmt sind, ein gleichmdpf3ig bester unverfilschter a-Test fiir das Testproblem der Nullhypo-
these Hy : 0 = 0,,& € 09, gegen die Alternative Hy : 0 # 0,,¢ € 07,
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§22.20 Beweis von Satz §22.19. In der Vorlesung. O

§22.21 Bemerkung. Der zweiseitige Test aus (22.4) ist invariant gegeniiber affinen, streng isotonen
Transformationen (vgl. Bemerkung §21.40). Dies gibt uns erneut die Moglichkeit, den Test
nicht-bedingt zu wihlen. Eine explizite Angabe der kritischen Werte £{(t), k3 (t) € R die Lo-
sung der Nebenbedingungen (22.5) sind, ist im Allgemeinen nicht moglich. Im Spezialfall einer

beziiglich einer Stelle m(t) symmetrischen bedingten Verteilung E; SIT=!  Snnen wir wie in Be-
merkung §21.40 die kritischen Werte k¢ (¢), k3 (t) € R als unteres bzw oberes «/2 Fraktil von
Ego‘z:t wiihlen. O

22 Korollar. Zusdtzlich zu den Annahmen von Satz §22.06 sei (s,t) — g(s,t) := (hi(s),1) eine
Borel-messbare Abbildung und S = hy(S), derart dass die Verteilung P35 6o =DP4 c € WiI(HB)

von S symmetrisch und unabhiingig von & € ©%, also S unwesentlich fb’ir P {00}x0%, ist. Exi-

nat’

stiert eine IP)(@nat) Einsmenge &, so dass auf € die Abbildung s — hy(s) streng isoton ist, so ist
der Test

~ a/2
Yo =L155F0s2) T / L1\3j=fer2)s (22.6)

wobei das obere o/2-Fraktil k*/* € R von ]P’gw und (*/? € [0, 1] durch (21.5) bzw. (21.6) be-
stimmt ist, ein gleichmdf3ig bester unverfilschter o-Test fiir das Testproblem der Nullhypothese
Hy:0=10,¢¢c 0P gegen die Alternative Hy : 0 # 0,,& € ©F_..

§22.23 Beweis von Korollar §22.22. In der Vorlesung. |

§22.24 Beispiel (Beispiel §22.18 fortgesetzt). Sei (Xi>i6[[1,n]] ® NﬂszJr , SO besitzt fn = \S/ﬁyn = hr(S)
\0 n

unter N’(To,og) fiir alle 0 € ]R<r0 eine Student-t,,_;-Verteilung. Die Abbildung s — h,(s) ist unge-
rade und streng isoton fiir dem Bild von Bild(1,,)¢ unter (S, T"), wobei Bild(1,,)¢ eine Ng. R
Einsmenge ist. Weiterhin ist 7° Vollstandlg und suffizient fiir die Vertellungsfamlhe Poyxe0 uild
die Verteilung von Tn, namlich T ~ tp_1, unter Py ¢, hingt nicht von £ ab, und T und 7" sind
somit unabhiingig unter jedem PP, ¢ (Korollar §22.11) (vgl. Beispiel §22.18). Bezeichnen wir mit

O‘/ | das obere «/2-Fraktil einer t,,_;-Verteilung, wobei wir auf die Randomisierung auf Grund
der stetlgen Verteilung von T,, verzichten, so sind der ursprunghche gleichmifig beste unver-
falschte a-Test i, (22.4) und der Test p, = , -f.ii. dquivalent. Zusammenfas-

\0
send, fiir jedes 1, € R ist der zweiseitige t-Test ¢ = IL{|X pol>n=1/28,5%% )
+

bester unverfilschter Test von Hy : = o, 0 € R\ gegen Hy @y # po, 0 € R\O O

{|Tn|>t°‘/2} RxR
also ein gleichméaBig

§23 Likelihood-Qotienten-Test
§23.01 Definition. Sei (X', 2", Pg) ein y-dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion
L(0) = dPy/du € 2" fiir § € ©. Fiir nicht-leere Teilmengen O, ©; C © heiBt

supee, L(0)

-t
cZ 23.1
Sbpee, D0) { supace, LOIER,} b

A@m@l =

Likelihood-Quotienten-Statistik. Jeder randomisierte Test der Form

Q= 1{A90,91>k} + Cﬂ{AeO,@1=k} -t (23.2)
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fiir einen kritischen Wert k € R™ und messbarer Randomisierung ¢ : {Ao, 0, = k} — [0, 1]
wird Likelihood-Quotienten-Test (bzgl. Ag, e,) genannt. O

§23.02 Bemerkung. Liegt ©; dicht in © und ist  — L(0) p-f.i. stetig, so gilt fiir den Maximimum-

Likelihood-Schiitzer 6, falls er existiert, SUpgee, L(0) = supgee L(#) = L(0). Dies ist der
Ausgangspunkt fiir die folgende asymptotische Theorie. O

§23.03 Beispiel. Es seien Pg_,, eine natiirliche Exponentialfamilie in S, ©; dicht in © und 0 ein MLS.
In der Darstellung (13.1) mit v = hyu gilt dann

~ ~

A, 0,(x) = inf exp((d(x) —0,,S(z)) — A(B(x)) + A(6,)) v-fa. zeX.

0o€00

Gilt weiterhin 8 € inn(O,,,), so folgt Ej()(S) = T'(x) gemdB Lemma §19.04 fir v-fa. z € X
und daher mit Lemma §20.03 (iii)

log (Aey.e,) = eig(go KL(P; |Py,) v-f.i.

Mit anderen Worten, die Log-Likelihood-Quotienten-Statistik log (A@mel) gibt die Divergenz
der zum MLS 0 € ©,,,; gehorenden Verteilung IP; zur Familie der Verteilungen (Pg)geo, an. O

§23.04 Lemma. Sei Pg mit © C R eine Verteilungsfamilie mit isotonem Dichtequotienten in S. Fiir
a € (0,1) und 6, € © betrachten wir das einseitige Testproblem Hy : H#° = (—o0, 0,] gegen
Hy : A" = (0,,00) und die Likelihood-Quotienten-Statistik A := A o _y1, so gilt:
(1) Der Likelihood-Quotienten-Test @, := Lipspay + (“lyr—pey, wobei das obere a-Fraktil
k* € Rt von Pé\o und (* € [0,1] durch (21.5) bzw. (21.6) bestimmt ist, minimiert die
Irrtumswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art gleichmdifig unter allen auf {6,} «-
dhnlichen Tests.

(i1) Der Test @, ist ein gleichmdfyig bester Test zum Niveau « fiir das einseitige Testproblem
Hy:0<0,gegen Hy : 0 > 0,.

§23.05 Beweis von Lemma §23.04. In der Vorlesung. O

§23.06 Bemerkung. Sei Pg mit © C R wie in Lemma §23.04 eine Verteilungsfamilie mit isoto-
nem Dichtequotienten in S. Betrachten wir fiir §, € O ein zweiseitiges Testproblem Hj :
H° = {0,} gegen H, : ' = ©\{0,} sowie die Likelihood-Quotienten-Statistik A 0 1.
Dann enthilt der Ablehnbereich eines Likelihood-Quotienten-Tests bzgl. A 0 41 ein Ereignis
der Form {S ¢ [ki, ko]}, allerdings ist der Test im Allgemeinen nicht mehr unverfilscht, wie
folgendes Beispiel zeigt. Sei X ® POiRTo’ dann ist A o 41 = exp(X(log(X/6,) — 1)+ 6,)
und der Ablehnbereich des entsprechenden Likelihood-Quotienten-Tests mit kritischen Wert
ke RQLO enthilt { X (log(X/6,) — 1) > log(k) — 0, }. Da die Funktion z — z(log(z/6,) — 1)
auf (0,6,) nicht-positiv und streng antiton sowie auf (6,,c0) streng isoton ist, entspricht fiir
log(k) > 6, das Ereignis {X (log(X/6,) — 1) > log(k) — 6,} einem einseitigen Ablehnbe-
reich {X > E} Hingegen sind im Fall einer Normalverteilung ein- und zweiseitge GauB3- und
t-Tests Likelihood-Quotienten-Tests. O

§23.07 Vorbemerkung. Im folgenden betrachten wir wie im Satz §20.20 eine Folge p-dominierter
Produktexperimente ((X", 2", P%))nen mit © C R¥, marginaler Likelihood-Funktion L(0) =
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dPy/du € 2" und marginaler Loglikelihood-Funktion ((0) = log(L(#)) € Z. Existiert
weiterhin ein MLS 6, und #° im statistischen Modell (X", 2 " Pg) bzw. (X", 27 P,)
fir eine Teilmenge ©, C O, dann gilt A, o(z) = [[—, (L(@\n(x),xl)/L(gg(x),xz)) fiir
die entsprechende Likelihood-Quotienten-Statistik. Unter Verwendung des Kontrastprozesses
K,(0) € Z mit K, (0,2) := —2 3" ((6,z;) (vgl. Korollar §20.06) ldsst sich somit die
Log-Likelihood-Quotienten-Statistik wie folgt schreiben:

log(Aey6(2)) = n(K, (00(2), 2) — K, (0u(x), 7))

= supi(@,xi) — sup Zé(ﬁ,xi) =: Xn(x)

0cO i=1 0€09 i=1

Unter den Annahmen von Satz §20.20 ldsst sich nun die asymptotische Verteilung der Statistik
A, bestimmen, die es erlaubt einen Likelihood-Quotienten-Test anzugegeben, der asymptotisch
ein vorgegebenes Signifikanz-Niveau einhilt. O

§23.08 Satz. Es gelten die Annahmen und Notationen aus Satz §20.20.
(i) Betrachte das Testproblem H : 0 = (?\0 gegen 0 + 0, fiir ein 0, € inn(O). Dann gilt fiir die
Log-Likelihood-Quotienten-Statistik A, (x) = supgee Yoy £(0, ;) — > i) L(0,, ;) unter
Py, die Verteilungskonvergenz QXn D, X

(i) Allgemeiner seien v € [1,k], A € R"F) eine Matrix mit rg(A) = r, a € R¥ und © =
HOY AT CRF mit #° .= {0 € © : A0 — a) = 0}. Dann gilt fiir die Log-Likelihood-
Quotienten-Statistik \,(x) = supgeg > 1y L(0, ;) — SUpge o > iy U(0, x;) unter jedem
Py, mit 0, € ° N inn(©) die Verteilungskonvergenz 2x, = x2.

Insbesondere hdlt der Likelihood-Quotienten-Test ¢ = ]l{X e /2} (im Fall (i) r = k) auf

0 N inn(O) asymptotisch das Signifikanzniveau o € (0,1) ein, wobei X%a das obere -
Fraktil einer x2-Verteilung mit r Freiheitsgraden bezeichnet und wir auf Grund der stetigen
asymptotischen Verteilung auf eine Randomisierung verzichten.

§23.09 Beweis von Satz §23.08. Shao [2003], Theorem 6.5, S. 432 O

§23.10 Bemerkung.

(a) Der Likelihood-Quotienten-Test wird asymptotisch verzeiliungsfrei genannt, da die asym-
ptotische Verteilung von \,, unabhéngig von 0, € O ist.

(b) Die asymptotische Verteilung von QX,Z ist unter lokalen Alternativen 6 = 6y + h/+/n eine
nicht-zentrale y2-Verteilung (vgl. van der Vaart [1998], Satz 16.7). Fiir feste Alternativen
6 € " ist der der Likelihood-Quotienten-Test ¢, = 1 {X - /2} damit konsistent, es

gilt also 3, (6) =% 1.
(c) Der Wald-Test und der Score-Test sind zwei weitere asymptotische Likelihood-Tests. Ein

Wald-Test ist von der Form 1 { ol } mit oberem «-Fraktil Xi,a einer x3-Verteilung

als kritischem Wert und Wald-Test-Statistik W,, = n(Zz(0 — 6,), (8 — 6,)) unter Ver-

wendung des MLS 5, da unter den Bedingungen von Satz §20.20 W,, asymptotisch eine

X3-Verteilung besitzt. Ein Score-Test ist von der Form 1 {R o2 } mit Score-Test-Statistik
T Xk,a
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R, = %(Iéfl S 000, Xi), S €8y, X;)), die ebenfalls unter den Bedingungen von
Satz §20.20 asymptotisch eine x3-Verteilung besitzt (Shao [2003], Theorem 6.6, S. 434). 0

§23.11 Beispiel. Wir fithren n € N unabhingige Experimente durch, deren Ergebnisse in einer end-
lichen Menge [1, k], k € N, liegen, und zihlen die Hdufigkeiten n; € [1,n] der einzelnen
Ergebnisse ¢ € [1,k], alson = Zle n;. Wir mochten anhand der beobachteten Hiufigkeiten
(ni)icp iy € [1,n] k Hypothesen iiber die unbekannte Wahrscheinlichkeit p; € [0, 1] des Auftre-
tens der einzelnen Ergebnisse ¢ € [1, k] treffen. Der zufillige Vektor N = (NN;);cpi ) der Hiu-
figkeiten besitzt dann eine Multinomial-Verteilung mit Parametern n € N und Parametervektor
p=(pi)icpry €O = {z € [0,1]*1: 7" 2; < 1} mit der Konvention p, = 1 — Y~ p.
Wir schreiben kurz N @ (MN, p))pco. Betrachten wir fiir n = 1 das entsprechende statisti-
sche Experiment (X = {0,1}*,2%, (MN( ,)),c0), so ist die Statistik N erschopfend fiir das
Produktexperiment (X", 2*", (MNF, )),ce) und somit ist die obige Asymptotik fiir n — oo
anwendbar. Der MLS fiir p ist p,, = %N , so dass fir ©y = {p°} Log-Likelihood-Quotienten-
Statistik erfiillt

/)\\n((ni)ie[[l,k]]) — log ( (nl(nkg( )1(273 - Enk/n

Bezeichnet E, die Erwartung bzgl. Ej, := MN{| , so gilt IEZO(N ) = np° sowie fiir i €
[1, k] auch E,o[(N; — np?)?] = npS(1 — p?), also Epe[(N; — np?)?/(np?)] = 1 — p¢ < 1.
Unter Verwendung der Entwicklung (z + h) log((z + h)/ac) = h+ h*/(2x) + o(h?/x) sowie
S N, = n gilt fiir Do = A (N) asymptotisch damit

an log(ni/(npf)).  (23.3)

k

2\, = 2 Z ((N; — npf) +

i=1

(N; — npy)?
2np7

Betrachten wir das Testproblem H, : p = p° gegen H; : p # p°, so konvergiert unter der
_np°)2 . . . . .
Nullhypothese .#° = {p°} auch 35, Wi=p?)” in Verteilung gegen eine X2_,-Verteilung mit

np;
k — 1 Freiheitsgraden. O

§23.12 Definition. Sei N © (MN, ,))pco multinomial-verteilt mit bekanntem Parameter n € N und

. mp°)2 ..
unbekanntem Parameter p € ©. Dann heifit (),, := Zle % Pearson’s x?-Statistik und

fiir das Testproblem H, : p = p°® gegen H; : p # p° wird ¢ = 1 {o>x2 ..} x2-Test genannt.
—1,a

§23.13 Korollar. Der x2-Test hdilt unter der Nullhypothese Hy : p = p° asymptotisch das Signifikanz-
niveau o € (0, 1) ein.

§23.14 Beweis von Korollar §23.13. Die Behauptung folgt direkt aus Satz §23.08. O

§23.15 Bemerkung. Der Y?-Test dient hiufig als Goodness-of-fit Test. So kann zum Beispiel gete-

stet werden, ob jede Ziffer einer Zufallszahl mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt. Dies

entspricht dem Fall £ = 10, Anzahl der Ziffern n und p§ = --- = p§ = %0. O
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§24 Rangtest

§24.01 Vorbemerkung. Es seien (Xi)ie[[l,n]] unabhingige und nicht notwendigerweise identisch ver-
teilte reelle Zufallsvariablen auf einem messbaren Raum (2, %), also X = (X;)ici,n] € 2.
Wir betrachten erneut (vgl. Beispiel §12.01) die Ordnungsstatistik (X(;))icpn) € /™ mit
X1y < X(g) < -+ < X(y), also formal zum Beispiel die (messbare) Abbildung 7" : R" — R"
mit x — T(x) = (2())iepn) Und 7 = minf{c € R : 377 | Ly <y > i} firi € [1,n].
Weiterhin bezeichne S,, die symmetrische Gruppe vom Grad n, also die Menge aller Permu-
tationen der Zahlen [1,n], wobei wie iiblich s™' € S, die zu s € S, inverse Permutation
sei, also ids, = sos™! = s7! o s, und die Abbildung s : i — s(i) =: s; mit dem Vektor
s = (Si)ie[[l,n]] identifiziert sei. Fiir eine Permutation s = (5i>i€[[1,n]] € S, und einen Vektor
T = (%;)iepn) € R schreiben wir kurz @, 1= (2, )icp,n), sowie X, = (X, )icpn) € 2™
Versehen wir die endliche Menge S,, mit ihrer Potenzmenge 2°" als o-Algebra, so wird jede
o -25"-messbare Abbildung S = (S;)iepin) : @ — S, mit w — S(w) = (Si(w))iep ] zu-
fillige Permutation auf (2, «7) genannt. Der zufillige Vektor Xg := (Xg,)epi,n) € <" mit
w = Xgw) (W) = (X, ) (W))ieqr,n (oder dquivalent dazu Xg = > o Xl (5 .)) ist somit ei-
ne zufillige Anordnung von (X;);cp - Offensichtlich ist die Ordnungstatistik (X;))ic1,] €ine
zufillige Anordnung, und O = (O;)icp1,n] : R" — S, bezeichne eine entsprechende zufillige
Permutation auf (R", #") mit x — O(x) := 0 & o, < -+ < T, als0 T, = (2(;) )ic[1,n]- Man
beachte, dass die zufillige Permutation O nur auf der Borel-Menge {z; # 7, }:= {(%;)ic[1,n] €
R"™ : x; # x;,Vj € [1,n]\{i},Vi € [1,n]} eindeutig festgelegt ist. Fir z € R" gibt die
Permutation 0 = O(z) zur Stelle i € [1,n] im geordnenten Vektor z, die zugehorige Stel-
le 0; in x an. Andererseits, die zu O inverse zufillige Permutation O~! : R® — S, mit
r+— O~ Y(z) := 07! & o = O(x), gibt fiir i € [1,n] an, an welcher Stelle o; ', der Wert
x; in dem geordneten Vektor z, steht. Ist S eine zufillige Permutation auf (R", %™), so schrei-
ben wir unter Verwendung der entsprechenden zufilligen Permutation S(X) auf (2, &7) kurz
Ny = Xs00= D ses, Xslis—sy(X) fiir die zufillige Anordnung von X. 0

§24.02 Definition. Eine zufillige Permutation O = (O;);c[u,, auf (R, %") heilit Ordnungspermuta-
tion, wenn fiir alle x € R" mit (0;)icp1,n] := (Os(2))icpin gilt o, < Tpy, < --+ < T, Fiir
X = (Xi)iepn € @™ istalso Xo = (Xo,)icpn) € &/ eine Ordnungstatistik. Eine zufalli-
ge Permutation R = (R;);cp,n) auf (R”, ") heillt Rangpermutation, wenn die zu R inverse
zufillige Permutation R~! eine Ordnungspermutation ist. In diesem Fall gilt fiir die Ordnungs-
statistik (X(;))icpn) := Xp-1 gerade X; = X(g,) sowie X1y < Xg) < -+ < X, Fiir jedes

i € [1,n] heiBt die Koordinate R;(X) Rang der i-ten Koordinate von X. O

§24.03 Anmerkung. Die Abbildung R* = (R});c[1,n) : R" — [1,n]" sei fiir jedes 7 € [1,n] gegeben
durch x = (2;)icpn) — R (x) == Zj.:l Lie;>a;) + Z?:Hl 1{s;>2,}- Dann ist R* eine Rang-
permutation. In der Tat, fiir jedes = € R™ ist 7 := R*(x) eine Permutation der Zahlen [1, n] (fiir
alle i, j € [1,n] giltr; = r; & ¢ = j) und fiir die inverse Permutation o := r~* gilt z,, < z,, <
-+ < @,,. Da jede Koordinate von R* eine -2l _megsbare Abbildung, ist X somit eine zu-
fillige Permutation, und damit eine Rangpermutation. Auf der Borel-Menge {z, # =, | ist jede
Rangpermutation R = (R;)c[1,») eindeutig durch R;(z) = 2?21 Veiza;y = Ri(2), i € [1,n],
festgelegt. Bezeichnet wie bisher I@n(y, z) == 23" Lin<y)» ¥ € R die empirische Vertei-
lungsfunktion bzgl. der Beobachtung & = (z;);cp1,n) € R”, dann erfiillt fiir x € {z; # x;} der
i-te Rang r; := R;(z) die beiden Gleichungen ¢ = n@n(xm x)und r; = n@n(xl, x) fur jedes
i€ [1,n]. O
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§24.04 Vorbemerkung. Wir nehmen im Folgenden an, dass X = (X;)icpin ~ P* € W(£")
stetig-verteilt sei (vgl. Definition §01.04 (f)), also die Randverteilung einer jeden Koordinate
stetig ist, dass heif}t, eine Lebesgue-Dichte besitzt und somit die entsprechende Randvertei-
lungsfunktion (vgl. Definition §01.04 (d)) stetig ist. Folglich sind P-f.ii. die Koordinaten von
(X;)ieq,n) verschieden, also das Ereignis {x; # x;} ist eine P* -Nullmenge, und fiir jede Rang-

permutation R auf (R", %™) mit entpsrechender Ordnungspermutation O := R~! gilt somit
Xo, < Xo, < -+ < Xop, P-fii.. Insbesondere ist der Rangvektor (R;(X))ic1,n P-f.ii., ein-
deutig durch R;(X) = > 7 | 11x,<x,) festgelegt. O

§24.05 Lemma. Es seien X = (X;)iepn) ~ P* € W(£") ein Vektor unabhiingiger und identisch
stetig-verteilter reeller Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F := F** und Lebesgue-Dichte
f = £, sowie R(X) = (Ri(X))icp1,n) der Rangvektor bzgl. einer Rangpermutation R mit
entsprechender Ordnungsstatistik Xo = (X())iepin] := Xgr-1. Dann gelten die folgenden
Aussage:
(i) Die zufiillige Permutation R(X) ist gleichformigverteilt (Laplace-verteilt) auf der symme-
trischen Gruppe S, also P*™) ({s}) = PX(R=s) = L, s € S,,, kurz R(X) ~ Us,.

(ii) R(X) und der geordnete Vektor X o sind unabhiingig.

(i) Xo ist stetig-verteilt mit Lebesgue-Dichte ]”fXO(x) = nllg(x) [], E(z;), € R", und
B = {(#i)iepn) € R™ 21 < ... < 2p}.

(iv) Fiir i € [1,n] ist die i-te Koordinate X von Xo stetig-verteilt mit Lebesgue-Dichte
£20 (z) = i(7)|F(2)[!1 — F(2)["*f(z), x € R.

(v) Fiir h € Z,(PX) gilt X (h|R = 1) = E(h(X)|R(X) = r) = E[h(X(,))] PF)-fii.
§24.06 Beweis von Lemma §24.05. In der Vorlesung. O

§24.07 Definition. Fiir P,Q € W(%) heibt P stochastisch kleiner als Q, kurz I’ < (), wenn fiir alle
c € Rgilt P((c¢,0)) < Q((c, 0)). Gilt zusitzlich P # Q, dann schreiben wir P < Q. O

§24.08 Bemerkung. Vereinfachend besagt P < QQ, dass Beobachtungen von IP typischerweise kleiner
sind als Beobachtungen von Q. O

§24.09 Beispiel. Fiir a,0 € Rund 0 € R:’O betrachte zwei Normalverteilungen N, ,2) und N ,2)
auf (R, #). Dann gilt N(,,2) < N ,2) genau dann, wenn ¢ = b. Allgemeiner sei Pg ei-
ne Lokations-Familie auf (R, %) mit Likelihood-Funktion L bzgl. des Lebesgues-MaBes, also
L(0,z) = L(0,z —0) furalle x € Rund # € O (vgl. Definition §17.01). Ist die Lebesguedichte
L(0) strikt positive auf R, dann gilt Py, < PPy, genau dann, wenn 6; < 6s. m

§24.10 Motivation. Fir P,Q € W(%) mochten wir die Nullhypothese H, : P = Q gegen die Al-
ternative H; : P < Q testen. Vereinfachend, meint dies, dass wir die Nullhypothese ablehnen
mochten, wenn die Beobachtungen von P signifikant kleiner als die Beobachtungen von QQ
sind. Wir betrachten dazu eine Stichprobe von n = k + [ unabhingigen reellen Zufallsvaria-
blen (Xi)ie[[m]], wobei die ersten &k und die letzten | Zufallsvariablen identisch P-verteilt bzw.
Q-verteilt sind. Die Nullhypothese mochten wir also ablehnen, wenn die Beobachtungen der
ersten k Zufallsvariablen signifikant kleiner sind als die Beobachtungen der letzten [ Zufalls-
variablen. Betrachten wir fiir den (pooled) Zufallsvektor X = (X;);c[1,,] den entsprechenden
Rangvektor R(X) = (Ri(X))icp1,n]> S0 scheint es verniinftig die Nullhypothese abzulehnen,
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wenn die Summe der ersten k£ Rénge innerhalb der ersten Gruppe, also Wp = Zle R;(X),
signifikant kleinere Werte als die Summe der letzten [ Rénge innerhalb der zweiten Gruppe,
also Wy := >, ., Ri(X), annimmt, wobei definitionsgemil Wp + Wy = > | Ri(X) =
S = "(”+1) gilt. O

=1

§24.11 Lemma. Es seien R = (R;)icpn) @ R — S, mitn = k+ 1, k,l € N, eine Rangpermu-
tation, W := S5 | R, Wy == Y1 j1 Bi sowie Uy - R — [0, Kl mit x — Up(x) 1=

Zle Zfi,iﬂ Ve;>a,y- Fiir alle v € {x; # x5} gilt dann Wp(v) = Up(x) + k(k+ und analog

W@(ZL’) =kl — Ukl(l’) + M

2

§24.12 Beweis von Lemma §24.11. In der Vorlesung. O

§24.13 Bemerkung. Betrachten wir die Teststatistik 1/p oder die dazu dquivalente Teststatistik Uy,
so lehnen wir die Nullhypothese Hy : P = Q gegen die Alternative H; : P < Q ab, wenn
Uk < coder dazu dquivalent Wp < c+ (Hl) fiir einen kritischen Wert 0 < ¢ < kI gilt. Dieser
Test heilit (einseitiger) Mann-Whitney U- Test oder Wilcoxon Zweistichproben Rangsummen-
test. Die auf Wp basierende Version wurde von Wilcoxon [1945] vorgeschlagen, wihrend die
Uy;-Version unabhédngig davon von Mann and Whitney [1947] untersucht wurde. Fiir die Wahl
des kritischen Wertes beziiglich eines vorgegebenen Signifikanzniveau o € (0, 1) beruht wie
bisher auf der Verteilung der Statistik Uy, oder einer asymptotischen Approximation unter der
Nullhypothese. Die nichste Aussage zeigt, dass unter der Nullhypothese die Verteilung von Uy,
in dem folgenden Sinn verteilungsfrei ist. Ist P = Q stetig-verteilt, dann ist die Verteilung von
Uy, eindeutig festgelegt und unabhiéngig von der zugrundeliegenden Verteilung P. O

§24.14 Lemma. Fiir k,1 € N sei P! € W(%"*!) ein stetiges Produktmaf. Fiir m € [0, kl] gilt dann
P*(Uy = m) = N(m; k, 1)/ (*) wobei N (m; k,1) die Anzahl aller Zerlegungen Zle m; =
m von m in k aufsteigende Zahlen my < mo < - -+ < my, aus der Menge [0, 1] ist. Insbesondere
glll Pk+l(Ukl = m) = Pk+l(Ukl =kl — m)

§24.15 Beweis von Lemma §24.14. Georgii [2015], Satz 11.26, S. 342 O

§24.16 Bemerkung. Fiir kleine Werte von m kann die Anzahl N (m; k, [) mit Hilfe kombinatorischen
Abzihlens exakt bestimmt werden. Fiir groe Werte von m kann die exakte aber recheninten-
sive Berechnung der Fraktile der Verteilung von Uy, unter Verwendung einer geeigneten asym-
ptotischen Approximation umgangen werden. Im Folgenden seien k und [ derart, dass k + [
unbeschrinkt wichst. Formal betrachte wir Folgen (k,),en und (1,,)pen mit &, + 1, = n fir
jedes n € N. Wir nehmen weiterhin an, dass k,/n ~—— ~ € (0,1) und dementsprechend
Lo/ 7% 1 — ~ gilt. Zur einfacheren Darstellung lassen wir den zusitzlichen Index n weg
und schreiben weiterhin kurz n = k + [ mit k/n =" ~ sowie [/n ~—-% 1 — . O

§24.17 Satz. Seien (X;);en unabhéingige und identisch stetig-verteilte reelle Zufallsvariablen mit Ver-
teilung P = IP’Xl € W(ZAB) und entsprechender Verteilungsfunktion F := FX1. Betrachte

U = ZZ . Z] ki1 Lixi>x,) und definiere

T=1Y FX)—k Y FX)=1> (F(X;)—1/2)— Z X)) —1/2)

n=k+1 vy = klln +1)/12, T}, := T /v sowie U}y, == (U — kl/2)/\/vn. Falls
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§24 Rangtest Kapitel 6 Testtheorie

k/n 225 € (0,1) so gilt Uy — Ty, = opn(1), Tty 2 Nyo.yy und somit U, 2 Ny fiir
n — oQ.
§24.18 Beweis von Satz §24.17. Georgii [2015], Satz 11.29, S. 344 O

§24.19 Bemerkung. Fiir n = k 4 [ unabhingige reelle Zufallsvariablen (X;);c[1,5) mit identischer
Randverteilung P und (Xi)ie[[kﬂ,n]] mit identischer Randverteilung @ betrachte den Test

1 {Ukl<kl /2+zm/v71}’ der die Nullhypothese Hy : P = Q gegen die Alternative H; : P < Q

also ablehnt, wenn Uy < kl/2 4 z4./vi gilt, wobei z, das untere a-Fraktil einer Standard-
normalverteilung N 1) ist und wir auf Grund der stetigen asymptotischen Verteilung auf eine
Randomisierung verzichten. Dieser Test hilt asymptotisch das Signifikanzniveau ein, da nach
Satz §24.17 unter der Nullhypothese gilt P"(Uy; < kl/2+241/05) —— No.1y((—00, 24)) = @
fiir k/n == ~ € (0, 1). Betrachten wir dagegen das Testproblem Hy : P = Q gegen P >~ Q
so lehnen wir die Nullhypothese ab, falls Uy, > kl/2 + 2*,/vg. In der Vorlesung Statistik II
wird die asymptotische Macht eines Rangtestes mit der eines t-Testes unter lokalen Alternativen

verglichen. O
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Anhang

A.1 Normalverteilung

Figure 1: Normal Curve Areas.

Standard normal
probability in right-hand tail. For negative
values of z, areas are found by symmetry.

Second decimal place of z

z 0 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 4761 4721 4681  .4641
0.1 4602 .4562 .4522 .4483 4443 4404 4364 4325 4286  .4247
0.2 4207 4168 4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3897  .3859
0.3 .3821 .3783 .3745 3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4 .3446 .3409 3372 3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121
0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 2877 2843 .2810 .2776
0.6 .2743 .2709 .2676 .2643 2611 .2578 .2546 .2514 .2483 2451
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
0.8 .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 1922 .1894 .1867
0.9 .1841 .1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 1357 1335 1314 1292 1271 1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 1151 .1131 1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003  .0985
1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
1.4 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681
1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
3.0 .00135
3.5 .000 233
4.0 .000 031 7
4.5 .000 003 40
5.0 .000 000 287
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