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Kapitel 1

Prolog

Beispiel I: Geschlecht von Konsumierenden

Einem amerikanischen Produzenten eines kalorienarmen, koffeinhaltigen Erfrischungsgetränkes
wurde das Gerücht zugetragen, dass es mehr weibliche als nicht weibliche Konsumierende des
Getränkes gibt. Um diesen Rumor zu überprüfen, hat der firmeneigene Verbraucherservice das
Geschlecht ({Weiblich,Nicht weiblich}) von 1000 Konsumierenden des Getränkes erhoben. Mit
folgendem Resultat:
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(Anzahl W=699)

Der amerikanische Produzent hat daraufhin entschieden, seine Produktpalette um ein koffeinhal-
tiges Erfrischungsgetränk ohne Zucker zu erweitern. Dabei war das Ziel, eine neue Marke spe-
ziell für Männer zu kreieren. Zur Kontrolle des Ziels hat der firmeneigene Verbraucherservice
wieder das Geschlecht ({Männlich,Nicht männlich}) von 1000 Konsumierenden des Getränkes
erhoben. Mit folgendem Resultat:

M M M M M M M M N M N M N N M N M M M M M N M M N N N M M M M N N M M M M M M M M
N M N N M M M M M N N M M N M N N N N N N M M N N M M N N N N N M M M M M M M M M M
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(Anzahl M=611)

Beispiel II: Qualitätskontrolle

Eine Schraubenherstellerin hat einen Vertrag mit einem Kunden abgeschlossen, in dem sie sich
verpflichtet, dass in der nächsten Lieferung im Mittel höchstens 1 von 100 Schrauben beschä-
digt ist. Der Kunde hat 10.000 Beutel a je 50 Schrauben bestellt. Zur Kontrolle der Qualität ihrer
Lieferung, zählte die Herstellerin in 100 Beuteln der Lieferung die beschädigten Schrauben. Mit
dem folgenden Resultat:

0 2 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 2 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 1 0 0 0 1 1 2 0
0 0 1 1 2 0 0 0 0 1 0 4 0 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 1 1 0 1

(Summe=46)

Auf Grund der Nachfrage hat die Schraubenherstellerin einen zweiten Produktionsstandort ein-
gerichtet. Zur Kontrolle der Produktionsqualität zählte die Herstellerin in 100 Beuteln a je 50
Schrauben die beschädigten Schrauben. Mit dem folgenden Resultat:

0 1 1 4 2 0 1 2 1 1 3 3 3 0 2 0 2 0 2 4 3 4 0 3 1 4 0 2 1 1 1 3 3 2 0 1 1 1 2 1 1 4 1 2 1 1 2 4 4 2 2 0 3 1 1 1 1
3 1 4 5 2 3 0 2 2 2 0 0 0 7 1 2 1 0 1 1 4 0 1 2 1 1 1 3 4 1 1 1 1 4 1 3 1 1 3 1 0 3 0

(Summe=172)
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Beispiel III: Anzahl

Ein Unternehmen bietet seinen Klienten eine Telefonhotline von Montag bis Freitag zwischen
8:00 Uhr und 18:00 Uhr an. Um den Kundenservice zu verbessern, zählt das Unternehmen eine
Woche lang die Anrufe innerhalb einer Viertelstunde. Mit dem folgenden Resultat:

18 17 16 8 19 8 12 15 14 11 15 11 13 8 12 14 15 13 8 17 16 15 12 13 10 15 15 13 13 16 13 15 13 16 8 9
11 10 14 15 8 8 15 13 8 15 10 18 8 11 7 16 13 8 15 9 14 9 7 13 10 8 16 15 13 9 14 15 14 18 6 10 6 14 9 7
14 6 14 10 11 16 13 9 14 11 13 11 12 12 11 11 9 15 11 7 20 10 8 12 24 14 11 8 14 13 11 10 12 7 13 11
10 13 14 10 7 16 19 12 6 13 9 15 10 22 12 15 14 16 13 12 14 6 11 13 10 6 11 13 5 15 9 14 12 12 11 9 7
13 13 9 12 9 11 12 19 13 9 14 10 10 11 10 9 11 12 10 10 13 10 11 21 14 12 10 8 11 16 16 18 13 12 11 13
13 14 17 11 9 13 11 11 9 15 15 7 15 20 5 18 14 10 11 20 19 12 10 14 7 9 9 12 7 8 8 6 14 12 13 9 12 12
14 9 10 7 11 14 18 10 12 11 12 13 11 16 14 10 11 15 10 10 14 9 14 15 12 10 13 15 15 8 13 11 10 12 11
11 12 9 3 5 13 13 13 17 13 16 13 9 15 13 17 12 9 7 13 9

(Summe=3348)

Beispiel IV: Wartezeit

Ein Wissenschaftler fährt jeden Tag mit der U-Bahn in Berlin. Während drei Monaten misst er
seine tägliche Wartezeit an der U-Bahn Haltestelle. Mit dem folgenden Resultat (in Minuten):

7.44 6.21 6.03 8.08 7.07 6.33 9.00 1.28 5.92 2.38 5.89 0.09 1.59 5.57 8.56 7.01 1.54 1.21 0.99 2.30 1.00
7.82 8.53 0.18 2.33 7.81 7.77 9.05 6.86 3.82 1.36 7.39 2.06 0.96 2.28 3.54 4.01 7.59 7.06 7.58 6.59 1.35
8.64 1.01 8.88 2.27 5.96 1.25 6.45 2.45 9.02 5.83 3.80 1.95 9.28 0.29 0.73 3.67 2.74 0.17 9.32 0.02 4.76
7.49 8.49 2.36 2.15 2.06 3.73 2.86 5.35 1.27 6.08 9.50 4.70 5.44 4.11 9.20 2.59 5.98 1.17 5.98 8.40 2.97
2.66 5.25 0.97 3.74 2.79 8.81

(Maximum=9.5)

Beispiel V: Lebensdauer

Eine Stadtverwaltung benutzt in ihren Gebäuden 35.000 Glühlampen. Die Herstellerin der Glüh-
lampen garantiert, dass die Lebensdauer der Glühlampe im Mittel mindestens 1000 Stunden
beträgt. Um diese Aussage zu überprüfen, führt die Einkaufsabteilung eine Studie mit 100
Glühlampen durch. Mit dem folgenden Resultat (in Stunden):

2109.35 1074.86 28.83 1279.98 156.99 5019.57 1996.70 478.79 999.25 2253.01 465.35 530.50 624.27
4167.61 721.24 134.58 1292.09 174.07 504.60 83.62 2824.01 881.01 42.30 227.83 156.20 13.34 1740.43
23.56 908.03 271.18 23.28 2191.34 357.66 1917.95 357.95 1281.17 183.21 98.11 700.71 820.09 739.14
23.79 923.54 17.19 108.47 467.33 761.10 15.48 5635.45 2714.75 457.12 271.27 155.30 1396.21 644.90
393.85 382.58 1087.93 4547.50 1241.29 807.20 2291.24 2027.31 150.71 5031.31 811.09 1049.09 988.20
1003.60 1264.92 1488.36 1603.13 1923.11 204.41 1765.73 224.21 1011.45 587.16 888.23 1274.92 1222.33
295.25 631.28 48.22 109.15 692.58 11.14 1855.80 377.98 200.43 731.42 823.03 106.78 2233.35 409.38
115.18 1542.88 112.48 1278.54 2345.72

(Mittelwert=1026.37)
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Beispiel VI: Messfehler

Nach einem starken Sturm fürchtet der alte Fürst G. Őmetry dass sein Schloss (siehe Bild unten)
beschädigt ist. Genauer, er hat den Eindruck dass die Fassade, die vor dem Sturm ein Rechteck
war, sich in ein nicht-rechteckiges Parallelogram verformt hat.

A B

C

D

E

intaktes Schloss

A B

C

D

E

beschädigtes Schloss
Um diesen Eindruck objektiv zu überprüfen, entschließt sich der Fürst G. Őmetry die Segmente
ÝÝÑ
AC und ÝÝÑ

EB 31 mal zu messen, mit folgendem Resultat für das Segmente ÝÝÑ
AC (in m):

9.60 9.35 9.57 8.65 10.11 10.05 10.82 9.17 11.02 9.02 9.48 9.34 9.27 9.96 9.50 9.31 9.21 10.11 9.96 9.00
7.77 9.44 9.08 9.97 9.68 10.55 8.66 9.14 9.06 9.43 9.56

(Mittelwert=9.51)

und für das Segment ÝÝÑ
EB (in m)

10.38 11.32 9.01 9.51 10.19 10.94 10.26 10.12 10.57 9.93 12.17 11.88 10.30 11.33 10.95 10.23 8.72
10.22 11.42 11.84 10.29 11.55 8.43 9.06 9.45 9.99 10.40 11.00 12.68 9.73 11.36

(Mittelwert=10.49)

Die belgische Abbaye de Rochefort ist berühmt für ihr selbst gebrautes Bier. Die Mönche möch-
ten in einen neuen Abfüllautomaten für 33cl Bierflaschen investieren. Der Hersteller des Auto-
maten gibt eine Genauigkeit der Abfüllung von 0.8 an. Um diese Herstellerangabe zu überprüfen,
messen die Mönche das Volumen von 42 zufällig ausgewählten 33cl Bierflaschen, mit folgen-
dem Resultat (in Zentiliter):

32.68 32.19 33.50 33.78 33.95 33.04 33.17 30.62 33.92 32.99 32.13 32.99 33.64 34.41 33.88 32.42 33.08
32.48 32.49 33.52 33.86 33.95 32.80 32.66 32.57 33.93 31.02 32.71 31.89 34.28 33.76 32.79 31.74 33.03
33.57 33.72 31.55 32.57 32.87 32.03 32.47 32.87

(Standardabweichung=0.86)

Laut Hersteller kann der Abfüllautomat mit derselben Genauigkeit auch 75cl Bierflaschen abfül-
len. Die Mönche messen zusätzlich das Volumen von 42 zufällig ausgewählten 75cl Bierflaschen,
mit folgendem Resultat (in Zentiliter):

75.71 76.28 75.33 75.37 74.84 73.13 76.34 75.61 75.15 74.56 74.30 74.35 75.43 73.70 74.49 75.18 74.23
76.62 73.29 74.76 75.12 74.12 75.57 75.89 75.67 75.68 74.66 73.93 76.08 75.50 75.52 75.59 75.36 74.95
72.84 76.13 75.37 75.53 73.80 74.56 74.44 73.98

(Standardabweichung=0.9)
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Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitsraum

§01 Stichprobenraum

Ein zufälliges Experiment ist ein Experiment, in dem das Ergebnis nicht mit Sicherheit vorherge-
sagt werden kann. Um ein zufälliges Experiment mathematisch zu untersuchen, ist es notwendig
alle Versuchsausgänge beschreiben zu können.

§01.01 Definition. Eine nicht-leere Menge Ω aller möglichen Ausgänge eines zufälligen Experiments
wird Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein möglicher Versuchs-
ausgang ω des zufälligen Experiments, also ein Element von Ω, kurz ω P Ω heißt Ergebnis
(Stichprobe). Im Folgenden sei stets Ω eine nicht-leere Menge.

Ein Ereignis ist typischerweise in Form einer Frage gegeben, deren Antwort nur vom Versuchs-
ausgang des zufälligen Experiments abhängt. Von Interesse ist dabei insbesondere, ob das Ereig-
nis eingetreten ist (sich realisiert hat) oder eben nicht.

§01.02 Definition. Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge Ω, also ein Element der Potenz-
menge 2Ω von Ω. Für einen Versuchsausgang ω P Ω ist ein Ereignis A P 2Ω eingetreten, wenn
ω P A gilt. Wir bezeichnen mit Ac :“ ΩzA P 2Ω das Komplement von A in Ω.

§01.03 Sprechweise. Die Mengen H, Ω und tωu, ω P Ω, heißen das (absolut) unmögliche Ereignis,
das (absolut) sichere Ereignis bzw. ein Elementarereignis; Ereignisse A und B mit A X B “ H

werden unvereinbar oder unverträglich genannt. Wir schreiben kurz 2
Ω
‰H :“ 2ΩztHu.

§01.04 Skizze. Die folgende Abbildung stellt drei begriffliche Ebenen der Stochastik dar.

Ω Ergebnisse

2Ω Ereignisse

2p2Ω q Ereignis-Systeme

ω

A

A

A

A

Die Abbildung wurde auf der Grundlage von Georgii (2015, Abb.1.1, S.11) erstellt.

§01.05 Definition. Ein Teilmengensystem A Ď 2Ω heißt σ-Algebra über Ω, wenn es folgenden Bedin-
gungen genügt:

(σA1) Ω P A ;

(σA2) Ac
P A für alle A P A ;

(σA3)
Ť

nPN An P A für alle An P A , n P N.
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Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum §01 Stichprobenraum

Das Paar pΩ,A q wird messbarer Raum genannt und A wird als Menge der interessierenden
Ereignisse bezeichnet.

§01.06 Lemma. Es sei E Ď 2Ω ein System von Teilmengen von Ω. Dann ist

σpE q :“
č

tA : A ist σ-Algebra auf Ω und E Ď A u

die kleinste σ-Algebra auf Ω, die E enthält. E heißt Erzeuger von σpE q und σpE q die von E
erzeugte σ-Algebra auf Ω.

§01.07 Beweis von Lemma §01.06. Übungsaufgabe.

§01.08 Beispiel.

(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge Ω existieren die triviale σ-Algebra tH,Ωu sowie die
Potenzmenge 2Ω als σ-Algebren.

(b) Für jedes nicht-leeres A Ď Ω gilt σptAuq “ tH,Ω, A,Ac
u.

(c) Für eine höchstens abzählbar unendliche (d.h. endlich oder abzählbar unendliche), kurz ab-
zählbare, Indexmenge I sei E “ tAi P 2

Ω
‰H : i P I, paarweise disjunkt und

Ţ

iPI
Ai “ Ωu ei-

ne Partition von Ω. Dann ist σpE q “ t
Ţ

jPJ Aj : J Ď Iu, wobei wir H “
Ţ

jPH
Aj verein-

baren.

§01.09 Bemerkung. Wie im letzten Beispiel §01.08, bezeichnen wir zur optischen Verdeutlichung die
Vereinigung paarweiser disjunkter Mengen mit dem Symbol

Ţ

.

§01.10 Lemma. Für jede σ-Algebra A über Ω gilt:

(i) H P A ;

(ii) Für A,B P A sind A Y B , A X B , AzB :“ A X B
c und A∆B :“ pAzBq Y pBzAq

Elemente von A ;

(iii) Für eine abzählbare Indexmenge I und tAi : i P Iu Ď A gilt
Ş

iPI Ai P A .

§01.11 Beweis von Lemma §01.10. Übungsaufgabe.

§01.12 Schreibweise. Für x, y P R vereinbaren wir txu :“ max tk P Z : k P p´8, xsu (ganzzahliger
Anteil), x _ y “ maxpx, yq (Maximum), x ^ y “ minpx, yq (Minimum), x`

“ maxpx, 0q (po-
sitiver Teil) und x´

“ maxp´x, 0q (negativer Teil) so dass |x| “ x`
` x´.

(a) Für c P R und A Ď R :“ R Y t˘8u “ r´8,8s setzen wir Aěc :“ A X rc,8s, Aďc :“
AX r´8, cs,Aąc :“ AX pc,8s,Aăc :“ AX r8, cq,A‰c :“ Aztcu, undA :“ AY t˘8u.

(b) Für b P R and a P Răb schreiben wir Ja, bK :“ ra, bs X Z, Ja, bM :“ ra, bq X Z, La, bK :“
pa, bsXZ, und La, bM :“ pa, bqXZ. Insbesondere setzen wir JnK :“ J1, nK und JnM :“ J1, nM
für n P N “ Zą0.

§01.13 Erinnerung. Ein Folge pxnqnPN
in R heißt monoton wachsend, wenn xn ď xn`1 (bzw. monoton

fallend, wenn xn`1 ď xn) für alle n P N gilt. Ist eine monotone wachsende (bzw. fallende) Folge
konvergent, etwa x “ limnÑ8 xn, so schreiben wir kurz xn Ò x (bzw. xn Ó x).
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§01.14 Definition. Eine Folge pAnqnPN
in 2Ω heißt monoton wachsend, wenn An Ď An`1 (bzw. monoton

fallend, wenn An`1 Ď An) für alle n P N gilt. Weiterhin heißen

A‹ :“ lim inf
nÑ8

An :“
ď

nPN

č

mPNěn

Am :“
ď

t
č

tAm : m P Něnu : n P Nu und

A‹ :“ lim sup
nÑ8

An :“
č

nPN

ď

mPNěn

Am

Limes inferior bzw. Limes superior der Folge pAnqnPN
. Die Folge pAnqnPN

heißt konvergent, wenn
A‹ “ A‹ “: A gilt. In diesem Fall schreiben wir kurz limnÑ8 An :“ A.

§01.15 Bemerkung.

(a) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge pAnqnPN
von Teilmengen von Ω ist konver-

gent mit A :“ limnÑ8 An “
Ť

nPN An (bzw. A :“ limnÑ8 An “
Ş

nPN An). In diesem Fall
schreiben wir kurz An Ò A (bzw. An Ó A).

(b) Für den Limes inferior bzw. superior einer Folge pAnqnPN
gilt

A‹ “ lim inf
nÑ8

An “ tω P Ω : |tn P N : ω R Anu| P Nu bzw.

A‹
“ lim sup

nÑ8

An “ tω P Ω : |tn P N : ω P Anu| “ 8u.

In anderen Worten, A‹ ist also das Ereignis, dass schließlich alle der An eintreten. A‹

ist hingegen das Ereignis, dass unendlich viele der An eintreten. Insbesondere gilt A‹ “

lim inf
nÑ8

An Ď lim sup
nÑ8

An “ A‹.

§01.16 Lemma. Sei pΩ,A q ein messbarer Raum und pAnqnPN
eine Folge von Teilmengen aus A . Dann

gilt:

(i) lim inf
nÑ8

An P A und lim sup
nÑ8

An P A ;

(ii) Falls A :“ lim
nÑ8

An existiert, dann ist A P A .

§01.17 Beweis von Lemma §01.16. Übungsaufgabe.

§01.18 Definition. Es sei S ein metrischer (oder topologischer) Raum und O das System der offenen
Teilmengen von S. Dann heißt die von den offen Mengen O erzeugte σ-Algebra BS :“ σpOq

die Borel-σ-Algebra über S. Die Elemente von BS heißen Borel-Mengen.

§01.19 Bemerkung. Häufig sind wir an der Borel-σ-Algebra B
n
:“ B

R
n über Rn interessiert, wobei

R
n versehen ist mit dem euklidischen Abstand dpx, yq “ ∥x ´ y∥ “

b

ř

iPJnK pxi ´ yiq
2 für

x “ pxiqiPJnK, y “ pyiqiPJnK P R
n.

§01.20 Schreibweise. Für a, b P R
n

schreiben wir a ă b, wenn ai ă bi für alle i P JnK gilt. Für
a ă b, definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt pa, bq :“ iPJnKpai, biq :“
pa1, b1q ˆ pa2, b2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pan, bnq. Analog, sind ra, bs, pa, bs sowie ra, bq definiert. Weiterhin, sei
p´8, bq :“ iPJnKp´8, biq und analog p´8, bs definiert.

§01.21 Bemerkung. Wie in Schreibweise §01.20 bezeichnet iPI Si das Kartesische Produkt der Men-
gen Si, i P I, und für s P iPI Si bezeichnen si, i P I, stets die Komponenten von s “ psiqiPI.
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§01.22 Satz. Die Borel-σ-Algebra B
n über Rn wird auch erzeugt von folgenden Mengensystemen:

(i) E1 :“ tA Ď R
n
: A ist abgeschlossenu; (ii) E2 :“ tA Ď R

n
: A ist kompaktu;

(iii) E3 :“ tpa, bq : a, b P Q
n
, a ă bu; (iv) E4 :“ tra, bs : a, b P Q

n
, a ă bu;

(v) E5 :“ tpa, bs : a, b P Q
n
, a ă bu; (vi) E6 :“ tra, bq : a, b P Q

n
, a ă bu;

(vii) E7 :“ tp´8, bs : b P Q
n
u; (viii) E8 :“ tp´8, bq : b P Q

n
u;

(ix) E9 :“ tpa,8q : a P Q
n
u und (x) E10 :“ tra,8q : a P Q

n
u.

§01.23 Beweis von Satz §01.22. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1.

§01.24 Lemma. Seien pΩ,A q ein messbarer Raum und B P 2
Ω
‰H eine nicht-leere Teilmenge. Dann ist

AB :“ A
ˇ

ˇ

B
:“ A X B :“ tA X B : A P A u

eine σ-Algebra über B, die sogenannte Spur oder Einschränkung von A auf B. Des Weiteren,
für E Ď 2Ω gilt σpE q

ˇ

ˇ

B
“ σpE

ˇ

ˇ

B
q.

§01.25 Beweis von Lemma §01.24. Übungsaufgabe.

§01.26 Schreibweise. Wir bezeichnen mit B :“ B
R

die Borel-σ-Algebra über der kompaktifizierten
Zahlengerade R :“ r´8,8s, wobei in R die Mengen t´8u und t8u abgeschlosssen und R
offen, also Borel-Mengen sind. Insbesondere, ist B :“ BR “ B X R die Borel-σ-Algebra
über R. Für c P R und σ-Algebra A über einer Teilmenge von R schreiben wir weiterhin
Aěc :“ A XRěc, Aąc :“ A XRąc, Aďc :“ A XRďc, und Aăc :“ A XRăc

§02 Wahrscheinlichkeit

In einem zufälligem Experiment, das durch einen messbaren Raum pΩ,A q beschrieben wird,
möchten wir den interessierenden Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit zu ordnen. Die folgende
Definition wurde 1933 von dem russischen Mathematiker A.N. Kolmogorov eingeführt.

§02.01 Definition. Sei pΩ,A q ein messbarer Raum. Eine Abbildung P : A Ñ r0, 1s heißt Wahr-
scheinlichkeitsmaß (Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz Verteilung) auf A , wenn sie fol-
genden Bedingungen genügt:

(Wm1) PpΩq “ 1; (normiert)

(Wm2) Pp
Ţ

nPN Anq “
ř

nPN PpAnq für jede Folge pAnqnPN
in A paarweise (σ-additiv)

disjunkter Ereignisse, d.h. An X Am “ H für alle n P N und m P N‰n.

Ein Tripel pΩ,A ,Pq bestehend aus einer Ergebnismenge Ω, einer σ-Algebra A interessieren-
der Ereignisse sowie einem WahrscheinlichkeitsmaßP auf A wird Wahrscheinlichkeitsraum ge-
nannt. Weiterhin bezeichnen wir mit WpA q die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf A .

§02.02 Sprechweise. Ereignisse A,B P A mit PpAq “ 0 und PpBq “ 1 werden Nullmenge bzw.
Einsmenge genannt.

§02.03 Beispiel. Sei pΩ,A q ein messbarer Raum. Für A P 2Ω bezeichnet

1A : Ω Ñ t0, 1u mit 1´1
A

pt1uq :“ A und 1´1
A

pt0uq :“ A
c

die Indikatorfunktion auf A. Für jedes ω P Ω ist das Einpunkt- oder Diracmaß

δω : A Ñ t0, 1u mit A ÞÑ δωpAq :“ 1Apωq
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ein Wahrscheinlichkeitsmaß in WpA q. Ist pPnqnPN
eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaße in

WpA q, so ist auch jede Konvexkombination
ř

nPN wnPn in WpA q mit wn P Rě0, n P N, und
ř

nPN wn “ 1. Die Diracmaße bilden Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmaße.

§02.04 Definition. Für ein Wahrscheinlichkeitsmaß P P WpA q auf pΩ,A q heißt ein Element ω P Ω
mit tωu P A und Pptωuq P p0, 1s Atom. Die Wahrscheinlichkeit Pptωuq wird Masse des Atoms
ω genannt.

§02.05 Lemma. Ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf pΩ,A q besitzt höchstens abzählbar viele Atome.

§02.06 Beweis von Lemma §02.05. In der Vorlesung.

§02.07 Lemma. Für jedes Wahrscheinlichkeitsmaß P P WpA q gilt:

(i) PpHq “ 0; (unmögliches Ereignis)

(ii) Für jedes A P A gilt PpAc
q “ 1 ´ PpAq;

(iii) Für alle A,B P A gilt (Boole)
PpAzBq “ PpAq ´ PpA X Bq,
PpA Y Bq “ PpAq ` PpBq ´ PpA X Bq,
PpA∆Bq “ PpAq ` PpBq ´ 2PpA X Bq;
für disjunkte A und B , d.h. A X B “ H, also PpA Y Bq “ PpAq ` PpBq; (additiv)

(iv) Für n P N und Ai P A , i P JnK, gilt (Poincaré und Sylvester)
Pp

Ť

iPJnK Aiq “
ř

IP2
JnK
‰H

p´1q|I|´1Pp
Ş

iPI Aiq;

(v) Für alle A,B P A mit A Ď B gilt 0 ď PpAq ď PpBq ď 1 (monotone);

(vi) Für A,B P A gilt: (Bonferroni)
PpAq _ PpBq ď PpA Y Bq ď tPpAq ` PpBqu ^ 1;
tPpAq ` PpBq ´ 1u _ 0 ď PpA X Bq ď PpAq ^ PpBq;
|PpAq ´ PpBq| ď PpA∆Bq.

§02.08 Beweis von Lemma §02.07. Übungsaufgabe.

§02.09 Proposition. Für jedes P P WpA q, A P A und jede Folge pAnqnPN
von Teilmengen aus A gilt:

(i) Pp
Ť

nPN Anq ď
ř

nPN PpAnq; (σ-subadditiv)

(ii) Falls An Ó H, dann gilt PpAnq Ó 0; (σ-stetig)
falls An Ò A, dann gilt PpAnq Ò PpAq;

(iii) Falls lim
nÑ8

An “ A, dann gilt lim
nÑ8

PpAn∆Aq “ 0 und somit lim
nÑ8

PpAnq “ PpAq.

§02.10 Beweis von Proposition §02.09. (iii) in der Vorlesung und (i)-(ii) Übungsaufgabe.

§02.11 Lemma. Jede normierte, additive Mengenfunktion P : A Ñ r0, 1s, die σ-stetig ist, ist auch
σ-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmaß, also P P WpA q.

§02.12 Beweis von Lemma §02.11. In der Vorlesung.

§02.13 Bemerkung. Die letzte Aussage in Lemma §02.11 erlaubt eine alternative aber zu Definiti-
on §02.01 äquivalente Definition eines Wahrscheinlichkeitsmaßes, d.h. eine Mengenfunktion
P : A Ñ r0, 1s ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß wenn es (a) normiert, (b) additiv und (c) σ-
stetig ist.
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§02.14 Korollar (Ungleichungen von Boole). Für jedesP P WpA q und jede Folge pAnq
nPN

von Teilmengen
aus A gilt:

Pp
č

nPN

Anq ď inf
nPN

PpAnq ď sup
nPN

PpAnq ď Pp
ď

nPN

Anq ď
ÿ

nPN

PpAnq

Pplim inf
nÑ8

Anq ď lim inf
nÑ8

PpAnq ď lim sup
nÑ8

PpAnq ď Pplim sup
nÑ8

Anq.

§02.15 Beweis von Lemma §02.11. Übungsaufgabe.

§02.16 Definition. Für ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf pR,Bq wird

F : R Ñ r0, 1s mit x ÞÑ Fpxq :“ Ppp´8, xsq “ PpRďxq

die zugehörige Verteilungsfunktion genannt.

§02.17 Lemma. Für jede Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmaß P P WpBq gelten:

(i) F ist monoton wachsend, d.h., Fpxq ď Fpyq gilt für alle y P R, x P Rďy.

(ii) F ist rechtsstetig, d.h., Fpxnq Ó Fpxq gilt für alle xn Ó x in R.

(iii) F besitzt einen linksseitigen Grenzwert, d.h. Fpxnq Ò Fpx´q :“ Ppp´8, xqq “ PpRăxq gilt
für alle xn Ò x in R.

(iv) Die Sprünge von F korrespondieren mit den Atomen von P, d.h. Fpxq ´ Fpx´q “ Pptxuq

für alle x P R.

(v) Es gilt limxÑ´8 Fpxq “ 0 und limxÑ8 Fpxq “ 1.

§02.18 Beweis von Lemma §02.17. Übungsaufgabe.

§02.19 Bemerkung. Aufgrund von Lemma §02.05 und Lemma §02.17 (iv) ist die Menge der Unstetig-
keitsstellen einer Verteilungsfunktion F abzählbar.

§03 Dynkin’scher π-λ-Satz

Seien pΩ,A q ein messbarer Raum und E Ď 2Ω ein Erzeuger von A , also A “ σpE q, so stellt
sich die Frage: Ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf A schon eindeutig festgelegt durch seine
Werte auf σpE q? Im Allgemeinen ist die Antwort „nein“. Die Antwort ist aber „ja“, wenn das
Mengensystem schnittstabil ist. Dies ist eine Schlussfolgerung aus dem Dynkin’schen π-λ-Satz.

§03.01 Definition. Ein Teilmengensystem E aus 2Ω heißt

X-stabil (sprich: schnittstabil) oder ein π-System, wenn AXB P E für je zwei Mengen A,B P E
gilt;

σ-X-stabil (sprich: sigma-schnittstabil), wenn
Ş

nPN An P E für jede Folge pAnqnPN
von Teil-

mengen aus E gilt;

Y-stabil (sprich: vereinigungsstabil), wenn A Y B P E für je zwei Mengen A,B P E gilt;

σ-Y-stabil (sprich: sigma-vereinigungsstabil), wenn
Ť

nPN An P E für jede Folge pAnqnPN
von

Teilmengen aus E gilt;

z-stabil (sprich: differenzmengenstabil), wenn AzB P E für je zwei Mengen A,B P E gilt;

komplementstabil, wenn mit jeder Menge A P E auch Ac
P E gilt.
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§03.02 Bemerkung.

(a) Ein Teilmengensystem E aus 2Ω mit Ω P E , das komplementstabil und σ-Y-stabil ist, ist
somit eine σ-Algebra.

(b) Für ein komplementstabiles Teilmengensystem E aus 2Ω folgen aus den de Morgan’schen
Regeln die Äquivalenzen von Y-stabil und X-stabil als auch von σ-Y-stabil und σ-X-stabil.

§03.03 Definition. Ein Teilmengensystem D aus 2Ω heißt Dynkin-System (oder λ-System), wenn es
folgenden Bedingungen genügt:

(DS1) Ω P D ;

(DS2) D ist komplementstabil;

(DS3) Für jede Folge pAnqnPN
in D paarweise disjunkter Mengen gilt

Ţ

nPN An P D .

§03.04 Bemerkung. Die Bedingung (DS2), dass D komplementstabil ist; kann äquivalent ersetzt wer-
den durch die scheinbar stärkere Bedingung

(DS2’) für alle A,B P D mit A Ď B gilt BzA P D .

Da jedes Dynkin-System auch (DS2’) erfüllt. Denn für A,B P D mit A Ď B sind A und B
c

disjunkt und es gilt BzA “ pA
Ţ

B
c
q
c

P D .

§03|00.05 Anmerkung. Jede σ-Algebra ist ein Dynkin-System. Die Umkehrung gilt nicht, da (DS3) nur
für Folgen paarweise disjunkter Ereignisse gefordert ist. Zum Beispiel für Ω “ t1, 2, 3, 4u ist
D “ tH, t1, 2u, t1, 4u, t2, 3u, t3, 4u,Ωu ein Dynkin-System aber keine σ-Algebra. Der Unter-
schied ist allerdings nicht sehr groß.

§03.06 Lemma. Ein Dynkin-System D Ď 2Ω ist genau dann X-stabil, wenn es eine σ-Algebra ist.

§03.07 Beweis von Lemma §03.06. In der Vorlesung.

§03.08 Korollar. Für ein Teilmengensystem E aus 2Ω ist

δpE q :“
č

tD : D ist Dynkin-System auf Ω und E Ď D u

das kleinstes Dynkin-System auf Ω, das E enthält. E heißt Erzeuger von δpE q und δpE q das von
E erzeugte Dynkin-System auf Ω.

§03.09 Beweis von Korollar §03.08. Der Beweis §01.07 lässt sich direkt auf Dynkin-Systeme übertragen.

§03.10 Bemerkung. Da jede σ-Algebra ein Dynkin-System ist, gilt stets δpE q Ď σpE q.

§03.11 π-λ-Satz. Für jedes X-stabile E ist das erzeugte Dynkin-System δpE q auch X-stabil.

§03.12 Beweis von Satz §03.11. In der Vorlesung.

§03.13 Korollar (Dynkin’scher π-λ-Satz). Für jedes X-stabile E gilt σpE q “ δpE q.

§03.14 Beweis von Korollar §03.13. In der Vorlesung.

§03.15 Korollar. Seien D ein Dynkin-System und E Ď D X-stabil. Dann gilt σpE q Ď D .

§03.16 Beweis von Korollar §03.15. In der Vorlesung.
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§03.17 Beweisstrategie. Möchten wir zeigen, dass alle Ereignisse einer σ-Algebra eine bestimmte Ei-
genschaft, sagen wir pRq besitzen, so ist eine häufig angewendete Beweisstrategie:

(Schritt 1) Zeige, dass tA P A : A erfüllt pRqu ein Dynkin-System ist;

(Schritt 2) Finde einen X-stabilen Erzeuger E von A , d.h. ein π-System E mit A “ σpE q;

(Schritt 3) Zeige, dass alle Elemente aus E die Eigenschaft pRq besitzen.

Nach Korollar §03.15 besitzen dann alle Ereignisse aus A “ σpE q die Eigenschaft pRq.

§03.18 Satz (Eindeutigkeit eines Wahrscheinlichkeitsmaßes). Seien pΩ,A q ein messbarer Raum, E ein X-
stabiler Erzeuger von A und P, rP Wahrscheinlichkeitsmaße auf A . Falls die Einschränkungen
P

ˇ

ˇ

E
und rP

ˇ

ˇ

E
von P bzw. rP auf E übereinstimmen, d.h. PpEq “ rPpEq für alle E P E gilt, dann

stimmen auch P und rP überein, P “ rP.

§03.19 Beweis von Satz §03.18. Übungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie §03.17 mit

pRq “„PpAq “ rPpAq“.

§03.20 Korollar (Eindeutigkeit der Verteilungsfunktion). Ist F : R Ñ r0, 1s monoton wachsend, rechtsste-
tig mit limxÑ´8 Fpxq “ 0 und limxÑ8 Fpxq “ 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß
P P WpBq auf pR,Bq mit Pppx, ysq “ Fpyq ´ Fpxq für alle y P R und x P Răy. Insbesondere ist
F die Verteilungsfunktion von P.

§03.21 Beweis von Korollar §03.20. Die Existenz wird in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie ge-
zeigt, die Eindeutigkeit folgt direkt aus Satz §03.18 mit X-stabilen E “ tp´8, xs : x P Ru.

§04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

§04.01 Definition. Ist Ω eine abzählbare Menge, so wird ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf 2Ω diskret
genannt und pΩ, 2Ω,Pq heißt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung

p : Ω Ñ r0, 1s mit ω ÞÑ ppωq :“ Pptωuq

wird Zähldichte des Wahrscheinlichkeitsmaßes P P Wp2Ωq genannt.

§04.02 Lemma.

(i) Ist pΩ, 2Ω,Pq ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist P eindeutig durch seine Zähl-
dichte p festgelegt.

(ii) Ist andererseits Ω eine abzählbare Menge und besitzt p : Ω Ñ r0, 1s die Eigenschaft
ř

ωPΩ ppωq “ 1, so wird durch A ÞÑ PpAq :“
ř

ωPA ppωq ein diskretes Wahrscheinlich-
keitsmaß P P Wp2Ωq definiert, dessen Zähldichte gerade p ist.

§04.03 Beweis von Lemma §04.02. Übungsaufgabe.

§04.04 Lemma. In einer Urne liegen N P N Kugeln mit den Aufschriften 1, 2, . . . , N . Es werden n P N

Kugeln gezogen. Dann gilt für die Grundmenge und die Anzahl verschiedenen Ergebnisse:

Ziehen mit Zurücklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge:
Ω1 “ tpkiqiPJnK : ki P JNK, i P JnKu “ JNKn, |Ω1| “ Nn;

Ziehen ohne Zurücklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge für n P JNK:
Ω2 “ tpkiqiPJnK P JNKn : k1, . . . , kn paarweise verschiedenu, |Ω2| “ N !

pN´nq!
;
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Ziehen ohne Zurücklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge für n P JNK:
Ω3 “ tA Ď JNK : |A| “ nu, |Ω3| “

`

N
n

˘

;

Ziehen mit Zurücklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:
Ω4 “ tpkiqiPJnK P JNKn : k1 ď k2 ď ¨ ¨ ¨ ď knu, |Ω4| “

`

N`n´1
n

˘

.

§04.05 Beweis von Lemma §04.04. In der Vorlesung.

§04.06 Beispiel.

(a) Die Menge aller Ergebnisse im Lotto „6 aus 49“ entspricht Ω3 mit N “ 49 und n “ 6, so
dass es

`

49
6

˘

“ 13983816 verschiedene Ergebnisse gibt.

(b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dem Hörsaal keine zwei Personen am sel-
ben Tag Geburtstag haben? Nehmen wir an, dass Jahr hat 365 Tage, so ist die Menge al-
ler Geburtstagskombinationen für n P N Personen gerade Ω1 “ JNKn mit N “ 365.
Das Ereignis „keine zwei Personen haben am selben Tag Geburtstag“ entspricht Ω2 “

tpkiqiPJnK P JNKn : k1, . . . , kn paarweise verschiedenu. Unter der Annahme einer Gleichverteilung
folgt |Ω2|

|Ω1|
“ N !

pN´nq!Nn “ 1 ¨ p1 ´ 1
N

q ¨ ¨ ¨ p1 ´ n´1
N

q. Für n “ 25, n “ 50 und n “ 100 ergibt
sich approximativ 0.431, 0.03 und 3.1 ¨ 10´7.

§04|00.07 Anmerkung. Sei H ‰ Ω Ď R abzählbar und p eine Zähldichte auf Ω. Das Wahrscheinlich-
keitsmaß P P WpBq auf pR,Bq mit

PpBq :“
ÿ

ωPΩ

ppωqδωpBq, @B P B

und die zugehörige Verteilungsfunktion F : R Ñ r0, 1s mit

Fpxq “ PpRďxq “
ÿ

ωPΩ

ppωqδωpRďxq “
ÿ

ωPΩ

1p´8,xs
pωqppωq “:

ÿ

ωďx

ppωq, @x P R

werden ebenfalls diskret genannt.

§04.08 Beispiel. Folgende Zähldichten beschreiben häufig auftretende diskrete Verteilungen:

(a) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz LapΩ , mit |Ω| P N:

p
LapΩ

pωq “ 1
|Ω|

für ω P Ω.

Betrachten wir den Wurf eines Würfels, so ist Ω “ J6K. Ist der Würfel fair, so erhalten wir
die Zähldichte p

LapJ6K
pωq “ 1{6, ω P J6K, mit der zugehörigen Verteilungsfunktion FLapJ6K

pxq “
1
6
1r1,2qpxq ` 2

6
1r2,3qpxq ` 3

6
1r3,4qpxq ` 4

6
1r4,5qpxq ` 5

6
1r5,6qpxq ` 1Rě6

pxq, x P R:

0 1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ω

p L
a
p

J6
Kpω

q

0 1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

F L
a
p

J6
Kp
x

q

(b) hypergeometrische Verteilung, kurz HyppN,K,nq , mit Parametern N P N, n,K P J0, NK und
Ω “ J0 _ pn ` K ´ Nq, n ^ KK:

p
HyppN,K,nq

pωq “
pN´K

n´ω qpK
ωq

pN
nq

für ω P J0 _ pn ` K ´ Nq, n ^ KK.
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Ziehen wir n Kugeln aus einer Urne mit K weißen und N ´K schwarzen Kugeln, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass davon ω weiß sind, gerade durch p

HyppN,K,nq

pωq gegeben. Für N “ 12,
K “ 8 und n “ 5 erhalten wir die Zähldichte und die zugehörigen Verteilungsfunktion:

1 2 3 4 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ω

p H
y
p

p
1
2
,8
,5

q

pω
q

1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

F H
y
p

p
1
2
,8
,5

q

px
q

(c) Bernoulli-Schema, kurz Bn
p , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p P r0, 1s, Länge n P N und

Ω “ t0, 1u
n:

p
B

n
p

pωq “ p
ř

iPJnK ωip1 ´ pq
n´

ř

iPJnK ωi für ω “ pωiqiPJnK P t0, 1u
n.

Im Fall n “ 1, beschreibt eine Bernoulli-Verteilung, kurz Bp , also p
Bp

pωq “ pωp1 ´ pq
1´ω

für ω P t0, 1u, gerade den Wurf einer Münze, wobei wir die Ergebnisse 1=„Kopf“ als Erfolg
und 0=„Zahl“ als Misserfolg auffassen. Für B0.3 (die Münze ist nicht fair, da keine Laplace-
Verteilung vorliegt), erhalten wir die Zähldichte und die zugehörigen Verteilungsfunktion:

0 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ω

p B
0
.3

pω
q

0 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

F B
0
.3
px

q

(d) Binomial-Verteilung, kurz Binpn,pq , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p P r0, 1s, Länge n P N

und Ω :“ J0, nK:

p
Binpn,pq

pωq “

ˆ

n

ω

˙

pω
p1 ´ pq

n´ω für ω P J0, nK.

Die Anzahl „Zahl“ bei 6 Würfen einer Münze (wie in (c)) kann mit einer Binp6,0.3q beschrie-
ben werden, für die wir folgende Zähldichte und zugehörige Verteilungsfunktion erhalten:

0 1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ω

p B
in

p
6
,0
.3

q

pω
q

0 1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

F B
in

p
6
,0
.3

q

px
q

Ziehen wir wie in (b) Kugeln aus einer Urne aber mit Zurücklegen, so erhalten wir für die
Anzahl der gezogenen weißen Kugeln eine Binpn,K{Nq-Verteilung. Die Binomialapproximati-
on einer Hypergeometrischen Verteilung ist eine Übungsaufgabe.

(e) geometrische Verteilung, kurz Geop , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p P r0, 1s und Ω “ N:

p
Geop

pωq “ p1 ´ pq
ω´1

p für ω P N.
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Werfen wir eine Münze wie in (c) solange bis das erste Mal „Kopf“ fällt, so kann die Anzahl
der benötigten Würfe durch eine Geo0.3-Verteilung beschrieben werden, für die wir folgende
Zähldichte und zugehörige Verteilungsfunktion erhalten:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ω

p G
eo

0
.3

pω
q

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.2

0.4

0.6

0.8

x

F G
eo

0
.3
px

q

(f) Poissonverteilung, kurz Poiλ , mit Parameter λ P Rą0 und Ω “ Zě0:

p
Poiλ

pωq “ expp´λq
λω

ω!
für ω P Zě0.

Ladislau von Bortkewitsch (1898) beschreibt die Anzahl an Todesfällen in der preußischen
Kavallerie durch den Schlag eines Pferdes (vgl. Beispiel §04.12) durch eine Poi0.61-Verteilung,
für die wir folgende Zähldichte und zugehörigen Verteilungsfunktion erhalten:

0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ω

p P
o
i 0

.6
1

pω
q

0 1 2 3 4 5 6 7

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

F P
o
i 0

.6
1
px

q

§04.09 Poissonscher Grenzwertsatz. Es sei eine Folge von reellen Zahlen pp
n
q
nPN

aus dem Intervall
r0, 1s mit λ :“ limnÑ8 np

n
P Rą0 gegeben. Dann gilt für alle ω P Zě0:

lim
nÑ8

p
Binpn,p

n
q

pωq “ p
Poiλ

pωq.

§04.10 Beweis von Satz §04.09. In der Vorlesung.

§04.11 Bemerkung. Damit kann für hinreichend großes n und np „mittelgroß“ die Binpn,pq- Verteilung
durch eine Poiλ-Verteilung approximiert werden (zur Güte der Approximation vgl. Satz 5.9 in
Krengel (2005)). Das heißt insbesondere, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit p klein sein muss.
Die Abhängigkeit von p “ p

n
von n wird nur für die mathematische Beschreibung verwendet.

Sie ist nicht so gemeint, dass p wirklich von n abhängt.

§04.12 Beispiel. Ladislaus von Bortkewitsch (1898) gibt für 20 Jahre (1875-1894) und 10 Armeekorps
der preußischen Kavallerie, folgende Anzahlen an Todesfällen durch den Schlag eines Pferdes
pro 20 ˆ 10 “ 200 Korpsjahr an:

Todesfälle ω 0 1 2 3 4 ě 5

Anzahl Korpsjahre mit ω Todesfällen 109 65 22 3 1 0

200p
Poi0.61

pωq 109 66 20 4 1 0

Der Parameter λ der Poissonverteilung Poiλ wurde als mittlere Anzahl an Todesfällen pro Korps-
jahr gewählt λ “ p1 ¨ 65 ` 2 ¨ 22 ` 3 ¨ 3 ` 1 ¨ 4q{200 “ 0.61.
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§04.13 Definition. Für i P JnK sei Pi P Wp2Ωq ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß mit Zähldichte p
i

auf Ω, dann heißt die Zähldichte

b
iPJnK

p
i : Ω

n
Q ω “ pωiqiPJnK ÞÑ p b

iPJnK
p
iqpωq :“

ź

iPJnK

p
i
pωiq P r0, 1s

die Produktzähldichte der pp
i
q
iPJnK auf Ωn. Das diskrete Wahrscheinlichkeitsmaß

â

iPJnK

Pi : 2
Ω

n

Q A ÞÑ p
â

iPJnK

Pi qpAq “
ÿ

ωPA

p b
iPJnK

p
iqpωq P r0, 1s

mit Zähldichte biPJnKpi heißt Produktmaß der pPi qiPJnK auf pΩ
n
, 2Ω

n

q.

§04.14 Bemerkung. Für i P JnK sei Pi P Wp2Ωq ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß mit Zähldichte p
i

auf Ω, dann ist die Produktzähldichte biPJnKpi in der Tat eine Zähldichte auf Ωn, da
ÿ

ωPΩ
n

p b
iPJnK

p
iqpωq “

ÿ

ω1PΩ

¨ ¨ ¨
ÿ

ωnPΩ

ź

iPJnK

p
i
pωiq “

ź

iPJnK

ÿ

ωPΩ

p
i
pωq “

ź

iPJnK

1 “ 1.

Nach Lemma §04.02 (ii) ist das Produktmaß
Â

iPJnKPi mit Produktzähldichte biPJnKpi ein diskretes
Wahrscheinlichkeitsmaß

Â

iPJnKPi P Wp2Ω
n

q, wobei

p
â

iPJnK

Pi qp
iPJnK

Aiq “
ÿ

ω1PA1

¨ ¨ ¨
ÿ

ωnPAn

p b
iPJnK

p
iqpωi: i P JnKq “

ź

iPJnK

ÿ

ωPAi

p
i
pωq “

ź

iPJnK

Pi pAiq

für alle iPJnK Ai P 2Ω
n

gilt.

§04.15 Beispiel. Die Zähldichte eines Bernoulli-Schema wie Beispiel §04.08 (d) ist die Produktzähl-
dichte von n Zähldichten zu identischen Bernoulli-Verteilungen Bp, d.h. Bn

p “
Â

iPJnK Bp. Im
Fall p “ 0.5 gilt für die Zähldichte

p
B

n
0.5

pωq “ p1
2
q

ř

iPJnK ωi
p1 ´ 1

2
q
n´

ř

iPJnK ωi
“ p1

2
q
n

@ ω “ pωiqiPJnKt0, 1u
n.

Betrachte zum Zeitpunkt j P JnK einen Flip

Tj : t0, 1u
n

Q ω “ pωiqiPJnK ÞÑ Tjpωq :“ pω1, . . . , ωj´1, 1 ´ ωj, ωj`1, . . . , ωnq P t0, 1u
n,

der das Ergebnis des j-ten Münzwurfes umdreht. Für das Bild TjpAq :“ tTjpωq : ω P Au von
A Ď t0, 1u

n unter Tj gilt dann die Invarianzeigenschaft

B
n
0.5pTjpAqq “

ÿ

ωPA

p
B

n
0.5

pTjpωqq “
ÿ

ωPA

p1
2
q
n

“
ÿ

ωPA

p
B

n
0.5

pωq “ B
n
0.5pAq.

Für jedes n P N genügt Bn
0.5 P Wp2t0,1unq somit der Invarianzeigenschaft Bn

0.5pTjpAqq “ Bn
0.5pAq für

alle A P 2t0,1un und für alle j P JnK. (Dies drückt die Fairness der Münze und die Unabhängigkeit
der Würfe aus.)

§04.16 Satz (Vitali (1905)). Sei Ω :“ t0, 1u
N der Ergebnisraum eines unendlich oft wiederholten Münzwur-

fes. Für n P N sei der Flip

Tn : Ω Q ω “ pωnq
nPN

ÞÑ Tnpωq :“ pω1, . . . , ωn´1, 1 ´ ωn, ωn`1, . . . q P Ω

die Abbbildung, welche das Ergebnis des n-ten Münzwurfes umdreht. Für A P 2Ω bezeichne
TnpAq :“ tTnpωq : ω P Au das Bild von A unter Tn. Dann gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmaß
P P Wp2Ωq auf der Potenzmenge 2Ω, das der Invarianzeigenschaft PpTnpAqq “ PpAq für alle
A P 2Ω und n P N genügt.

§04.17 Beweis von Satz §04.16. In der Vorlesung.
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§05 Stetiger Wahrscheinlichkeitsraum

§05.01 Definition. Ist f : R
n

Ñ Rě0 eine (Lebesgue-)integrierbare Funktion mit
ş

R
n fpxqdx “ 1, so

heißt f Wahrscheinlichkeitsdichte (kurz Dichte) auf Rn.

§05.02 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte f auf Rn erzeugt mittels

Pppa, bsq :“

ż

pa,bs

fpxqdx “

ż

pa1,b1s

¨ ¨ ¨

ż

pan,bns

fpx1, . . . , xnqdxn ¨ ¨ ¨ dx1 für a, b P R
n
, a ă b,

ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaß P P WpB
n
q auf pR

n
,B

n
q und es gilt

PpBq “

ż

B

fpxqdx für alle B P B
n
.

§05.03 Beweis von Satz §05.02. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1.

§05.04 Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsmaß P P WpB
n
q auf pR

n
,B

n
q heißt stetig, wenn eine Wahr-

scheinlichkeitsdichte f aufRn mit PpBq “
ş

B
fpxqdx für alle B P B

n existiert. pR
n
,B

n
,Pq wird

dann stetiger Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

§05.05 Lemma.

(i) Ist f eine Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmaßes P P WpBq mit Verteilungsfunktion F, so
gilt Fpxq “ PpRďxq “

ş

Rďx

fpyqdy für alle x P R.

(ii) Ist die Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmaßes P P WpBq (schwach) diffe-
renzierbar, so ist f :“ F1 die zugehörige Wahrscheinlichkeitsdichte.

§05.06 Beweis von Lemma §05.05. In der Vorlesung Analysis 3.

§05.07 Beispiel. Folgende Wahrscheinlichkeitsdichten beschreiben häufig auftretende stetige Vertei-
lungen auf pR,Bq:

(a) Gleich-/Uniformverteilung, kurz UG , auf G P B mit Lebesgue-Maß λpGq P Rą0:

f
UG

pxq “ 1
λpGq

1Gpxq für x P R.

Runden wir Messungen reeller Größen auf die jeweils nächstgelegene ganze Zahl hin auf
bzw. ab, so kann der Rundungsfehler durch eine Gleichverteilung Ur˘0.5s auf dem Intervall
r˘0.5s :“ r´0.5, 0.5s mit Dichte f

Ur˘0.5s

pxq “ 1r˘0.5s
pxq und Verteilungsfunktion FUr˘0.5s

pxq “

px ` 0.5q1r˘0.5s
pxq ` 1Rą0.5

pxq für x P R beschrieben werden:

´0.5 0.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

f U
r˘

0
.5

s

px
q

´0.5 0.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

F U
r˘

0
.5

s

px
q

(b) Exponentialverteilung, kurz Expλ , mit Parametern λ P Rą0:

f
Expλ

pxq “ λ expp´λxq1Rě0
pxq für x P R.
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Häufig wird in Telefonzentralen die Dauer eines Telefongesprächs durch eine Exponenti-
alverteilung beschrieben. Nimmt eine Servicehotline zum Beispiel für die Gesprächsdauer
eine Exp1.5-Verteilung an, so besitzt diese die Dichte f

Exp1.5

pxq “ 1.5 expp´1.5xq1Rě0

pxq und
die zugehörige Verteilungsfunktion FExp1.5

pxq “ p1 ´ expp´1.5xqq1Rě0

pxq für x P R:

0 10

0.5

1

1.5

x

f E
x
p

1
.5

px
q

0 10

0.5

1

1.5

x

F E
x
p

1
.5
px

q

(c) Normalverteilung, kurz N
pµ,σ2q

, mit Parametern µ P R und σ2 P Rą0:

f
N

pµ,σ2q

pxq “
1

?
2πσ2

expp´ 1
2σ2 px ´ µq

2
q für x P R.

Die Verteilung gemittelter zufälliger Größen (z. Bsp. der jährliche Wasserverbrauch eines
Haushaltes) kann häufig durch eine Normalverteilung gut approximiert werden (vgl. ??).
Eine N

p0,1q
-Verteilung heißt Standardnormalverteilung. Wir bezeichnen mit Φ die Vertei-

lungsfunktion einer Standardnormalverteilung, d.h., für alle z P R gilt

Φpzq “ N
p0,1q

pRďzq “

ż

Rďz

1
?
2π

expp´1
2
x2

qdx.

Für alle z P Rě0 gilt dann Φp´zq “ 1 ´ Φpzq:

-4 0 z 4

0.1

0.2

0.3

x

f N
p
0
,1

q

px
q

-4 ´z 0 z 4

0.1

0.2

0.3

z

z

x

f N
p
0
,1

q

px
q

Weiterhin heißt für α P p0, 1q der eindeutig bestimmte Wert zα mit α “ Φpzαq das α-Quantil
einer Standardnormalverteilung. Typische Werte für Quantile der Standardnormalverteilung
sind tabellarisiert, siehe Seite 89 im Anhang. Wir halten weiterhin fest, dass für α P p0, 1q

und cα P R mit N
pµ,σ2q

pRěcαq “ α gilt

N
pµ`c,σ2q

pRěcαq ą α und N
pµ´c,σ2q

pRěcαq ă α für alle c P Rą0 :

-4 0 cα 4

0.1

0.2

0.3

x

f N
p
µ
,1

q

px
q µ “ 0

µ “ 1

-4 0 cα 4

0.1

0.2

0.3

x

f N
p
µ
,1

q

px
q µ “ 0

µ “ ´1

§05.08 Definition. Für i P JnK sei Pi P WpBq ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaß mit Wahrscheinlich-
keitsdichte f

i
auf R. Dann heißt die Wahrscheinlichkeitsdichte

b
iPJnK

f
i : R

n
Q x “ pxiqiPJnK ÞÑ p b

iPJnK
f
iqpxq :“

ź

iPJnK

f
i
pxiq P Rě0
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die Produktdichte der pf
i
q
iPJnK auf Rn. Das stetige Wahrscheinlichkeitsmaß

â

iPJnK

Pi : B
n

Q B ÞÑ p
â

iPJnK

Pi qpBq “

ż

B

p b
iPJnK

f
iqpxqdx P r0, 1s

mit Wahrscheinlichkeitsdichte biPJnK fi heißt Produktmaß der pPi qiPJnK auf pR
n
,B

n
q.

§05.09 Bemerkung. Für i P JnK sei Pi P WpBq ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaß mit Wahrschein-
lichkeitsdichte f

i
auf R, dann ist die Produktdichte biPJnK fi : R

n
Ñ Rě0 eine Wahrscheinlichkeits-

dichte auf Rn, da
ż

R
n

p b
iPJnK

f
iqpxqdx “

ż

R

¨ ¨ ¨

ż

R

ź

iPJnK

f
i
pxiqdxn ¨ ¨ ¨ dx1 “

ź

iPJnK

ż

R

f
i
pyqdy “

ź

iPJnK

1 “ 1.

Nach Satz §05.02 ist das Produktmaß
Â

iPJnKPi mit Produktdichte biPJnK fi ein stetiges Wahrschein-
lichkeitsmaß

Â

iPJnKPi P WpB
n
q, wobei

p
â

iPJnK

Pi qp
iPJnK

Aiq “

ż

A1

¨ ¨ ¨

ż

An

p b
iPJnK

f
iqpxi: i P JnKqdxn ¨ ¨ ¨ dx1 “

ź

iPJnK

ż

Ai

f
i
pyqdy “

ź

iPJnK

Pi pAiq

für alle iPJnK Ai P B
n gilt.

§05.10 Beispiel. Die n-dimensionale Standard-Normalverteilung N
pOn,Inˆnq

P WpB
n
q auf pR

n
,B

n
q, wobei

Inˆn P R
nˆn die n-dimensionale Einheitsmatrix und On P R

n den n-dimensionalen Nullvektor
bezeichnet, ist definiert durch die Dichte

f
NpOn,Inˆnq

pxq :“
ź

iPJnK

f
Np0,1q

pxiq “ p2πq
´n{2 expp´1

2

ÿ

iPJnK

x2
i q für x “ pxiqiPJnK P R

n
;

Für n “ 2 erhalten wir die Dichte f
NpO2ˆ1,I2ˆ2q

px1, x2q “ p2πq´1 expp´1
2
px2

1 ` x2
2qq für x1, x2 P R:

§06 Statistisches Modell

§06.01 Erinnerung. WpX q bezeichnet die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf einem messbaren
Raum pX,X q. Für eine nicht-leere Indexmenge Θ wird eine Familie pPθ qθPΘ

von Wahrschein-
lichkeitsmaßen auf X formal durch die Abbildung Θ Ñ WpX q mit θ ÞÑ Pθ definiert.

§06.02 Definition. Sei PΘ :“ pPθ qθPΘ
eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einem messba-

rem Raum (Stichprobenraum) pX,X q. Die nicht-leere Indexmenge Θ wird Parametermenge
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genannt. Wir bezeichnen das Tripel pX,X ,PΘq als statistisches Experiment oder statistisches
Modell. Ein statistisches Experiment pX,X ,PΘq heißt adäquat für ein zufälliges Experiment,
wenn dieses durch den Wahrscheinlichkeitsraum pX,X ,Pθ q für ein θ P Θ beschrieben wird. In
diesem Fall wird der Parameter θ P Θ auch wahrer Parameter genannt.

§06.03 Sprechweise. Wir nennen ein statistisches Experiment pX,X ,PΘq

diskret, wenn der Stichprobenraum X abzählbar und X “ 2X ist. In diesem Fall bezeichnet
p
Θ

:“ pp
θ
q
θPΘ

die zur Familie PΘ von diskreten Wahrscheinlichkeitsmaßen gehörige
Familie von Zähldichten;

stetig, wenn pR
n
,B

n
q der Stichprobenraum ist und für jeden Parameter θ P Θ istPθ ein steti-

ges Wahrscheinlichkeitsmaß auf pR
n
,B

n
q. In diesem Fall bezeichnet f

Θ
:“ pf

θ
q
θPΘ

die
zur Familie PΘ von stetigen Wahrscheinlichkeitsmaßen gehörige Familie von Wahr-
scheinlichkeitsdichten.

§06.04 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle für jeweils ein Ergebnis der im Kapitel 1
Prolog vorgestellten Beispiele an.

Beispiel I: Setzen wir Eins für das weibliche Geschlecht und Null für kein weibliches Ge-
schlecht eines Konsumierenden, so beschreiben wir das zufällige Geschlecht eines
Konsumierenden durch ein Bernoulliverteilungsmodell

`

t0, 1u, 2t0,1u, pBpqpPr0,1s
q, vgl.

Beispiel §04.08 (c).

Beispiel II: Die zufällige Anzahl beschädigter Schrauben in einem Beutel mit 50 Schrauben be-
schreiben wir durch ein Binomialverteilungsmodell

`

J0, 50K, 2J0,50K, pBinp50,pqqpPr0,1s

˘

,
vgl. Beispiel §04.08 (d).

Beispiel III Die zufällige Anzahl der eingegangen Anrufe innerhalb einer Viertelstunde be-
schreiben wir durch ein Poissonverteilungsmodell

`

Zě0, 2Zě0 , pPoiλqλPRą0

˘

, vgl. Bei-
spiel §04.08 (f).

Beispiel IV Die zufällige Wartezeit an einer Haltestelle an einem Tag (in Minuten) beschreiben
wir durch ein Uniformverteilungsmodell

`

R,B , pUr0,θsqθPRą0

˘

, vgl. Beispiel §05.07
(a).

Beispiel V Die zufällige Lebensdauer einer Glühlampe (in Stunden) beschreiben wir durch ein
Exponentialverteilungsmodell

`

R,B , pExpλqλPRą0

˘

, vgl. Beispiel §05.07 (b).

Beispiel VI Die zufälligen Fehler in gemessenen Werten beschreiben wir durch ein Normalver-
teilungsmodell

`

R,B , pN
pµ,σ2q

q
pµ,σ2qPRˆRą0

˘

, vgl. Beispiel §05.07 (c). .

§06|01 Testen einfacher Hypothesen

§06.05 Beispiel (Binomialverteilungsmodell). Im Beispiel I im Kapitel 1 Prolog zählte der Verbraucher-
service 699 Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen. Dieses zufällige Experiment
lässt sich durch ein Binomialverteilungsmodell

`

J0, 1000K, 2J0,1000K, pBinp1000,pqqpPr0,1s

˘

beschreiben
(formale Begründung in Beispiel §20.03, (a)). Zur (unrealistischen) Vereinfachung geht der Ver-
braucherservice zunächst davon aus, dass t0.5, 0.7u die Parametermenge ist, das heißt, das stati-
stische Modell

`

J0, 1000K, 2J0,1000K, pBinp1000,0.5q,Binp1000,0.7qq
˘

beschreibt adäquat das zufällige Ex-
periment. In anderen Worten, entweder ist P0 “ Binp1000,0.5q oder P1 “ Binp1000,0.7q die wahre Vertei-
lung.

§06.06 Definition. Sei
`

X,X , pP0 ,P1q
˘

ein (binäres) statistisches Experiment. Die Entscheidung,

ob die Nullhypothese H0 : tP0u oder die Alternative H1 : tP1u vorliegt,
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wird (statistisches) Testproblem mit einfachen Hypothesen genannt. Eine Entscheidungsfunktion

φ : X Ñ t0, 1u,

also Entscheidungen nur anhand einer Stichprobe x aus dem Stichprobenraum X, mit
φ´1pt1uq P X dem Ereignis aller Stichproben, die zu einer Entscheidung gegen die Nullhypo-

these H0, also für die Alternative H1 führen, sowie

φ´1pt0uq P X dem Ereignis aller Stichproben, die zu einer Entscheidung für die Nullhypothese
H0 führen,

heißt (statistischer) Hypothesentest, kurz Test.

§06.07 Sprechweise. Die Sprechweise Testproblem mit einfachen Hypothesen bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass sowohl die Nullhypothese als auch die Alternative jeweils einelementig ist.
Üblicherweise bezeichnen wir eine Entscheidung für die Alternative H1 als Ablehnen der Null-
hypothese, wogegen eine Entscheidung für die Nullhypothese H0 nicht Ablehnen der Nullhypo-
these genannt wird. Für einen Test φ bezeichnen wir

A :“ φ´1pt1uq P X das Ereignis aller Stichproben, die zum Ablehnen der Nullhypothese
H0 führen, als Ablehnbereich des Tests φ.

Da wir hier nur die zwei Möglichkeiten Ablehnen oder nicht Ablehnen für einen Test zulassen,
ist φ “ 1A eine Indikatorfunktion und

A
c

“ φ´1pt0uq P X das Ereignis aller Stichproben, die nicht zu einem Ablehnen der
Nullhypothese führen, genannt Annahmebereich,

wobei definitionsgemäß A
Ţ

A
c

“ X gilt.

§06.08 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.05 fortgesetzt). Wir sind an einer Entscheidung unter Vor-
liegen der Stichprobe x “ 677 aus dem Stichprobenraum X “ J0, 1000K interessiert. Wir legen
vor der Erhebung der Stichprobe einen Test φ : J0, 1000K Ñ t0, 1u fest. Ergibt ein Auswerten
des Testes φp677q “ 1, so lehnen wir die Nullhypothese H0 : tBinp1000,0.5qu gegen die Alterna-
tive H1 : tBinp1000,0.7qu ab. Nimmt der Test dagegen den Wert φp677q “ 0 an, so lehnen wir die
Nullhypothese H0 nicht ab.

§06.09 Bemerkung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test φ “ 1A eindeutig festgelegt.
Offensichtlich können in einem statistisches Testproblem mit einfachen Hypothesen nur zwei
Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypothese H0 : tP0u wird abgelehnt, also der Ablehnbe-
reich A tritt ein, obwohl P0 vorliegt, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternative
H1 : tP1u abgelehnt, also der Annahmebereich A

c tritt ein, obwohl P1 vorliegt. Man beachte,
dass wir für einen Test gefordert haben, dass der Ablehnbereich A und somit auch der An-
nahmebereich A

c messbar ist, also A P X gilt. Damit können wir den Ereignissen A und A
c

Wahrscheinlichkeiten zuordnen.

§06.10 Definition. Sei
`

X,X , pP0 ,P1q
˘

ein (binäres) statistisches Experiment und A P X der Ablehn-
bereich eines Tests φ “ 1A der einfachen Nullhypothese H0 : tP0u gegen die einfache Alternative
H1 : tP1u. Dann bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit P0pAq die Nullhypothese abzulehnen, sich also für P1 zu
entscheiden, obwohl P0 vorliegt;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit P1pA
c
q die Nullhypothese nicht abzulehnen, sich also für

P0 zu entscheiden, obwohl P1 vorliegt.

§06|01.11 Anmerkung. Möchten wir zwei Tests miteinander vergleichen, so erscheint es sinnvoll, die
Fehler 1. Art und 2. Art zu vergleichen. Offensichtlich würden wir gern einen Test finden der
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sowohl den Fehler 1. Art als auch den Fehler 2. Art minimiert. Betrachten wir den konstanten
Test φ “ 1X mit Ablehnbereich A “ φ´1pt1uq “ X, das heißt, wir lehnen immer die Nullhy-
pothese ab. Dann ist P0pAq “ 1 aber auch P1pAc

q “ P1pHq “ 0. Im Allgemeinen können wir
nicht beide Fehler gleichzeitig minimieren. Es gibt verschiedene Möglichkeiten, dieses Problem
zu umgehen. Zum Beispiel könnte eine gewichtete Summe der beiden Fehler minimiert werden.
Da die beiden Fehler häufig unterschiedliche Konsequenzen haben, betrachten wir im Folgenden
nur Testfunktionen, die eine Obergrenze für den Fehler 1. Art einhalten. Innerhalb dieser Klasse
von Tests suchen wir dann denjenigen, der den Fehler 2. Art minimiert.

§06.12 Definition. Sei
`

X,X , pP0 ,P1q
˘

ein (binäres) statistisches Experiment. Ein Test φ “ 1A mit
Ablehnbereich A P X der einfachen Nullhypothese H0 : tP0u gegen die einfache Alternative
H1 : tP1u hält das (Signifikanz-) Niveau α P r0, 1s ein (oder kurz ist ein α-Test), wenn der Fehler
1. Art P0pAq ď α erfüllt. Ein Test φ “ 1A mit Ablehnbereich A P X heißt bester Test zum
Niveau α P r0, 1s, falls er das Niveau α P r0, 1s einhält und der Fehler 2. Art P1pÃ

c
q eines jeden

anderen α-Tests φ “ 1
Ã

mit Ablehnbereich Ã P X nicht kleiner ist, dass heißt, P1pA
c
q ď P1pÃ

c
q

gilt.

§06.13 Bemerkung. In der Definition eines besten α-Tests werden die Fehler 1. und 2. Art nicht sym-
metrisch einbezogen. Dies ist eine gewollte Eigenschaft, da so sicher gestellt wird, dass ein
Fehler 1. Art klein ist. Andererseits sollte somit die Festlegung der Nullhypothese und Alterna-
tive dies widerspiegeln. Vereinfacht gesprochen, das Ziel ist es, die Nullhypothese abzulehnen,
da nur dann die Wahrscheinlichkeit sich zu irren, immer klein ist.

§06.14 Definition. Sei
`

X,X , pP0 ,P1q
˘

ein (binäres) diskretes statistisches Experiment mit entspre-
chenden Zähldichten p

0
und p

1
. Jeder Test φ‹

k
“ 1Ak

mit Ablehnbereich der Form

Ak :“ tp
1

ą kp
0
u “ tx P X : p

1
pxq ą kp

0
pxqu

für einen kritischen Wert k P Rě0 heißt Neyman-Pearson-Test.

§06.15 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.08 fortgesetzt). Wir betrachten das Testproblem der einfa-
chen Nullhypothese H0 : tBinp1000,0.5qu gegen die einfache Alternative H1 : tBinp1000,0.7qu im binären
diskreten statistischen Experiment

`

J0, 1000K, 2J0,1000K, pBinp1000,pqqpPt0.5,0.7u

˘

. Setzen wir

p
0
:“ 0.5 und p

1
:“ 0.7,

so ist für einen kritischem Wert k P Rě0 ein Neyman-Pearson-Test φ‹

k
“ 1Ak

gegeben durch den
Ablehnbereich

Ak “ tx P J0, 1000K :
`

1000
x

˘

px

1
p1 ´ p

1
q
1000´x

ą k
`

1000
x

˘

px

0
p1 ´ p

0
q
1000´xu

“ tx P J0, 1000K :
`p

1
{p1´p

1
q

p
0
{p1´p

0
q

˘x` 1´p
1

1´p
0

˘1000
ą ku

Da p
1

ą p
0

gilt, folgt p
1
{p1´p

1
q

p
0
{p1´p

0
q

ą 1 und die Funktion

Lp
1
,p

0

: J0, 1000K Q x ÞÑ Lp
1
,p

0

pxq :“
`p

1
{p1´p

1
q

p
0
{p1´p

0
q

˘x`1´p
1

1´p
0

˘1000
P Rě0

ist somit streng monoton wachsend. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert k P Rě0 einen Wert
x˚ P J0, 1000K, derart dass Ak “ Jx˚, 1000K gilt, so dass jeder Neyman-Pearson-Test durch einen
Ablehnbereich dieser Form gegeben ist.

§06.16 Neyman-Pearson Lemma. Sei
`

X,X , pP0 ,P1q
˘

ein (binäres) diskretes statistisches Experi-
ment. Für das Testproblem der einfachen Nullhypothese H0 : tP0u gegen die einfache Alternative

22 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.de


§06 Statistisches Modell Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

H1 : tP1u ist jeder Neyman-Pearson-Test φ‹

k
“ 1Ak

mit kritischem Wert k P Rě0 und Ablehnbe-
reich Ak P X wie in Definition §06.14 ein bester Test zum Niveau P0pAkq P r0, 1s.

§06.17 Beweis von Satz §06.16. In der Vorlesung.

§06.18 Bemerkung. Variieren wir den kritischen Wert k P Rě0 im Neyman-Pearson-Test φ‹

k
“ 1Ak

, so
ändert sich auch der entsprechende Fehler 1. Art P0pAkq. Für jedes k̃ P Rěk gilt

tp
1

ą 0u “ A0 Ě Ak“ tp
1

ą kp
0
u Ě Ak̃ Ě tp

1
ą 0u X tp

0
“ 0u.

sowie Ak Ó tp
1

ą 0u X tp
0

“ 0u für k Ñ 8 und Ak Ò tp
1

ą 0u für k Ñ 0. Damit folgt für den
Fehler 1. Art

‚ P0pφ
‹

k
“ 1q “ P0pAkq Ó P0ptp

1
ą 0u X tp

0
“ 0uq “ 0 für k Ñ 8 (da P0pp0

“ 0q “ 0) und

‚ P0pφ
‹

k
“ 1q “ P0pAkq Ò P0pp1

ą 0q P r0, 1s für k Ñ 0.

Fehler 2. Art

‚ P1pφ
‹

k
“ 0q “ P1pA

c

kq Ò P0ptp
1

“ 0u Y tp
0

ą 0uq “ P1pp0
ą 0q P r0, 1s für k Ñ 8 und

‚ P1pφ
‹

k
“ 1q “ P1pA

c

kq Ó P1pp1
“ 0q P r0, 1s für k Ñ 0.

Diese Änderung ist aber im Allgemeinen nicht stetig, so dass zu einem vorgegebenen Niveau
α P p0, 1q nicht immer ein kritischer Wert kα und entsprechender Neyman-Pearson-Test φ‹

kα

“ 1Akα

mit P0pφ‹

k
“ 1q “ P0pAkα

q “ α gewählt werden kann. In diesem Fall wählen wir zu einem vorge-
gebenen Niveau α P p0, 1q den kritischen Wert

kα :“ min tk P Rě0 : α ě P0pAkqu.

Dabei ist die definierende Menge nichtleer, da P0pAkq Ó 0 für k Ñ 8 gilt. Offensichtlich gilt dann
auch P0pAkα

q ď α und der entsprechende Neyman-Pearson-Test φ‹

kα

“ 1Akα

mit Ablehnbereich Akα

ist ein α-Test, der aber im Allgemeinen nicht mehr ein bester α-Test ist, wie wir in der Vorlesung
Statistik I sehen werden.

§06.19 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.15 fortgesetzt). Für jedes x˚ P J0, 1000K ist ein Neyman-
Pearson-Test φ‹

x˚
“ 1Jx˚,1000K mit Ablehnbereich Jx˚, 1000K ein bester Test zum Niveau

Binp1000,0.5q
pJx˚, 1000Kq “

ÿ

xPJx˚,1000K

ˆ

1000

x

˙

0.5xp1 ´ 0.5q
1000´x

“ 0.51000
ÿ

xPJx˚,1000K

ˆ

1000

x

˙

wobei der entsprechende Fehler 2. Art

Binp1000,0.7q
pJ0, x˚Mq “

ÿ

xPJ0,x˚M

ˆ

1000

x

˙

0.7xp1 ´ 0.7q
1000´x

minimal ist. Zum Beispiel für x˚ “ 538 erhalten wir Binp1000,0.5q
pJ538, 1000Kq « 0.0088 und

Binp1000,0.7q
pJ0, 537Kq « 0 sowie für x˚ “ 537 berechnen wir Binp1000,0.5q

pJ537, 1000Kq « 0.0105 und
Binp1000,0.7q

pJ0, 536Kq « 0. Sind wir an einem Test zu einem vorgegebenen Niveau α P p0, 1q inter-
essiert, so wählen wir

xα :“ min tx˚
P J0, 1000K : α ě Binp1000,0.5q

pJx˚, 1000Kqu.

Dann ist der entsprechende Neyman-Pearson-Test φ‹

xα

“ 1Jxα,1000K mit Ablehnbereich Jxα, 1000K
ein α-Test. Ein typischer Wert für das Niveau ist α “ 0.01, so dass mit der obigen Rechnung
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x0.01 “ 538 und der entsprechende Neyman-Pearson-Test φ‹

538
“ 1J538,1000K den Ablehnbereich

J538, 1000K besitzt. Im Beispiel I im Prolog §1 zählte der firmeneigene Verbraucherservice 699
Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen, so dass die Nullhypothese, der Anteil der
Konsumentinnen beträgt 50%, gegen die Alternative, der Anteil der Konsumentinnen beträgt
70%, zum Niveau α “ 0.01 abgelehnt werden kann. Offensichtlich hängt ein Neyman-Pearson-
Test φ‹

x˚
“ 1Jx˚,1000K mit Ablehnbereich Jx˚, 1000K nicht von dem Parameter p

1
P pp

0
, 1s der Al-

ternative ab. Damit ist der Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich J538, 1000K auch bester
Test zum Niveau α “ Binp1000,0.5q

pJ538, 1000Kq der einfachen Nullhypothese H0 : tBinp1000,0.5qu

gegen die einfache Alternative H1 : tBinp1000,0.55qu im binären diskreten statistischen Experi-
ment

`

J0, 1000K, 2J0,1000K, pBinp1000,pqqpPt0.5,0.55u

˘

. Beachte, dass der minimale Fehler 2. Art dann
Binp1000,0.55q

pJ0, 537Kq « 0.213 ist, und dieser hängt natürlich von der Alternative ab.
Geben wir uns das Niveau α P p0, 1q vor, so können wir auch zu jedem n P N im binären diskre-
ten statistischen Experiment

`

J0, nK, 2J0,nK, pBinpn,pqqpPt0.5,0.55u

˘

für das Testproblem der einfachen
Nullhypothese H0 : tBinpn,0.5qu gegen die einfache Alternative H1 : tBinpn,0.55qu den Neyman-
Pearson-Test φ‹

xα,n

“ 1Jxα,n,nK mit Ablehnbereich Jxα,n, nK, derart dass

xα,n :“ arg min tx˚
P J0, nK : α ě Binpn,0.5q

pJx˚, nKqu,

wählen. Der Neyman-Pearson-Test φ‹

xα,n

“ 1Jxα,n,nK ist dann ein α-Test, sowie der beste Test zum
Niveau Binpn,0.5q

pJxα,n, nKq ď α. Für α “ 0.01 erhalten wir zum Beispiel die kritischen Werte
x0.01,500 “ 277, x0.01,1000 “ 538 und x0.01,2000 “ 1053 mit entsprechendem Fehler 1. Art

Binp500,0.5q
pJ277, 500Kq « 0.0088, Binp1000,0.5q

pJ538, 1000Kq « 0.0088 und
Binp2000,0.5q

pJ1053, 2000Kq « 0.0094,

sowie Fehler 2. Art Binp500,0.55q
pJ0, 276Kq « 0.553, Binp1000,0.55q

pJ0, 537Kq « 0.213 und
Binp2000,0.55q

pJ0, 1052Kq « 0.016, der offensichtlich von n P N abhängt. Wir können uns also auch
eine obere Schranke β P p0, 1q für den Fehler 2. Art vorgegeben, und nach dem kleinsten Wert
für n fragen, so dass der Neyman-Pearson-Test φ‹

xα,n

“ 1Jxα,n,nK mit Ablehnbereich Jxα,n, nK diese
einhält, das heißt,

nα,β :“ arg min tn P N : β ě Binpn,0.55q
pJ0, xα,nMqu.

Für α “ 0.01 und β “ 0.01 erhalten wir n0.01,0.01 “ 2170, wobei x0.01,2170 “ 1140, der Fehler
1. Art Binp2170,0.5q

pJ1140, 2170Kq « 0.0096 und der Fehler 2. Art Binp2170,0.55q
pJ0, 1139Kq « 0.00997

ist. Zusammenfassend, im Beispiel I im Prolog §1 müsste der firmeneigene Verbraucherservice
mindestens 2170 Konsumierende befragen, um sicherzustellen, dass der Fehler 1. Art und der
Fehler 2. Art des entsprechenden Neyman-Pearson-Tests nicht größer als 0.01 ist.

§06.20 Ausblick. Betrachten wir für ein beliebiges p
0

P r0, 1q, p
1

P pp
0
, 1s und n P N das Testproblem

der einfachen Nullhypothese H0 : tBinpn,p
0
qu gegen die einfache Alternative H1 : tBinpn,p

1
qu im

diskreten statistischen Experiment
`

J0, nK, 2J0,nK, pBinpn,p
0
q,Binpn,p

1
qq

˘

, so hängt der Ablehnbereich
Jx˚, nK mit x˚ P J0, nK eines Neyman-Pearson-Tests φ‹

x˚
“ 1Jx˚,nK nicht von dem Wert p

1
P pp

0
, 1s

der Alternative ab. Damit ist für jedes p
1

P pp
0
, 1s ein Neyman-Pearson-Test φ‹

x˚
“ 1Jx˚,nK mit

Ablehnbereich Jx˚, nK bester Test zum Niveau Binpn,p
0
q
pJx˚, nKq der einfachen Nullhypothese H0 :

tBinpn,p
0
qu gegen die einfache Alternative H1 : tBinpn,p

1
qu. Dies erlaubt uns, das diskrete statistische

Experiment
`

J0, nK, 2J0,nK, pBinpn,pqqpPrp
0
,1s

˘

zu betrachten. Für jedes x˚ P J0, nK ist der Neyman-
Pearson Test φ‹

x˚
“ 1Jx˚,nK mit Ablehnbereich Jx˚, nK dann gleichmäßig bester Test zum Niveau

α “ Binpn,p
0
q
pJx˚, nKq der einfachen Nullhypothese H0 : tBinpn,p

0
qu gegen die zusammengesetzte

Alternative H1 : tBinpn,p
1
q : p

1
P pp

0
, 1su, da der Fehler 2. Art für jeden anderen Test φ “ 1A

zum Niveau α mit Ablehnbereich A gleichmäßig nicht kleiner ist, das heißt, Binpn,p
1
q
pJx˚, nKcq ď
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Binpn,p
1
q
pA

c
q für alle p

1
P pp

0
, 1s gilt. Wir halten fest, dass diese Schlussfolgerung möglich ist, da

für jedes p
0

P r0, 1q und p
1

P pp
0
, 1s die Funktion

Lp
1
,p

0

: J0, nK Q x ÞÑ Lp
1
,p

0

pxq :“
`p

1
{p1´p

1
q

p
0
{p1´p

0
q

˘x`1´p
1

1´p
0

˘n
P Rě0,

streng monoton wachsend ist. Bezeichnet p
Binpn,pq

die Zähldichte der Verteilung Binpn,pq für p P

r0, 1s. Lp
1
,p

0

wird Likelihood-Quotient (oder Dichtequotient) genannt, da offensichtlich gilt

Lp
1
,p

0

pxq “
pBinpn,p

1
q

pxq

pBinpn,p
0

q

pxq
, x P J0, nK.

Die Verteilungsfamilie pBinpn,pqqpPr0,1s
besitzt damit einen monotonen Likelihood-Quotienten. Im

Beispiel I im Prolog §1 kann also der firmeneigene Verbraucherservice die einfache Nullhypo-
these, der Anteil der Konsumentinnen beträgt 50%, gegen die zusammengesetzte Alternative,
der Anteil der Konsumentinnen beträgt mehr als 50%, zum Niveau α “ 0.01 ablehnen.
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Kapitel 3

Zufallsvariablen

§07 Zufallsvariable

§07.01 Definition. Es seien pΩ,A q und pX,X q zwei messbare Räume. Eine Funktion X : Ω Ñ X

heißt A -X -messbar (kurz messbar), wenn

σpXq :“ X
´1

pX q :“ tX
´1

pBq : B P X u Ď A

gilt. Jede solche messbare Funktion wird (pX,X q-wertige) Zufallsvariable genannt und wir
bezeichnen mit MpA ,X q die Menge aller A -X -messbarer Funktionen.

§07.02 Schreibweise. Für X P MpA ,X q, B Ď X und x P X schreiben wir kurz

tX P Bu :“ X
´1

pBq “ tω P Ω : Xpωq P Bu und

tX “ xu :“ X
´1

ptxuq “ tω P Ω : Xpωq “ xu.

§07.03 Lemma. Es sei pX,X q ein messbarer Raum und X : Ω Ñ X eine Abbildung. Dann ist das
Teilmengensystem σpXq “ X

´1
pX q Ď 2Ω eine σ-Algebra auf Ω, die sogenannte von X erzeugte

σ-Algebra.

§07.04 Beweis von Lemma §07.03. Übungsaufgabe.

§07.05 Bemerkung. Nach Lemma §07.03 ist σpXq “ X
´1

pX q die kleinste σ-Algebra auf Ω, sodass die
Funktion X : Ω Ñ X eine Zufallsvariable ist, d.h. X P MpX

´1
pX q,X q.

§07.06 Lemma. Es seien X : Ω Ñ X eine Abbildung und E Ď 2X ein Teilmengensystem. Dann gilt
σpX

´1
pE qq “ X

´1
pσpE qq.

§07.07 Beweis von Lemma §07.06. In der Vorlesung.

§07.08 Lemma. Seien pΩ,A q und pX,X q zwei messbare Räume und E ein Erzeuger von X , d.h.
X “ σpE q. Jede Funktion X : Ω Ñ X mit X´1

pE q Ď A ist A -X -messbar, also eine pX,X q-
wertige Zufallsvariable, d.h. X P MpA ,X q.

§07.09 Beweis von Lemma §07.08. Übungsaufgabe.

§07.10 Korollar. Jede stetige Funktion g : S Ñ T zwischen metrischen Räumen S und T ist BS-BT-
messbar, kurz Borel-messbar.

§07.11 Beweis von Korollar §07.10. In der Vorlesung.

§07.12 Proposition. Seien pΩ,A q, pX,X q und pS,S q drei messbare Räume. Für jedes X P MpA ,X q

und h P MpX ,S q ist die Hintereinanderausführung h ˝ X : Ω Ñ S eine A -S -messbare
Abbildung, also Y “ hpXq P MpA ,S q eine pS,S q-wertige Zufallsvariable.
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pΩ,A q pX,X q

pS,S q

X

h
Y “ hpXq

§07.13 Beweis von Proposition §07.12. In der Vorlesung.

§08 Numerische und reelle Zufallsvariablen

§08.01 Definition. Eine Zufallsvariable X : pΩ,A q Ñ pX,X q heißt

numerisch, wenn pX,X q “ pR,Bq, kurz X P MpA q :“ MpA ,Bq;

positiv numerisch, wenn pX,X q “ pRě0,Bě0q, kurz X P Mě0
pA q :“ MpA ,Bě0q;

reell, wenn pX,X q “ pR,Bq, kurz X P MpA q :“ MpA ,Bq;

positiv reell, wenn pX,X q “ pRě0,Bě0q, kurz X P Mě0
pA q :“ MpA ,Bě0q;

Zufallsvektor, wenn pX,X q “ pR
n
,B

n
q.

Falls der Urbildraum pΩ,A q keine Rolle spielt, schreiben wir auch kurz
M :“ MpA q, Mě0 :“ Mě0

pA q, M :“ MpA q und Mě0 :“ Mě0
pA q.

§08.02 Bemerkung. Ist speziell X P M, so ist X in kanonischer Weise auch in M. Eine detaillierte
Diskussion findet man zum Beispiel in Klenke (2012), Abschnitt 1.4.

§08.03 Beispiel.

(a) Seien pΩ,A q ein messbarer Raum und 1A eine Indikatorfunktion mit A Ď Ω. Dann gilt
1A P MpA q, d.h. 1A ist eine reelle Zufallsvariable, genau dann, wenn A P A gilt.

(b) Sei pR
n
,B

n
,Pq ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsdichte f :

R
n

Ñ Rě0, dann ist f P Mě0
pB

n
q eine positive reelle Zufallsvariable.

§08.04 Lemma. Sei pΩ,A q ein messbarer Raum.

(i) Eine Funktion X : Ω Ñ R ist eine numerische Zufallsvariable, also X P MpA q, genau
dann, wenn für alle x P R gilt tX ď xu “ X

´1
pRďxq P A .

(ii) Eine Funktion X : Ω Ñ R
n ist ein Zufallsvektor, also X P MpA ,B

n
q, genau dann, wenn jede

Komponente des Vektors eine reelle Zufallsvariable ist.

§08.05 Beweis von Lemma §08.04. In der Vorlesung.

Die Familie numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen ist stabil für fast alle vorstellbaren Ope-
rationen.

§08.06 Lemma. Für numerische Zufallsvariablen X, Y P MpA q gilt:

(i) Für alle a P R gilt aX P MpA q (mit der Konvention 0 ˆ 8 “ 0);

(ii) X _ Y ,X ^ Y P MpA q und X
`

“ X _ 0, X
´

“ p´Xq
`, |X | “ X

`

` X
´

P Mě0
pA q;

(iii) tX ă Y u, tX ď Y u, tX “ Y u P A .

§08.07 Beweis von Lemma §08.06. Übungsaufgabe.
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§08.08 Lemma. Es seien Xi P MpA q, i P JnK, n P N, reelle Zufallsvariablen und es sei h P MpB
n
,B

m
q

Borel-messbar. Dann ist hppXiqiPJnKq P MpA ,B
m

q ein Zufallsvektor. Insbesondere gilt pXiqiPJnK P

MpA ,B
n
q und X1 ` X2, X1 ´ X2, X1X2 P MpA q sowie, falls überall wohldefiniert, X1{X2 P

MpA q.

§08.09 Beweis von Lemma §08.08. In der Vorlesung.

§08.10 Definition. Sei pXnqnPN
eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf pΩ,A q. Die

Folge pXnqnPN
heißt (punktweise) monoton wachsend, wenn Xnpωq ď Xn`1pωq (bzw. (punktweise)

monoton fallend, wenn Xn`1pωq ď Xnpωq) für alle ω P Ω und für alle n P N gilt. Für jedes ω P Ω
definiere

rlim inf
nÑ8

Xnspωq :“ sup
nPN

inf
mPNěn

Xmpωq :“ sup tinf tXmpωq : m P Něnu : n P Nu;

rlim sup
nÑ8

Xnspωq :“ inf
nPN

sup
mPNěn

Xmpωq :“ inf tsup tXmpωq : m P Něnu : n P Nu.

Dann heißen X‹ :“ lim inf
nÑ8

Xn und X‹ :“ lim sup
nÑ8

Xn Limes inferior bzw. Limes superior der

Folge pXnqnPN
. Die Folge pXnqnPN

heißt (punktweise) konvergent, wenn X‹ “ X‹ “: X gilt, d.h.
der punktweise Grenzwert existiert überall. In diesem Fall schreiben wir kurz lim

nÑ8
Xn :“ X .

§08.11 Bemerkung.

(a) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge pXnqnPN
von numerischen Zufallsvariablen

ist konvergent mit X :“ limnÑ8 Xn “ supnPN Xn (bzw. X :“ limnÑ8 Xn “ infnPN Xn). In
diesem Fall schreiben wir kurz Xn Ò X (bzw. Xn Ó X).

(b) Sei pAnqnPN
eine Folge von Teilmengen aus Ω. Für A‹ und A‹ wie in Definition §01.14 gilt

dann 1A‹
“ lim inf

nÑ8
1An

und 1A‹ “ lim sup
nÑ8

1An
.

§08.12 Lemma. Sei pXnqnPN
eine Folge in M. Dann gilt:

(i) supnPN Xn P M und infnPN Xn P M;

(ii) lim inf
nÑ8

Xn P M und lim sup
nÑ8

Xn P M;

(iii) lim
nÑ8

Xn P M, falls pXnqnPN
konvergent ist.

§08.13 Beweis von Lemma §08.12. Übungsaufgabe.

§09 Einfache Zufallsvariable

Eine reelle Zufallsvariable Y , die nur die Werte 0 oder 1 annimmt, wird Beispiel §04.08 (c)
entsprechend Bernoulli-Zufallsvariable genannt. Diese entspricht gerade der Indikatorfunktion
1A auf dem Ereignis A “ tY “ 1u, da Y “ 1tY “1u gilt.

§09.01 Lemma.

(i) Seien A,B Ď Ω, dann gilt: 1AXB “ 1A ^ 1B “ 1A1B, 1AYB “ 1A _ 1B “ 1A ` 1B ´ 1A1B
und 1A∆B “ |1A ´ 1B|. Insbesondere ist A Ď B genau dann, wenn 1A ď 1B.

(ii) Für X : Ω Ñ X und B Ď X gilt 1tXPBu “ 1
X

´1
pBq

“ 1B ˝ X “ 1BpX q.
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§09.02 Beweis von Lemma §09.01. Übung.

§09.03 Definition. Eine reelle Zufallsvariable X P MpA q auf pΩ,A q heißt

einfach oder elementar, wenn sie nur endlich viele reelle Werte annimmt.

Für XpΩq “ txi : i P JnKu Ď R mit n P N besitzt X eine Darstellung der Form X “
ř

iPJnK xi1Ai

mit Ai :“ X
´1

ptxiuq “ tX “ xiu P A , i P JnK. Wir bezeichnen mit Meinf

pA q und M
einf

ě0
pA q die

Menge aller einfachen bzw. positiven einfachen Zu fallsvariablen auf pΩ,A q.

Einfache Zufallsvariablen erlauben numerische (bzw. reelle) Zufallsvariablen zu approximieren.
Zur Erinnerung für a P R “ R Y t8u setzen wir tau :“ sup tz P Z : z ď au, d.h. für a P R ist
tau die nächstliegende nicht größere ganze Zahl.

§09.04 Lemma. Für jedes X P Mě0 ist pXnqnPN
mit Xn :“ p2´nt2nX uq ^ n für n P N eine Folge

einfacher Zufallsvariablen aus Mě0, derart dass gilt

(i) Xn Ò X;

(ii) Xn ď X ^ n, d.h. Xnpωq ď Xpωq ^ n für alle ω P Ω;

(iii) Für jedes c P Rě0 gilt limnÑ8 Xn “ X gleichmäßig auf tX ď cu,
d.h. limnÑ8 suptω:Xpωqďcu |Xpωq ´ Xnpωq| “ 0.

§09.05 Beweis von Lemma §09.04. In der Vorlesung.

§09.06 Beweistrategie.. Möchten wir zeigen, dass jede numerische Zufallsvariable Y eine bestimmte
Eigenschaft, sagen wir pRq, besitzt, so ist eine häufig angewendete Beweisstrategie:

(Schritt 1) Zeige, dass Bernoulli-Zufallsvariablen die Eigenschaft pRq erfüllen;

(Schritt 2) Zeige, dass einfache Zufallsvariablen die Eigenschaft pRq erfüllen;

(Schritt 3) Zeige, dass die Eigenschaft pRq für den Grenzwert einer monoton wachsenden Folge
von elementaren Zufallsvariablen gilt, sodass nach Lemma §09.04 auch positive numerische
Zufallsvariablen die Eigenschaft pRq besitzen;

(Schritt 4) Zeige die Eigenschaft pRq für Y mittels der Zerlegung Y “ Y `
´ Y ´.

Bevor wir uns das folgende Resultat anschauen, wollen wir an Proposition §07.12 erinnern.

§09.07 Proposition. Seien pΩ,A q, pX,X q zwei messbare Räume und X P MpA ,X q, Y : Ω Ñ R

zwei Abbildungen. Dann sind die folgenden zwei Aussagen äquivalent:

(A1) Y ist messbar bzgl. σpXq “ X
´1

pX q, kurz Y P MpσpX qq;

(A2) Es existiert eine messbare Funktion h : pX,X q Ñ pR,Bq, kurz h P MpX q, derart dass
Y “ hpX q gilt.

Falls Y reell oder beschränkt oder positiv ist, so erbt h diese Eigenschaft.

pΩ,A q pX,X q

pR,Bq

X

Y “ hpX q P MpσpX qq

h P MpX q

§09.08 Beweis von Proposition §09.07. In der Vorlesung.
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§10 Verteilung einer Zufallsvariablen

§10.01 Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (kurz: Verteilung) einer Zufallsvariable
X : pΩ,A ,Pq Ñ pX,X q bezeichnet die Abbildung P

X :“ P ˝ X
´1

: X Ñ r0, 1s, d.h.

für alle B P X gilt: PX
pBq :“ P ˝ X

´1
pBq “ PpX

´1
pBqq “ Pptω P Ω : Xpωq P Buq.

§10.02 Schreibweise. PpX P Sq :“ PptX P Suq “ PpX
´1

pSqq, PpX “ xq :“ PptX “ xuq etc.

§10.03 Lemma. Die Verteilung PX einer pX,X q-wertigen Zufallsvariable X ist ein Wahrscheinlich-
keitsmaß auf pX,X q, also PX

P WpX q.

§10.04 Beweis von Lemma §10.03. Übungsaufgabe.

§10.05 Definition. Die Verteilung PX
P WpX q von X P MpA ,X q, kurz X „ P

X , wird auch Bildmaß

von P unter X genannt. Mit der Verteilungsfunktion F
X (Dichte fX , Zähldichte pX ) von X

werden wir stets die zu PX gehörigen Größen bezeichnen. X heißt diskret-verteilte Zufallsvaria-
ble, wenn PX ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß auf pX,X q ist. Eine reelle Zufallsvariable
(Zufallsvektor) X mit stetigem Bildmaß PX wird stetig-verteilt genannt.

§10.06 Schreibweise.

(a) FX
pxq “ P

X
pRďxq “ PpX P Rďxq “ PpX ď xq

(b) Bei Zufallsvariablen spielt der Urbildraum pΩ,A ,Pq häufig keine Rolle und wird daher
dann auch nicht angegeben.

(c) Ist die Verteilung einer reellen Zufallsvariable X zum Beispiel eine Normalverteilung N
pµ,σ2q

(vgl. Beispiel §04.08), so schreiben wir kurz X „ N
pµ,σ2q

.

§10.07 Definition. pX,X q-wertige Zufallsvariablen tXi : i P Iu heißen identisch verteilt (kurz i.v.),
wenn für alle i P I, PXi “ P für ein Wahrscheinlichkeitsmaß P P WpX q gilt.

§10.08 Dichtetransformationssatz. Sei X ein stetig-verteilter n-dimensionaler Zufallsvektor mit ste-
tiger Dichte fX , sodass FX

pxq “
ş

Rďx1

¨ ¨ ¨
ş

Rďxn

fXpy1, . . . , ynqdyn ¨ ¨ ¨ dy1 für jedes x P R
n gilt. Sei

A Ď R
n eine offene (oder abgeschlossene) Menge mit PX

pR
n
zAq “ 0. Ferner sei B Ď R

n offen
oder abgeschlossen sowie h : A Ñ B bijektiv und stetig differenzierbar mit Ableitung h1. Dann
ist Y :“ hpX q auch stetig-verteilt mit die Dichte fY pyq “

fXph´1
pyqq

|detph1ph´1pyqqq|
für y P B und fY pyq “ 0

für y P R
n
zB.

§10.09 Beweis von Satz §10.08. In der Vorlesung Analysis 3.

§10.10 Korollar.

(i) Ist X eine reelle Zufallsvariable mit Dichte fX , so besitzt Y “ aX ` b für a P R‰0 und
b P R die Dichte fY pyq “ 1

|a|
fXpa´1py ´ bqq, y P R.

(ii) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte fX , so be-
sitzt Y “ AX ` b für reguläres A P R

nˆn und b P R
n die Dichte fY pyq “

fXpA´1py´bqq

|detA|
.

§10.11 Beweis von Korollar §10.10. Direktes Anwenden von Satz §10.08.

§10.12 Beispiel.
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(a) Ist Z „ N
p0,1q

, µ P R und σ P R‰0, so ist X “ µ ` σZ eine N
pµ,σ2q

-verteilte Zufallsvariable.
Ausgehend von X „ N

pµ,σ2q
erhalten wir die standardisierte Zufallsvariable

Z “ pX ´ µq{σ „ N
p0,1q

.

Für b P R und a P Răb gilt (vgl. Beispiel §04.08 (c)):

N
pµ,σ2q

ppa, bsq “ PpX P pa, bsq “ Pp
a´µ
σ

ă
X´µ
σ

ď
b´µ
σ

q

“ PpZ P p
a´µ
σ

, b´µ
σ

sq “ N
p0,1q

pp
a´µ
σ

, b´µ
σ

sq “ Φp
b´µ
σ

q ´ Φp
a´µ
σ

q

-0.5 0 a µ b 5

0.1

0.2

0.3

x

f N
p
1
,2

q

px
q

-4 pa´µq

σ
0 pb´µq

σ
4

0.1

0.2

0.3

x

f N
p
0
,1

q

px
q

(b) Für X „ N
p0,1q

ist Y “ X
2 eine χ2

1 -verteilte Zufallsvariable, wobei die χ2-Verteilung mit
einem Freiheitsgrad gegeben ist durch die Dichte f

χ2
1
pyq “ 1?

2π
y´1{2e´y{21Rą0

pyq, y P R.

(c) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler standard-normalverteilter Zufalls-
vektor wie in Beispiel §05.10, so ist Y “ µ ` AX mit µ P R

n und regulärem A P R
nˆn ein

n-dimensionaler zufälliger Spaltenvektor mit Dichte

f
Npµ,Σq

pyq “ p2πq
´n{2

pdetΣq
´1{2 expp´1

2
xΣ´1

py ´ µq, py ´ µqyq @y P R
n
,

wobei Σ “ AA
T eine symmetrische positive definite Matrix ist. Y heißt normalverteilt mit

Vektor µ P R
n und Matrix Σ P R

nˆn, kurz Y „ N
pµ,Σq

.

(d) Ein stetig-verteilter Zufallsvektor pX1, X2q wird bivariat normalverteilt mit Parametern µ1, µ2 P

R, σ1, σ2 P Rą0 und ρ P p´1, 1q, genannt, wenn für alle x, y P R die gemeinsame Dichte
durch

fpX1,X2q
px, yq “ 1

2πσ1σ2
?

1´ρ2
expp´

px´µ1q2

2p1´ρ2qσ2
1

q expp
2ρpx´µ1qpy´µ2q

2p1´ρ2qσ1σ2
q expp´

py´µ2q2

2p1´ρ2qσ2
2

q

gegeben ist. Setzen wir
„

X1

X2

ȷ

, µ “

„

µ1

µ2

ȷ

und Σ “

„

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

ȷ

, so entspricht dies gerade dem

Fall n “ 2 aus (c). Die nächsten Graphiken stellen die Dichte für verschiedene Werte der
Parameter dar.

Für µ1 “ 0 “ µ2, σ1 “ 1, σ2 “ 4 und ρ “ 0:
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Für µ1 “ 0 “ µ2, σ1 “ 1, σ2 “ 2 und ρ “ 0:

Für µ1 “ 0 “ µ2, σ1 “ 1, σ2 “ 2 und ρ “ 0, 3:

Für µ1 “ 0 “ µ2, σ1 “ 1, σ2 “ 2 und ρ “ 0, 6:

Für µ1 “ 0 “ µ2, σ1 “ 1, σ2 “ 2 und ρ “ 0, 9:
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§11 Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen

Im Folgenden seien pΩ,A ,Pq ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine beliebige nicht-leere Index-
menge, ppXi,Xi qqiPI eine Familie messbarer Räume und für jedes i P I, Xi P MpA ,Xi q eine
pXi,Xi q-wertige Zufallsvariable.

§11.01 Definition. Für eine Familie pAi qiPI von Teil-σ-Algebren aus A bezeichnet
ľ

iPI
Ai :“

č

iPI
Ai

die größte σ-Algebra, die in allen Ai , i P I, enthalten ist, und
ł

iPI
Ai :“ σp

ď

iPI
Ai q

die kleinste σ-Algebra, die alle Ai , i P I enthält.

§11.02 Erinnerung. Die Menge

XI :“ iPI Xi :“ tpxiqiPI : p@i P I : xi P Xiqu

“ tpx : I Ñ YiPIXiq : p@i P I : xpiq P Xiqu

heißt Produktraum oder kartesisches Produkt der Familie pXiqiPI, wobei wir die Familie pxiqiPI
und die Abbildung x : i ÞÑ xi identifizieren. Sind alle Xi gleich, etwa Xi “ X, dann schreiben

wir X
I
:“ XI, im Fall n :“ |I| P N, auch nur kurz X

n
:“ X

I .

§11.03 Definition. Für J P 2I‰H wird die Abbildung

ΠJ : XI Q x “ pxiqiPI ÞÑ ΠJpxq :“ pxjqjPJ P XJ

kanonische Projektion genannt. Für jedes j P I bezeichne

Πj :“ Πtju : XI Q x “ pxiqiPI ÞÑ Πjpxq :“ xj P Xj

die Koordinantenabbildung. Die Produkt-σ-Algebra XI :“
Â

iPI Xi auf dem Produktraum XI

ist die kleinste σ-Algebra, sodass für jedes i P I die Koordinantenabbildung Πi P MpXI,Xi q

XI-Xi -messbar ist, d.h.

XI “
â

iPI
Xi :“

ł

iPI
σpΠiq “

ł

iPI
Π´1

i pXi q.

Sind alle pXi,Xi q gleich, etwa pXi,Xi q “ pX,X q, dann schreiben wir X
I
:“ XI, im Fall

n :“ |I| P N, auch nur kurz X
n

:“ X
I . Ist für jedes i P I weiterhin Pi P WpXi q ein

Wahrscheinlichkeitsmaß auf pXi,Xi q, dann heißt ein Wahrscheinlichkeitsmaß PI :“
Â

iPI Pi

auf
Â

iPI Xi Produktmaß, wenn für alle endlichen J P 2I‰H und für alle Bj P Xj für j P J gilt:

PIp
č

jPJ
Π´1

j pBjqq “
ź

jPJ
PjpBjq.

Sind alle pXi,Xi ,Pi q gleich, etwa pXi,Xi ,Pi q “ pX,X ,Pq, dann schreiben wir kurz PI :“ PI

und im Fall n :“ |I| P N auch P
n :“ P

I .
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§11.04 Lemma. Die Abbildung XI :“ pXiqiPI : Ω Ñ XI ist A -XI-messbar, also XI P MpA ,XIq eine
pXI,XIq-wertige Zufallsvariable.

§11.05 Beweis von Lemma §11.04. In der Vorlesung.

§11.06 Bemerkung. Sei I abzählbar, für jedes i P I sei Xi ein separabler und vollständiger
metrischer Raum (polnisch) versehen mit der Borel-σ-Algebra Bi :“ BXi

und sei BXI
die Borel-

σ-Algebra bzgl. der Produkttopologie auf XI “ iPI Xi. Dann gilt BXI
“ BI “

Â

iPI Bi, also
insbesondere B

R
n “ B

n (vgl. Klenke (2012) Satz 14.8).

§11.07 Satz. Sei I eine beliebige nicht-leerer Indexmenge. Für jedes i P I sei Xi ein separabler und
vollständiger metrischer Raum (polnisch) versehen mit der Borel-σ-Algebra Bi :“ BXi

und
Pi P WpXi q ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaß. Dann existiert stets ein eindeutig bestimm-
tes Produktmaß PI “

Â

iPI Pi P WpBIq auf dem Produktraum XI versehen mit der Produkt-σ-
Algebra BI “

Â

iPI Bi.

§11.08 Beweis von Satz §11.07. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie I.

§11.09 Definition. Das Bildmaß P
XI :“ P ˝ X

´1

I unter XI :“ pXiqiPI auf pXI,XIq heißt gemeinsame
Verteilung der Familie pXiqiPI. Für jedes i P I wird das Bildmaß

P
Xi :“ P ˝ X

´1

i “ P ˝ pΠi ˝ XIq
´1

“ P
XI

˝ Π´1
i

Randverteilung (marginale Verteilung) von Xi bzgl. PXI genannt.

§11.10 Satz. Sei I “ JnK und X :“ pXiqiPJnK.

(i) Sind alle Xi P MpA q numerische Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion

F
X

pxq “ PpX ď xq “ PpX1 ď x1, . . . , Xn ď xnq @x “ pxiqiPJnK P R
n

,

dann ist für jedes Xi die Randverteilungsfunktion

F
Xi

pxiq “ F
X

p8, . . . ,8, xi,8, . . . ,8q @xi P R.

(ii) Ist X P MpA , 2XJnKq eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit gemeinsamer Zähldichte pX :

iPJnK Xi Ñ r0, 1s, dann ist jedes Xi P MpA , 2Xiq diskret-verteilt mit Randzähldichte

pXipxiq “
ÿ

x1PX1

¨ ¨ ¨
ÿ

xi´1PXi´1

ÿ

xi`1PXi`1

¨ ¨ ¨
ÿ

xnPXn

pX
px1, . . . , xnq @xi P Xi.

(iii) Ist X P M
n

pA q ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte fX : R
n

Ñ Rě0,
dann ist jedes Xi stetig-verteilt mit Randdichte

fXipxiq “

ż

R

¨ ¨ ¨

ż

R

fXpx1, . . . , xnqdxn ¨ ¨ ¨ dxi`1dxi´1 ¨ ¨ ¨ dx1 @xi P R.

§11.11 Beweis von Satz §11.10. In der Vorlesung.
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§11.12 Beispiel.

(a) Betrachten wir den Wurf von zwei fairen Würfeln (mit Laplaceverteilung). Dann sei X der
Absolutbetrag der Differenz der Augenzahlen und Y die Summe der Augenzahlen. Dann ist
Z “ pX,Y q diskret-verteilt mit gemeinsamer Zähldichte und Randzähldichten:

y

pZpx, yq 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 pXpxq

x

0 1
36

0 1
36

0 1
36

0 1
36

0 1
36

0 1
36

6
36

1 0 2
36

0 2
36

0 2
36

0 2
36

0 2
36

0 10
36

2 0 0 2
36

0 2
36

0 2
36

0 2
36

0 0 8
36

3 0 0 0 2
36

0 2
36

0 2
36

0 0 0 6
36

4 0 0 0 0 2
36

0 2
36

0 0 0 0 4
36

5 0 0 0 0 0 2
36

0 0 0 0 0 2
36

pY pyq 1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

1

sowie gemeinsamer Verteilungsfunktion und Randverteilungsfunktionen:
y

F
Z

px, yq p´8, 2q r2, 3q r3, 4q r4, 5q r5, 6q r6, 7q r7, 8q r8, 9q r9, 10qr10, 11qr11, 12qr12,8q F
X

pxq

x

p´8, 0q 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r0, 1q 0 1
36

1
36

2
36

2
36

3
36

3
36

4
36

4
36

5
36

5
36

6
36

6
36

r1, 2q 0 1
36

3
36

4
36

6
36

7
36

9
36

10
36

12
36

13
36

15
36

16
36

16
36

r2, 3q 0 1
36

3
36

6
36

8
36

11
36

13
36

16
36

18
36

21
36

23
36

24
36

24
36

r3, 4q 0 1
36

3
36

6
36

10
36

13
36

17
36

20
36

24
36

27
36

29
36

30
36

30
36

r4, 5q 0 1
36

3
36

6
36

10
36

15
36

19
36

24
36

28
36

31
36

33
36

34
36

34
36

r5,8q 0 1
36

3
36

6
36

10
36

15
36

21
36

26
36

30
36

33
36

35
36

36
36

36
36

F
Y

pyq 0 1
36

3
36

6
36

10
36

15
36

21
36

26
36

30
36

33
36

35
36

36
36

(b) Ist pX,Y q bivariat normalverteilt (vgl. Beispiel §10.12 (c)) mit Parametern µX, µY P R,
σX, σY P Rą0 und ρ P p´1, 1q dann sind die Randverteilungen X „ N

pµX ,σ
2
Xq

und Y „ N
pµY ,σ

2
Y q

.
Die nächsten Graphiken stellen die gemeinsamen sowie die marginalen Dichten für ver-
schiedene Werte der Parameter dar.
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(c) Für µ P R und σ P Rą0 besitzt das Produktmaß Nn

pµ,σ2q
P WpB

n
q auf pR

n
,B

n
q die Dichte

ź

iPJnK

f
N

pµ,σ2q

pxiq “ p2πσ2
q

´n{2
expp´ 1

2σ2

ÿ

iPJnK

pxi ´ µq
2
q, x P R

n
.

Andererseits, seien 1n :“ p1q
iPJnK P R

n der Einsvektor und Inˆn P R
nˆn die Einheitsmatrix,

sodass µ1n “ pµq
iPJnK P R

n und σ2Inˆn “ Diagrσ2s die Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen
pσ2q

iPJnK ist. Die Normalverteilung N
pµ1n,σ

2Inˆnq
P WpB

n
q auf pR

n
,B

n
q besitzt dann die Dichte

(vgl. Beispiel §10.12 (c))

f
N

pµ1n,σ
2Inˆnq

pxq “ p2πσ2
q

´n{2 expp´ 1
2σ2

ÿ

iPJnK

pxi ´ µq
2
q, x P R

n
,

sodass N
pµ1n,σ

2Inˆnq
“ Nn

pµ,σ2q
, da sie dieselbe Dichte besitzen.

§12 Statistische Inferenz

§12.01 Definition. Sei pX,X ,PΘq ein statistisches Experiment. Ist X eine pX,X q-wertige Zufallsva-
riable, so schreiben wir abkürzend X ⃝„ PΘ , wenn X „ Pθ für ein θ P Θ gilt. In diesem Fall
heißt das statistische Experiment pX,X ,PΘq adäquat für die Zufallsvariable X . Ist pS,S q ein
messbarer Raum, so wird jede pS,S q-wertige Zufallsvariable S P MpX ,S q auf pX,X q, also
X -S -messbare Funktion S : X Ñ S, Beobachtung oder Statistik genannt. Wir bezeichnen mit
P

S
Θ :“ pP

S
θ q

θPΘ
die durch S auf pS,S q induzierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen und mit

pS,S ,PS
Θ q das induzierte statistische Modell. Eine Abbildung γ : Θ Ñ Γ heißt abgeleiteter

oder interessierender Parameter und für jedes θ P Θ wird γpθq abgeleiteter oder interessieren-
der Parameterwert genannt. Ein abgeleiteter Parameter γ : Θ Ñ Γ heißt identifizierbar, wenn
für beliebige θ1, θ2 P Θ aus γpθ1q ‰ γpθ2q folgt Pθ1 ‰ Pθ2.

§12.02 Bemerkung. Häufig benutzen wir das Symbol γ sowohl für den abgeleiteten Parameter, also
die Abbildung Θ Ñ Γ, als auch für die Elemente von Γ, also die Parameterwerte.

§12.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Wir betrachten wie in Beispiel §11.12 (c) eine Familie von
Normalverteilungen pNn

pµ,σ2q
q

pµ,σqPRˆRą0

auf pR
n
,B

n
q. Wir sagen ein Rn-wertiger Spaltenvektor X

ist normalverteilt mit unbekannten Parametern µ und σ , wenn X ⃝„ pNn

pµ,σ2q
q

pµ,σqPRˆRą0

. In dieser
Situation sind typischerweise R ˆ Rą0 Q pµ, σq ÞÑ µ P R mit oder R ˆ Rą0 Q pµ, σq ÞÑ σ P

Rą0 interessierende Parameter. Andererseits sagen wir, X ist normalverteilt mit unbekanntem
Parameter µ und bekanntem Parameter σ , wenn X ⃝„ pNn

pµ,σ2q
q
µPR

, oder auch normalverteilt mit
unbekanntem Parameter σ und bekanntem Parameter µ, wenn X ⃝„ pNn

pµ,σ2q
q
σPRą0

. In jedem dieser
Fälle ist das arithmetische Mittel Xn :“ 1

n

ř

iPJnK Xi eine reelle Statistik, und für X „ Nn

pµ,σ2q

bezeichnen wir mit PXn

µ,σ die von Xn auf pR,Bq induzierte Verteilung.

Im Folgenden seien stets pX,X ,PΘq ein statistisches Experiment, pΓ,G q ein messbarer Raum
und γ : Θ Ñ Γ ein identifizierbarer interessierender Parameter.

§12|01 Hypothesentest

§12.04 Definition. Sei tΓ0,Γ1
u eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte Γ, also

Γ0 Ţ

Γ1
“ Γ. Für X⃝„ PΘ sagen wir, die Nullhypothese H0 : Γ0 ist erfüllt, wenn das stati-

stische Experiment pX,X ,Pγ´1pΓ
0
q
q für X adäquat ist, das heißt, für ein θ P Θ mit γpθq P Γ0

gilt X „ Pθ , andernfalls ist die Alternative H1 : Γ1 erfüllt. Ein Test wie in Definition §06.06
für das Testproblem der Nullhypothese H0 : Γ0 gegen die Alternative H1 : Γ1 ist somit eine
pt0, 1u, 2t0,1uq-wertige Zufallsvariable (Statistik). Im Fall Γ “ pa, bq Ď R mit
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(a) Γ0
γ0

“ pa, γ0s und Γ1
γ0

“ pγ0, bq (bzw. Γ0
γ0

“ rγ0, bq und Γ1
γ0

“ pa, γ0q) für ein γ0 P Γ wird
das Testproblem einseitig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese
H0 : γ ď γ0 gegen Alternative H1 : γ ą γ0 (bzw. H0 : γ ě γ0 gegen H1 : γ ă γ0).

(b) Γ0
γ0

“ tγ0u und Γ1
γ0

“ pa, γ0q Y pγ0, bq für ein γ0 P Γ wird das Testproblem zweiseitig genannt
und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese H0 : γ “ γ0 gegen Alternative
H1 : γ ‰ γ0.

§12.05 Sprechweise. Wir folgen der Konvention, dass A “ tφ “ 1u “ φ´1pt1uq der Ablehnbereich
eines Tests φ ist, also φ “ 1A ist und die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn φ den Wert
eins annimmt. Die Messbarkeit eines Tests garantiert dabei die Messbarkeit des assoziierten
Ablehnbereiches.

§12.06 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.03 fortgesetzt). Sei X ⃝„ pNn

pµ,σ2q
q
µPR

, also ein normalverteil-
ter Rn-wertiger Spaltenvektor mit unbekanntem Parameter µ und bekanntem Parameter σ . Für
µ0 P R betrachten wir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H0 : µ ď µ0 gegen die
Alternative H1 : µ ą µ0.

§12.07 Erinnerung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test φ “ 1A eindeutig festgelegt.
Offensichtlich können in dieser Situation nur zwei Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhy-
pothese H0 : Γ0 wird abgelehnt, also der Ablehnbereich A tritt ein, obwohl das statistisches
Experiment pX,X ,Pγ´1pΓ

0
q
q adäquat ist, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternative

H1 : Γ
1 abgelehnt, also der Annahmebereich A

c tritt ein, obwohl pX,X ,Pγ´1pΓ
1
q
q adäquat ist.

§12.08 Definition. Sei tΓ0,Γ1
u eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte Γ, und

φ “ 1A ein Test der Nullhypothese H0 : Γ
0 gegen die Alternative H1 : Γ

0. Dann bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit Pφ
θ pt1uq “ Pθpφ “ 1q “ PθpAq die Nullhypothese abzuleh-

nen, sich also für die Alternative zu entscheiden, obwohl Pθ mit γpθq P Γ0 vorliegt, also die
Nullhypothese adäquat ist;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit Pφ
θ pt0uq “ Pθpφ “ 0q “ PθpA

c
q die Nullhypothese nicht

abzulehnen, sich also für Nullhypothese zu entscheiden, obwohl Pθ mit γpθq P Γ1 vorliegt,
also die Alternative adäquat ist.

Ein Test φ hält das (Signifikanz-) Niveau α P r0, 1s ein, wenn für jedes θ P γ´1pΓ0
q der Fehler 1.

Art Pθpφ “ 1q ď α erfüllt. In diesem Fall wird φ kurz α-Test genannt. Ein Test φ heißt gleich-
mäßig bester Test zum Niveau α P r0, 1s, falls er das Niveau α P r0, 1s einhält und für jedes
θ P γ´1pΓ1

q der Fehler 2. Art Pθprφ “ 0q eines jeden anderen α-Tests rφ nicht kleiner ist, dass heißt,
Pθpφ “ 0q ď Pθprφ “ 0q gilt.

§12.09 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.19 fortgesetzt). Betrachte für beliebige p
0

P p0, 1q und n P

N erneut das einseitigen Testproblem der Nullhypothese H0 : p ď p
0

gegen die Alternative
H1 : p ą p

0
im Binomialverteilungsmodell

`

J0, nK, 2J0,nK, pBinpn,pqqpPp0,1q

˘

, so ist Jx˚, nK mit x˚ P

J0, nK der Ablehnbereich eines Neyman-Pearson Tests φ‹

x˚
“ 1Jx˚,nK, der für das Testproblem der

einfachen Nullhypothese H0 : p “ p
0

gegen die zusammengesetzte Alternative H1 : p ą p
0

ein
gleichmäßig bester Test zum Niveau α “ Binpn,p

0
q
pJx˚, nKq ist (vgl. Ausblick §06.20). Wir zeigen

in der Vorlesung Statistik I, dass für alle p ă p
0

auch gilt Binpn,pq
pJx˚, nKq ď α. Somit ist ein

Neyman-Pearson-Test φ‹

x˚
“ 1Jx˚,nK mit Ablehnbereich Jx˚, nK auch ein gleichmäßig bester Test

zum Niveau α “ Binpn,p
0
q
pJx˚, nKq des einseitigen Testproblems. Im Beispiel I im Prolog §1 kann

also der firmeneigene Verbraucherservice die Nullhypothese, der Anteil der Konsumentinnen
beträgt höchstens 50%, gegen die Alternative, der Anteil der Konsumentinnen beträgt mehr als
50%, zum Niveau α “ 0.01 ablehnen.
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§12.10 Definition. Sei
`

R
n
,B

n
, pP0 ,P1q

˘

ein (binäres) stetiges statistisches Experiment mit entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsdichten f

0
und f

1
. Jeder Test φ‹

k
“ 1Ak

mit Ablehnbereich der Form

Ak :“ tx P R
n
: f

1
pxq ą kf

0
pxqu “ tf

1
ą kf

0
u

für einen kritischen Wert k P Rě0 heißt Neyman-Pearson-Test.

§12.11 Bemerkung. Da f
0
, f

1
P MpB

n
q zwei reelle Zufallsvariablen sind, gilt Ak “ tf

1
ą kf

0
u P B

n

nach Lemma §08.06 (iii) und Ak ist somit ein Ablehnbereich eines Tests. Mit anderen Worten ein
Neyman-Pearson-Test ist in der Tat ein Test.

§12.12 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.06 fortgesetzt). Für σ P Rą0, µ0 P R und µ1 P Rąµ0
betrachte

im binären stetigen statistischen Experiment
`

R
n
,B

n
, pNn

pµ,σ2q
q
µPtµ0,µ1u

˘

zunächst das Testproblem
der einfachen Nullhypothese H0 : tNn

pµ0,σ
2q
u gegen die einfache Alternative H1 : tNn

pµ1,σ
2q
u. Setzen

wir xn :“ 1
n

ř

iPJnK xi für x P R
n, so ist ein Neyman-Pearson-Test φ‹

k
“ 1Ak

für einen kritischem
Wert k P Rě0 gegeben durch den Ablehnbereich

Ak “ tx P R
n
: f

N
n

pµ1,σ
2q

pxq ą kf
N

n

pµ0,σ
2q

pxqu

“ tx P R
n
: exp

`

1
2σ2

ř

iPJnK pxi ´ µ0q
2

´ 1
2σ2

ř

iPJnK pxi ´ µ1q
2
˘

ą ku

“ tx P R
n
: exp

`npµ1´µ0q

σ2 xn `
npµ2

0 ´µ2
1 q

2σ2

˘

ą ku.

Für µ1 P Rąµ0
ist die Funktion Lµ1,µ0

pxnq :“ exp
`npµ1´µ0q

σ2 xn `
npµ2

0 ´µ2
1 q

2σ2

˘

, xn P R, streng monoton
wachsend in xn . Damit gibt es zu jedem kritischen Wert k P Rě0 einen Wert c‹ P R derart, dass

Ak “ tx P R
n
: xn ą c‹u “ tXn ą c‹

u “ tXn P Rąc‹u

für die reelle Statistik Xn : R
n

Q x ÞÑ Xnpxq :“ xn P R gilt. Wir halten fest, dass in ei-
nem Normalverteilungsmodell ein Neyman-Pearson-Test φ‹

c‹
“ 1

tXnąc‹u
“ 1R

ąc‹

pXnq durch einen
Ablehnbereich der Form tφ‹

c‹
“ 1u “ tXn ą c‹u “ tXn P Rąc‹u für ein c‹ P R gegeben ist.

Insbesondere, gilt also Nn

pµ0,σ
2q
pφ‹

c‹
“ 1q “ P

Xn

pµ0,σ
2q
ppc‹,8qq “ P

Xn

pµ0,σ
2q
pRąc‹q.

§12.13 Neyman-Pearson Lemma. Sei
`

R
n
,B

n
, pP0 ,P1q

˘

ein (binäres) stetiges statistisches Experiment.
Für das Testproblem der einfachen Nullhypothese H0 : tP0u gegen die einfache Alternative
H1 : tP1u ist jeder Neyman-Pearson-Test φ‹

k
“ 1Ak

mit kritischem Wert k P Rě0 und Ablehn-
bereich Ak P B

n wie in Definition §12.10 ein bester Test zum Niveau P0pAkq P r0, 1s.

§12.14 Beweis von Satz §12.13. Übungsaufgabe.

§12.15 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.12 fortgesetzt). Betrachten wir für σ P Rą0 (und n “ 1) im
stetigen statistischen Experiment X⃝„ pN

pµ,σ2q
q
µPR

mit beliebigem µ0 P R das einseitige Testpro-
blem der Nullhypothese H0 : µ ď µ0 gegen die Alternative H1 : µ ą µ0, so hängt der Ablehnbe-
reich tφ‹

c‹
“ 1u “ tX ě c‹u “ Rěc‹ mit c‹ P R eines Neyman-Pearson-Test φ‹

c‹
“ 1tXąc‹u “ 1R

ąc‹

nicht von der Alternative ab (vgl. Beispiel §12.12), da die Verteilungsfamilie pN
pµ,σ2q

q
µPR

einen
monotonen Likelihood-Quotienten besitzt. Damit ist der Neyman-Pearson-Test φ‹

c‹
für das Test-

problem der einfachen Nullhypothese H0 : µ “ µ0 gegen die zusammengesetzte Alternative
H1 : µ ą µ0 ein gleichmäßig bester Test zum Niveau

N
pµ0,σ

2q
pφ‹

c‹
“ 1q “ N

pµ0,σ
2q
pRąc‹q “ N

p0,1q
pp

c‹´µ0

σ
,8q

˘

“ 1 ´ Φp
c‹´µ0

σ
q “ Φp

´c‹`µ0

σ
q

(vgl. Beispiel §10.12 (a)). Dies erlaubt uns für jedes α P p0, 1q einen kritischen Wert cα P R

zu bestimmen, derart dass α “ Φp
´cα`µ0

σ
q gilt. In der Tat bezeichnet zα das α-Quantil einer
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Standardnormalverteilung (vgl. Beispiel §05.07 (c)), also α “ Φpzαq, so ist cα “ µ0 ´ σzα der
gesuchte kritische Wert. Weiterhin gilt N

pµ,σ2q
ppcα,8qq “ N

pµ,σ2q
pRącαq ă α für alle µ P Răµ0

(vgl.
Beispiel §05.07 (c)). Somit ist φ‹

cα
“ 1Rącα

“ 1tXąµ0´σzαu für jedes α P p0, 1q ein Neyman-Pearson-
Test mit Ablehnbereich Rącα “ tX ą µ0 ´ σzαu, der ein gleichmäßig bester Test zum Niveau α
des einseitigen Testproblems der Nullhypothese H0 : µ ď µ0 gegen die Alternative H1 : µ ą µ0

ist.

§12|02 Schätzfunktion

§12.16 Definition. Jede Statistik pγ : pX,X q Ñ pΓ,G q, also X -G -messbare Abbildung pγ P MpX ,G q,
heißt Schätzfunktion, kurz Schätzer, für den abgeleiteten Parameter γ . Für eine Stichprobe x P X

wird pγpxq der zugehörige Schätzwert genannt.

§12.17 Beispiel. In einer Tombola enthält eine Urne N P N Lose (nummeriert von 1 bis N ). Um die
Gewinnchance abzuschätzen, möchte die Spielerin die Anzahl der Lose schätzen, dazu kauft sie
sich ein Los. Wir nehmen an, dass die zufällige Losnummer X adäquat durch ein Laplacever-
teilungsmodell pN, 2N , pLapJNKqNPN

q mit zugehöriger Familie von Zähldichten pp
N
q
NPN

und dem
messbaren Parameterraum pN, 2Nq beschrieben wird. Eine plausible Schätzmethode für die Ge-
samtanzahl N , bei Vorliegen einer Stichprobe x P N als Schätzwert pNpxq denjenigen Parameter
N P N zu wählen, für den die Wahrscheinlichkeit p

N
pxq des Eintreten von x maximiert wird, d.h.

pNpxq P arg max
NPN

tp
N
pxqu :“ tN P N : p

N
pxq ě p

rN
pxq @ rN P Nu

“ arg max
NPN

t 1
N
1J1,NKpxqu “ txu.

Die Statistik pN : N Ñ N mit x ÞÑ pNpxq :“ x wird Maximum-Likelihood-Schätzer (MLS)
genannt.

§12.18 Erinnerung. Ist pX,X ,PΘq ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehöriger
Familie von Zähldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten p

Θ
:“ pp

θ
q
θPΘ

, so ist für jedes θ P Θ
die Funktion p

θ
: pX,X q Ñ pRě0,Bě0q messbar, sodass wir p

θ
im Folgenden als (positive) reelle

Statistik auffassen, also p
θ

P Mě0
pX q.

§12.19 Definition. Sei pX,X ,PΘq ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehöriger
Familie von Zähldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten pp

θ
q
θPΘ

. Für jedes θ P Θ betrachten wir
die reelle Statistik

Lpθq :“ Lpθ, ‚q : X Ñ Rě0 mit x ÞÑ rLpθqspxq :“ Lpθ, xq :“ p
θ
pxq,

also Lpθq P Mě0
pX q. Die (zufällige) Funktion

L : Θ Ñ Mě0
pX q mit θ ÞÑ Lpθq

wird Likelihood-Funktion genannt.

§12.20 Sprechweise. In der Maßtheorie werden dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen
eingeführt, die als Spezialfälle die in Definition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen Fa-
milien von Wahrscheinlichkeitsmaßen umfassen. Wir bezeichnen im Folgenden daher die in De-
finition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen statistischen Experimente kurz als dominierte
statistische Experimente mit Likelihood-Funktion L.
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§12.21 Definition. Seien pX,X ,PΘq ein dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion
L und pΘ,T q ein messbarer Raum. Eine Statistik pθ P MpX ,T q auf pX,X q mit Werten in
pΘ,T q wird Maximum-Likelihood-Schätzer (MLS) für θ genannt, wenn Lppθq “ supθPΘ Lpθq

gilt. Ist weiterhin γppθq P MpX ,G q eine Statistik auf pX,X q mit Werten in pΓ,G q, so wird γppθq

Maximum-Likelihood-Schätzer (MLS) für den abgeleiteten Parameter γ : Θ Ñ Γ genannt.

§12.22 Bemerkung. Lppθq “ supθPΘ Lpθq meint Lppθpxq, xq “ supθPΘ Lpθ, xq für alle x P X. Weiterhin
sind weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLS ohne Weiteres garantiert. Bei Mehrdeutigkeit
wird üblicherweise ein maximierender Parameter θ nach Belieben gewählt.

§12.23 Beispiel.

(a) Binomialverteilungsmodell,
`

J0, nK, 2J0,nK, pBinpn,pqqpPr0,1s

˘

mit Zähldichten pp
Binpn,pq

q
pPr0,1s

:

arg max
pPr0,1s

tp
Binpn,pq

pxqu “ arg max
pPr0,1s

t

ˆ

n

x

˙

px
p1 ´ pq

n´x
u “ t

x

n
u

Die Statistik pp : J0, nK Ñ r0, 1s mit x ÞÑ pppxq “ x
n

ist der MLS für p.

(b) Poissonverteilungsmodell,
`

Z
n

ě0, 2Z
n

ě0 , pPoi
n

λq
λPRą0

˘

mit Produktzähldichten ppn
Poiλ

q
λPRą0

:

arg max
λPRą0

tpn
Poiλ

pxqu “ arg max
λPRą0

t
λ

ř

iPJnK xi

ś

iPJnKpxi!q
e´nλ

u “ t 1
n

ÿ

iPJnK

xiu.

Die Statistik pλ : Z
n

ě0 Ñ Rě0 mit x ÞÑ pλpxq “ 1
n

ř

iPJnK xi “: xn ist der MLS für λ.

(c) Uniformverteilungsmodell,
`

R
n

ě0,B
n

ě0, pUn
r0,θsqθPRą0

˘

mit Produktdichten pfn
Ur0,θs

q
θPRą0

:

arg max
θPRą0

tfn
Ur0,θs

pxqu “ arg max
θPRą0

t 1
θn

ź

iPJnK

1r0,θs
pxiqu “ tmax

iPJnK
xiu.

Die Statistik pθ : R
n

ě0 Ñ Rě0 mit x ÞÑ pθpxq “ max txi : i P JnKu ist der MLS für θ.

(d) Exponentialverteilungsmodell,
`

R
n

ě0,B
n

ě0, pExpn
λq

λPRą0

˘

mit Produktdichten pfn
Expλ

q
λPRą0

:

arg max
λPRą0

tfn
Expλ

pxqu “ arg max
λPRą0

tλn expp´λ
ÿ

iPJnK

xiqu “ t
1

xn

u.

Die Statistik pλ : R
n

ě0 Ñ Rě0 mit x ÞÑ pλpxq “ pxnq
´1 ist der MLS für λ.

(e) Normalverteilungsmodell
`

R
n
,B

n
, pNn

pµ,σ2q
q
µPR

˘

, σ P Rą0, mit Produktdichten pfn
N

pµ,σ2q

q
µPR

:

arg max
µPR

tfn
N

pµ,σ2q

pxqu “ arg max
µPR

t 1
p2πσ2qn{2 exp

`

´1
2σ2

ÿ

iPJnK

pxi ´ µq
2
˘

u “ txnu.

Die Statistik pµ : R
n

Ñ R mit x ÞÑ pµpxq “ xn ist der MLS für µ.

§12.24 Bemerkung. Im Binomialverteilungsmodell X⃝„ pBinpn,pqqpPr0,1s
nimmt der MLS pp “ X{n für

p (vgl. Beispiel §12.23 (a)) nur Werte in pppJ0, nKq “ t i
n
: i P J0, nKu an. Für jeden Parameter

p P r0, 1szpppJ0, nKq gilt somit Binpn,pq

`

pp “ p
˘

“ 0. Analog, für σ P Rą0 und n “ 1 im Normal-
verteilungsmodell X⃝„ pN

pµ,σ2q
q
µPR

ist pµ “ X der MLS für µ (vgl. Beispiel §12.23 (e)), sodass
für jeden Parameterwert µ P R gilt N

pµ,σ2q
ppµ “ µq “ N

pµ,σ2q
ptµuq “ 0. Im Allgemeinen können wir
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nicht davon ausgehen, dass der Schätzwert des MLS gleich dem wahren Wert ist. Andererseits
im Normalverteilungsmodell, gilt

tµ P rpµ ´ c, pµ ` csu “ tx P R : µ P rpµpxq ´ c, pµpxq ` csu “ tpµ P rµ ´ c, µ ` csu

für jedes c P Rą0, sodass

N
pµ,σ2q

pµ P rpµ ´ c, pµ ` csq “ N
pµ,σ2q

ppµ P rµ ´ c, µ ` csq “ N
pµ,σ2q

prµ ´ c, µ ` csq P Rą0.

Für eine Stichprobe x ist es somit sinnvoller einen Bereich rpµpxq ´ c, pµpxq ` cs anzugeben als
nur den Schätzwert pµpxq.

§12|03 Konfidenzbereich

§12.25 Definition. Eine Abbildung B : X Ñ 2Γ heißt Bereichsschätzfunktion (BSF) für Γ, wenn
tγ P Bu :“ tx P X : γ P Bpxqu P X für alle Parameterwerte γ P Γ gilt. Für jedes γ P Γ

und θ P Θ wird Pθ pγ P Bq Überdeckungswahrscheinlichkeit von γ genannt.

§12.26 Bemerkung. Für jedes γ P Γ sei tΓr
γ ,Γ

f
γ u eine Partition der Menge der interessierenden Parame-

terwerte Γ, also Γr
γ

Ţ

Γf
γ “ Γ. Für jedes θ P Θ fassen wir Γr

γpθq und Γf
γpθq als Menge der „richtigen“

bzw. der „falschen“ abgeleiteten Parameterwerte auf. Wir suchen eine BSF B, die für alle θ P Θ
eine möglichst große Überdeckungswahrscheinlichkeit Pθprγ P Bq für jeden richtigen Parameter-
wert rγ P Γr

γpθq besitzt, und gleichzeitig aber eine möglichst präzise Überdeckung besitzt, das heißt,
für jeden falschen Parameterwert rγ P Γf

γpθq soll die Überdeckungswahrscheinlichkeit Pθprγ P Bq

möglichst klein ist. Wie im Fall des Hypothesentest ist aber ein gleichzeitiges Maximieren und
Minimieren dieser Überdeckungswahrscheinlichkeit im Allgemeinen nicht möglich.

§12.27 Beispiel. Im Fall Γ Ď R sind insbesondere von Interesse

(a) Γr
γ “ tγu und Γf

γ “ tγuc “ Γ‰γ “ Γztγu;

(b) Γr
γ “ Γďγ “ Γ X p´8, γs und Γf

γ “ Γąγ “ Γc
ďγ “ Γ X p´8, γsc “ Γ X pγ,8q;

(c) Γr
γ “ Γěγ “ Γ X rγ,8q und Γf

γ “ Γăγ “ Γc
ěγ “ Γ X rγ,8qc “ Γ X p´8, γq.

§12.28 Definition. Sei ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ
eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Pa-

rameterwerte Γ. Für ein α P p0, 1q heißt eine Bereichsschätzfunktion B Konfidenzbereich zum
Niveau 1 ´ α für ptΓr

γ ,Γ
f
γ uq

γPΓ
, wenn Pθprγ P Bq ě 1 ´ α für alle rγ P Γr

γpθq und für alle θ P Θ

gilt. In diesem Fall wird B kurz (1-α)-Konfidenzbereich (für ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ
) genannt. Eine Be-

reichsschätzfunktion B˚ für Γ heißt gleichmäßig bester Konfidenzbereich zum Niveau 1 ´ α für
ptΓr

γ ,Γ
f
γ uq

γPΓ
, wenn sie ein (1-α)-Konfidenzbereich ist, und jeder andere (1-α)-Konfidenzbereich

B (für ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ
) keine kleinere Überdeckungswahrscheinlichkeit der falschen abgeleiteten

Parameterwerte besitzt, das heißt, für alle θ P Θ und rγ P Γf
γpθq gilt Pθprγ P B˚

q ď Pθprγ P Bq.

§12.29 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachte für σ P Rą0 das stetige statistische
Experiment X⃝„ pN

pθ,σ2q
q
θPR

, wobei die Menge der interessierenden Parameter Γ “ Θ “ R ist.
Für jedes c P Rą0 ist Bc : R Ñ 2R mit Bc

pxq :“ px ˘ cq “ px ´ c, x ` cq, kurz Bc “ pX ˘ cq,
eine BSF, da für jedes rθ P R gilt

trθ P Bcu “ tx P R : rθ P px ˘ cqu “ tx P R : x P prθ ˘ cqu “ prθ ˘ cq P B .

Für alle θ P R ist die Überdeckungswahrscheinlichkeit von rθ P R (vgl. Beispiel §10.12 (a))

N
pθ,σ2q

prθ P Bcq “ N
pθ,σ2q

pprθ ˘ cqq “ Φp
rθ´θ`c

σ
q ´ Φp

rθ´θ´c
σ

q.
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Interessieren wir uns nur für den wahren Parameter Γr
θ “ tθu und dementsprechend der Menge

der falschen Parameterwerte Γf
θ “ R‰θ . Dann ist Bc ein (1-α)-Konfidenzbereich für pttθu,R‰θuq

θPR
,

wenn für alle θ P R gilt

N
pθ,σ2q

pθ P Bcq “ Φp c
σ

q ´ Φp´c
σ

q ě 1 ´ α.

Wählen wir cα :“ σz1´α{2 und Bcα
“ pX ˘ σz1´α{2q mit 1-α{2-Quantil z1´α{2 der Standardnormal-

verteilung, das heißt 1 ´ α{2 “ Φpz1´α{2q “ 1 ´ Φp´z1´α{2q, so gilt

N
pθ,σ2q

pθ P Bcα
q “ Φpz1´α{2q ´ Φp´z1´α{2q “ 1 ´ α{2 ´ p1 ´ p1 ´ α{2qq “ 1 ´ α

für alle θ P R. Damit ist pX ˘ σz1´α{2q ein (1-α)-Konfidenzbereich für den wahren Parameter θ
und die falschen Parameter R‰θ , θ P R.

§12.30 Definition.

(a) Ist ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ
eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Parameterwerte

Γ, so definiert Γ0
γ :“ trγ P Γ : γ P Γr

rγ u und Γ1
γ :“ trγ P Γ : γ P Γf

rγ u für γ P Γ eine assoziierte
Familie ptΓ0

γ ,Γ
1
γ uq

γPΓ
von Partitionen der Parametermenge Γ, dabei fassen wir Γ0

γ als Null-
hypothese und Γ1

γ als Alternative eines Testproblems auf.

(b) Für eine Bereichsschätzfunktion B definiert pφ
γ

“ 1tγRBuqγPΓ
eine assoziierte Familie von

Tests mit Ablehnbereich tφ
γ

“ 1u “: Aγ , da definitionsgemäß Aγ “ tγ R Bu P X für
jeden abgeleiteten Parameterwert γ P Γ gilt.

(c) Für eine Familie pφ
γ

“ 1Aγ
q
γPΓ

von Tests mit Ablehnbereich Aγ “ tφγ “ 1u P F definiert
B : X Ñ 2Γ mit Bpxq :“ tγ P Γ : x R Aγu eine assoziierte Bereichsschätzfunktion, da in
der Tat tγ P Bu “ tx P X : γ P Bpxqu “ tx P X : x R Aγu “ A

c

γ P X für jeden abgeleiteten
Parameterwert γ P Γ gilt.

§12.31 Beispiel (Beispiel §12.27 fortgesetzt). Im Folgenden geben wir zu typischen Familien ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ

von Partitionen der Menge der interessierenden Parameterwerte Γ Ď R die assoziierte Familie
ptΓ0

γ ,Γ
1
γ uq

γPΓ
von Partitionen der interessierenden Parametermenge Γ Ď R an.

(a) Für Γr
γ “ tγu und Γf

γ “ Γ‰γ sind Γ0
γ “ tγu und Γ1

γ “ Γ‰γ ;

(b) Für Γr
γ “ Γďγ und Γf

γ “ Γąγ sind

Γ
0
γ “ trγ P Γ : γ P Γr

rγ u “ trγ P Γ : γ P Γďrγu “ Γěγ

und Γ1
γ “ Γăγ ;

(c) Für Γr
γ “ Γěγ und Γf

γ “ Γăγ sind Γ0
γ “ Γďγ und Γ1

γ “ Γąγ .

§12.32 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachten wir für σ P Rą0 im stetigen sta-
tistischen Experiment X⃝„ pN

pµ,σ2q
q
µPR

mit beliebigem µ0 P R das einseitige Testproblem der
Nullhypothese H0 : µ ď µ0, also Γ0

µ0
“ Rďµ0

, gegen die Alternative H1 : µ ą µ0, also
Γ1
µ0

“ Rąµ0
, so ist für jedes α P p0, 1q ein Neyman-Pearson-Test φ

µ0

“ 1tXěµ0´σzαu mit Ablehn-
bereich tφ

µ0

“ 1u “ tX ě µ0 ´ σzαu ein gleichmäßig bester Test zum Niveau α. Dann ist
B : R Ñ 2R mit

x ÞÑ Bpxq “ tµ0 P R : x P tφ
µ0

“ 0uu “ tµ0 P R : x ă µ0 ´ σzαu “ px ` σzα,8q “ Rąx`σzα

die zu der Familie pφ
µ0

q
µ0PR

assoziierte Bereichsschätzfunktion.
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§12.33 Satz. Seien ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ
eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interessierende

Parameterwerte und ptΓ0
γ ,Γ

1
γ uq

γPΓ
die assoziierte Familie von Partitionen in Nullhypothen und

Alternativen. Dann gilt für eine Familie pφ
γ
q
γPΓ

von Tests, dass genau dann φ
γ

ein (gleichmäßig
bester) α-Test der Nullhypothese H0 : Γ0

γ gegen die Alternative H1 : Γ1
γ für jedes γ P Γ ist,

wenn die assoziierte Bereichsschätzfunktion B für ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ
ein (gleichmäßig bester) (1-α)-

Konfidenzbereich ist.

§12.34 Beweis von Satz §12.33. In der Vorlesung.

§12.35 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.32 fortgesetzt). Sei X ⃝„ pN
pµ,σ2q

q
µPR

mit σ P Rą0. Dann ist
pX `σzα,8q der assoziierte Konfidenzbereich zu einer Familie gleichmäßig bester α-Tests (vgl.
Beispiel §12.32). Nach Satz §12.33 ist pX ` σzα,8q damit auch ein gleichmäßig bester 1-α-
Konfidenzbereich für die Mengen der richtigen Parameter Γr

µ0
“ Rěµ0

und der falschen Parameter
Γf
µ0

“ Răµ0
mit µ0 P R. Andererseits, ist pX ˘ σz1´α{2q ein (1-α)-Konfidenzbereich für die Menge

der richtigen Parameter Γr
µ0

“ tµ0u und der falschen Parameter Γf
µ0

“ R‰µ0
mit µ0 P R (vgl.

Beispiel §12.29). Nach Satz §12.33 ist damit der assoziierte Test φ
µ0

mit Ablehnbereich

tφ
µ0

“ 1u “ tµ0 R pX ˘ σz1´α{2q “ t|X ´ µ0| ě σz1´α{2u

ein α-Test für das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese H0 : µ “ µ0 gegen die Alternative
H1 : µ ‰ µ0.
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Kapitel 4

Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit

§13 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayes-Formel

Im Folgenden sei pΩ,A ,Pq ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin bezeichnen wir eine Parti-
tion P von Ω als (A -)messbar, wenn P Ď A gilt.

§13.01 Definition. Es seien A und B Ereignisse aus A mit PpBq P Rą0. Dann wird mit

PpA
ˇ

ˇBq :“
PpA X Bq

PpBq

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder unter) B bezeichnet.

§13.02 Satz. Sei B P A mit PpBq P Rą0 und I eine abzählbare Indexmenge. Dann gilt:

(i) rP : A Q A ÞÑ rPpAq :“ PpA
ˇ

ˇBq P r0, 1s ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf pΩ,A q und
die Einschränkung rP

ˇ

ˇ

B
: A

ˇ

ˇ

B
Q A ÞÑ rP

ˇ

ˇ

B
pAq :“ rPpAq P r0, 1s ein Wahrscheinlichkeitsmaß

auf der Einschränkung pB,A
ˇ

ˇ

B
q. Der Wahrscheinlichkeitsraum pB,A

ˇ

ˇ

B
, rP

ˇ

ˇ

B
q wird die Spur

oder Einschränkung von pΩ,A , rPq auf B genannt.

(ii) Es sei tBi : i P Iu eine messbare Partition von B mit PpBiq P Rą0 für alle i P I. Für alle
A P A gilt dann die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

PpA X Bq “
ÿ

iPI
PpA

ˇ

ˇBiqPpBiq.

(iii) Für jedes A P A mit PpAq P Rą0 und jede messbare Partition tBi : i P Iu von Ω mit
PpBiq P Rą0 für alle i P I gilt die Formel von Bayes:

PpBi

ˇ

ˇAq “
PpBiqPpA

ˇ

ˇBiq
ř

jPI PpA
ˇ

ˇBjqPpBjq
@i P I.

§13.03 Beweis von Satz §13.02. (i) Übungsaufgabe und (ii)-(iii) in der Vorlesung.

§13.04 Beispiel. Am Bahnhof Südkreuz in Berlin ist eine Videoüberwachung installiert. Zur Evaluation
der Gesichtserkennungssoftware haben sich 0, 1% der täglichen Passagiere registrieren lassen.
Der Hersteller der Gesichtserkennungssoftware gibt an, dass 99, 9% der registrierten Personen
als registriert erkannt werden, aber auch 0, 2% der nicht-registrierten Personen fälschlich als
registriert erkannt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufällig ausgewählter Passagier, der
als registriert erkannt wird, nicht auf der Liste der Registrierten ist, beträgt dann nach der Formel
von Bayes: 0,002‚0,999

0,001‚0,999`0,999‚0,002
“ 2{3, d.h. über 66%.

§13.05 Lemma. Für Ai P A , i P Jn ` 1K mit Pp
Ş

iPJnK Aiq P Rą0 gilt

Pp
č

iPJn`1K

Aiq “ PpA1qPpA2

ˇ

ˇA1qPpA3

ˇ

ˇA1 X A2q ¨ ¨ ¨PpAn`1

ˇ

ˇ

č

iPJnK

Aiq.
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§13.06 Beweis von Lemma §13.05. In der Vorlesung.

§13.07 Beispiel. Beim Ziehen aus einer Urne mit W weißen und S schwarzen Kugeln ohne Zurückle-
gen und mit Beachtung der Reihenfolge ergibt sich mit N “ W`S für das Ergebnis „SSW“, also
1. und 2. Kugel schwarz, 3. Kugel weiß, nach der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit S

N
‚ S´1
N´1

‚ W
N´2

.
Dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen die Versuchsausgänge „SWS“ und „WSS“ (man nennt die
Verteilung austauschbar).

§13.08 Beispiel. In einem Unternehmen werden von 825{560{325 männlichen Bewerbern in den Abtei-
lungen A{B{C jeweils 62%{63%{34% eingestellt, von 108{25{593 weiblichen Bewerberinnen
hingegen 82%{68%{37%. Obwohl die Einstellungsquote in jeder Abteilung für Frauen höher
war, ergibt sich nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit insgesamt eine Einstel-
lungsquote von ca. 57% für Männer und von ca. 45% für Frauen, weil letztere sich stärker für
Abteilung C mit schwieriger Einstellung beworben haben.

§14 Unabhängige Ereignisse

Im Folgenden seien pΩ,A ,Pq ein Wahrscheinlichkeitsraum und I eine beliebige nicht-leere
Indexmenge.

§14.01 Definition.

(a) Zwei Ereignisse A,B P A heißen (stochastisch) unabhängig (unterP), kurz AKKB , wenn
PpA X Bq “ PpAqPpBq gilt.

(b) Eine Familie pAiqiPI von Ereignissen aus A heißt (stochastisch) unabhängig (unter P), kurz
KKiPIAi , wenn für jede endliche Teilmenge J P 2I‰H gilt Pp

Ş

jPJ Ajq “
ś

jPJ PpAjq.

§14.02 Bemerkung.

(a) Für jedes A P A und jede P-Nullmenge B P A (bzw. P-Einsmenge) gilt AKKB . Im Fall
PpBq P Rą0 sind die Aussagen AKKB und PpA

ˇ

ˇBq “ PpAq äquivalent.

(b) Es gilt KKiPIAi genau dann, wenn KKjPJAj für jede endliche Teilmenge J P 2I‰H gilt.

(c) Für |I| P Ně3 ist eine Familie pAiqiPI unabhängig, so sind die Ereignisse paarweise unab-
hängig, d.h. PpAi X Ajq “ PpAiqPpAjq für alle i P I und j P Izi, aber die Umkehrung gilt
nicht.

§14.03 Beispiel. Beim Würfeln mit zwei Würfeln haben die Ereignisse „Ist die Augensumme 7?“ und
„Ist die erste Augenzahl 6?“ jeweils Wahrscheinlichkeit 1{6 unter einer Gleichverteilung. Der
Schnitt der beiden Ereignisse ist „Ist die erste Augenzahl 6 und die zweite Augenzahl 1?“ und hat
die Wahrscheinlichkeit 1{36, so dass die beiden Ereignisse (unter Gleichverteilung) unabhängig
sind.

§14.04 Lemma. Seien pAiqiPI unabhängige Ereignisse aus A . Für A‹

i P σptAiuq “ tH, Ai, A
c
i ,Ωu, i P I,

ist die Familie pA‹

i qiPI von Ereignissen aus A unabhängig.

§14.05 Beweis von Lemma §14.04. In der Vorlesung.

§14.06 Satz von Borel-Cantelli. Für eine Folge pAnqnPN
von Ereignissen aus A gilt:

(i) Aus
ř

nPN PpAnq P Rě0 folgt Pplim supnÑ8 Anq “ 0;

(ii) Gilt zusätzlich KKnPNAn, so folgt aus
ř

nPN PpAnq “ 8 auch Pplim supnÑ8 Anq “ 1.
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§14.07 Beweis von Satz §14.06. In der Vorlesung.

§14.08 Beispiel.

(a) Ist A ein Ereignis mit PpAq P p0, 1q, so gilt
ř

nPN PpAnq “ 8 für An :“ A, jedoch
Pplim supnÑ8 Anq “ PpAq ă 1. Damit kann also auf die Unabhängigkeit in Teil (ii) von
Satz §14.06 nicht verzichtet werden.

(b) Im unendlichen Münzwurfexperiment bezeichne AM
n :“ tω P Ω : ωn “ ¨ ¨ ¨ “ ωn`M´1 “ 1u

das Ereignis eines M -runs von Einsen („Kopf“) ab Wurf n. Dann ist die Familie pAM
kMq

kPN

unabhängig (auf dem entsprechenden Münzwurfmodell in den Übungen) mitPpAM
kMq “ 2´M .

Aus Teil (ii) von Satz §14.06 folgt daher Pplim supkÑ8 AM
kMq “ 1 für jedes M P N. Dies im-

pliziertPplim supnÑ8 AM
n q “ 1. Es gilt sogarPp

Ş

MPN lim supnÑ8 AM
n q “ 1, da der abzählbare

Schnitt von Einsmengen wieder eine Einsmenge ist.

§15 Unabhängige σ-Algebren

Im Folgenden sei I eine beliebige nicht-leere Indexmenge und für jedes i P I sei Ai Ď A eine
σ-Algebra. Die Definition der Unabhängigkeit der Familie pAi qiPI von Teil-σ-Algebren von A
ist ein Spezialfall der folgenden Definition.

§15.01 Definition. Eine Familie pEi qiPI von Teilmengensystemen aus A , d.h. Ei Ď A für alle i P I,
heißt (stochastisch) unabhängig (unter P), kurz KKiPIEi , wenn KKiPIAi für alle Ai P Ei und i P I
gilt.

§15.02 Erinnerung. Nach Lemma §14.04 folgt aus KKiPIAi dass KKiPIσptAiuq ist. Da tAiu ein π-System,
also ein X-stabiles Teilmengensystem, aus A ist, ist dies ein Spezialfall der nächsten Aussage,
welches wir mit Hilfe des π-λ Satz §03.11 zeigen.

§15.03 Satz. Seien pEi qiPI aus A X-stabil und unabhängig, also KKiPIEi , dann gilt KKiPIσpEi q.

§15.04 Beweis von Satz §15.03. In der Vorlesung.

§15.05 Lemma. Für eine Familie pAi qiPI von Teil-σ-Algebren aus A sei

E “ t
č

iPJ
Ai : Ai P Ai , i P J , J Ď I , |J | P Nu.

Dann ist E X-stabil und
Ž

iPI
Ai “ σpE q, also E ist ein X-stabiler Erzeuger von

Ž

iPI
Ai .

§15.06 Beweis von Lemma §15.05. In der Vorlesung.

§15.07 Satz. Für jede unabhängige Familie pAi qiPI von Teil-σ-Algebren aus A , also KKiPIAi , und jede
Partition tIk : k P Ku von I ist p

Ž

iPIk
Ai qkPK

eine unabhängige Familie von Teil-σ-Algebren aus
A , also KKkPK

Ž

iPIk
Ai .

§15.08 Beweis von Satz §15.07. In der Vorlesung.

§15.09 Definition. Sei pAnqnPN
eine Folge von Teil-σ-Algebren aus A , dann heißt

A8 :“
ľ

nPN

ł

mPNěn

Am “
č

nPN

ł

mPNěn

Am “
č

nPN

σp
ď

tAm : m P Něnuq

die asymptotische (terminale) σ-Algebra. Ein Ereignis A P A8 wird asymptotisch (terminal)
bzgl. pAnqnPN

genannt.
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§15.10 Beispiel. Sei pAnqnPN
eine Folge von Ereignissen aus A und A8 die asymptotische σ-Algebra

der Folge pσptAmuqq
nPN

von Teil-σ-Algebren aus A . Dann sind A‹ “ lim infnÑ8 An und A‹ “

lim supnÑ8 An (vgl. Definition §01.14) asymptotische Ereignisse bzgl. pσptAnuqq
nPN

. Setzen wir
nämlich Bn :“

Ş

mPNěn
Am für n P N, dann gilt Bn Ò A‹ und Bn P

Ž

mPNěN
σptAmuq für jedes

n P NěN , sodass A‹ P
Ž

mPNěN
σptAmuq für alle N P N und damit auch

A‹ P
ľ

NPN

ł

mPNěN

σptAmuq “ A8.

Für A‹ geht dies analog. Insbesondere ist die asymptotische σ-Algebra A8 nicht leer.

Betrachte eine Folge unabhängiger Ereignisse pAnqnPN
, so ist auf Grund des Satzes von Borel-

Cantelli §14.06 das asymptotische Ereignis A‹ “ lim supnÑ8 An bzgl. pσptAnuqq
nPN

entweder
eine Nullmenge oder eine Einsmenge. Die nächste Aussage zeigt nun, dass dies für jedes asym-
ptotische Ereignis gilt.

§15.11 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Seien pAnqnPN
unabhängige Teil-σ-Algebren aus A . Dann ist die

Wahrscheinlichkeit für jedes bzgl. pAnqnPN
asymptotische Ereigniss entweder 0 oder 1, also

A8 Ď T :“ tA P A : PpAq P t0, 1uu.

§15.12 Beweis von Satz §15.11. In der Vorlesung.

§15.13 Bemerkung. T ist eine σ-Algebra, da eine abzählbare Vereinigung von Nullmengen wieder
eine Nullmenge ist. T wird P-triviale σ-Algebra genannt.

§15.14 Beispiel (Beispiel §15.10 forgesetzt.). Sei pAnqnPN
eine Folge von unabhängigen Ereignissen aus

A . Da A‹ “ lim infnÑ8 An und A‹ “ lim supnÑ8 An (vgl. Beispiel §15.10) asymptotische
Ereignisse bzgl. der Folge unabhängiger σ-Algebren pσptAnuqq

nPN
(vgl. Erinnerung §15.02) sind,

folgt aus Satz §15.11 PpA‹q P t0, 1u und PpA‹q P t0, 1u.

§16 Unabhängige Zufallsvariablen

Im Folgenden seien pΩ,A ,Pq ein Wahrscheinlichkeitsraum, ppXi,Xi qq
iPI eine Familie mess-

barer Räume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge I und für jedes i P I, Xi P MpA ,Xi q eine
pXi,Xi q-wertige Zufallsvariable.

§16.01 Erinnerung. Für jedes i P I ist σpXiq “ X
´1

i pXi q “ tXipBq : B P Xi u Ď A die von Xi erzeugte
σ-Algebra.

§16.02 Definition. Die Familie pXiqiPI von Zufallsvariablen heißt unabhängig, kurz KKiPIXi , wenn die
Familie pσpXiqqiPI von Teil-σ-Algebren von A unabhängig ist.

§16.03 Bemerkung. Definitionsgemäß gilt KKiPIXi genau dann, wenn KKjPJXj für jede endliche Teilmen-
ge J P 2I‰H gilt. Weiterhin für jede endliche Familie pBjqjPJ von Ereignissen, also für Bj P Xj ,
j P J Ď I, |J | P N, gilt Pp

Ş

jPJ tXj P Bjuq “
ś

jPJ PpXj P Bjq.

§16.04 Beispiel. Ist pAiqiPI eine Familie von Ereignissen, so gilt σptAiuq “ σp1Ai
q für jede Bernoulli-

Zufallsvariable 1Ai
, i P I. Nach Lemma §14.04 gilt KKiPIAi genau dann wenn KKiPI1Ai

.

§16.05 Lemma. Sei ppSi,Si qq
iPI eine Familie messbarer Räume und für jedes i P I sei hi P MpXi ,Si q

eine Xi -Si -messbare Funktion. Ist KKiPIXi erfüllt, so gilt auch KKiPIhipXiq. Für jede Partition
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tIk : k P Ku von I ist pphipXiqqiPIk

q
kPK

eine Familie von unabhängigen Zufallsvariablen, also
KKkPKphipXiqqiPIk

.

§16.06 Beweis von Lemma §16.05. In der Vorlesung.

§16.07 Korollar.

(i) Eine Familie pXiqiPI numerischer Zufallsvariablen ist genau dann unabhängig, wenn für jede
endliche Teilmenge J P 2I‰H und für alle xj P R, j P J , gilt:

Pp
č

jPJ
tXj ď xjuq “

ź

jPJ
PpXj ď xjq.

Für I “ JnK sind also X :“ pXiqiPJnK genau dann unabhängig, wenn für alle x P R
n gilt

F
X

pxq “
ź

iPJnK

F
Xi

pxiq.

(ii) Diskret-verteilte Zufallsvariablen X :“ pXiqiPJnK sind genau dann unabhängig, wenn für alle
x P iPJnK Xi gilt

pX
pxq “

ź

iPJnK

pXipxiq.

(iii) Stetig-verteilte Zufallsvariablen X :“ pXiqiPJnK sind genau dann unabhängig, wenn für
Lebesgue-fast alle x P R

n gilt

fXpxq “
ź

iPJnK

fXipxiq.

§16.08 Beweis von Korollar §16.07. In der Vorlesung.

§16.09 Beispiel.

(a) Beim Würfelwurf mit zwei Würfeln sind Wi : Ω Ñ J6K mit Wipω1, ω2q “ ωi für i P J2K
unabhängige Zufallsvariablen (unter Laplaceverteilung). Dazu genügt es, für ω1, ω2 P J6K
die entsprechenden Zähldichten pW1pω1q “ pW2pω2q “ 1{6 sowie pW pω1, ω2q “ 1{36 mit
W “ pW1,W2q nachzuprüfen und Korollar §16.07 (ii) anzuwenden.

(b) Sei X “ |W1 ´ W2| und Y “ W1 ` W2 der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe
der Augenzahlen von zwei unabhängigen fairen Würfeln pW1,W2q (vgl. Beispiel §11.12 (a)).
Betrachten wir die entsprechenden Zähldichten pX und pY , so gilt zum Beispiel ppX,Y qp1, 4q “

0 ‰ 10
36

¨ 3
36

“ pXp1q ¨ pY p4q. Somit sind X und Y nicht unabhängig.

(c) Für n P N sei die gemeinsame Verteilung von pXiqiPJnK ein Bernoulli-Schema mit Parame-
ter p P r0, 1s (vgl. Beispiel §04.08 (c)). Dann sind pXiqiPJnK unabhängige und identisch Bp-
verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen mit identischer Randzähldichte ppxq “ pxp1 ´ pq

1´x,
x P t0, 1u, da für die gemeinsame Zähldichte p

ř

iPJnK xip1 ´ pq
n´

ř

iPJnK xi “
ś

iPJnK ppxiq für alle
pxiqiPJnK P t0, 1un gilt.

(d) Sind pf
i
q
iPJnK Dichten auf R, so erzeugt die Produktdichte fpxq “

ś

iPJnK fipxiq ein Produkt-
maß auf pR

n
,B

n
q (vgl. Definition §11.03). Für jedes i P JnK ist die Koordinatenabbildungen

Xi : R
n

Ñ R mit x ÞÑ Xipxq :“ xi Borel-messbar, also eine Zufallsvariable Xi P MpB
n
q.

Ihre Randverteilung PXi ist gegeben durch die Randdichte f
i
, ihre gemeinsame Verteilung

P
pX1,...,Xnq durch die gemeinsame Dichte f . Wir haben damit einen Wahrscheinlichkeitsraum

konstruiert mit unabhängigen Zufallsvariablen pXiqiPJnK deren Randverteilung PXi jeweils
durch f

i
bestimmt ist.
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(e) Betrachten wir die gemeinsame Dichte fpX,Y q eines bivariat normalverteilten Zufallsvektors
pX, Y q wie in Beispiel §10.12 (d). So sind X und Y stetig-verteilt mit Randdichten fX und
fY (vgl. Beispiel §11.12 (b)). Die gemeinsame Dichte fpX,Y q faktorisiert sich in das Produkt
der Randdichten fX und fY genau dann, wenn ρ “ 0 gilt. Somit sind X und Y genau dann
unabhängig, wenn ρ “ 0 gilt.

§16.10 Erinnerung. Nach Satz §11.07 existiert zu jeder Familie pXi,Bi,Pi qiPI von Wahrscheinlichkeits-
räumen (polnische Räume versehen mit Borel-σ-Algebra) ein eindeutig bestimmtes Produktmaß
Â

iPI Pi auf dem zugehörigen Produktraum XI “ iPI Xi versehen mit der Produkt-σ-Algebra
BI “

Â

iPI Bi.

§16.11 Korollar. Für jede Familie ppXi,Bi,Pi qq
iPI von Wahrscheinlichkeitsräumen (polnische Räume

versehen mit Borel-σ-Algebra) existiert eine Familie pXiqiPI unabhängiger pXi,Biq-wertiger Zu-
fallsvariablen definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung Pi
und dem Produktmaß

Â

iPI Pi als gemeinsamer Verteilung auf dem Produktraum pXI,BIq.

§16.12 Beweis von Korollar §16.11. In der Vorlesung.

§16.13 Definition. Sei pXnqnPN
eine Folge von pXn,Xnq-wertigen Zufallsvariablen auf pΩ,A ,Pq. Dann

heißt

AX :“
ľ

nPN

ł

mPNěn

σpXmq “
č

nPN

ł

mPNěn

σpXmq “
č

nPN

σp
ď

tσpXmq : m P Něnuq

die asymptotische σ-Algebra. Ein Ereignis A P AX wird asymptotisch bzgl. pXnqnPN
genannt, d.h.

A hängt für alle n P N nur von pXmq
mPNěn

ab.

§16.14 Beispiel.

(a) Sei pXnqnPN
eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen (vgl. Defini-

tion §08.10) X‹ :“ lim infnÑ8 Xn und X‹ :“ lim supnÑ8 Xn messbar bzgl. AX . In der Tat:
setzen wir Yn :“ sup tXm : m P Něnu mit Yn Ó X‹, so ist für jedes N P N die Zufallsvaria-
ble X‹ “ inf tYn : n P Nu “ inf tYn : n P NěNu messbar bzgl.

Ž

nPNěN
σpXnq, also auch bzgl.

Ź

NPN

Ž

nPNěN
σpXnq. Für X‹ geht dies analog.

(b) Sei pXnqnPN
eine Folge reeller Zufallsvariablen sowie A das Ereignis, dass der Grenzwert

limnÑ8

ř

kPJnK
Xk

k
existiert. Setzen wir für ε P Qą0 und N P N

BN,ε :“
č

tt
ÿ

kPJn,mK

Xk

k
P p´ε, εqu : n P NěN ,m P Nąnu,

so gilt nach dem Cauchy-Kriterium A “
Ş

εPQą0

Ť

NPN BN,ε. Nun ist pBN,εqNPN
monoton

wachsend, BN,ε P
Ž

kPNěN
σpXkq für alle N P N und für jedes n P N und alle m P Něn

gilt
Ž

kPNěm
σpXkq Ď

Ž

kPNěn
σpXkq, so dass

ď

NPJmK

BN,ε “ Bm,ε P
ł

kPNěn

σpXkq @m P Něn.

Folglich gilt
Ť

NPN BN,ε P
Ž

kPNěn
σpXkq für alle n P N und damit Cε :“

Ť

NPN BN,ε P AX .
Da AX als σ-Algebra σ-X-stabil ist, folgt auch A “

Ş

εPQą0
Cε P AX .
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§16.15 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Sei pXnqnPN
eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen auf

pΩ,A ,Pq. Dann ist die Wahrscheinlichkeit für jedes bzgl. pXnqnPN
asymptotischen Ereignisses

entweder 0 oder 1, also

AX Ď T :“ tA P A : PpAq P t0, 1uu.

§16.16 Beweis von Korollar §16.15. Direktes Anwenden von Satz §15.11.

§16.17 Beispiel (Beispiel §16.14 fortgesetzt).

(a) Sei pXnqnPN
eine Folge unabhängiger numerischer Zufallsvariablen auf pΩ,A ,Pq, so sind

die Abbildungen X‹ :“ lim infnÑ8 Xn und X‹ :“ lim supnÑ8 Xn fast sicher konstant, das
heißt, es gibt x‹, x

‹ P R mit PpX‹ “ x‹q “ 1 und PpX‹ “ x‹q “ 1. In der Tat, da X‹

messbar bzgl. der asymptotischen σ-Algebra ist (vgl. Beispiel §16.14 (a)), ist für jedes x P R

das Ereignis tX‹ ď xu asymptotisch bzgl. pXnqnPN
und also PpX‹ ď xq P t0, 1u. Setze

x‹ :“ min tx P R : PpX‹ ď xq “ 1u P R.

Ist x‹ “ 8, und also PpX‹ ď nq “ 0 für alle n P N, so gilt

PpX‹ ă 8q “ lim
nÑ8

PpX‹ ď nq “ 0,

also PpX‹ “ 8q “ 1. Ist x‹ P R, so ist

PpX‹ ď x‹q “ lim
nÑ8

PpX‹ ď x‹ ` 1
n

q “ 1 und

PpX‹ ă x‹q “ lim
nÑ8

PpX‹ ď x‹ ´ 1
n

q “ 0,

also PpX‹ “ x‹q “ 1. Ist x‹ “ ´8, so gilt PpX‹ ą ´8q “ limnÑ8PpX‹ ą nq “ 0, also
auch PpX‹ “ ´8q “ 1. Für den Limes superior geht dies analog.

(b) Ist pXnqnPN
wie in Beispiel §16.14 (b) eine Folge unabhängiger t´1, 1u-wertiger Zufallsvaria-

blen, so konvergiert die harmonische Reihe mit zufälligem Vorzeichen
ř

kPN Xk
1
k

entweder
mit Wahrscheinlichkeit 1 oder sie divergiert mit Wahrscheinlichkeit 1. Diese Aussage gilt
für beliebige Wahl der Randverteilung PXk der Zufallsvariable Xk, k P N.

§17 Faltung

§17|00.01 Vorbemerkung. Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Begriff, der eng mit dem des Pro-
duktmaßes verknüpft ist, nämlich dem der Faltung. Zur Motivation seien X,Y zwei unabhän-
gige, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungen PX und PY auf pR,Bq. Gemäß Satz §11.07 hat
dann das Paar pX, Y q die Verteilung PX Â

P
Y auf pR

2
,B

2
q. Andererseits ist X ` Y eine reelle

Zufallsvariable, und für die Borel-messbare Additionsabbildung

‘ : R
2

Q px, yq ÞÑ ‘px, yq :“ x ` y P R

gilt X ` Y “ ‘ ˝ pX, Y q. Damit hat X ` Y die Verteilung pP
X Â

P
Y

q ˝ ‘´1 auf pR,Bq.
Aufgrund der Kommutativität der Addition ist pP

Y Â

P
X

q˝‘´1 auch die Verteilung von Y `X .

§17.02 Definition. SeienP, rP zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf pR,Bq. Dann heißt das Wahrschein-

lichkeitsmaß P ‹ rP :“ pP
Â

rPq ˝ ‘´1 auf pR,Bq die Faltung von P und rP.
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§17.03 Satz. Es seien X „ P
X und Y „ P

Y unabhängige reelle Zufallsvariablen. Dann besitzt die
reelle Zufallsvariable X ` Y die Verteilung PX`Y

“ P
X

‹ P
Y .

§17.04 Beweis von Satz §17.03. Die Aussage folgt aus der Vorbemerkung §17|00.01.

§17.05 Korollar. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

§17.06 Beweis von Korollar §17.05. Die Kommutativität folgt aus der Vorbemerkung §17|00.01. Die As-
soziativität der Addition vererbt sich analog auf die Faltung.

§17.07 Lemma (Diskreter Fall).

(i) Besitzen P und rP Zähldichten p und rp auf Z, so besitzt P ‹ rP die Zähldichte

rp ‹ rpspzq :“
ÿ

kPZ

ppz ´ kqrppkq, z P Z;

(ii) Besitzen P und rP Zähldichten p und rp auf Zě0, so besitzt P ‹ rP die Zähldichte

rp ‹ rpspnq :“
ÿ

kPJ0,nK

ppn ´ kqrppkq, n P Zě0.

§17.08 Beweis von Lemma §17.07. In der Vorlesung.

§17.09 Beispiel.

(a) Für n P N sei die gemeinsame Verteilung von pXiqiPJnK „ Bn
p ein Bernoulli-Schema mit

Parameter p P r0, 1s (vgl. Beispiel §04.08 (c)), das heißt, pXiqiPJnK sind unabhängige, identisch
Bp-verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen (vgl. Beispiel §16.09 (c)). Dann ist X1 `X2 Binomial
Binp2,pq-verteilt (vgl. Beispiel §04.08 (d)), da Bp ‹ Bp “ Binp2,pq:

rp
Bp

‹ p
Bp

sp0q “ p
Bp

p0qp
Bp

p0q “ p0
p1 ´ pq

1
p0

p1 ´ pq
1

“ p0
p1 ´ pq

2´0
,

rp
Bp

‹ p
Bp

sp1q “ p
Bp

p1qp
Bp

p0q ` p
Bp

p0qp
Bp

p1q “ 2p1
p1 ´ pq

2´1
,

rp
Bp

‹ p
Bp

sp2q “ p
Bp

p1qp
Bp

p1q “ p2
p1 ´ pq

2´2
.

Per Induktion erhalten wir
ř

iPJnK Xi „ Binpn,pq. Für ein Bernoulli-Schema pXiqiPJn`mK „ Bn`m
p

mit n,m P N sind
ř

iPJnK Xi „ Binpn,pq und
ř

iPJn`1,n`mK Xi „ Binpm,pq unabhängig (Lem-
ma §16.05), und

ř

iPJn`mK Xi „ Binpn`m,pq, also Binpn,pq ‹ Binpm,pq “ Binpn`m,pq.

(b) Seien X „ Poiλ und Y „ Poiµ unabhängig mit λ, µ P Rą0, so gilt X `Y „ Poiλ`µ (Übungs-
aufgabe!). Setzt man zusätzlich Poi0 :“ δ0, so bildet pPoiλqλPRě0

eine Faltungshalbgruppe, d.h.
es gilt Poiλ ‹ Poiµ “ Poiλ`µ für alle λ, µ P Rě0.

§17.10 Lemma (Stetiger Fall). Seien X und Y unabhängige stetig-verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
fX bzw. fY . Dann ist X ` Y stetig-verteilt mit Dichte

fX`Y
pzq “ rfX ‹ fY spzq :“

ż

R

fXpz ´ yqfY pyqdy, z P R.

§17.11 Beweis von Lemma §17.10. In der Vorlesung.

§17.12 Beispiel. Für λ, p P Rą0 definiere die Gamma-Verteilung Γpλ,pq über die Dichte

f
Γpλ,pq

pxq “ λp

Γppq
xp´1e´λx1Rą0

pxq, x P R,

mit Gamma-Funktion Γppq “
ş8

0
tp´1e´tdt, sodass Γpn ` 1q “ n! für n P Zě0 und Γp1

2
q “

?
π.
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(a) Spezialfälle sind Γpλ,1q “ Expλ und Γp1{2,1{2q “ χ2

1
.

(b) Setzt man zusätzlich Γpλ,0q :“ δ0, so bildet pΓpλ,pqqpPRě0
für festes λ P Rą0 eine Faltungshalb-

gruppe, d.h. es gilt Γpλ,p1q ‹ Γpλ,p2q “ Γpλ,p1`p2q.

(c) Insbesondere ist die Summe von k unabhängigen χ2

1
-verteilten Zufallsvariablen (äquivalent

dazu die Summe der Quadrate,
ř

iPJkK Z
2

i , von k unabhängigen standard-normalverteilten
Zufallsvariablen pZiqiPJkK, oder äquivalent ∥Z∥2 eines standard-normalverteilten Zufallsvek-
tors Z “ pZiqiPJkK „ N

pOnˆ1,Inˆnq
im R

k, vgl. Beispiel §05.10) gemäß χ2

k
:“ Γp1{2,k{2q-verteilt

(Sprechweise: χ2-Verteilung mit k Freiheitsgraden).

§17.13 Beispiel. Für X „ N
pµX ,σ

2
X q

und Y „ N
pµY ,σ

2
Y q

unabhängig ist X ` Y „ N
pµX `µY ,σ

2
X `σ2

Y q
. Setzen wir

N
pµ,0q

:“ δµ so bildet pN
ptµ,tσ2q

q
tPRě0

eine Faltungshalbgruppe für alle µ P R und σ P Rě0. Insbeson-
dere, für pXiqiPJnK „ Nn

pµ,σ2q
gilt

ř

iPJnK Xi „ N
pnµ,nσ2q

und folglich Xn „ N
pµ,σ2{nq

(vgl. Beispiel §10.12
(a)).

§18 Multivariate Normalverteilung

§18.01 Vorbemerkung.. Im Folgenden fassen wir Vektoren a “ paiqiPJnK P R
n als Spaltenvektoren

a “

»

—

—

—

—

—

—

–

a1

...
ai

...
an

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“
“

a1 ¨ ¨ ¨ ai ¨ ¨ ¨ an

‰T
P R

n

auf. Wir bezeichnen mit x‚, ‚y das Standardskalarprodukt auf Rn, das heißt,

xa, by “ b
T
a “

ÿ

iPJnK

aibi und xa, ay “ ∥a∥2 für alle a, b P R
n
.

Sei X ein Rn-wertiger Zufallsvektor mit Dichte fX . Für b P R
n und regulärem A P R

nˆn, also
detpAq ‰ 0, besitzt nach dem Dichtetransformationssatz §10.08 dann der Rn-wertige Zufallsvek-
tor Y “ AX ` b die Dichte

fY pyq “
fXpA

´1
py´bqq

|detpAq| für alle y P R
n
.

Sind insbesondere die Komponenten von

X “

»

—

—

—

—

—

—

–

X1

...
Xi

...
Xn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“
“

X1 ¨ ¨ ¨ Xi ¨ ¨ ¨ Xn

‰T

unabhängig und ist Diagrais eine Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen paiqiPJnK, kurz A “ Diagrais,
mit ai P R‰0 für alle i P JnK, dann gilt detpAq “

ś

iPJnK ai ‰ 0 und

Y “ AX ` b “

»

—

–

a1X1 ` b1
...

anXn ` bn

fi

ffi

fl
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besitzt die Dichte

fY pyq “
ź

iPJnK

1
|ai|
fXip

yi´bi
ai

q für alle y P R
n
.

In Beispiel §10.12 (c) haben wir weiterhin auf pR
n
,B

n
q die multivariate Normalverteilung N

pµ,Σq

mit Vektor µ P R
n und positiv definiter, also symmetrischer und regulärer, Matrix Σ P R

nˆn über
ihre Dichte f

Npµ,Σq

eingeführt. Im Fall einer nicht regulären Matrix Σ wird eine Normalverteilung
degeneriert genannt. Im Folgenden werden wir einen allgemeineren Zugang betrachten, der es
erlaubt, auch degenerierte Normalverteilungen einzuführen, die nicht über eine Lebesgue-Dichte
auf Rnˆ1 definiert werden können.

§18.02 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines Rn-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen xX, ay für alle a P R

n.

§18.03 Beweis von Satz §18.02. Die Aussage kann zum Beispiel unter Zuhilfenahme von multivariaten
charakteristischen Funktionen (zum Beispiel Satz 15.5 in Klenke (2012)) gezeigt werden.

§18.04 Korollar. Die Koordinaten eines Rn-wertigen Zufallsvektors X sind genau dann unabhängig
und identisch (standardnormal) N

p0,1q
-verteilt, wenn für jedes a P R

n die reelle Zufallsvariable
xX, ay eine N

p0,∥a∥2
q
-Verteilung besitzt. Für a ‰ On ist xX, ay also stetig verteilt mit Dichte

fxX,ay
pyq “ f

N
p0,∥a∥2

q

pyq “ 1?
2π∥a∥2

exp
`

´
y2

2∥a∥2

˘

, y P R.

§18.05 Beweis von Korollar §18.04. In der Vorlesung.

§18.06 Definition. Ein Rn-wertiger Zufallsvektor X besitzt eine multivariate Normalverteilung N
pµ,Σq

mit µ P R
n und positiv semi-definiter Matrix Σ P R

nˆn, falls für alle a P R
n die reelle Zufalls-

variable xX, ay eine N
pxµ,ay,xΣa,ayq

-Verteilung besitzt. Das Produktmaß N
pOn,Inˆnq

“
Â

iPJnK Np0,1q
“ Nn

p0,1q

heißt insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei Inˆn die n-dimensionale
Einheitsmatrix und On P R

n der n-dimensionale Nullvektor ist.

§18|00.07 Vorbemerkung. Für eine Matrix A “
“

a
‚1 ¨ ¨ ¨ a

‚n

‰

P R
nˆm mit Spaltenvektoren pa

‚iqiPJmK bezeichnet
BildpAq “ xa

‚i : i P JmKy Ď R
n die lineare Hülle der Spaltenvektoren, also das Bild der linearen

Abbildung Rm
Ñ R

n mit x ÞÑ Ax. Für einen linearen Unterraum U Ď R
n bezeichnet Rn

“

U k UK die direkte orthogonale Summe, das heißt, U und UK sind orthogonal, also für alle
u P U und uK P UK gilt xu, uKy “ 0, und jedes Element x P R

n hat eine eindeutige Darstellung
x “ u ` uK mit u P U und uK P UK . Wir bezeichnen mit ΠU die Darstellungsmatrix der
orthogonalen Projektion von Rn auf U , also U k UK

Ñ U mit x “ u ` v ÞÑ u “ ΠUx. Eine
Matrix U P R

nˆm heißt partielle Isometrie, falls UUT
“ ΠBildpUq und UTU “ Π

BildpU
T

q
.

§18.08 Lemma. Seien X „ N
pOm,Imˆmq

und Y „ N
pOk,Ikˆkq

, dann gelten die folgenden Aussagen

(i) Für A P R
nˆm und B P R

nˆk mit AA
T

“ BBT sind die Rn-wertigen Zufallsvektoren AX und
BY identisch verteilt.

(ii) Falls U P R
nˆm eine partielle Isometrie ist, dann gilt UX „ N

pOnˆ1,ΠBildpUqq
.

(iii) Für A P R
mˆn und B P R

mˆk mit AT
B “ Onˆk sind ΠBildpAqX „ N

pOm,ΠBildpAqq
und ΠBildpBqX „

N
pOm,ΠBildpBqq

unabhängig.

§18.09 Beweis von Lemma §18.08. In der Vorlesung.
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§18.10 Korollar. Sei X “ pXiqiPJnK „ N
pµ,Σq

mit µ “ pµiqiPJnK P R
n und Σ “

“

Σij

‰

P R
nˆn positiv

semi-definit, dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Für alle i P JnK gilt Xi „ N
pµi,Σiiq

.

(ii) Für alle i P JnK und j P JnK
zi sind Xi und Xj genau dann unabhängig, wenn Σij “ 0 gilt.

(iii) Für A P R
mˆn und b P R

m gilt Y “ AX ` b „ N
pAµ`b,AΣA

T
q
.

(iv) Ist Σ positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte

fpxq “
1

p2πqn{2pdetΣq1{2
exp

"

´
1

2
xΣ´1

px ´ µq, px ´ µqy

*

, x P R
n
.

§18.11 Beweis von Korollar §18.10. Übungsaufgabe.

§19 Klassifikation

§19.01 Beispiel. Im Beispiel I im Kapitel 1 Prolog stellt eine Schraubenherstellerin an zwei Produkti-
onsstandorten Schrauben her. Die Schrauben werden an beiden Standorten in Kartons mit Beu-
teln a je 50 Schrauben ausgeliefert. Im Lager findet die Herstellerin eine unbeschriftete Lie-
ferung. Die Herstellerin fragt sich, ob die Anzahl der beschädigten Schrauben in einem Beutel
genügt, den Produktionsstandort der Lieferung zu bestimmen. Die Herstellerin geht zunächst von
den (unrealistischen) Annahmen aus, dass der zufällige Produktionsstandort Y mit einem Ber-
noulliverteilungsmodell

`

t0, 1u, 2t0,1u,Bq

˘

mit bekanntem Parameter q P r0, 1s und die zufällige
Anzahl X der beschädigten Schrauben in einem Beutel am Standort i P t0, 1u mit einem Bi-
nomialverteilungsmodell

`

J0, 50K, 2J0,50K,Binp50,p
i
q

˘

mit bekanntem Parameter p
i
P r0, 1s adäquat

beschrieben werden. Der zufällige Vektor pY ,X q nimmt damit Werte in t0, 1u ˆ J0, 50K an und
wir bezeichen mit pY ,X q „ P

pY ,X q
P Wp2t0,1uˆJ0,50Kq die gemeinsame diskrete Verteilung mit

gemeinsamer Zähldichte

ppY ,X q
py, xq “ P

pY ,X q
ptpy, xquq “ PpY “ y,X “ xq

“ PpY “ yqPpX “ x
ˇ

ˇY “ yq

“ BqptyuqBinp50,p
y
q
ptxuq

für alle py, xq P t0, 1u ˆ J0, 50K.

§19.02 Definition. Es sei pX,X q ein messbarer Raum, Y eine endliche Menge mit |Y| P N Labels
und pY ,X q ein Zufallsvektor auf einen Wahrscheinlichkeitsraum pΩ,A ,Pq mit Werten in der
Menge Y ˆ X sowie gemeinsamer Verteilung PpY ,X q

P Wp2Y b X q. Die Vorhersage des Labels
Y mit Hilfe des Features X wird Klassifikationsproblem mit |Y| Labels genannt. Eine Entschei-
dungsfunktion, d.h. X -2Y-messbare Abbildung,

l : X Q x ÞÑ lpxq P Y,

also Entscheidungen nur anhand einer Stichprobe x aus dem Stichprobenraum X, mit
l´1

ptyuq P X dem Ereignis aller Stichproben, die zu einer Wahl des Labels y P Y führt,
heißt Klassifizierer. Ein Klassifizierer l

‹
P MpX , 2Yq wird Bayes-Klassifizierer genannt, wenn

PpY ‰ l
‹
pX qq “ min tPpY ‰ lpX qq : l P MpX , 2Yqu

gilt, also wenn es keinen Klassifizierer mit echt kleinerer Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifi-
zierung gibt.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 57

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.de


Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit §19 Klassifikation

§19.03 Erinnerung. Es sei X ein abzählbare Menge, Y eine endliche Menge mit |Y| P N Labels,
pY ,X q ein Zufallsvektor mit Werten in der Menge Y ˆX und PpY ,X q

P Wp2YˆXq die gemeinsame
diskrete Verteilung von pY ,X q mit gemeinsamer Zähldichte ppY ,X q : X ˆ Y Ñ r0, 1s und Rand-
zähldichte pX : X Ñ r0, 1s der diskreten Randverteilung PX

P Wp2Xq von X . Für jedes Atom
x P tpX ą 0u Ď X von PX und jedes Label y P Y bezeichnet

PpY “ y
ˇ

ˇX “ xq “
P

pY ,X q
ptpy, xquq

PX
ptxuq

“
ppY ,X qpy, xq

pXpxq

die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignis tY “ yu gegeben das Ereignis tX “ xu.

§19.04 Lemma. Es sei X ein abzählbare Menge, Y eine endliche Menge mit |Y| P N Labels, pY ,X q

ein Zufallsvektor mit Werten in der Menge Y ˆ X und PpY ,X q
P Wp2YˆXq die gemeinsame diskrete

Verteilung von pY ,X q. Jede Abbildung l
‹
: X Ñ Y, die für jedes Atom x P tpX ą 0u Ď X die

Bedingung

PpY “ l
‹
pxq

ˇ

ˇX “ xq “ max tPpY “ y
ˇ

ˇX “ xq : y P Yu

erfüllt, ist ein Bayes-Klassifizierer.

§19.05 Beweis von Lemma §19.04. In der Vorlesung.

§19.06 Beispiel (Beispiel §19.01 fortgesetzt.). Betrachte pY ,X q „ P
pY ,X q

P Wp2t0,1uˆJ0,50Kq mit gemein-
samer Zähldichte ppY ,X qpy, xq “ BqptyuqBinp50,p

y
q
ptxuq für alle py, xq P t0, 1u ˆ J0, 50K und fest

gewählten Parameter q, p
0
, p

1
P r0, 1s. Die diskrete Randverteilung PX

P Wp2J0,50Kq von X besitzt
die Randzähldichte

pX
“ p1 ´ qqp

Binp50,p
0

q

` qp
Binp50,p

1
q

: J0, 50K Ñ r0, 1s.

Für jedes Atom x P tpX ą 0u Ď J0, 50K und y P t0, 1u ist die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignis tY “ yu gegeben das Ereignis tX “ xu gegeben durch

PpY “ y
ˇ

ˇX “ xq “
P

pY ,X q
ptpy, xquq

PX
ptxuq

“
ppY ,X qpy, xq

pXpxq

“
p
Bq

pyqp
Binp50,p

y
q

pxq

p
Bq

p0qp
Binp50,p

0
q

pxq ` p
Bq

p1qp
Binp50,p

1
q

pxq

“
qyp1 ´ qq

1´ypx

y
p1 ´ p

y
q
50´x

p1 ´ qqpx
0
p1 ´ p

0
q50´x ` qpx

1
p1 ´ p

1
q50´x

.

Damit ist jede Abbildung l
‹
: J0, 50K Ñ t0, 1u, die die Bedingungen

tp1 ´ qqp
Binp50,p

0
q

ą qp
Binp50,p

1
q

u Ď l
´1

‹
pt0uq und tp1 ´ qqp

Binp50,p
0

q

ă qp
Binp50,p

1
q

u Ď l
´1

‹
pt1uq

erfüllt, ein Bayes-Klassifizierer mit Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifizierung

PpY ‰ l
‹
pX qq “

ÿ

xPtpX ą0u

pX
pxq

`

1 ´ PpY “ l
‹
pxq

ˇ

ˇX “ xq
˘

“
ÿ

xPtpX ą0u

pX
pxq

`

PpY “ 0
ˇ

ˇX “ xq ^ PpY “ 1
ˇ

ˇX “ xq
˘

“ 1
2

`

1 ´
ÿ

xPtpX ą0u

pX
pxq

∣∣PpY “ 0
ˇ

ˇX “ xq ´ PpY “ 1
ˇ

ˇX “ xq
∣∣˘ P r0, 1

2
s.

Im Spezialfall
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q P p0, 1q und p
0

“ 0 “ 1 ´ p
1

erhalten wir tpX ą 0u “ t0, 50u sowie

PpY “ 0
ˇ

ˇX “ 0q “ 1 “ PpY “ 1
ˇ

ˇX “ 50q.

Damit ist jede Abbildung l
‹
: J0, 50K Ñ t0, 1u mit l

‹
p0q “ 0 und l

‹
p50q “ 1 ein Bayes-

Klassifizierer mit Wahrscheinlichkeit PpY ‰ l
‹
pX qq “ 0 einer Fehlklassifizierung.

p
0

“ p
1

erhalten wir pX “ p
Binp50,p

0
q

sowie für jedes Atom x P tp
Binp50,p

0
q

ą 0u Ď J0, 50K und y P t0, 1u

PpY “ y
ˇ

ˇX “ xq “ qy
p1 ´ qq

1´y
.

Damit ist die konstante Abbildung l
‹
: J0, 50K Ñ t0, 1u mit

x ÞÑ l
‹
pxq :“

"

1 falls q ě p1 ´ qq

0 falls q ă p1 ´ qq

ein Bayes-Klassifizierer mit Wahrscheinlichkeit PpY ‰ l
‹
pX qq “ q ^ p1 ´ qq P r0, 1

2
s einer

Fehlklassifizierung.

§20 Beispiele statistischer Modelle

§20.01 Definition. Sei pX,X ,PΘq ein adäquates statistisches Experiment für eine pX,X q-wertige Zu-
fallsvariable X und sei pXiqiPI eine Familie von pX,X q-wertige Zufallsvariablen mit nicht-leerer
abzählbarer Indexmenge I. pXiqiPI werden unabhängige und identisch-verteilte (u.i.v.) Kopien
von X genannt, wenn für θ P Θ mit X „ Pθ das Produktmaß PI

θ “
Â

iPI Pθ auf dem Produk-
traum pX

I
,X

I
q die gemeinsame Verteilung von pXiqiPI ist. In diesem Fall ist das statistische

Produktexperiment pX
I
,X

I
,PI

Θ q also adäquat für pXiqiPI. pX
I
,X

I
,PI

Θ q wird auch adäquates
statistisches u.i.v. Modell für pXiqiPI genannt.

§20.02 Schreibweise. pXiqiPI ⃝„ P
I

Θ und im Fall I “ JnK auch pXiqiPJnK ⃝„ P
n

Θ .

§20.03 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle für die im Kapitel 1 Prolog vorgestellten
Beispiele an.

(a) Beispiel I: Setzen wir Eins für das weibliche Geschlecht und Null für das nicht weibliche
Geschlecht eines Konsumierenden, so beschreiben wir das Geschlecht der n “ 1000 befrag-
ten Konsumierenden als Stichprobe eines Bernoulli-Schemas

`

t0, 1un, 2t0,1un , pBn
pqpPr0,1s

˘

,
vgl. Beispiel §04.08 (c). Sei pXiqiPJnK ⃝„ pBn

pqpPr0,1s. Nach Beispiel §17.09 (a) ist dann ein Bino-
mialverteilungsmodell

`

J0, nK, 2J0,nK, pBinpn,pqqpPr0,1s

˘

ein adäquates statistisches Experiment
für die Anzahl

ř

iPJnK Xi der Konsumentinnen unter den befragten Konsumierenden.

(b) Beispiel II: Die zufällige Anzahl beschädigter Schrauben in den n “ 100 Beuteln mit
50 Schrauben beschreiben wir wie in Beispiel §04.08 (d) durch ein Binomialverteilungs-
modell

`

J0, 50Kn, 2J0,50Kn , pBinn
p50,pqqpPr0,1s

˘

. Sei pXiqiPJnK ⃝„ pBinn
p50,pqqpPr0,1s. Nach §17.09 (a) ist

dann ein Binomialverteilungsmodell
`

J0, 50nK, 2J0,50nK, pBinp50n,pqqpPr0,1s

˘

ein adäquates stati-
stisches Experiment für die Gesamtanzahl

ř

iPJnK Xi an beschädigten Schrauben.

(c) Beispiel III: Die n “ 280 zufälligen Anzahlen eingegangener Anrufe innerhalb einer Wo-
che beschreiben wir durch ein Poissonverteilungsmodell

`

Z
n

ě0, 2Z
n

ě0 , pPoi
n

λqλPRą0

˘

, vgl. Bei-
spiel §04.08 (f). Sei pXiqiPJnK ⃝„ pPoi

n

λqλPRą0
. Nach Beispiel §17.09 (b) ist dann ein Poisson-

verteilungsmodell
`

Zě0, 2Zě0 , pPoinλqλPRą0

˘

ein adäquates statistisches Experiment für die
Gesamtanzahl

ř

iPJnK Xi eingegangener Anrufe.
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Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit §20 Beispiele statistischer Modelle

(d) Beispiel IV: Die zufälligen Wartezeiten an der U-Bahn Haltestelle an den n “ 90 Tag (in
Minuten) beschreiben wir durch ein Uniformverteilungsmodell

`

R
n
,B

n
, pUn

r0,θsqθPRą0

˘

, vgl.
Beispiel §05.07 (a). Sei pXiqiPJnK ⃝„ pUn

r0,θsqθPRą0
. Bezeichne für θ P Rą0 mit Pθ das stetige

Wahrscheinlichkeitsmaß auf pR,Bq mit Wahrscheinlichkeitsdichte f
θ
pxq “ nxn´1

θn
1r0,θspxq,

x P R. Das stetige statistische Experiment
`

R,B, pPθ qθPRą0

˘

ist dann adäquat für die maxi-
male Wartezeit max tXi : i P JnKu.

(e) Beispiel V: Die zufällige Lebensdauer der n “ 100 Glühlampen (in Stunden) beschrei-
ben wir durch ein Exponentialverteilungsmodell

`

R
n
,B

n
, pExpn

λqλPRą0

˘

, vgl. Beispiel §05.07
(b). Sei pXiqiPJnK ⃝„ pExpn

λqλPRą0
. Nach Beispiel §17.12 ist dann ein Gammaverteilungsmodell

`

R,B, pΓpλ,nqqλPRą0

˘

ein adäquates statistisches Experiment für die kumulierte Lebensdauer
ř

iPJnK Xi der Glühlampen.

(f) Beispiel VI: Die zufälligen Messwerte beschreiben wir durch ein Normalverteilungsmo-
dell

`

R
n
,B

n
, pNn

pµ,σ2q
qpµ,σ2qPRˆRą0

˘

, vgl. Beispiel §05.07 (c). Ein Normalverteilungsmodell
`

R,B, pN
pnµ,nσ2q

qpµ,σ2qPRˆRą0

˘

ist dann nach Beispiel §17.13 ein adäquates statistisches Ex-
periment für den kumulierten Messwert

ř

iPJnK Xi und nach Beispiel §10.12 (a) für den mitt-
leren Messwert 1

n

ř

iPJnK Xi “ Xn ist
`

R,B, pN
pµ,σ2{nq

qpµ,σ2qPRˆRą0

˘

adäquat.

60 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.de


Kapitel 5

Erwartungswert

§21 Positive numerische Zufallsvariablen

§21.01 Satz. Für jedes Wahrscheinlichkeitsmaß P auf einem messbarem Raum pΩ,A q existiert ein
eindeutig bestimmtes Funktional E : Mě0

pA q Ñ Rě0 derart, dass die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

(i) Für alle X, Y P Mě0
pA q und a, b P Rě0 gilt EpaX ` bY q “ aEpX q ` bEpY q; (linear)

(ii) Für alle pXnqnPN
Ò X in Mě0

pA q gilt EpXnq Ò EpX q; (monoton konvergent)

(iii) Für jedes A P A gilt Ep1Aq “ PpAq. (normiert)

Das Funktional E wird Erwartung bzgl. P genannt und für jedes X P Mě0
pA q heißt EpX q der

Erwartungswert von X .

§21.02 Beweis von Satz §21.01. Der Satz fasst die Hauptaussage dieses Abschnittes zusammen, der
Beweis der Aussage erfolgt in mehreren Schritten. Wir zeigen zuerst in Satz §21.04 die Eindeu-
tigkeitsaussage, und geben dann in Definition §21.06 ein Funktional rE : Mě0

pA q Ñ Rě0 explizit
an, für das wir in mehreren Schritten die Bedingungen (i)-(iii) nachweisen. Zusammenfassend
zeigen wir damit dann in Satz §21.10 auch die Existenzaussage.

§21.03 Bemerkung. Der Beweis der nächsten Aussage wendet die Beweisstrategie §09.06 an.

§21.04 Eindeutigkeitssatz. Die Erwartung ist eindeutig bestimmt.

§21.05 Beweis von Satz §21.04. In der Vorlesung.

Im Folgenden sei stets P P WpA q ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf einem messbaren Raum
pΩ,A q. Eine messbare Partition P :“ tAi : i P Iu Ď AzH von Ω nennen wir endlich, wenn
|I| P N gilt, also die nicht-leere Indexmenge I endlich ist. Für jedes A P P gilt somit A P AzH.
Für den weiteren Verlauf setzen wir

P :“ tP Ď AzH : P endliche, messbare Partition von Ωu.

§21.06 Definition. Sei rE : Mě0
pA q Ñ Rě0 mit

X ÞÑ rEpX q :“ sup t
ÿ

APP:
PpAqPRą0

`

inf
ωPA

Xpwq
˘

PpAq : P P Pu.

§21.07 Erinnerung. Für X, Y P Mě0
pA q mit Xpωq ď Y pωq für alle ω P Ω schreiben wir X ď Y .

§21.08 Lemma.

(i) Sei X P M
einf

ě0
pA q eine positive einfache Zufallsvariable mit Darstellung X “

ř

jPJ xj1Aj
,

wobei tAj : j P J u P P eine endliche, messbare Partition von Ω ist. Dann gilt

rEpX q “
ÿ

jPJ
xjPpAjq.
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Insbesondere, erfüllt rE also die Bedingung Satz §21.01 (iii). (normiert)

(ii) Für alle X, Y P Mě0
pA q mit X ď Y gilt rEpX q ď rEpY q. (monoton)

(iii) Für alle pXnqnPN
Ò X in Mě0

pA q gilt rEpXnq Ò rEpX q. (monoton konvergent)
rE erfüllt also die Bedingung Satz §21.01 (ii).

(iv) Für alle X, Y P Mě0
pA q und a, b P Rě0 gilt rEpaX ` bY q “ arEpX q ` brEpY q. (linear)

rE erfüllt die Bedingung Satz §21.01 (i).

§21.09 Beweis von Lemma §21.08. In der Vorlesung.

§21.10 Existenzsatz. Das Funktional Ẽ : Mě0
pA q Ñ Rě0 in Definition §21.06 ist eine Erwartung bzgl.

P, das heißt, es erfüllt die Bedingungen (i)-(iii) aus Satz §21.01.

§21.11 Beweis von Satz §21.10. Die Aussage folgt direkt aus Lemma §21.08 (i), (iii) und (iv).

Damit haben wir Satz §21.01 nachgewiesen, so dass die Erwartung E eindeutig ist und durch die
explizite Form in Definition §21.06 gegeben ist.

§21.12 Schreibweise. Wenn es uns wichtig ist, den Stichprobenraum und das Wahrscheinlichkeitsmaß
zu betonen, so schreiben wir auch

PpX q “ EpX q “

ż

Ω

XdP “

ż

Ω

XpωqPpdωq sowie

PpX1Aq “ EpX1Aq “

ż

Ω

1ApωqXpωqPpdωq “

ż

A

XdP für A P A .

Die Begründung für diese Schreibweise wird in der Maßtheorie gegeben, in der gezeigt wird,
dass der Erwartungswert von X gerade das Lebesgue-Integral von X bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsmaßes P ist.

§21|01 Weitere Eigenschaften der Erwartung

§21.13 Lemma.

(i) Für X P Mě0 gilt PpX “ 0q “ 1 genau dann, wenn EpX q “ 0 gilt.

(ii) Sei X P Mě0 mit EpX q P Rě0. Dann gilt PpX “ 8q “ 0. (endlich)

(iii) Für X, Y P Mě0
pA q gilt PpX ď Y q “ 1 genau dann, wenn EpX1Aq ď EpY 1Aq für alle

A P A gilt. Insbesondere, aus PpX ď Y q “ 1 folgt EpX q ď EpY q.

(iv) Für X, Y P Mě0
pA q gilt PpX “ Y q “ 1 genau dann, wenn EpX1Aq “ EpY 1Aq für alle

A P A gilt.

§21.14 Beweis von Lemma §21.13. In der Vorlesung.

§21.15 Schreibweise. Sei X P Mě0. Für PpX “ 0q “ 1 schreiben wir auch kurz X “ 0 P-f.s. (Sprech-
weise: P fast sicher), oder X “ 0 P-f.ü. (Sprechweise: P fast überall). Für PpX “ 8q “ 0
schreiben wir auch X P Rě0 P-f.s.. Falls P aus dem Kontext klar ist, wird dies häufig auch
einfach weggelassen.

§21.16 Lemma von Fatou. Für jede Folge pXnqnPN
in Mě0 gilt

Eplim inf
nÑ8

Xn

˘

ď lim inf
nÑ8

EpXnq.
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§21.17 Beweis von Lemma §21.16. In der Vorlesung.

§21.18 Beispiel. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum pR,B ,Ur0,1sq betrachte für n P N die reelle Zu-
fallsvariable Xn :“ n1p0,1{ns P MpBq. Für jedes n P N gilt dann Ur0,1spXnq “ nUr0,1spp0, 1

n
sq “ 1

und somit lim infnÑ8 Ur0,1spXnq “ 1. Andererseits, für jedes ω P R ist limnÑ8 Xnpωq “ 0, sodass
Ur0,1splim infnÑ8 Xnq “ 0 ă 1 “ lim infnÑ8 Ur0,1spXnq gilt.

§21.19 Lemma. Für jede Folge pXnqnPN
in Mě0 gilt

ř

nPN Xn P Mě0 und

Ep
ÿ

nPN

Xnq “
ÿ

nPN

EpXnq.

§21.20 Beweis von Lemma §21.19. Übungsaufgabe unter Verwendung von Satz §21.01 (i) (linear) und
(ii) (monoton konvergent).

§21.21 Lemma. Eine Familie pAi qiPI von Teil-σ-Algebren aus A mit beliebiger nicht-leerer Indexmen-
ge I ist unabhängig, also KKiPIAi , genau dann, wenn für jede Familie pXiqiPI positiver numeri-
scher Zufallsvariablen mit Xi P Mě0

pAi q, i P I, und jede endliche nicht-leere Teilmenge J Ď I
gilt Ep

ś

jPJ Xjq “
ś

jPJ EpXjq.

§21.22 Beweis von Lemma §21.21. Übungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie §09.06.

§22 Integrierbare Zufallsvariablen

§22.01 Vorbemerkung. Sei pΩ,A ,Pq ein Wahrscheinlichkeitsraum und X P MpA q eine numerische
Zufallsvariable. Dann definieren wir den Erwartungswert von X mit Hilfe der Zerlegung von
X “ X

`

´ X
´ in die positiven numerischen Zufallsvariablen X

`

“ X _ 0 P Mě0
pA q und

X
´

“ p´X q _ 0 P Mě0
pA q. Zur Erinnerung, es gilt: 0 ď X

`, 0 ď X
´, |X | “ X

`

` X
´ sowie

X
`

X
´

“ 0.

§22.02 Definition. Seien pΩ,A q ein messbarer Raum, P P WpA q ein Wahrscheinlichkeitsmaß und
X P MpA q eine numerische Zufallsvariable.

(a) Ist höchstens einer der beiden Erwartungswerte EpX
`

q und EpX
´

q nicht endlich, das heißt,
EpX

`

q ^ EpX
´

q P Rě0, so definiert EpX q :“ EpX
`

q ´ EpX
´

q den Erwartungswert von X
mit den üblichen Rechenregeln 8 ` x “ 8 und ´8 ` x “ ´8 für alle x P R. In diesem
Fall wird X P-quasiintegrierbar genannt. Der Erwartungswert von X ist nicht definiert,
wenn EpX

`

q “ 8 “ EpX
´

q gilt.

(b) Falls Ep|X |q P Rě0, also falls EpX
`

q P Rě0 und EpX
´

q P Rě0, gilt, dann heißt X P-
integrierbar. Die Menge aller P-integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen
wir mit L1 :“ L1pPq :“ L1pΩ,A ,Pq :“ tX P MpA q : Ep|X |q P Rě0u.

Sei idΩ : Ω Ñ Ω mit ω ÞÑ idΩ
pωq :“ ω. Das Wahrscheinlichkeitsmaß P besitzt ein endliches

erstes Moment, wenn idΩ P L1pΩ,A ,Pq gilt. In diesem Fall wird EpidΩq “ PpidΩq der Erwar-
tungswert des Wahrscheinlichkeitsmaßes P genannt. Wir bezeichnen mit W1

pA q die Menge aller
Wahrscheinlichkeitsmaße auf pΩ,A q, die ein endliches erstes Moment besitzen.

§22.03 Bemerkung. Sei X P L1pPq. Auf Grund der Endlichkeit in Lemma §21.13 (ii) gilt somit auch
Pp|X | P Rě0q “ PpX P Rq “ 1, das heißt, X ist fast sicher gleich der reellen Zufallsvariablen
X1RpXq P MpA q (mit der Konvention 8 ˆ 0 “ 0 “ ´8 ˆ 0). Wie in Schreibweise §21.12
schreiben wir den Erwartungswert von X auch als Lebesgue-Integral von X bzgl. des Wahr-
scheinlichkeitsmaßes P, das heißt, EpX q “

ş

Ω
XpωqPpdωq. In der Maßtheorie werden weiterhin

die folgenden zwei Darstellungen gezeigt:
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(a) Sei P ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaß auf Rn mit Dichte f . Dann gilt X P L1pR
n
,B

n
,Pq

genau dann, wenn
ş

R
n|Xpωq|fpωqdω P Rě0 gilt. In diesem Fall ist

EpX q “ PpX q “

ż

R
n
Xpωqfpωqdω.

(b) Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß mit Zähldichte p. Dann gilt X P L1pΩ,A ,Pq

genau dann wenn
ř

ωPΩ|Xpωq|ppωq P Rě0 gilt. In diesem Fall ist

EpXq “ PpX q “
ÿ

ωPΩ

Xpωqppωq.

§22.04 Proposition. L1 ist ein Vektorraum. Für das Funktional E : L1 Ñ R mit X ÞÑ EpX q gilt:

(i) Für alle X, Y P L1 und a, b P R gilt EpaX ` bY q “ aEpX q ` bEpY q; (linear)

(ii) Für alle X P L1 mit X ě 0 gilt EpX q ě 0; (positiv)

(iii) Für alle X P L1 gilt |EpX q| ď Ep|X |q;

(iv) Für alle X, Y P L1 mit X ď Y gilt EpX q ď EpY q; (monoton)

(v) Für alle X P M mit supωPΩ|Xpωq| P Rě0 gilt X P L1. In diesem Fall heißt X beschränkt.

(vi) Seien X P L1 und Y P M mit PpX “ Y q “ 1, dann gilt Y P L1 und EpX q “ EpY q.

(vii) Falls X, Y P L1 unabhängig sind, so gilt XY P L1 und EpXY q “ EpX qEpY q.

§22.05 Beweis von Proposition §22.04. In der Vorlesung sowie (ii)-(vi) Übungsaufgabe, wobei für (vi)
zuerst gezeigt werden sollte, dass Ep|X ´ Y |q “ 0 gilt.

§22.06 Beispiel.

(a) Betrachte pZě0, 2Zě0 ,Poiλq mit λ P Rą0 und Zähldichte p
Poiλ

pkq “ λk

k!
e´λ, k P Zě0 (vgl.

Beispiel §04.08 (f)). Dann ist idZě0
P L1pPoiλq mit

PoiλpidZě0
q “

ÿ

kPZě0

kp
Poiλ

pkq “
ÿ

kPZě0

k λk

k!
e´λ

“ λ
ÿ

kPN

λk´1

pk´1q!
e´λ

“ λ
ÿ

kPZě0

p
Poiλ

pkq“ λ.

(b) Betrachte ein Bernoulli-Schema
`

t0, 1u
n
, 2t0,1u

n

,Bn
p

˘

mit n P N und p P r0, 1s. Für jedes
i P JnK ist die Koordinatenprojektion Πi : t0, 1u

n
Ñ t0, 1u Bp-verteilt, also Πi „ Bp

mit Bn
ppΠi “ 1q “ p und Bn

ppΠi “ 0q “ 1 ´ p, so dass Πi P L1pB
n
pq mit Bn

ppΠiq “ p gilt.
Offensichtlich, folgt somit

ř

iPJnK Πi P L1pB
n
pq und Bn

pp
ř

iPJnK Πiq “
ř

iPJnK B
n
ppΠiq “ np.

(c) Auf Grund der symmetrischen Dichte und f
1

Np0,1q

pxq “ ´xf
Np0,1q

pxq gilt

N
p0,1q

pid
`

Rq “ N
p0,1q

pid
´

Rq “

ż

Rě0

xf
Np0,1q

pxqdx “

ż

Rě0

´f
1

Np0,1q

pxqdx “ 1?
2π
,

also idR P L1pR,B ,N
p0,1q

q und N
p0,1q

pidRq “ 0.

§22|01 Weitere Eigenschaften

§22.07 Lemma. Für X P MpA q gilt PpX “ 0q “ 1 genau dann, wenn EpX1Aq “ 0 für alle A P A .

§22.08 Beweis von Lemma §22.07. In der Vorlesung.
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§22.09 Lemma (Stetigkeit). Sei X P L1. Dann gilt

@ ε P Rą0 : D δε P Rą0 : @ A P A : PpAq ď δε ñ Ep|X |1Aq ď ε.

Insbesondere, für alle pAnqnPN
in A mit limnÑ8PpAnq “ 0 gilt limnÑ8Ep|X|1An

q “ 0.

§22.10 Beweis von Lemma §22.09. In der Vorlesung.

§22.11 Erinnerung. Eine Funktion ϕ : R Ñ R heißt konvex, wenn

ϕ
`

λx ` p1 ´ λqy
˘

ď λϕpxq ` p1 ´ λqϕpyq

für alle x, y P R und für alle λ P r0, 1s gilt.

§22.12 Ungleichung von Jensen. Seien X P L1 reell und ϕ : R Ñ R eine konvexe Funktion mit
ϕpXq P L1. Dann gilt ϕ

`

EpX q
˘

ď EpϕpX qq.

§22.13 Beweis von Satz §22.12. In der Vorlesung.

§22.14 Beispiel. Für p P Rą0 und q P Rąp seien |X |p, |X |q P L1. Da ϕpxq “ |x|q{p konvex ist, folgt aus
Satz §22.12 die Ungleichung von Lyapounov pEp|X |pqqq{p

ď Ep|X |qq. In Korollar §24.07 zeigen
wir, dass |X |q P L1 auch |X |p P L1 impliziert.

§22|02 Konvergenzsätze

§22.15 Satz von der monotonen Konvergenz. Sei pXnqnPN
eine Folge in L1, derart dass:

(mK1) pXnqnPN
ist monoton wachsend (fallend), also Xn Ò X (bzw. Xn Ó X) für ein X P M;

(mK2) p|EpXnq|qnPN
ist beschränkt, das heißt, supnPN|EpXnq| P Rě0.

Dann gilt X P L1 und EpXnq Ò EpX q (bzw. EpXnq Ó EpX q).

§22.16 Beweis von Satz §22.15. In der Vorlesung.

§22.17 Satz von der dominierten Konvergenz. Sei pXnqnPN
eine Folge in L1 derart, dass gelten:

(dK1) pXnqnPN
ist (punktweise) konvergent, also limnÑ8 Xn “ X für ein X P M;

(dK2) Es existiert Y P L1 mit supnPN|Xn| ď Y , also supnPN |Xn| P L1.

Dann gilt X P L1, limnÑ8Ep|X ´ Xn|q “ 0 und limnÑ8EpXnq “ EpX q.

§22.18 Beweis von Satz §22.17. In der Vorlesung.

§22.19 Satz von der konvergenten Reihe. Sei pXnqnPN
eine Folge in L1 mit

ř

nPN Ep|Xn|q P Rě0. Dann
gilt:

(i) Die Reihe
ř

nPN Xn konvergiert absolut fast sicher, also Pp
ř

nPN|Xn| P Rě0q “ 1;

(ii)
ř

nPN Xn P L1 und

(iii) Ep
ř

nPN Xnq “
ř

nPN EpXnq.

§22.20 Beweis von Satz §22.19. Übungsaufgabe. Hinweis: Benutzen Sie Lemma §21.19 und die End-
lichkeitsaussage aus Lemma §21.13 (ii) um zu zeigen, dass Y :“

ř

nPN|Xn| P Rě0 P-f.s., und
dass Y P L1. Anschließend wenden Sie den Beweis §22.18 von der dominierten Konvergenz auf
die Folge der Partialsummen an.

§22.21 Bemerkung. Die Reihe
ř

nPN Xn bleibt nicht definiert auf dem Ereignis t
ř

nPN |Xn| “ 8u.
Da die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses Null ist, hat es keinen Einfluss auf den Wert von
Ep

ř

nPN Xnq (vgl. Proposition §22.04 (vi)).
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§23 Variablentransformation

§23.01 Satz. Sei X eine pX,X q-wertige Zufallsvariable auf pΩ,A ,Pq, sei PX
“ P ˝ X

´1 die Vertei-
lung von X auf pX,X q und sei h P MpX q eine numerische Zufallsvariable auf pX,X q.

(i) Für h ě 0, also h P Mě0
pX q, gilt

EphpX qq “

ż

Ω

hpX qdP “ PphpX qq “ P
X

phq “

ż

X

hdP
X
. (23.01)

(ii) hpX q P L1pΩ,A ,Pq gilt genau dann, wenn h P L1pX,X ,PX
q. In diesem Fall ist (23.01) eben-

falls erfüllt.

§23.02 Skizze.
pΩ,A q pX,X q

pR,Bq

X

h P L1pP
X

q

hpX q P L1pPq

§23.03 Bemerkung. Analog zu Bemerkung §22.03 werden in der Maßtheorie weiterhin die folgenden
zwei Darstellungen gezeigt:

(a) Sei X ein stetig-verteilter Zufallsvektor im R
n mit Dichte fX und sei h : R

n
Ñ R Borel-

messbar. Dann gilt h P L1pR
n
,B

n
,PX

q genau dann, wenn
ş

R
n|hpxq|fXpxqdx P Rě0. In diesem

Fall ist

EphpX qq “

ż

R
n
hpxqfXpxqdx “ P

X
phq.

(b) Seien X eine diskret-verteilte X :“ XpΩq-wertige Zufallsvariable mit Zähldichte pX und
h : X Ñ R, so gilt h P L1pX, 2

X,PX
q genau dann, wenn

ř

xPX|hpxq|pXpxq ă 8. In diesem Fall
ist

EphpX qq “
ÿ

xPX

hpxqpX
pxq “ P

X
phq.

Nach Satz §23.01 gilt für reelle X P L1pΩ,A ,Pq genau dann, wenn idR P L1pR,B ,PX
q, und somit

EpX q “ PpX q “
ş

Ω
XpωqPpdωq “

ş

R
xPX

pdxq“ P
X

pidRq. In anderen Worten EpX q ist gerade
der Erwartungswert der durch X induzierten Verteilung PX .

§23.04 Beispiel.

(a) Sei X “ |W1 ´ W2| und Y “ W1 ` W2 der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Sum-
me der Augenzahlen von zwei unabhängigen fairen Würfeln pW1,W2q „ Lap2

J6K (vgl. Bei-
spiel §11.12 (a)). Dann gilt

Ep|W1 ´ W2|q “
ÿ

pi,jqPJ6K2
|i ´ j| 1

36
“

ÿ

iPJ6K

ÿ

jPJ6K

|i ´ j| 1
36

“ 35
18

oder alternativ EpXq “ 0 6
36

` 110
36

` 2 8
36

` 3 6
36

` 4 4
36

` 5 2
36

“ 35
18

. Weiterhin erhalten wir
EpY q “ 7, EpXY q “ 245

18
, EpX

2
q “ 35

6
und EpY

2
q “ 987

18
.

(b) Sei X :“ pXiqiPJnK „ Bn
p mit n P N und p P r0, 1s, in anderen Worten der von X induzierte

Wahrscheinlichkeitsraum ist das Bernoulli-Schema
`

t0, 1u
n
, 2t0,1u

n

,Bn
p

˘

. Unter Verwendung

66 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.de
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von Beispiel §22.06 (b) für h :“
ř

iPJnK Πi P Mp2t0,1u
n

, 2J0,nKq gilt h P L1pB
n
pq und Bn

pphq “ np.
Nach Satz §23.01 für hpXq “

ř

iPJnK Xi folgt also EphpXqq “ Bn
pphq “ np. Andererseits,

da pXiqiPJnK „ Bn
p gilt auch hpXq “

ř

iPJnK Xi „ Binpn,pq (vgl. Beispiel §17.09 (a)) und somit
besitzt eine Binpn,pq-Verteilung den Erwartungswert Binpn,pq

pidJ0,nKq “ EphpX qq “ np.

(c) Sei X „ Poiλ mit λ P Rą0 und Zähldichte p
Poiλ

pkq “ λk

k!
e´λ, k P Zě0 (vgl. Beispiel §22.06

(a)). Dann gilt

EpXpX ´ 1qq “
ÿ

kPZě0

kpk ´ 1qp
Poiλ

pkq “ λ2
ÿ

kPZě2

λk´2

pk´2q!
e´λ

“ λ2
ÿ

kPZě0

p
Poiλ

pkq “ λ2

und somit EpX
2
q “ EpXpX ´ 1qq ` EpXq “ λ2 ` λ.

(d) Für Z „ N
p0,1q

mit partieller Integration unter Benutzung von f
1

Np0,1q

pzq “ ´zf
Np0,1q

pzq sowie
0 “ EpZq “

ş

R
zf

Np0,1q

pzqdz (vgl. Beispiel §22.06 (c)) gilt

EpZ
2
q “

ż

R

z2f
Np0,1q

pzqdz “ ´

ż

R

zf
1

Np0,1q

pzqdz “

ż

R

f
Np0,1q

pzqdz“ 1.

Alternativ, da Y “ Z
2

„ χ2

1
gilt auch EpZ

2
q “

ş8

0
yp2πyq´1{2e´y{2dy “ 1.

(e) Betrachten wir wie in Beispiel §10.12 (d) einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor pZ1, Z2q

mit Parametern µ1 “ 0 “ µ2, σ1 “ 1 “ σ2 und ρ P p´1, 1q, dann gilt Z1 „ N
p0,1q

und Z2 „ N
p0,1q

(vgl. Beispiel §11.12 (b)). Weiterhin für Z „ N
p0,1q

ist V “
a

1 ´ ρ2Z „ N
p0,p1´ρ2qq

(vgl. Bei-
spiel §10.12 (a)) mit Dichte fV pvq “ 1?

2πp1´ρ2q
expp´ v2

2p1´ρ2q
q und

0 “
a

1 ´ ρ2EpZq “ EpV q “

ż

R

vfV pvqdv “

ż

R

v?
2πp1´ρ2q

expp´ v2

2p1´ρ2q
qdv.

Somit gilt, unter Verwendung der gemeinsamem Dichte fpZ1,Z2q von pZ1, Z2q und der Substi-
tution von z2 ´ ρz1 durch v,

EpZ1pZ2 ´ ρZ1qq “

ż

R

ż

R

z1pz2 ´ ρz1qf
pZ1,Z2q

pz1, z2qdz1dz2

“

ż

R

z1?
2π

expp´
p1´ρ2qz21
2p1´ρ2q

q

ż

R

pz2´ρz1q?
2πp1´ρ2q

expp´
pz2´ρz1q2

2p1´ρ2q
qdz2dz1

“

ż

R

z1f
Z1pz1q

ż

R

vfV pvqdvdz1 “ EpZ1qEpV q “ 0.

Folglich gilt EpZ1Z2q “ EpZ1pZ2 ´ ρZ1qq ` ρEpZ
2

1 q “ ρ, da EpZ
2

1 q “ 1 nach (c).

§23.05 Proposition. Sei X P Mě0, dann gilt EpXq “
ş

Rě0

PpX ą yqdy.

§23.06 Beweis von Proposition §23.05. Übungsaufgabe.

§24 Ls-integrierbare Zufallsvariablen

§24.01 Definition. Seien pΩ,A q ein messbarer Raum, P P WpA q ein Wahrscheinlichkeitsmaß und
X P MpA q eine numerische Zufallsvariable.
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Kapitel 5 Erwartungswert §24 Ls-integrierbare Zufallsvariablen

(a) Für s P Rą0 definiere

∥X∥
Ls

:“ ∥X∥
LspPq

:“

"

pEp|X |sqq1{s , für s P Rą0,
inf tx P Rě0 : Pp|X | ą xq “ 0u , für s “ 8.

X heißt Ls-integrierbar, wenn ∥X∥
Ls

P Rě0. Die Menge aller Ls-integrierbaren Zufallsva-
riablen bezeichnen wir mit Ls :“ LspPq :“ LspΩ,A ,Pq :“ tX P MpA q : ∥X∥

LspPq
P Rě0u.

(b) Für X P Ls und s P N heißt EpX
s
q das s-te Moment von X; für X P Ls und s P Rą0 heißt

Ep|X |sq das s-te absolute Moment von X .

Das Wahrscheinlichkeitsmaß P besitzt ein endliches s-tes Moment, wenn idΩ P LspΩ,A ,Pq gilt.
In diesem Fall wird Epid

s

Ωq “ Ppid
s

Ωq das s-te Moment des Wahrscheinlichkeitsmaßes P genannt.
Wir bezeichnen mit Ws

pA q die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf pΩ,A q, die ein endli-
ches s-tes Moment besitzen.

§24.02 Bemerkung.

(a) Für s “ 1 stimmt die letzte Definition mit Definition §22.02 (b) überein.

(b) Für s P Rą0 gilt X P Ls genau dann, wenn |X |s P L1 gilt.

(c) Für s “ 8 gilt Pp|X | ą ∥X∥
L8

˘

“ 0, da die Funktion x ÞÑ Pp|X | ą x
˘

rechtsstetig ist.

§24.03 Lemma. Seien X P MpA q und s P Rą0.

(i) ∥X∥
Ls

“ 0 gilt genau dann, wenn PpX “ 0q “ 1 gilt;

(ii) Für a P R gilt ∥aX∥
Ls

“ |a| ¨ ∥X∥
Ls

;

(iii) ∥1∥
Ls

“ 1;

(iv) Für X P Ls gilt Pp|X | P Rě0q “ 1;

(v) Für Y P MpA q mit PpX “ Y q “ 1 gilt ∥X∥
Ls

“ ∥Y ∥
Ls

.

§24.04 Beweis von Lemma §24.03. Übungsaufgabe.

§24.05 Hölder Ungleichung. Seien X,Y P MpA q und s, r P Rě1 mit 1
s

` 1
r

“ 1. Dann gilt:

Ep|XY |q ď ∥X∥
Ls

∥Y ∥
Lr

.

§24.06 Beweis von Satz §24.05. In der Vorlesung.

§24.07 Korollar. Für s P Rą0, r P Rěs und X P Lr gilt ∥X∥
Ls

ď ∥X∥
Lr

und somit Lr Ď Ls.

§24.08 Beweis von Korollar §24.07. In der Vorlesung.

§24.09 Cauchy-Schwarz Ungleichung. Für X,Y P L2 gilt XY P L1 und

|EpXY q|2 ď ∥X∥2

L2

∥Y ∥2

L2

“ Ep|X |2qEp|Y |2q.

§24.10 Beweis von Satz §24.09. Die Aussage folgt direkt aus Satz §24.05.

§24.11 Minkowski Ungleichung. Für X,Y P Ls mit s P Rě1 gilt X ` Y P Ls und

∥X ` Y ∥
Ls

ď ∥X∥
Ls

` ∥Y ∥
Ls

.
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§24.12 Beweis von Satz §24.11. In der Vorlesung.

§24.13 Bemerkung. Für s P Rě1 ist ∥‚∥
Ls

eine Pseudonorm auf Ls, d.h., für X, Y P Ls und a P R gilt:

(a) ∥aX∥
Ls

“ |a| ¨ ∥X∥
Ls

; (Lemma §24.03 (ii))

(b) ∥X ` Y ∥
Ls

ď ∥X∥
Ls

` ∥Y ∥
Ls

; (Minkowski-Ungleichung §24.11)

(c) ∥X∥
Ls

P Rě0 und X “ 0 P-f.s.. impliziert ∥X∥
Ls

“ 0. (Lemma §24.03 (i))

§25 Varianz, Kovarianz und Korrelation

§25.01 Erinnerung.. Für X,Y P L2 folgt aus Satz §24.05, dass X , Y , XY P L1 gilt.

§25.02 Definition. Für Zufallsvariablen X, Y P L2 bezeichnet

KovpX, Y q :“ EppX ´ EpX qqpY ´ EpY qqq “ EpXY q ´ EpX qEpY q

die Kovarianz zwischen X und Y .

VarpXq :“ KovpX,Xq “ Ep|X ´ EpX q|2q “ EpX
2
q ´ |EpX q|2 und

StapX q :“
a

VarpX q

heißt Varianz bzw. Standardabweichung von X (und PX).

§25.03 Lemma. Seien X,Y , Z P L2 und a, b P R.

(i) Es gilt VarpX q “ 0 genau dann, wenn PpX “ EpX qq “ 1, also wenn eine Konstante c P R

mit X “ c P-f.s. existiert;

(ii) Kov : L2 ˆ L2 Ñ R ist eine positiv semi-definite, symmetrische Bilinearform, das heißt

(ii-a) KovpX, Y q “ KovpY ,X q (symmetrisch)

(ii-b) KovpaX ` bY , Zq “ aKovpX,Zq ` bKovpY , Zq (linear)

(ii-c) KovpX,X q P Rě0 (positiv semi-definit)

und es gilt weiterhin Kovpa,X q “ 0.

(iii) Var : L2 Ñ Rě0 ist die von Kov induzierte quadratische Form, sodass

(iii-a) VarpaX ` bq “ a2VarpX q und

(iii-b) VarpX ` Y q “ VarpX q `VarpY q ` 2KovpX, Y q gelten.

§25.04 Beweis von Lemma §25.03. Übung

§25.05 Beispiel (Beispiel §23.04 fortgesetzt.).

(a) Sei X „ Poiλ mit λ P Rą0. Dann gilt EpX q “ λ und EpX
2
q “ λ2 ` λ (vgl. Beispiel §23.04

(c)), sodass VarpX q “ EpX
2
q ´ |EpX q|2 “ λ2 ` λ ´ λ2 “ λ gilt.

(b) Für Z „ N
p0,1q

gilt EpZq “ 0 und EpZ
2
q “ 1 (vgl. Beispiel §23.04 (d)), so dass VarpZq “

EpZ
2
q ´ |EpZq|2 “ 1 gilt. Für µ P R und σ P Rą0 ist X “ µ ` σZ „ N

pµ,σ2q
(vgl.

Beispiel §10.12 (a)), sodass EpX q “ σEpZq ` µ “ µ und VarpX q “ σ2VarpZq “ σ2 gilt.
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(c) Betrachten wir wie in Beispiel §10.12 (d) einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor pX,Y q

mit Parametern µ1, µ2 P R, σ1, σ2 P Rą0 und ρ P p´1, 1q, dann gilt X „ N
pµ1,σ

2
1 q

und Y „ N
pµ2,σ

2
2 q

(vgl. Beispiel §11.12 (b)), sowie Z1 :“ σ´1
1 pX ´ µ1q „ N

p0,1q
und Z2 :“ σ´1

2 pY ´ µ2q „ N
p0,1q

(vgl. Beispiel §10.12 (a)). Der Zufallsvektor pZ1, Z2q ist ebenfalls bivariat normalverteilt mit
Parametern µ1 “ 0 “ µ2, σ1 “ 1 “ σ2 und EpZ1Z2q “ ρ P p´1, 1q (vgl. Beispiel §23.04 (e)).
Insbesondere, gilt damit KovpX, Y q “ EppX ´ µ1qpY ´ µ2qq “ Eppσ1Z1qpσ2Z2qq “ σ1σ2ρ.

§25.06 Beste konstante Vorhersage. Für Y P L2 und a P R heißt EpY ´ aq Bias und es gilt die Bias2-
Varianz-Zerlegung

Ep|Y ´ a|2q “ |EpY q ´ a|2 `VarpY q.

Die Abbildung a ÞÑ Ep|Y ´ a|2q nimmt ihr Minimum auf R genau bei a˚ “ EpY q an, sodass

min
aPR

Ep|Y ´ a|2q “ VarpY q und tEpY qu “ arg min
aPR

Ep|Y ´ a|2q

gilt und a˚ “ EpY q beste konstante Vorhersage von Y genannt wird.

§25.07 Markov Ungleichung. Für Y P Mě0
pA q und s, ε P Rą0 gilt εs1tY ěεu ď Y

s , sodass Propositi-
on §22.04 (iv) impliziert PpY ě εq ď ε´sEpY

s
q.

§25.08 Tschebischeff Ungleichung. Für X P L2 und ε P Rą0 impliziert das Anwenden von Satz §25.07
auf Y “ |X ´ EpX q|, dass Pp|X ´ EpX q| ě εq ď ε´2VarpX q.

§25.09 Bemerkung. Der Erwartungswert µ :“ EpX q und die Varianz σ2 :“ VarpX q sind Kenngrößen
der von X induzierten Verteilung PX , insbesondere hängen diese nicht direkt von X sondern
nur vonPX ab. Dies erklärt auch, warum in der Statistik der Wahrscheinlichkeitsraum pΩ,A ,Pq

häufig nicht angegeben wird, da die Beobachtung von X nur Rückschlüsse auf die VerteilungPX

von X erlaubt. Betrachten wir die Varianz, so ist diese ein Maß der Streuung von X um seinen
Erwartungswert, da nach Satz §25.08 Pp|X ´ µ|| ě kσq ď k´2 für alle k P N gilt. Damit erhalten
wir zum Beispiel Pp|X ´ µ| ě σq ď 1, Pp|X ´ µ| ě 2σq ď 1{4 sowie Pp|X ´ µ| ě 3σq ď 1{9.
Die Abschätzung Satz §25.08 ist sehr grob, da sie für alle Zufallsvariablen in L2 gilt. Kennt man
die Verteilung von X , so kann man die Wahrscheinlichkeit genau ausrechnen. Zum Beispiel für
X „ N

pµ,σ2q
, gilt Pp|X ´ µ| ă kσq “ Φpkq ´ Φp´kq “ 2Φpkq ´ 1 (vgl. Beispiel §10.12 (a)), sodass

Pp|X ´ µ| ě kσq “ 2´2Φpkq und insbesonderePp|X ´ µ| ě σq « 0.32,Pp|X ´ µ| ě 2σq « 0.04
sowie Pp|X ´ µ| ě 3σq « 0.0026.

§25.10 Erinnerung.. Für X, Y P L2 gilt |KovpX, Y q| ď StapX qStapY q durch Anwenden der Cauchy-
Schwarz Ungleichung §24.09.

§25.11 Definition. Für X,Y P L2 mit StaX,StaY P Rą0 bezeichnet

KorpX, Y q :“
KovpX, Y q

StapX qStapY q
P r´1, 1s

die Korrelation zwischen X und Y . Falls KovpX, Y q “ 0 gilt, heißen X und Y unkorreliert.

§25.12 Korollar.

(i) Für unkorrellierte Zufallsvariablen X, Y P L2 gilt VarpX ` Y q “ VarpXq `VarpY q.

(ii) Unabhängige Zufallsvariablen X, Y P L2 sind unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht.

§25.13 Beweis von Korollar §25.12. Die Aussage (i) folgt aus Lemma §25.03 (iii-b) und die Aussage (ii)
direkt aus Proposition §22.04 (vii) und Beispiel §25.14.
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§25.14 Beispiel.

(a) Sei pXiqiPJnK „ Bn
p, n P N, p P r0, 1s, ein Bernoulli-Schema. Für jedes i P JnK ist Xi „ Bp mit

PpXi “ 1q “ p undPpXi “ 0q “ 1´p, sodass Xi P L2 mitEpX
2

i q “ p undVarpXiq “ pp1´pq

gilt. Da X “
ř

iPJnK Xi „ Binpn,pq (vgl. Beispiel §23.04 (b)) und KKiPJnKXi ist auch X P L2 mit
VarpX q “

ř

iPJnKVarpXiq “ npp1 ´ pq. Im Fall p P t0, 1u gilt also VarpX q “ 0 sowie für
beliebige p P r0, 1s stets VarpX q ď n{4. Die relative Häufigkeit von Erfolgen pp :“ X{n

erfüllt Epppq “ p und Varpppq “
pp1´pq

n
ď 1

4n
.

(b) Sei X “ |W1 ´ W2| und Y “ W1 ` W2 der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Sum-
me der Augenzahlen von zwei unabhängigen fairen Würfeln pW1,W2q „ Lap2

J6K (vgl. Bei-
spiel §11.12 (a)). Dann sind X und Y nicht unabhängig (vgl. Beispiel §16.09 (b)), aber X
und Y sind unkorreliert, da KovpX, Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q “ 245

18
´ 35

18
¨ 7 “ 0 (vgl.

Beispiel §23.04 (a)).

(c) Sei pX, Y q bivariat normalverteilt wie in Beispiel §10.12 (d) mit Parametern µ1, µ2 P R,
σ1, σ2 P Rą0 und ρ P p´1, 1q. Dann gilt StapXq “ σ1 und StapY q “ σ2 sowie KovpX, Y q “

σ1σ2ρ (vgl. Beispiel §25.05 (b) bzw. (c)) und somit KorpX, Y q “ ρ. Da X und Y genau dann
unabhängig sind, wenn ρ “ 0 gilt (vgl. Beispiel §16.09 (e)), sind also X und Y genau dann
unabhängig, wenn sie unkorreliert sind. Achtung, es ist natürlich möglich, dass X „ N

pµ1,σ
2
1 q

und Y „ N
pµ2,σ

2
2 q

unkorreliert sind, aber der Vektor pX, Y q nicht bivariat normalverteilt ist.
Betrachte dazu zwei unabhängige Zufallsvariablen X und V , wobei X „ N

p0,1q
und V ist ei-

ne Rademacher-Zufallsvariable, d.h. V P t´1, 1u mit PpV “ ´1q “ 1{2 “ PpV “ 1q. Es ist
nun leicht zu zeigen, dass die Zufallsvariablen Y :“ V X und X unkorreliert sind und dass
Y „ N

p0,1q
(Übung!). Die Zufallsvariablen X und Y sind somit standardnormalverteilt und

unkorreliert, aber ihre gemeinsame Verteilung ist keine Normalverteilung (warum?). Die
nächsten Graphiken zeigen 5000 Realisierungen von pX, Y q (in grün) und zum Vergleich
5000 Realisierungen einer bivariaten Standardnormalverteilung.

§25.15 Vorbemerkung.. Seien X, Y P L2 Zufallsvariablen. Welche affine Funktion aX ` b mit a, b P

R von X sagt Y am Besten vorher, im Sinne, dass der mittlere quadratische Vorhersagefehler
(Mean Squared Prediction Error, kurz MSPE) Ep|Y ´ paX ` bq|2q minimal ist? Ist VarpXq “ 0,
so befinden wir uns im Fall der besten konstanten Vorhersage §25.06, sodass wir im Folgenden
VarpXq P Rą0 annehmen und mit

LX :“ taX ` b : a, b P Ru Ď L2

die Menge der Zufallsvariablen, die affine Funktionen von X sind, bezeichnen.

§25.16 Beste lineare Vorhersage. Seien X, Y P L2 mitVarpXq P Rą0. Für jedes Z “ aX ` b P LX gilt
die Bias2+Varianz-Zerlegung

Ep|Y ´ Z|2q “ |EpY q ´ EpZq|2 `VarpY ´ Zq “ |EpY q ´ aEpXq ´ b|2 `VarpY ´ aXq.
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Da für a˚ :“
KovpX,Y q

VarpXq
gilt KovpY ´ a˚X,Xq “ KovpY,Xq ´ a˚VarpXq “ 0, folgt

VarpY ´ aXq “ VarpY ´ a˚X ` pa˚
´ aqXq “ VarpY ´ a˚Xq ` pa˚

´ aq
2
VarpXq;

VarpY ´ a˚Xq “ VarpY q ` |a˚|2VarpXq ´ 2KovpY, a˚Xq

“ VarpY q ´
pKovpX, Y qq

2

VarpXq
“ VarpY qp1 ´ pKorpX, Y qq

2
q.

Für b˚ :“ EpY q ´ a˚EpXq und Z˚ “ a˚X ` b˚ gilt somit

Ep|Y ´ Z|2q ě VarpY ´ aXq ě VarpY ´ a˚Xq “ Ep|Y ´ Z˚|2q

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn a “ a˚ und b “ b˚ gilt. Zusammenfassend nimmt die
Abbildung Z ÞÑ Ep|Y ´ Z|2q damit ihr Minimum auf LX genau bei Z˚ an, sodass

min
ZPLX

Ep|Y ´ Z|2q “ Ep|Y ´ Z˚|2q “ VarpY qp1 ´ pKorpX, Y qq
2
q

und tEpY q `
KovpX,Y q

VarpXq
pX ´ EpXqq “ Z˚

u “ arg min
ZPLX

Ep|Y ´ Z|2q

gilt. Z˚ “ a˚X ` b˚ wird beste lineare Vorhersage von Y durch X genannt.

§25.17 Bemerkung. Da minZPLX
Ep|Y ´ Z|2q “ VarpY qp1´pKorpX, Y qq

2
q gilt, wirdKorpX, Y q auch als

Maß für die Stärke der linearen Abhängigkeit zwischen X und Y interpretiert. Zur Erinnerung
KorpX, Y q P r´1, 1s und im Extremfall |KorpX, Y q| “ 1 gilt somit Ep|Y ´ Z˚|2q “ 0 für die beste
lineare Vorhersage Z˚ “ a˚X ` b˚ von Y , also Y “ a˚X ` b˚ P-f.s. nach Lemma §21.13 (i),
sodass bis auf einer Nullmenge Y gerade gleich einer affinen Funktion von X ist. .

§26 Hauptkomponentenanalyse

§26.01 Erinnerung. Im Folgenden fassen wir wieder Vektoren a “ paiqiPJnK P R
n als Spaltenvektoren

auf, das heißt a “
“

a1 ¨ ¨ ¨ an

‰T
P R

n. Wir bezeichnen mit ∥‚∥ die vom Standardskalarprodukt x‚, ‚y

auf Rn induzierte Norm, das heißt, ∥a∥ “
a

xa, ay “
?
aTa “ p

ř

iPJnK a
2
i q

1{2 für alle a P R
n.

Weiterhin setzen wir |a| :“
ř

iPJnK |ai|.

§26.02 Definition. Sei X “
“

X1 ¨ ¨ ¨ Xn

‰T ein Zufallsvektor (aufgefasst als Spaltenvektor).

(a) Falls |X | “
ř

iPJnK|Xi| P L1, also Xi P L1, i P JnK, kurz X P L1, dann heißt

EpX q “
“

EpX1q ¨ ¨ ¨ EpXnq
‰T

“

»

—

–

EpX1q

...
EpXnq

fi

ffi

fl

P R
n

Erwartungswertvektor von X .

(b) Falls ∥X∥2
“

ř

iPJnK |Xi|2 P L1, also Xi P L2, i P JnK, kurz X P L2, dann heißt

KovpX q “ pKovpXi, Xjqqi,jPJnK “ pEppXi ´ EpXiqqpXj ´ EpXjqqqq
i,jPJnK

“ EppX ´ EpX qqpX ´ EpX qq
T
q “ EpXX

T
q ´ EpX qpEpX qq

T
P R

nˆn

Kovarianzmatrix von X .
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§26.03 Bemerkung. Für die Kovarianzmatrix Σ :“ KovpX q eines Rn-wertigen Zufallsvektors X , falls
sie existiert, gilt

Kovpxa,Xy, xX, byq “
ÿ

iPJnK

ÿ

jPJnK

aibjKovpXi, Xjq “ b
T
Σa “ xΣa, by

für alle a, b P R
n. Insbesondere ist Σ P R

nˆn

ě positiv semidefinit, da KovpXi, Xjq “ KovpXj, Xiq

für alle i, j P JnK und xΣa, ay “ VarpxX, ayq P Rě0 für alle a P R
n gilt.

§26.04 Lemma. Sei X ein Rm-wertiger Zufallsvektor in L2. Für alle b P R
n und A P R

nˆm ist dann
Y “ AX `b einRn-wertiger Zufallsvektor in L2. Bezeichnen wir weiterhin mit µ :“ EpX q P R

m

und Σ :“ KovpX q P R
mˆm

ě den Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix von X , dann gilt
EpY q “ Aµ ` b und KovpY q “ AΣA

T.

§26.05 Beweis von Lemma §26.04. In der Vorlesung.

§26.06 Bemerkung. Sei X ein Rm-wertiger Zufallsvektor in L2. Setzen wir µ :“ EpX q P R
m und

Σ :“ KovpX q P R
mˆm

ě . Dann gilt EpxX, ayq “ xµ, ay undKovpxa,Xy, xX, byqq “ xΣa, by für alle
a, b P R

n.

§26.07 Beispiel. Für X „ N
pµ,Σq

ist µ “ EpX q P R
n der Erwartungswertvektor und Σ “ KovpX q P R

nˆn

ě

die Kovarianzmatrix von X .

§26.08 Erinnerung. Sei Σ P R
nˆn

ě eine positiv semidefinite Matrix. Da Σ symmetrisch ist, ist Σ insbe-
sondere diagonalisierbar, also, ähnlich zu einer Diagonalmatrix Diagrλis mit reellen Diagonalein-
trägen λ “ pλiqiPJnK, genannt Eigenwerte von Σ. Es existiert also eine orthogonale Matrix U, also
UTU “ Inˆn “ UUT, deren Spalten pu

‚iqiPJmK, genannt Eigenvektoren, eine Orthonormalbasis des
R

n bilden, derart dass UTΣU “ Diagrλis gilt. Da Σ positiv semidefinit ist, sind alle Eigenwerte
positiv, also λi P Rě0, i P JnK. Im Folgenden nehmen wir an, dass die orthogonale Matrix U so
gewählt ist, dass die Eigenwerte der Größe nach angeordnet sind, d.h. λ1 ě λ2 ě . . . λn ě 0
gilt.

§26.09 Definition. Sei X einRn-wertiger Zufallsvektor in L2 mit positiv semidefiniter Kovarianzmatrix
Σ “ KovpX q P R

nˆn

ě . Weiterhin seien λ1 ě λ2 ě ¨ ¨ ¨ ě λn ě 0 die der Größe nach geordneten
Eigenwerte der Matrix Σ und u

‚i P R
n, i P JnK, die zugehörigen Eigenvektoren. Dann heißen

pu
‚iqiPJnK Hauptachsen von Σ und die reellen Zufallsvariablen pxX, u

‚iyq
iPJnK Hauptkomponenten

von X .

§26.10 Lemma. Seien u
‚i P R

n, i P JnK, Hauptachsen zu den der Größe nach angeordneten Eigenwerte
λ1 ě λ2 ě ¨ ¨ ¨ ě λn ě 0 der Kovarianzmatrix Σ “ KovpX q eines Rn-wertigen Zufallsvektors X
in L2. Dann sind die Hauptkomponenten pxX, u

‚iyq
iPJnK unkorreliert. Es gilt

KovpxX, u
‚iy, xX, u

‚jyq “ xΣu
‚i, u‚jy “ λi1tiupjq,

also VarpxX, u
‚iyq “ λi für alle i, j P JnK und VarpxX, u

‚1yq ě VarpxX, u
‚2yq ě ¨ ¨ ¨ ě VarpxX, u

‚nyq.

§26.11 Beweis von Lemma §26.10. Direktes Anwenden der Definition.

§26.12 Beispiel. Seien X „ N
pµ,Σq

, λ “ pλiqiPJnK die Eigenwerte von Σ und die Hauptachsen pu
‚iqiPJnK von

Σ die Spalten der orthogonaler Matrix U. Dann gilt UTX „ N
pU

T
µ,Diagrλisq

und die Hauptkomponen-
ten pxX, u

‚iyq
iPJnK sind somit unabhängig.
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§26.13 Definition. Seien X und Y ein Rk-wertiger bzw. Rn-wertiger Zufallsvektor in L2. Für A‹
P R

nˆk

und b
‹

P R
n heißt Z‹

“ A
‹
X ` b

‹ eine lineare Vorhersage von Y durch X . Z‹ wird beste lineare
Vorhersage von Y durch X genannt, wenn

Ep∥Y ´ Z
‹∥2

q ď Ep∥Y ´ pAX ` bq∥2
q

für alle A P R
nˆk und b P R

n gilt.

Die folgenden Ausführungen in §26.14-§26.19, die erlauben, das zentrale Resultat der Haupt-
komponentenanalyse im Satz §26.20 zu beweisen, sind für diese Vorlesung nur weiterführendes
Material.

§26.14 Bemerkung. Für eine Matrix A P R
nˆk heißt eine Matrix A

:
P R

kˆn Moore-Penrose Inverse
von A, wenn

(MPI1) AA
:
A “ A;

(MPI2) A
:
AA

:
“ A

:;

(MPI3) AA
: und A

:
A sind symmetrisch.

Die Moore-Penrose Inverse ist eindeutig festgelegt. Sei B P R
nˆn

ě positiv semidefinit, so dass
UTBU “ Diagrλis für eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix Diagrλis mit nicht-
negativen Diagonaleinträgen λ “ pλiqiPJnK P R

n

ě0 gilt. Setzen wir

λ
:

“ pλ
:

iqiPJnK P R
n

ě0 mit λ
:

i :“

"

λ
´1

i , falls λi P Rą0,
0 , sonst.

Dann gilt B:
“ UDiagrλ

:

isU
T für die Moore-Penrose Inverse von B und A

:
“ pA

T
Aq

:A
T

P R
kˆn

für die Moore-Penrose Inverse einer beliebigen Matrix A P R
nˆk .

§26.15 Lemma. Seien X und Y ein Rk-wertiger bzw. Rn-wertiger Zufallsvektor in L2. Setzten wir
KovpY ,X q :“ EppY ´ EpY qqpX ´ EpX qq

T
q dann ist

Z
‹

“ EpY q `KovpY ,X qpKovpX qq
:
pX ´ EpX qq

eine beste lineare Vorhersage von Y durch X . Der Fehler ε‹ :“ Y ´ Z
‹ und Z “ AX ` b für

beliebiges A P R
nˆk und b P R

n sind unkorreliert, also Kovpε‹, Zq “ Onˆn. Es gilt Epε‹
q “ On

und

Kovpε
‹
q “ KovpY q ´KovpY ,X qpKovpX qq

:
KovpX, Y q.

§26.16 Beweis von Lemma §26.15. Wir setzen

A
‹

:“ KovpY ,X qpKovpX qq
:
,

b
‹

:“ EpY q ´KovpY ,X qpKovpX qq
:
EpX q,

sodass Z‹

“ A
‹
X ` b

‹ und

Epε
‹
q “ EpY ´ Z

‹

q “ EpY ´ EpY qq ´ A
‹

EpX ´ EpX qq “ On

gilt. Für Z “ AX ` b mit beliebigen A P R
nˆk und b P R

n folgt damit

Kovpε
‹
, Zq “ Epε

‹
X

T
qA

T
`Onb

T
´OnpEpX

T
qA

T
` b

T
q

“ EppY ´ EpY qqX
T
qA

T
´ A

‹

EppX ´ EpX qqX
T
qA

T

“ KovpY ,X qpInˆn ´ pKovpX qq
:
KovpX qqA

T
“ 0.
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Die letzte Gleichheit ist klar, fallsKovpX q regulär ist, ansonsten ist diese aufwendiger zu zeigen.
(Wir nutzen aus, dass Ikˆk ´pKovpX qq

:KovpX q eine Projektionsmatrix auf das orthogonale Kom-
plement des Bildes von KovpX q ist, und zeigen dass für jedes darin enthaltene Elemente v gilt
vTX “ vTEpX q und somit KovpY ,X qv “ On.) Für jede lineare Vorhersage Z “ AX ` b von Y
durch X gilt dann KovpY ´ Z

‹

, Z
‹

´ Zq “ Kovpε‹, pA
‹

´ AqX q “ On und somit

KovpY ´ Zq “ KovpY ´ Z
‹

q `KovpZ
‹

´ Zq `KovpY ´ Z
‹

, Z
‹

´ Zq `KovpZ
‹

´ Z, Y ´ Z
‹

q

“ KovpY ´ Z
‹

q ` pA
‹

´ AqKovpX qpA
‹

´ Aq
T
.

Damit ist die Matrix KovpY ´ Zq ´ KovpY ´ Z
‹

q P R
nˆn

ě positiv semidefinit, und wir schreiben
kurz KovpY ´ Zq ě KovpY ´ Z

‹

q. Wir halten weiter fest, dass dann auch gilt

SpurpKovpY ´ Zqq ě SpurpKovpY ´ Z
‹

qq.

Wir benutzen weiterhin, dass Ep∥Y ´ Z∥2
q “ SpurpKovpY ´ Zqq gilt, und schließen

Ep∥Y ´ Z∥2
q “ SpurpKovpY ´ Zqq ě SpurpKovpY ´ Z

‹

qq “ Ep∥Y ´ Z
‹∥2

q,

was zu zeigen ist.

§26.17 Korollar. Sei Y ein Rn-wertiger Zufallsvektor in L2 und X :“ AY für ein A P R
kˆn . Dann ist

Z
‹

“ EpY q `KovpY qA
T
pAKovpY qA

T
q

:
pX ´ EpX qq

eine beste lineare Vorhersage von Y durch X “ AY . Der Fehler ε‹ :“ Y ´ Z
‹ und Z

‹ sind
unkorreliert. Es gilt

Kovpε
‹
q “ KovpY q ´KovpY qA

T
pAKovpY qA

T
q

:
AKovpY q

und Epε‹
q “ 0.

§26.18 Beweis von Korollar §26.17. Folgt direkt aus Lemma §26.15.

§26.19 Bemerkung. Seien die Spalten u
‚i P R

n, i P JnK, der orthogonalen Matrix U Hauptachsen der
Kovarianzmatrix Σ :“ KovpY q eines Rn-wertigen Zufallsvektors Y . Für µ :“ EpY q gilt dann

Y ´ µ “ UU
T
pY ´ µq “

ÿ

iPJnK

xY ´ µ, u
‚iyu‚i.

Bezeichnet pvjqjPJnK eine beliebige Orthonormalbasis des Rn, so gilt

Ep∥Y ´ µ∥2
q “

ÿ

jPJnK

Ep|xY ´ µ, vjy|
2
q “

ÿ

jPJnK

VarpxY , vjyq “
ÿ

jPJnK

xΣvj, vjy

“ SpurpΣq “
ÿ

jPJnK

λj.

Im Folgenden nehmen wir an, dass Y zentriert ist, das heißt, µ “ On gilt. Für k P JnK sei
Upkq :“

“

u
‚1 ¨ ¨ ¨ u

‚k

‰

P R
nˆk die Matrix mit den Spalten pu

‚jqjPJkK. Für

Zpkq :“ UpkqU
T
pkqY “

ÿ

jPJkK

xY , u
‚jyu‚j

gilt dann

Ep∥Y ´ Zpkq∥2
q “

ÿ

iPLk,nK

Ep|xY , u
‚iy|

2
q “

ÿ

iPLk,nK

λi.
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Weiterhin sei k‹ :“ RangpΣq P JnK und k P Lk‹, nK, so gilt λl “ 0 für jedes l P Lk‹, kK und somit
xY , u

‚ly “ 0 P-f.s. (da EpxY , u
‚lyq “ xµ, u

‚ly “ 0 und VarpxY , u
‚lyq “ λl “ 0) sowie

Zpkq “
ÿ

iPJkK

xY , u
‚iyu‚i “

ÿ

iPJk‹K

xY , u
‚iyu‚i “ Zpk

‹
q P-f.s. @k P Lk‹

, nK.

Sei also k P Jk‹K und damit λl P Rą0 für jedes l P JkK. Betrachten wir den Zufallsvek-
tor Xpkq :“ UT

pkqY der ersten k Hauptkomponenten von Y , so gilt ΣUpkq “ UpkqDiagrλis sowie
UT

pkqΣUpkq “ Diagrλis mit positiven Diagonaleinträgen pλiqiPJkK P R
k

ą0, also pUT
pkqΣUpkqq

:
“ Diagrλ

´1

i s.
Unter Verwendung von Korollar §26.17 mit Xpkq “ AY , A “ UT

pkq, EpY q “ On sowie EpXpkqq “ Ok

folgt nun, dass

Z
‹

pkq “ KovpY qA
T
pAKovpY qA

T
q

:
Xpkq

“ ΣUpkqpU
T
pkqΣUpkqq

:
Xpkq “ UpkqDiagrλisDiagrλ

´1

i sU
T
pkqY “ UpkqU

T
pkqY “ Zpkq

eine beste lineare Vorhersage von Y durch Xpkq ist.

§26.20 Satz. Sei Y ein zentrierterRn-wertiger Zufallsvektor in L2 mit Hauptachsen pu
‚iqiPJnK vonKovpY q.

Für k P JRangpKovpY qqK sei Upkq :“
“

u
‚1 ¨ ¨ ¨ u

‚k

‰

P R
nˆk die Matrix mit den Spalten pu

‚jqjPJkK und sei
Xpkq :“ UT

pkqY der Rk-wertige Zufallsvektor der ersten k Hauptkomponenten pxY , u
‚iyq

iPJkK von Y .
Bezeichne mit Z‹

pkq :“ UpkqU
T
pkqY “

ř

iPJkK xY , u
‚iyu‚i eine beste lineare Vorhersage von Y durch

Xpkq. Für jedes A P R
kˆn bezeichne Z‹

A eine beste lineare Vorhersage von Y durch AY , dann gilt

Ep∥Y ´ Z
‹

pkq∥2
q “ min tEp∥Y ´ Z

‹

A∥2
q : A P R

kˆn
u.

Damit ist Z‹

pkq eine beste lineare Vorhersage von Y unter allen linearen Vorhersagen von Y durch
AY mit A P R

kˆn .

§26.21 Beweis von Satz §26.20. (Schritt 1) Nach Korollar §26.17 ist Z‹

A “ ΣA
T
pAΣA

T
q

:AY eine beste
lineare Vorhersage von Y durch AY für A P R

kˆn mit mittlerem quadratischen Vorhersage-
fehler

Ep∥Y ´ Z
‹

A∥2
q “ SpurpΣ ´ ΣA

T
pAΣA

T
q

:
AΣq “ SpurpΣq ´ SpurpΣA

T
pAΣA

T
q

:
AΣq

Wir bestimmen für

min tEp∥Y ´ Z
‹

A∥2
q : A P R

kˆn
u “ SpurpΣq ´ max tSpurpΣA

T
pAΣA

T
q

:
AΣq : A P R

kˆn
u

eine untere Schranke.

(Schritt 2) Für B “ Σ1{2A
T

P R
nˆk ist BpBTBq

:BT
“ ΠBildpBq die Darstellungsmatrix der orthogo-

nalen Projektion auf BildpBq Ď R
n und es gilt

SpurpΣA
T
pAΣA

T
q

:
AΣq “ SpurpΣ1{2BpB

T
Bq

:
B

T
Σ1{2

q

“ SpurpΣBpB
T
Bq

:
B

T
q “ SpurpΠBildpBqΣΠBildpBqq.

(Schritt 3) Da RangpBq P J0, kK ist BildpBq P Vk :“ tV : V Unterraum von Rn mit dimK pVq P J0, kKu
und es gilt

min tEp∥Y ´ Z
‹

A∥2
q : A P R

kˆn
u

“ SpurpΣq ´ max tSpurpΠBildpBqΣΠBildpBqq : B “ Σ1{2A
T

P R
nˆk

u

ě SpurpΣq ´ max tSpurpΠVΣΠVq : V P Vku
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(Schritt 4) Für eine beliebige ONB pviqiPJlK von V P Vk gilt SpurpΠVΣΠVq “
ř

iPJlK xΣvi, viy, somit
entspricht dem Maximieren über alle Unterräume mit Dimension höchstens k gerade dem
Maximieren über alle Orthonormalsysteme mit maximal k Elementen. Wir können nun per
Induktion über k zeigen, dass

max tSpurpΠVΣΠVq : V P Vku “
ÿ

iPJkK

xΣu
‚i, u‚iy “

ÿ

iPJkK

λi.

(Schritt 5) Insgesamt also

min tEp∥Y ´ Z
‹

A∥2
q : A P R

kˆn
u ě SpurpΣq ´

ÿ

iPJkK

λi “
ÿ

iPLk,nK

λi.

(Schritt 6) Die Behauptung folgt dann aus Ep∥Y ´ Z
‹

pkq∥2
q “

ř

iPLk,nKEp|xY , u
‚iy|2q “

ř

iPLk,nK λi.

§26.22 Bemerkung. Das letzte Resultat ist die Grundlage für eine Vielzahl an Methoden zur Analy-
se von sehr großen Datensätzen. Betrachten wir die beste lineare Vorhersage Z

‹

pkq von Y durch
die ersten k Hauptkomponenten pxY , u

‚iyq
iPJkK von Y , so ist der mittlere Vorhersagefehler gera-

de
ř

iPLk,nKVarpxY , u
‚iyq. Wählen wir also die ersten k Hauptkomponenten, so können wir nur

ř

iPLk,nKVarpxY , u
‚iyq der gesamten Variabilität

ř

iPJnKVarpxY , u
‚iyq nicht erklären. Der erklärte

Anteil wird typischerweise relativ angegeben, also
ř

iPJkKVarpxY ,u‚iyq
ř

iPJnKVarpxY ,u‚iyq
P r0, 1s. In vielen Anwen-

dungen genügen nur wenige (zwei oder drei) Hauptkomponenten, um relativ 90% oder mehr der
gesamten Variabilität zu erklären.

§27 Statistische Inferenz: endliche Stichproben Eigenschaften

Seien PΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einem messbaren Raum pX,X q und
γ : Θ Ñ Γ Ď R ein identifizierbarer abgeleiteter Parameter. Für n P N betrachten wir im Fol-
genden unabhängige und identisch-verteilte X-wertige Zufallsvariablen Xi, i P JnK, mit identi-
scher Verteilung aus PΘ. Mit anderen Worten, die Zufallsvariable X :“ pXiqiPJnK ist adäquat durch
das statistische Produktexperiment pX

n
,X

n
,Pn

Θ q beschrieben. Wir schreiben kurz X⃝„ P
n

Θ . Für
jedes θ P Θ bezeichnet im Folgenden En

θ stets die Erwartung bzgl. Pn
θ .

§27|01 Gleichmäßig bester unverfälschter Test

§27.01 Definition. Sei tΓ0,Γ1
u eine Partition der interessierenden Parameter und φ : X

n
Ñ t0, 1u ein

Test, also φ P MpX
n
q, der Nullhypothese H0 : Γ

0 gegen die Alternative H1 : Γ
1. Die Abbildung

β : Θ Q θ ÞÑ βpθq :“ E
n

θpφq P r0, 1s

heißt Gütefunktion und ihre Werte βpθq werden unter der Alternative, also für θ P γ´1pΓ1
q, d.h.

θ P Θ mit γpθq P Γ1, Macht von φ genannt. Der Test φ heißt unverfälscht zum Niveau α P r0, 1s,
kurz unverfälschter α-Test, wenn φ das Niveau α einhält und seine Macht nicht kleiner als α ist,
also βpθq ě α für alle θ P γ´1pΓ1

q gilt. Ein Test φ heißt gleichmäßig bester unverfälschter Test
zum Niveau α P r0, 1s, falls er ein unverfälschter α-Test ist und für jedes θ P γ´1pΓ1

q die Macht
β

rφ
pθq eines jeden anderen unverfälschten α-Tests rφ nicht größer ist, d.h. βφ

pθq ě β
rφ
pθq gilt.

§27.02 Bemerkung. Ein Test φ der Nullhypothese H0 : Γ0 gegen die Alternative H1 : Γ1 hält somit
das Signifikanzniveau α P r0, 1s ein, falls für die assoziierte Gütefunktion βpθq ď α für alle
θ P γ´1pΓ0

q gilt.
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§27.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.12). Im stetigen statistischen Modell X⃝„ pNn

pµ,1q
q
µPR

be-
trachte für beliebiges µ0 P R das einseitige Testproblem der Nullhypothese H0 : µ ď µ0, al-
so Γ0

µ0
“ Rďµ0

, gegen die Alternative H1 : µ ą µ0, also Γ1
µ0

“ Rąµ0
. Zur Erinnerung, da die

Verteilungsfamilie pNn

pµ,1q
q
µPR

einen monotonen Likelihood-Quotienten besitzt (Beispiel §12.12),
ist für jedes c P R der Neyman-Pearson-Test φ‹

c
mit Ablehnbereich tφ‹

c
“ 1u “ tXn ě cu

ein gleichmäßig bester Test zum Niveau βφ‹

c

pµ0q “ Nn

pµ0,1q
pXn ě cq für das Testproblem der einfa-

chen Nullhypothese H0 : µ “ µ0 gegen die zusammengesetzte Alternative H1 : µ ą µ0. Da
Xn „ N

pµ0,1{nq
für X „ Nn

pµ0,1q
(vgl. Beispiel §17.13) erhalten wir βφ‹

c

pµ0q “ Φp
?
np´c ` µ0qq (vgl.

Beispiel §10.12 (a)). Für α P p0, 1q und kritischen Wert cα “ µ0 ` z1´α{
?
n mit α-Quantil zα

einer Standardnormalverteilung gilt dann βφ‹

cα

pµ0q “ α und βφ‹

cα

pµq ď α für alle µ ď µ0 (vgl. Bei-
spiel §05.07 (c)). Somit ist für jedes α P p0, 1q der Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich
t
?
npXn ´ µ0q ě z1´αu ein gleichmäßig bester Test zum Niveau α des einseitigen Testproblems

der Nullhypothese H0 : µ ď µ0 gegen die Alternative H1 : µ ą µ0. In der folgenden Graphik
sind für n “ 1, µ0 “ 100 und α “ 0.05 die Gütefunktionen des Test φ‹

c
für die verschieden Werte

c “ 1 (blau), c “ 1.69 « z1´α (rot), c “ 2.33 (grün) und c “ 3 (grün) dargestellt.

Für das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese H0 : µ “ µ0 gegen die Alternative H1 : µ ‰

µ0 ist jeder Test φ
c

mit Ablehnbereich tφ
c

“ 1u “ t
?
n|Xn ´ µ0| ě cu mit c ě z1´α{2 ein α-Test.

In der folgenden Graphik sind für n “ 1, µ0 “ 100 und α “ 0.05 die Gütefunktionen des Test φ
c

für die verschieden Werte c “ 1 (blau), c “ 1.96 « z1´α{2 (rot), c “ 2.58 (grün) und c “ 3 (grün)
dargestellt.

Für das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese H0 : µ “ µ0 gegen die Alternative H1 :
µ ‰ µ0 ist der zweiseitige Test φ “ 1

t
?
n|Xn´µ0|ěz1´α{2u

kein gleichmäßig bester α Test, da der Test
rφ “ 1

t
?
npXn´µ0qěz1´αu

für das einseitige Testproblem der Nullhypothese H0 : µ ď µ0 gegen die
Alternative H1 : µ ą µ0 auch ein α-Test für das zweiseitige Testproblem ist und für alle µ ą µ0

eine größere Macht besitzt. In der folgenden Graphik sind für n “ 1, µ0 “ 100 und α “ 0.05 die
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Gütefunktionen des zweiseitigen Tests φ (rot) und des einseitigen Tests rφ (blau) dargestellt.

Offensichtlich ist die Macht des einseitigen Tests rφ für alle Parameterwerte µ ă µ0 kleiner als α,
so dass rφ kein unverfälschter Test für das zweiseitige Testproblem ist. In der Vorlesung Statistik
I zeigen wir, dass der zweiseitige Test φ optimal in der Klasse aller unverfälschten α-Test für
das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese H0 : µ “ µ0 gegen die Alternative H1 : µ ‰ µ0

ist.

§27|02 Gleichmäßig bester unverfälschter Konfidenzbereich

§27.04 Definition. Seien ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ
eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interessieren-

de Parameterwerte und B eine Bereichsschätzfunktion auf pX
n
,X

n
q, also tγ P Bu P X

n für alle
γ P Γ. Die Bereichsschätzfunktion B heißt unverfälscht zum Niveau 1-α, kurz unverfälschter
1-α-Konfidenzbereich, wenn B das Niveau 1-α einhält und Pn

θ prγ P Bq ď 1 ´ α für alle rγ P Γf
γpθq

und für alle θ P Θ gilt.

§27.05 Erinnerung.

(a) Für γ P Γ sei Γr
γ und Γf

γ eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-
werte, dann bezeichnen Γ0

γ “ trγ P Γ : γ P Γr
rγ u und Γ1

γ “ trγ P Γ : γ P Γf
rγ u die assoziierte

Nullhypothese bzw. Alternative der interessierenden Parameter.

(b) Zu einer Bereichsschätzfunktion B bezeichnet pφ
γ
q
γPΓ

die assoziierte Familie von Tests mit
Ablehnbereich tφ

γ
“ 1u “ tγ R Bu.

(c) Zu einer pφ
γ
q
γPΓ

Familie von Tests bezeichnet B die assoziierte Bereichsschätzfunktion mit
Bpxq :“ tγ P Γ : φ

γ
pxq “ 0u, x P X

n.

§27.06 Lemma. Seien ptΓr
γ ,Γ

f
γ uq

γPΓ
eine Familie von richtigen und falschen interessierenden Parame-

terwerte und ptΓ0
γ ,Γ

1
γ uq

γPΓ
die assoziierte Familie von Nullhypothesen und Alternativen. Dann ist

φ
γ

ein (gleichmäßig bester) unverfälschter α-Test der Nullhypothese H0 : Γ
0
γ gegen die Alterna-

tive H1 : Γ1
γ für jedes γ P Γ, genau dann wenn die zu pφ

γ
q
γPΓ

assoziierte Bereichsschätzfunktion
B für ptΓr

γ ,Γ
f
γ uq

γPΓ
ein (gleichmäßig bester) unverfälschter 1-α-Konfidenzbereich ist.

§27.07 Beweis von Lemma §27.06. In der Vorlesung.

§27.08 Beispiel (Normalverteilungsmodell §27.03). Im stetigen statistischen Modell X⃝„ pNn

pµ,1q
q
µPR

sind
für beliebiges µ0 P R und α-Quantil zα der Standardnormalverteilung

‚ der rechtsseitige Test φr

z1´α

“ 1
t
?
npXn´µ0qěz1´αu

,

‚ der linksseitige Test φl

z1´α

“ 1
t
?
npXn´µ0qď´z1´αu

und
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‚ der beidseitige Test φb

z1´α{2

“ 1
t
?
n|Xn´µ0|ěz1´α{2u

“ φr

z1´α{2

` φl

z1´α{2

für das entsprechende Testproblem gleichmäßig beste unverfälschte α-Tests. Damit sind für die
Familie ptΓr

γ ,Γ
f
γ uq

γPΓ
der richtigen und falschen Parameter

(a) mit Γr
µ “ Rěµ und Γf

µ “ Răµ der rechtsseitige KB pXn ´ z1´α{
?
n,8q;

(b) mit Γr
µ “ Rďµ und Γf

µ “ Rąµ der linksseitige KB p´8, Xn ` z1´α{
?
nq;

(c) mit Γr
µ “ tµu und Γf

µ “ R‰µ der beidseitige KB pXn ˘ z1´α{2{
?
nq

gleichmäßig beste unverfälschte 1-α-Konfidenzbereiche.

§27|03 Beste erwartungstreue Schätzfunktion

§27.09 Definition. Sei pγ eine Schätzfunktion, also pγ P MpX
n
q für den Parameter γ P Γ Ď R. Ist

pγ P L1pP
n

θ q für jedes θ P Θ, so wird Bias
θ
ppγq :“ E

n
θppγ ´ γpθqq Verzerrung oder Bias von pγ genannt.

Der Schätzer heißt erwartungstreu oder unverfälscht, wenn Bias
θ
ppγq “ 0 für alle θ P Θ gilt. pγ

überschätzt (bzw. unterschätzt) im Mittel γ , wenn Bias
θ
ppγq P Rą0 (bzw. Biasθppγq P Ră0) für alle

θ P Θ gilt.

§27.10 Erinnerung. Für k P N bezeichnet Wk
pBq die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf pR,Bq

mit endlichem k-ten Moment, also für alle P P Wk
pBq gilt idR P LkpR,B ,Pq oder äquivalent dazu

Ep|idR|kq “ Pp|idR|kq “
ş

R
|x|kPpdxq P Rě0 (vgl. Definition §24.01).

§27.11 Definition. Für n P N sei Wn

k
pBq :“ tP

n
“

Â

iPJnKP : P P Wk
pBqu die Menge aller Produktwahr-

scheinlichkeitsmaße auf pR
n
,B

n
q mit identischer Randverteilung aus Wk

pBq. Für jedes l P JkK
heißen die abgeleiteten Parameter mplq : Wk

pBq Ñ R mit P ÞÑ mplq
pPq :“ Ppid

l

Rq und Mplq

: Wk
pBq Ñ R mit P ÞÑ Mplq

pPq :“ PppidR ´ mp1q
pPqq

l
q das l-te Moment bzw. das l-te zentrierte

Moment. Für jedes P P W2
pBq sind µpPq :“ mp1q

pPq und σ2pPq :“ Mp2q
pPq gerade der Erwartungs-

wert und die Varianz von P.

§27.12 Bemerkung. Die (zentrierten) Momente sind identifizierbare abgeleitete Parameter und damit
zum Beispiel auch pmplq

q
lPJkK : Wk

pBq Ñ R
k, wobei die Abbildung pmplq

q
lPJkK auf Wk

pBq offen-
sichtlich nicht injektiv ist. Betrachten wir zum Beispiel ihre Einschränkung auf die Menge
NRˆRě0

“ tN
pµ,σ2q

: pµ, σq P R ˆRě0u von Normalverteilungen, so ist mp1q
“ µ und Mp2q

“ σ2.
Der abgeleitete Parameter pmp1q,Mp2q

q ist auf NRˆRě0
somit injektiv, aber mp1q oder Mp2q allein sind

es nicht.

§27.13 Definition. Für l P N werden pmplq
n P MpB

n
q mit

R
n

Q x “ pxiqiPJnK ÞÑ pm
plq
n pxq “ 1

n

ÿ

iPJnK

xl
i P R

und pMplq
n P MpB

n
q mit

R
n

Q x “ pxiqiPJnK ÞÑ pM
plq
n pxq “ 1

n

ÿ

iPJnK

pxi ´ m
p1q

q
l
P R

empirisches Moment bzw. zentriertes empirisches Moment der Ordnung l genannt.

§27.14 Bemerkung. Die Statistik pMplq
n verwendet den abgeleiteten Parameter mp1q und ist somit nur un-

ter der unrealistischen Annahme, dass mp1q bekannt ist, ein Schätzer für Mplq. Betrachten wir das
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statistische Produktexperiment pR
n
,B

n
,W

n

k
pBqq so sind auf Grund der Linearität der Erwartung

pmplq
n und pMplq

n erwartungstreue Schätzer für mplq bzw. Mplq. Für jedes i P JnK erfüllt die Koordina-
tenprojektion Πi P MpB

n
q in der Tat mplq

pPq “ P
n
pΠl

iq, so dass aus pmplq
n “ 1

n

ř

iPJnK Π
l
i folgt

Bias
P
p pm

plq
n q “ P

n
p pm

plq
n ´ m

plq
pPqq “ 1

n

ÿ

iPJnK

`

P
n
pΠl

iq ´ m
plq

pPq
˘

“ 0.

Weiterhin folgt aus Mplq
pPq “ P

n
ppΠi ´ mp1q

pPqq
l
q, i P JnK, und pMplq

n “ 1
n

ř

iPJnK pΠi ´ mp1q
q
l auch

Bias
P
p pM

plq
n q “ P

n
p pM

plq
n ´ M

plq
pPqq “ 1

n

ÿ

iPJnK

`

P
n
ppΠi ´ m

p1q
pPqq

l
q ´ M

plq
pPq

˘

“ 0.

Ist mp1q nicht bekannt, und somit pMplq
n als Schätzfunktion nicht mehr verwendbar, so betrachtet

man üblicherweise die Statistik pVplq
n “ 1

n

ř

iPJnK pΠi ´ pmp1q

n ql P MpB
n
q mit

R
n

Q x “ pxiqiPJnK ÞÑ pV
plq
n pxq :“ 1

n

ÿ

iPJnK

pxi ´ pm
p1q

n pxqq
l
P R.

Die Statistik pVplq
n erhalten wir aus der Statistik pMplq

n , in dem wir den Erwartungswert mp1q
pPq “

µpPq durch das empirische erste Moment Πn :“ 1
n

ř

iPJnK Πi “ pmp1q

n ersetzen, diese Vorgehens-
weise wird häufig Momentenmethode genannt. Im Spezialfall l “ 2 ist

M
p2q

pPq “ Pp|idR ´ µpPq|2q “ σ2
pPq

gerade die Varianz von P. Mit Hilfe elementarer Umformungen gilt

pV
p2q

n “ pM
p2q

n ´ |pmp1q

n ´ m
p1q

pPq|2 “ 1
n

ÿ

iPJnK

pΠi ´ µpPqq
2

´ |Πn ´ µpPq|2.

Da pΠiqiPJnK unabhängig und identisch verteilt sind, sind die Zufallsvariablen Yi :“
1
n

pΠi ´ µpPqq,
i P JnK, zentriert und unabhängig, sodass aus Lemma §25.03 (iii) folgt

P
n
p|Πn ´ µpPq|2q “ Varp

ÿ

iPJnK

Yi q “
ÿ

iPJnK

VarpYi q “ 1
n2

ÿ

iPJnK

P
n
p|Πi ´ µpPq|2q “ 1

n
σ2

pPq.

Damit erhalten wir BiasPppVp2q

n q “ ´ 1
n
σ2pPq, da

P
n
ppV

p2q

n q “ P
n
p pM

p2q

n q ´ P
n
p|Πn ´ µpPq|2q “ σ2

pPq ´ 1
n
σ2

pPq “ n´1
n
σ2

pPq,

sodass der Schätzer pVp2q

n im Mittel die Varianz σ2 unterschätzt und ein erwartungstreuer Schätzer
für σ2 die Statistik n

n´1
pVp2q

n “ 1
n´1

ř

iPJnK pΠi ´ Πnq
2

P MpB
n
q ist.

§27.15 Definition. Für X ⃝„ W
n

2
pBq heißen Xn “ pmp1q

n pXq und pS
p2q

n :“ 1
n´1

ř

iPJnK pXi ´ Xnq
2 empiri-

scher Mittelwert bzw. empirische Varianz. Wir schreiben abkürzend pSn :“

b

pSp2q

n .

Für jedes θ P Θ und jede Statistik S P L2pP
n

θ q bezeichnet VarθpSq :“ E
n
θp|S ´ E

n
θpSq|2q im Folgen-

den stets die Varianz von S bzgl. Pn
θ .

§27.16 Definition. Seien pγ, rγ P L2pP
n

θ q für jedes θ P Θ zwei erwartungstreue Schätzfunktionen für γ .
pγ heißt (relativ) effizienter als rγ , wenn Varθppγq ď Varθprγq für alle θ P Θ gilt und ein θ P Θ mit
Varθppγq ă Varθprγq existiert. pγ wird (absolut) effizient genannt, falls es keinen erwartungstreuen
Schätzer gibt, der (relativ) effizienter als pγ ist.
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§27.17 Beispiel (§20.03 (d) fortgesetzt). Sei X⃝„ pUn
r0,θsqθPRą0

, so gilt

U
n
r0,θspΠiq “ µpUr0,θsq “ θ{2 und VarθpΠiq “ σ2

pUr0,θsq “ θ2{12

für jede Koordinatenabbildung Πi, i P JnK (nachrechnen!). Wenden wir die Momentenmethode
an, so erhalten wir den Schätzer pθ1 “ 2Xn für θ. Andererseits haben wir in Beispiel §12.23
(c) gezeigt, dass pθ2 “ maxiPJnK Xi der MLS für θ ist. Offensichtlich ist pθ1 ein erwartungstreuer
Schätzer für θ. Andererseits, nach Beispiel §20.03 (d) ist pθ2 eine stetig-verteilte reelle Statistik
mit Dichte

R Q x ÞÑ f
θ
pxq “ n

θn
xn´11r0,θs

pxq P R,

sodass Un
r0,θsp

pθ2q “ n
n`1

θ und Bias
θ
ppθ2q “ ´θ{pn`1q gilt. Damit unterschätzt der MLS pθ2 im Mittel

θ. Der korrigierte MLS pθ3 :“ n`1
n

maxiPJnK Xi ist folglich erwartungstreu. Für n P Ně2 ist der
korrigierter MLS pθ3 effizienter als der Momentenschätzer pθ1 “ 2Xn , da Varθppθ3q “ 1

npn`2q
θ2 ă

1
3n
θ2 “ Varθppθ1q für n P Ně2 gilt (nachrechnen!). Für n “ 1 ist pθ1 “ 2X1 “ pθ3. In der Vorlesung

Statistik I wird gezeigt, dass pθ3 (absolut) effizient ist.

§27.18 Definition. Für jedes θ P Θ und jede Statistik S P L2pPθ q wird

MSE
θ
pSq :“ E

n

θp|S ´ γpθq|2q

mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error) von S genannt. Seien pγ, rγ P L2pP
n

θ q für
jedes θ P Θ. pγ heißt besser bzgl. des MSE als rγ , wenn MSE

θ
ppγq ď MSE

θ
prγq für alle θ P Θ gilt

und ein θ P Θ mit MSE
θ
ppγq ă MSE

θ
prγq existiert.

§27.19 Beispiel.

(a) Für X ⃝„ pUn
r0,θsqθPRą0

und n P Ně2 ist bzgl. des MSE der korrigierter Maximum-Likelihood-
Schätzer (MLS) pθ3 “ n`1

n
max
iPJnK

Xi besser als der MLS pθ2 “ max
iPJnK

Xi. In der Tat es gilt

MSE
θ
ppθ3q “

θ2

npn`2q
ă

2θ2

pn`2qpn`1q
“ MSE

θ
ppθ2q.

Weiterhin ist der MLS pθ2 “ maxiPJnK Xi besser bzgl. des MSE als der Momentenschätzer
pθ1 “ 2Xn , da

MSE
θ
ppθ2q “

2θ2

pn`2qpn`1q
ă

θ2

3n
“ MSE

θ
ppθ1q

gilt (nachrechnen!).

(b) Für X⃝„ pNn

pµ,σ2q
q

pµ,σ2qPRˆRą0

und n P Ně2 ist die empirische Varianz pS
p2q

n ein (absolut) effizienter
Schätzer für σ2 (Vorlesung Statistik I) aber bzgl. des MSE gilt

N
n

pµ,σ2q
p|pVp2q

n ´ σ2|2q “MSE
pµ,σ2q

ppV
p2q

n q “ 2n´1
n2 σ4

ă 2
n´1

σ4
“ MSE

pµ,σ2q
ppS

p2q

n q,

sodass der Schätzer pVp2q

n für σ2 besser als pS
p2q

n bzgl. des MSE ist.
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§27|04 Lokations-Skalen-Modell

§27.20 Definition. Für einen Rn-wertigen Zufallsvektor X ist ein Lokations-Skalen-Modell adäquat,
wenn X⃝„ W

n
2

pBq gilt, also die Koordinaten von X “ pXiqiPJnK sind unabhängige und identisch
verteilte (u.i.v.) reelle Zufallsvariablen mit identischer Randverteilung P P W2

pBq. Wir betrach-
ten die identifizierbaren Parameter

µ : W2
pBq Q P ÞÑ µpPq “ m

p1q
pPq “ PpidRq “

ż

R

xPpdxq P R

sowie

σ2 : W2
pBq Q P ÞÑ σ2

pPq “ M
p2q

pPq “ Pp|idR ´ µpPq|2q “

ż

R

|x ´ µpPq|2Ppdxq P Rě0,

und schreiben abkürzend X ⃝„ pPn
pµ,σ2qqpµ,σ2qPRˆRě0

. Wird die Varianz σ2
0 P Rě0 bzw. der Erwar-

tungswert µ0 P R als bekannt vorausgesetzt, so schreiben wir abkürzend X ⃝„ pPn
pµ,σ2

0 qqµPR
bzw.

X ⃝„ pPn
pµ0,σ

2qqσ2PRě0

.

§27.21 Bemerkung. Wir fassen unter Ppµ,σ2q alle P P W2
pBq mit µ “ µpPq und σ “ σpPq zusammen und

die abkürzende Schreibweise X⃝„ Ppµ,σ2q meint X „ P für ein P P Ppµ,σ2q.

§27.22 Beispiel.

(a) Bernoulli-Schema: X⃝„ pBn
pqpPr0,1s

, dann gilt µpBpq “ p und σ2pBpq “ p ´ p2 also auch
X⃝„ pPn

pp,p´p2qqpPr0,1s
. Der MLS und Momentenschätzer pp “ Xn für p ist erwartungstreu und

(absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

(b) Binomialverteilungsmodell: X ⃝„ pBinn
p50,pqqpPr0,1s

, dann gilt µpBinp50,pqq “ 50p und σ2pBinp50,pqq “

50pp1 ´ pq also auch X ⃝„ pPn
p50p,50p1´pqpqqpPr0,1s

. Der MLS und Momentenschätzer pp “ Xn{50
für p ist erwartungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

(c) Poissonverteilungsmodell: X⃝„ pPoi
n

λq
λPRą0

, dann gilt µpPoiλq “ λ und σ2pPoiλq “ λ also auch
X ⃝„ pPn

pλ,λqqλPRą0

. Der MLS und Momentenschätzer pλ “ Xn für λ ist erwartungstreu und
(absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

(d) Exponentialverteilungsmodell: X ⃝„ pExpn
λq

λPRą0

, dann gilt µpExpλq “ λ´1 und σ2pExpλq “

λ´2 also auch X⃝„ pPn
pλ´1,λ´2qqλPRą0

. Der MLS und Momentenschätzer pλ “ pXnq
´1 überschätzt

im Mittel λ mit Biasλppλq “ λ{pn ´ 1q, der korrigierter MLS pλ2 “ p n
n´1

Xnq
´1 ist erwartungs-

treu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

§27.23 Erinnerung. In einem Lokations-Skalen-Modell X ⃝„ pPn
pµ,σ2qqpµ,σ2qPRˆRě0

ist das empirische Mittel
Xn ein erwartungstreuer Schätzer für µ und die empirische Varianz pS

p2q

n ein erwartungstreuer
Schätzer für σ2. Die folgenden Tests basieren nun auf den Statistiken

?
n

pSn

pXn ´ µq bzw. pn´1q

σ2
pS

p2q

n

deren Verteilung wir unter einer zusätzlichen Normalverteilungsannahme in Abschnitt §27|05
herleiten.

§27|04.24 Testen des Erwartungswert. Für einenRn-wertigen Zufallsvektor X sei ein Lokations-Skalen-
Modell, also X ⃝„ pPn

pµ,σ2qqpµ,σ2qPRˆRě0

adäquat. Für µ0 P R und c P Rą0 betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test φr

c
:“ 1

t
?
npXn´µ0qěcpSnu

für das einseitige Testproblem der Nullhypo-
these H0 : µ ď µ0 gegen die Alternative H1 : µ ´ µ0 ą 0;

(b) den linksseitigen Test φl

c
:“ 1

t
?
npXn´µ0qď´cpSnu

für das einseitige Testproblem der Nullhypo-
these H0 : µ ě µ0 gegen die Alternative H1 : µ ´ µ0 ă 0;
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(c) den beidseitigen Test φb

c
:“ 1

t
?
n|Xn´µ0|ěcpSnu

für das zweiseitige Testproblem der Nullhypothe-
se H0 : µ “ µ0 gegen die Alternative H1 : µ ´ µ0 ‰ 0.

§27|04.25 Testen der Varianz. Für einen Rn-wertigen Zufallsvektor X sei ein Lokations-Skalen-Modell,
also X ⃝„ pPn

pµ,σ2qqpµ,σ2qPRˆRą0

adäquat. Für σ2
o P Rą0 und cr, cl P Rą0 betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test φr

cr
:“ 1

tpn´1qpS
p2q

n {σ2
0 ěcru

für das einseitige Testproblem der Nullhypo-
these H0 : σ ď σ0 gegen die Alternative H1 : σ{σ0 ą 1;

(b) den linksseitigen Test φl

cl
:“ 1

tpn´1qpS
p2q

n {σ2
0 ďclu

für das einseitige Testproblem der Nullhypothese
H0 : σ ě σ0 gegen die Alternative H1 : σ{σ0 ă 1;

(c) den beidseitigen Test φb

cl,cr
:“ φl

cl
` φr

cr
“ 1

tpn´1qpS
p2q

n ďclσ2
0 u

` 1
tpn´1qpS

p2q

n ěcrσ2
0 u

für das zweiseitige
Testproblem der Nullhypothese H0 : σ “ σ0 gegen die Alternative H1 : σ{σ0 ‰ 1.

§27.26 Bemerkung. Möchten wir sicher stellen, dass die in den Definitionen §27|04.24 und §27|04.25
angegebenen Tests ein vorgegebenes Signifikanz-Niveau α P p0, 1q einhalten, so müssen wir
die kritischen Werte c, cl, cr P Rą0 entsprechend wählen. Dies ist aber nur möglich, wenn die
Verteilung der standardisierten Statistik

?
n

pSn

pXn ´ µ0q bzw. pn´1q

σ2
0

pS
p2q

n unter der Nullhypothese
bekannt ist, wie es zum Beispiel im normalen Lokations-Skalen-Modell (Abschnitt §27|05) der
Fall ist. Die angegebenen Tests können wir direkt benutzen (vgl. Satz §12.33), um einseitige
bzw. zweiseitige Konfidenzbereiche für den Erwartungswert µ bzw. die Varianz σ2) anzugeben.
Zum Beispiel ist

`

Xn ˘ cpSn{
?
n

˘

bzw.
`

pn´1qpS
p2q

n {cr, pn´1qpS
p2q

n {cl
˘

) der assoziierte zweiseitige
Konfidenzbereich. In ?? untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Verteilung von Xn

sowie pS
p2q

n , also wenn n Ñ 8. Diese Resultate erlauben dann, die kritischen Werte c, cl, cr P

Rą0 so zu wählen, dass zu mindesten asymptotisch, also für n Ñ 8, das Signifikanzniveau
eingehalten wird.

Zwei-Stichproben-Modell

§27|04.27 Vorbemerkung. Die zufälligen Messwerte der beiden Segmente des Fürsten G. Őmetry in
Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog können wir als Stichproben von X ⃝„ pP31

pµX ,σ
2
XqqpµX ,σ

2
XqPRˆRą0

und
Y ⃝„ pP31

pµY ,σ
2
Y qqpµY ,σ

2
Y qPRˆRą0

auffassen, das heißt, sie können separat adäquat durch ein Lokations-Skalen-
Modell beschrieben werden. Für µX “

ÝÝÑ
AC und µY “

ÝÝÑ
EB ist damit die zu überprüfende Nullhy-

pothese H0 : µX “ µY , der interessierende Parameter ist also µX ´ µY . Es erscheint realistisch,
dass X und Y unabhängig sind. In diesem Fall sprechen wir von einem Zwei-Stichproben-Modell
mit unverbundenen Stichproben. Im Folgenden nehmen wir an, dass X und Y unabhängig sind,
aber dieselbe Varianz besitzen, das heißt, der Zufallsvektor pX, Y q ist adäquat durch das statisti-
sche Modell pR

n`m
,B

n`m
, pPn

pµX ,σ
2q b Pm

pµY ,σ
2qqpµX ,µY ,σ

2qPR
2
ˆRą0

q beschrieben. Die Situation verschiedener
Varianzen wird Behrens-Fischer Problem genannt, welches noch immer ungelöst ist. Für die
interessierenden Parameter µX und µY sind dann Xn bzw. Ym erwartungstreue Momentenschät-
zer (Beispiel §27.22). Betrachten wir die Varianz σ2, so sind pS

p2q

n :“ 1
n´1

ř

iPJnK pXi ´ Xnq
2 und

pS
p2q

m :“ 1
m´1

ř

iPJmK pYi ´ Ymq
2 unabhängige erwartungstreue Momentenschätzer für σ2, und so-

mit ist der Schätzer pS
p2q

n,m :“ 1
n`m´2

rpn ´ 1qpS
p2q

n ` pm ´ 1qpS
p2q

m s ebenfalls erwartungstreu. Es
ist nun nahe liegend basierend auf der Statistik Xn ´ Ym für den interessierenden Parameter
µX ´µY zum Beispiel einen zweiseitigen Konfidenzbereich der Form rXn ´Ym ˘ c

?
n`m

?
nm

pSn,ms mit

pSn,m :“

b

pSp2q

n,m anzugeben und somit t0 ‰ rXn ´Ym ˘ c
?
n`m

?
nm

pSn,msu als Ablehnbereich des asso-
ziierten zweiseitigen Tests der Nullhypothese H0 : µX ´ µY “ 0 gegen die Alternativhypothese
H0 : µX ´ µY ‰ 0 zu betrachten.
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§27|04.28 Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte. Für zwei Zufallsvektoren X und Y mit identischer
Varianz der Randverteilungen, sei ein Zwei-Stichproben-Modell mit unverbunden Stichproben,
also pX, Y q⃝„ pPn

pµX ,σ
2q b Pm

pµY ,σ
2qqpµX ,µY ,σ

2qPR
2
ˆRą0

, adäquat. Für c P Rą0 betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test φr

c
:“ 1

tXn´Yměc

?
n`m

?
nm

pSn,mu

für das einseitige Testproblem der Nullhy-

pothese H0 : µX ď µY gegen die Alternative H1 : µX ´ µY ą 0;

(b) den linksseitigen Test φl

c
:“ 1

tXn´Ymď´c

?
n`m

?
nm

pSn,mu

für das einseitige Testproblem der Nullhy-

pothese H0 : µX ě µY gegen die Alternative H1 : µX ´ µY ă 0;

(c) den beidseitigen Test φb

c
:“ φl

c
` φr

c
“ 1

t|Xn´Ym |ěc

?
n`m

?
nm

pSn,mu

für das zweiseitige Testproblem

der Nullhypothese H0 : µX “ µY gegen die Alternative H1 : µX ´ µY ‰ 0.

§27.29 Vorbemerkung. Analog beschreiben wir die zufälligen Messwerte der abgefüllten Volumen in
den 33cl bzw. 75cl Bierflaschen der Abbaye de Rochefort in Beispiel VI im Kapitel 1 Pro-
log als Zwei-Stichproben-Modell pR

n`m
,B

n`m
, pPn

pµX ,σ
2
Xq b Pm

pµY ,σ
2
Y qqµX ,µY PR,σ2

X ,σ
2
Y PRą0

q mit unverbundenen
Stichproben. Die Varianz σ2

X bzw. σ2
Y kann als Maß der Genauigkeit der Abfüllanlage interpretiert

werden, so dass die Nullhypothese H0 : σ2
X “ σ2

Y abzulehnen ist, wenn die Abfüllanlage nicht
dieselbe Genauigkeit für die kleinen und großen Bierflaschen besitzt. Es ist nun nahe liegend,
mit Hilfe der Statistik pS

p2q

n {pS
p2q

m für den interessierenden Parameter σ2
X{σ2

Y Konfidenzbereiche bzw.
Tests zu konstruieren.

§27|04.30 Tests auf Gleichheit der Varianzen. Für X und Y sei ein Zwei-Stichproben-Modell mit un-
verbunden Stichproben, also pX,Y q⃝„ pPn

pµX ,σ
2
Xq b Pm

pµY ,σ
2
Y qqµX ,µY PR,σ2

X ,σ
2
YRą0

, adäquat. Für cl, cr P Rą0 be-
trachten wir

(a) den rechtsseitigen Test φr

cr
:“ 1

tpS
p2q

n {pS
p2q

m ěcru
für das einseitige Testproblem der Nullhypothese

H0 : σ
2
X ď σ2

Y gegen die Alternative H1 : σ
2
X{σ2

Y ą 1;

(b) den linksseitigen Test φl

cl
:“ 1

tpS
p2q

n {pS
p2q

m ďclu
für das einseitige Testproblem der Nullhypothese

H0 : σ
2
X ě σ2

Y gegen die Alternative H1 : σ
2
X{σ2

Y ă 1;

(c) den beidseitigen Test φb

cl,cr
:“ φl

cl
`φr

cr
“ 1

tpS
p2q

n {pS
p2q

m ďclu
`1

tpS
p2q

n {pS
p2q

m ěcru
für das zweiseitige Testpro-

blem der Nullhypothese H0 : σ
2
X “ σ2

Y gegen die Alternative H1 : σ
2
X{σ2

Y ‰ 1.

§27.31 Anmerkung. Betrachten wir zum Beispiel den Verbrauch verschiedener Motorräder vor und
nach einem Motortuning, so werden immer zwei Ergebnisse an einem Objekt gemessen. Be-
schreiben wir diese Situation durch ein Zwei-Stichproben-Modell mit X ⃝„ pPn

pµX ,σ
2
XqqµXPR,σ2

XRą0

(Ver-
brauch vor dem Tuning) und Y ⃝„ pPn

pµY ,σ
2
Y qqµY PR,σ2

YRą0

(Verbrauch nach dem Tuning) so ist es un-
realistisch anzunehmen, dass die Stichproben unabhängig sind. Ist der interessierende Parame-
ter die Differenz des mittleren Verbrauchs µX ´ µY , so betrachten wir die Differenz der Be-
obachtungen X ´ Y :“ pXi ´ Yi qiPJnK, die dann adäquat durch ein Lokations-Skalen-Modell
X ´ Y ⃝„ pPn

pµ,σ2qqµPR,σ2PRą0

beschrieben wird. Möchten wir Gleichheit µX “ µY der Erwartungswer-
te testen, also gleicher mittlerer Verbrauch vor und nach dem Tuning, so können wir nun für die
Differenz X ´ Y direkt die Nullhypothese H0 : µ “ 0 mit Hilfe der Definition §27|04.24 testen.

§27|05 Normales Lokations-Skalen-Modell

Im Folgenden sind pZiqiPJ0,m`kK unabhängige und identisch standardnormalverteilte Zufallsvaria-
blen, also pZiqiPJ0,m`kK „ N1`m`k

p0,1q
.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 85

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.de


Kapitel 5 Erwartungswert §27 Statistische Inferenz: endliche Stichproben Eigenschaften

§27|05.32 χ2-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

Q :“
ÿ

iPJkK

Z
2

i

heißt (zentrale) χ2-Verteilung mit k Freiheitsgraden (vgl. Bei-
spiel §17.12 (c)), kurz Q „ χ2

k
. Für α P p0, 1q bezeichnen wir

weiterhin den Wert χ2

k,α
P Rą0 als α-Quantil einer (zentralen) χ2-

Verteilung mit k Freiheitsgraden, wenn Nk

p0,1q
pQ ď χ2

k,α
q “ α gilt.

Für δ P R heißt die Verteilung der Zufallsvariable

W :“ |Z1 ` δ|2 `
ÿ

iPJ2,kK

Z
2

i χ2

k
-Dichtefunktionen

nicht-zentrale χ2-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichtzentralitätsparameter δ2, kurz
W „ χ2

k
pδ2q . Weiterhin bezeichnet χ2

k,α
pδ2q P Rą0 das α-Quantil einer nicht-zentralen χ2-Verteilung

mit k Freiheitsgraden und Nichtzentralitätsparameter δ2, wenn Nk

p0,1q
pW ď χ2

k,α
pδ2qq “ α gilt.

§27.33 Korollar. Es gilt µpχ2

k
q “ k, σ2pχ2

k
q “ 2k und µpχ2

k
pδ2qq “ δ2 ` k. Für Z „ Nm

p0,1q
, v P R

m und
A P R

mˆp mit RangpAq “ p gelten außerdem: (i) ∥ΠBildpAqZ∥2
„ χ2

p
und (ii) ∥Z ` v∥2

„ χ2

m
p∥v∥2

q.

§27.34 Beweis von Korollar §27.33. In der Vorlesung.

§27|05.35 (Student-) t-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

T :“
Z0

c

1
k

ř

iPJkK
Z

2

i

heißt (Student-) t-Verteilung mit k Freiheitsgraden, kurz T „ tk ,
und tk,α P R bezeichnet das α-Quantil einer Student-t-Verteilung
mit k-Freiheitsgraden, wenn Nk`1

p0,1q
pT ď tk,αq “ α gilt. tk-Dichtefunktionen

§27.36 Bemerkung. Die Student-t1-Verteilung mit einem (k “ 1) Freiheitsgrad entspricht gerade der
Cauchy-Verteilung. Für jedes k P N besitzt die tk-Verteilung endliche Momente nur der Ordnung
s P JkM (sie ist heavy-tailed). Insbesondere, ist T „ tk so gilt µptkq “ 0 für k P Ně2, sowie
σ2ptkq “ k{pk ´ 2q für k P Ně3.

§27.37 Korollar. Für X „ Nn

pµ,σ2q
sind

?
n
σ

pXn ´ µq „ N
p0,1q

und pn´1q

σ2
pS

p2q

n „ χ2

n´1
unabhängig, so dass

mit pSn “

b

pSp2q

n gilt
?
n

pSn

pXn ´ µq „ tn´1.

§27.38 Beweis von Korollar §27.37. In der Vorlesung.

§27.39 t-Tests für den Erwartungswert.. Für einen Rn-wertigen Zufallsvektor X sei ein normales
Lokations-Skalen-Modell adäquat, also X⃝„ pNn

pµ,σ2q
q

pµ,σ2qPRˆRą0

. Dann hält zu dem entsprechenden
Testproblem in Definition §27|04.24

(a) der rechtsseitige t-Test φr

cα
mit cα “ t

pn´1q,p1´αq
,

(b) der linksseitige t-Test φl

cα
mit cα “ t

pn´1q,p1´αq
sowie

(c) der beidseitige t-Test φb

cα{2

mit cα{2 “ t
pn´1q,p1´α{2q
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das Signifikanz-Niveau α P p0, 1q ein.

§27.40 Bemerkung. In der Vorlesung Statistik I zeigen wir, dass die Tests in der Aussage §27.39 auch
gleichmäßig beste unverfälschte Test sind.

§27.41 χ2-Tests für die Varianz.. Für einen Rn-wertigen Zufallsvektor X sei ein normales Lokations-
Skalen-Modell adäquat, also X⃝„ pNn

pµ,σ2q
q

pµ,σ2qPRˆRą0

. Dann hält zu dem entsprechenden Testpro-
blem in Definition §27|04.25

(a) der rechtsseitige χ2-Test φr

crα
mit crα “ χ2

pn´1q,p1´αq
,

(b) der linksseitige χ2-Test φl

clα
mit clα “ χ2

pn´1q,α
sowie

(c) der beidseitige χ2-Test φb

clα{2,c
r
α{2

mit clα{2 “ χ2

pn´1q,α{2
und crα{2 “ χ2

pn´1q,p1´α{2q

das Signifikanz-Niveau α P p0, 1q ein.

Zweistichproben Problem

§27.42 Korollar. Für pX,Y q „ Nn

pµX ,σ
2q

b Nm

pµY ,σ
2q

sind

?
nm

σ
?
n`m

pXn ´Ym ´ pµX ´µY qq „ N
p0,1q

und pn`m´2q

σ2
pS

p2q

n,m “
pn´1q

σ2
pS

p2q

n `
pm´1q

σ2
pS

p2q

m „ χ2

n`m´2

unabhängig, so dass mit pSn,m :“

b

pSp2q

n,m gilt

?
nm

pSn,m

?
n`m

pXn ´ Ym ´ pµX ´ µY qq „ tn`m´2.

§27.43 Beweis von Korollar §27.42. In der Vorlesung.

§27.44 t-Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte. Für zwei Zufallsvektoren X und Y mit identi-
scher Varianz der Randverteilungen, sei ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit unverbun-
den Stichproben, also pX,Y q⃝„ pNn

pµX ,σ
2q

b Nm

pµY ,σ
2q
q
µX ,µY PR,σ2PRą0

, adäquat. Dann hält zu dem entspre-
chenden Testproblem in Definition §27|04.28

(a) der rechtsseitige t-Test φr

cα
mit cα “ t

pn`m´2q,p1´αq
,

(b) der linksseitige t-Test φl

cα
mit cα “ t

pn`m´2q,p1´αq
sowie

(c) der beidseitige t-Test φb

cα{2

mit cα{2 “ t
pn`m´2q,p1´α{2q

das Signifikanz-Niveau α P p0, 1q ein.

§27.45 Beispiel. Betrachten wir die zufälligen Messwerte der beiden Segmente des Fürsten G. Őmetry
in Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog. Dann erhalten wir Schätzwerte x31 « 9.51, y31 « 10.49,
pS

p2q

31 pxq « 0.42, pS
p2q

31 pyq « 1.05, sodass ps
p2q

31,31 :“ pS
p2q

31,31px, yq « 0.74, ps31,31 :“
b

ps
p2q

31,31 « 0.86 und damit
pt31,31 :“

?
31

ps31,31
?
2
|x31 ´y31| « 4.5. Unter der Annahme, dass ein normales Zwei-Stichproben-Modell

mit unverbunden Stichproben und gleichen Varianzen vorliegt, hält der beidseitige t-Test φb

cα{2

mit
cα{2 “ t60,p1´α{2q

das Niveau α ein (Aussage §27.44). Für α “ 0.05 gilt t60,p1´α{2q
« 2 ă 4.5 « pt31,31, so

dass wir die Nullhypothese der Gleichheit zum Niveau α “ 0.05 ablehnen.
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Kapitel 5 Erwartungswert §27 Statistische Inferenz: endliche Stichproben Eigenschaften

§27|05.46 (Fisher-) F-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

F :“

1
m

ř

iPJmK
Z

2

i

1
k

ř

iPJkK
Z

2

m`i

heißt zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgra-
den, kurz F „ Fm,k . Wir bezeichnen mit Fm,k,α P Rě0 das α-
Quantil einer zentralen Fisher-Fm,k-Verteilung mit m und k Frei-
heitsgraden, d.h. Nm`k

p0,1q
pF ď Fm,k,αq “ α.

Für δ P R heißt die Verteilung der Zufallsvariable

W :“

1
m

tpZ1 ` δq
2

`
ř

iPJ2,mK
Z

2

i u

1
k

ř

iPJkK
Z

2

m`i

Fd1,d2-Dichtefunktionen

nicht-zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitätspara-
meter δ2, kurz W „ Fm,k

pδ2q . Weiterhin bezeichnet Fm,k,α
pδ2q P Rě0 das α-Quantil einer nicht-

zentralen Fisher-Fm,k
pδ2q-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitätsparameter

δ2, wenn Nm`k

p0,1q
pW ď Fm,k,α

pδ2qq “ α gilt.

§27.47 Bemerkung. Sei F „ Fm,k mit k P Zě2, dann ist F´1 eine Fk,m-verteilte Zufallsvariable. Für
T „ tk ist T 2 eine F1,k-verteilte Zufallsvariable.

§27.48 F-Tests auf Gleichheit der Varianzen. Für X und Y sei ein normales Zwei-Stichproben-
Modell mit unverbunden Stichproben, also pX, Y q⃝„ pNn

pµX ,σ
2
Xq

b Nm

pµY ,σ
2
Y q

q
µX ,µY PR,σ2

X ,σ
2
Y PRą0

, adäquat. Dann
hält zu dem entsprechenden Testproblem in Definition §27|04.30

(a) der rechtsseitige F-Test φr

crα
mit crα “ F

pn´1q,pm´1q,p1´αq
,

(b) der linksseitige F-Test φl

clα
mit clα “ F

pn´1q,pm´1q,α sowie

(c) der beidseitige F-Test φb

clα{2,c
r
α{2

mit clα{2 “ F
pn´1q,pm´1q,α{2 und crα{2 “ F

pn´1q,pm´1q,p1´α{2q

das Signifikanz-Niveau α P p0, 1q ein.

§27.49 Beispiel. Betrachten wir die zufälligen Messwerte der abgefüllten Volumen in den 33cl bzw.
75cl Bierflaschen der Abbaye de Rochefort in Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog. Dann erhal-
ten wir die Schätzwerte x42 « 32.94, y42 « 74.98, pS

p2q

42 pxq « 0.74, pS
p2q

42 pyq « 0.81, und da-
mit pF42,42 :“ pS

p2q

42 pxq{pS
p2q

42 pyq « 0.91. Unter der Annahme, dass ein normales Zwei-Stichproben-
Modell mit unverbunden Stichproben vorliegt, hält der beidseitige F-Test φb

clα{2,c
r
α{2

mit clα “ F41,41,α{2

und clα “ F41,41,p1´α{2q
das Niveau α ein (Aussage §27.48). Für α “ 0.05 gilt F41,41,.025 « 0.54,

F41,41,.975 « 1.86 und pF42,42 « 0.91 P p0.54, 1.86q, so dass wir die Nullhypothese der Gleichheit der
Varianzen zum Niveau α “ 0.05 nicht ablehnen können.
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Anhang A

Anhang

A.1 Normalverteilung

Figure 1: Normal Curve Areas. Standard normal
probability in right-hand tail. For negative
values of z, areas are found by symmetry.

Area

z

Second decimal place of z

z 0 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 .4761 .4721 .4681 .4641
0.1 .4602 .4562 .4522 .4483 .4443 .4404 .4364 .4325 .4286 .4247
0.2 .4207 .4168 .4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3897 .3859
0.3 .3821 .3783 .3745 .3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4 .3446 .3409 .3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121

0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 .2877 .2843 .2810 .2776
0.6 .2743 .2709 .2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 .2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
0.8 .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1867
0.9 .1841 .1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611

1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 .1357 .1335 .1314 .1292 .1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 .1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985
1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
1.4 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681

1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233

2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064

2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014

3.0 .00135
3.5 .000 233
4.0 .000 031 7
4.5 .000 003 40
5.0 .000 000 287
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