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Kapitel 1
Prolog

Beispiel I: Geschlecht von Konsumierenden

Einem amerikanischen Produzenten eines kalorienarmen, koffeinhaltigen Erfrischungsgetrdinkes
wurde das Geriicht zugetragen, dass es mehr weibliche als nicht weibliche Konsumierende des
Getrinkes gibt. Um diesen Rumor zu tiberpriifen, hat der firmeneigene Verbraucherservice das
Geschlecht ({Weiblich,Nicht weiblich}) von 1000 Konsumierenden des Getriankes erhoben. Mit
folgendem Resultat:
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WNNNWWWWNNWNWWWWWWWWNWWWWNWWWWWWWWNWWWWN
WWWWWWNWWNWWNWWWWWWWWWWWNNNWNWWWWWNWWWWN
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(Anzahl W=699)

Der amerikanische Produzent hat daraufhin entschieden, seine Produktpalette um ein koffeinhal-
tiges Erfrischungsgetrink ohne Zucker zu erweitern. Dabei war das Ziel, eine neue Marke spe-
ziell fiir Miinner zu kreieren. Zur Kontrolle des Ziels hat der firmeneigene Verbraucherservice
wieder das Geschlecht ({ Minnlich,Nicht méannlich}) von 1000 Konsumierenden des Getrinkes
erhoben. Mit folgendem Resultat:

MMMMMMMMNMNMNNMNMMMMMNMMNNNMMMMNNMMMMMMMM
NMNNMMMMMNNMMNMNNNNNNMMNNMMNNNNNMMMMMMMMMM
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(Anzahl M=611)

Beispiel II: Qualitatskontrolle

Eine Schraubenherstellerin hat einen Vertrag mit einem Kunden abgeschlossen, in dem sie sich
verpflichtet, dass in der ndchsten Lieferung im Mittel hochstens 1 von 100 Schrauben beschdi-
digt ist. Der Kunde hat 10.000 Beutel a je 50 Schrauben bestellt. Zur Kontrolle der Qualitit ihrer
Lieferung, zédhlte die Herstellerin in 100 Beuteln der Lieferung die beschidigten Schrauben. Mit
dem folgenden Resultat:

020001010100201010001000000010001201000000020000210001120
0011200001040010000210010000100100200101101
(Summe=46)

Auf Grund der Nachfrage hat die Schraubenherstellerin einen zweiten Produktionsstandort ein-
gerichtet. Zur Kontrolle der Produktionsqualitit zdhlte die Herstellerin in 100 Beuteln a je 50
Schrauben die beschidigten Schrauben. Mit dem folgenden Resultat:

011420121133302020243403140211133201112114121124422031111
3145230222000712101140121113411114131131030
(Summe=172)
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Beispiel lll: Anzahl

Ein Unternehmen bietet seinen Klienten eine Telefonhotline von Montag bis Freitag zwischen
8:00 Uhr und 18:00 Uhr an. Um den Kundenservice zu verbessern, ziahlt das Unternehmen eine
Woche lang die Anrufe innerhalb einer Viertelstunde. Mit dem folgenden Resultat:

181716819812151411151113812141513817161512131015151313161315131689
11101415881513815101881171613815914971310816151391415141861061497
14614101116139141113111212111191511720108122414118141311101271311
10131410716191261391510221215141613121461113106111351591412121197
1313912911121913914101011109111210101310112114121081116161813121113
13141711913 11119151571520518141011201912101479912788614121391212
149107111418101211121311161410111510101491415121013151581311101211
11129351313131713161391513171297139

(Summe=3348)

Beispiel IV: Wartezeit

Ein Wissenschaftler fihrt jeden Tag mit der U-Bahn in Berlin. Wihrend drei Monaten misst er
seine tigliche Wartezeit an der U-Bahn Haltestelle. Mit dem folgenden Resultat (in Minuten):

7.44 6.21 6.03 8.08 7.07 6.33 9.00 1.28 5.92 2.38 5.89 0.09 1.59 5.57 8.56 7.01 1.54 1.21 0.99 2.30 1.00
7.828530.18 2.33 7.81 7.77 9.05 6.86 3.82 1.36 7.39 2.06 0.96 2.28 3.54 4.01 7.59 7.06 7.58 6.59 1.35
8.64 1.01 8.88 2.27 5.96 1.25 6.45 2.45 9.02 5.83 3.80 1.95 9.28 0.29 0.73 3.67 2.74 0.17 9.32 0.02 4.76
7.498.492.36 2.15 2.06 3.73 2.86 5.35 1.27 6.08 9.50 4.70 5.44 4.11 9.20 2.59 5.98 1.17 5.98 8.40 2.97
2.66 5.250.97 3.74 2.79 8.81

(Maximum=9.5)

Beispiel V: Lebensdauer

Eine Stadtverwaltung benutzt in ihren Gebduden 35.000 Gliihlampen. Die Herstellerin der Gliih-
lampen garantiert, dass die Lebensdauer der Gliihlampe im Mittel mindestens 1000 Stunden
betrigt. Um diese Aussage zu iiberpriifen, fiihrt die Einkaufsabteilung eine Studie mit 100
Glithlampen durch. Mit dem folgenden Resultat (in Stunden):

2109.35 1074.86 28.83 1279.98 156.99 5019.57 1996.70 478.79 999.25 2253.01 465.35 530.50 624.27
4167.61 721.24 134.58 1292.09 174.07 504.60 83.62 2824.01 881.01 42.30 227.83 156.20 13.34 1740.43
23.56 908.03 271.18 23.28 2191.34 357.66 1917.95 357.95 1281.17 183.21 98.11 700.71 820.09 739.14
23.79 923.54 17.19 108.47 467.33 761.10 15.48 5635.45 2714.75 457.12 271.27 155.30 1396.21 644.90
393.85382.58 1087.93 4547.50 1241.29 807.20 2291.24 2027.31 150.71 5031.31 811.09 1049.09 988.20
1003.60 1264.92 1488.36 1603.13 1923.11 204.41 1765.73 224.21 1011.45 587.16 888.23 1274.92 1222.33
295.25 631.28 48.22 109.15 692.58 11.14 1855.80 377.98 200.43 731.42 823.03 106.78 2233.35 409.38
115.18 1542.88 112.48 1278.54 2345.72

(Mittelwert=1026.37)
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Beispiel VI: Messfehler

Nach einem starken Sturm fiirchtet der alte Fiirst G. 6metry dass sein Schloss (siehe Bild unten)
beschidigt ist. Genauer, er hat den Eindruck dass die Fassade, die vor dem Sturm ein Rechteck
war, sich in ein nicht-rechteckiges Parallelogram verformt hat.

D D
E c E c
A B A B
intaktes Schloss beschidigtes Schloss

Um diesen_])iindruck objektiv zu iiberpriifen, entschlieBt sich der Fiirst G. Ometry die Segmente
AC und EB 31 mal zu messen, mit folgendem Resultat fiir das Segmente AC (in m):

9.60 9.359.578.6510.11 10.05 10.82 9.17 11.02 9.02 9.48 9.34 9.27 9.96 9.50 9.31 9.21 10.11 9.96 9.00
7.77 9.44 9.08 9.97 9.68 10.55 8.66 9.14 9.06 9.43 9.56
(Mittelwert=9.51)

und fiir das Segment EB (in m)

10.38 11.32 9.01 9.51 10.19 10.94 10.26 10.12 10.57 9.93 12.17 11.88 10.30 11.33 10.95 10.23 8.72
10.22 11.42 11.84 10.29 11.55 8.43 9.06 9.45 9.99 10.40 11.00 12.68 9.73 11.36
(Mittelwert=10.49)

Die belgische Abbaye de Rochefort ist beriihmt fiir ihr selbst gebrautes Bier. Die Monche moch-
ten in einen neuen Abfiillautomaten fiir 33cl Bierflaschen investieren. Der Hersteller des Auto-
maten gibt eine Genauigkeit der Abfiillung von 0.8 an. Um diese Herstellerangabe zu iiberpriifen,
messen die Monche das Volumen von 42 zufillig ausgewihlten 33cl Bierflaschen, mit folgen-
dem Resultat (in Zentiliter):

32.68 32.19 33.50 33.78 33.95 33.04 33.17 30.62 33.92 32.99 32.13 32.99 33.64 34.41 33.88 32.42 33.08
32.48 32.49 33.52 33.86 33.95 32.80 32.66 32.57 33.93 31.02 32.71 31.89 34.28 33.76 32.79 31.74 33.03
33.57 33.72 31.55 32.57 32.87 32.03 32.47 32.87

(Standardabweichung=0.86)

Laut Hersteller kann der Abfiillautomat mit derselben Genauigkeit auch 75cl Bierflaschen abfiil-
len. Die M6nche messen zusitzlich das Volumen von 42 zufillig ausgewihlten 75¢1 Bierflaschen,
mit folgendem Resultat (in Zentiliter):

75.71 76.28 75.33 75.37 74.84 73.13 76.34 75.61 75.15 74.56 74.30 74.35 75.43 73.70 74.49 75.18 74.23
76.62 73.29 74.76 75.12 74.12 75.57 75.89 75.67 75.68 74.66 73.93 76.08 75.50 75.52 75.59 75.36 74.95
72.84 76.13 75.37 75.53 73.80 74.56 74.44 73.98

(Standardabweichung=0.9)
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Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitsraum

§01 Stichprobenraum

Ein zufilliges Experiment ist ein Experiment, in dem das Ergebnis nicht mit Sicherheit vorherge-
sagt werden kann. Um ein zufilliges Experiment mathematisch zu untersuchen, ist es notwendig
alle Versuchsausginge beschreiben zu konnen.

501.01 Definition. Eine nicht-leere Menge (2 aller moglichen Ausginge eines zufilligen Experiments
wird Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein moglicher Versuchs-
ausgang w des zufilligen Experiments, also ein Element von €2, kurz w € (2 heiit Ergebnis
(Stichprobe). Im Folgenden sei stets {2 eine nicht-leere Menge. m

Ein Ereignis ist typischerweise in Form einer Frage gegeben, deren Antwort nur vom Versuchs-
ausgang des zufélligen Experiments abhédngt. Von Interesse ist dabei insbesondere, ob das Ereig-
nis eingetreten ist (sich realisiert hat) oder eben nicht.

$01.02 Definition. Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge (2, also ein Element der Potenz-
menge 2% von (). Fiir einen Versuchsausgang w € ) ist ein Ereignis A € 2% eingetreten, wenn
w € A gilt. Wir bezeichnen mit A° := Q\ A € 2 das Komplement von A in €. O

501.03 Sprechweise. Die Mengen (7, € und {w}, w € €, heien das (absolut) unmdgliche Ereignis,
das (absolut) sichere Ereignis bzw. ein Elementarereignis; Ereignisse A und B mit An B =
werden unvereinbar oder unvertréiglich genannt. Wir schreiben kurz 2! = 2N\ (1. O

s01.04 Skizze. Die folgende Abbildung stellt drei begriffliche Ebenen der Stochastik dar.

of
9(2%) o Ereignis-Systeme
AL 1:1 Ereignisse
9 . : Ergebnisse
A
Die Abbildung wurde auf der Grundlage von Georgii (2015, Abb.1.1, S.11) erstellt. O

501.05 Definition. Ein Teilmengensystem o7 < 2% heiBt 0-Algebra iiber €2, wenn es folgenden Bedin-
gungen genugt:
(cAl) Qe o,
(cA2) A’ e of firalle A € &
(0A3) U, e An € # fiiralle A, € &7/, ne IN.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 5
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Das Paar ({9 wird messbarer Raum genannt und </ wird als Menge der interessierenden
Ereignisse bezeichnet. O

501.06 Lemma. Es sei & < 2% ein System von Teilmengen von ). Dann ist
= ﬂ {@7 . o ist 0-Algebra auf ) und & < @7}

die kleinste o-Algebra auf (2, die & enthdlt. & heifst Erzeuger von o(&) und o(&) die von &
erzeugte o-Algebra auf ().

501.07 Beweis von Lemma §01.06. Ubungsaufgabe. O

$01.08 Beispiel.

(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge € existieren die triviale o-Algebra { ., Q} sowie die
Potenzmenge 2 als o-Algebren.

(b) Fiir jedes nicht-leeres A < € gilt o({4}) = {@, 0, A, AC}.
(c) Fiir eine hochstens abzidhlbar unendliche (d.h. endlich oder abzihlbar unendliche), kurz ab-
zihlbare, Indexmenge T sei & = {A €27, : i€ T, paarweise disjunkt und | A, = Q}
€L
eine Partition von 2. Dann ist 0(6) = {l,., 4,1 J = T}, wobei wir & = &), A, ver-
einbaren. =

$01.09 Bemerkung. Wie im letzten Beispiel §01.08, bezeichnen wir zur optischen Verdeutlichung die
Vereinigung paarweiser disjunkter Mengen mit dem Symbol (4. O

s01.10 Lemma. Fiir jede o-Algebra <f iiber ) gilt:
(i) Jed;

(ii) Fiir A,B € o sind A U B, An B, A\B := An B und AAB := (A\B) u (B\A)
Elemente von < ;

(iii) Fiir eine abzdihlbare Indexmenge I und {AL. (i€ I} < o gilt (s A€ .

501.11 Beweis von Lemma $01.10. Ubungsaufgabe. O
s01.12 Schreibweise. Fiir 2.y € R vereinbaren wir || := max {k €Z: ke (—oow]} (ganzzahliger
Anteil), » v y = max(z,y) (Maximum), = A y = min(z,y) (Minimum), " = max(z, 0) (po-

sitiver Teil) und = = max(—xz, 0) (negativer Teil) so dass |z| = 2" + 2.

(a) Firce Rund A © R = R U {+o0} = [~ ] setzen wir A := A n [¢,0], A :=
An[-o,c],A. :=An(c,o], A :=An[wc),A. =A\{c},und A := A U {+o0}.

(b) Fiir b eﬁ and o € IR, schreiben wir [a, 0] := [a,b] N Z, [a,b) := [a,b) N Z, (a,b] :=
(a,b] "7, und (a,b) := (a,b) N Z. Insbesondere setzen wir [n] := [1,n] und [n) := [1,n)
fuirnelN =7Z._,. O

501.13 Erinnerung. Ein Folge (z,),_, in R heilit monoton wachsend, wenn z,, < z,., (bzw. monoton
Jallend, wenn z,,, < z,) fiir alle n € IN gilt. Ist eine monotone wachsende (bzw. fallende) Folge
konvergent, etwa x = lim,,_,, x,, so schreiben wir kurz x, 1 x (bzw. x, | x). O

6 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
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s01.14 Definition. Eine Folge (4,),_, in 2% heiBt monoton wachsend, wenn A, < A,., (bzw. monoton
fallend, wenn A,,, < A)) fiir alle n € IN gilt. Weiterhin heilen

A, =liminf A, BB U ﬂ A = U{ﬂ{Am me]NZn}: ne]N} und

nelN melN.,

n—0o0

A* = lim sup A, K ﬂ U A,

nelN melN.,

n—00

Limes inferior bzw. Limes superior der Folge (A,), .. Die Folge (A, ), heifit konvergent, wenn

nelN *

A, = A* =: A gilt. In diesem Fall schreiben wir kurz JIliimessewiiy . — A. O

§01.15 Bemerkung.

(a) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (A,), . von Teilmengen von ) ist konver-
gent mit A := lim, ., A = A (bzw. A :=lim, ., A =) .y 4. In diesem Fall
schreiben wir kurz A, 1 A (bzw. A, | A).

(b) Fiir den Limes inferior bzw. superior einer Folge (A,) . gilt

A, =lminfA ={weQ: [{neN:w¢a}leN} bzw

A* =limsup A, = {wEQ: {neNN: weAn}|:OO}.

n—0o0

In anderen Worten, A, ist also das Ereignis, dass schlieflich alle der A, eintreten. A*
ist hingegen das Ereignis, dass unendlich viele der A, eintreten. Insbesondere gilt A, =
lim inf A, € lim sup A, = A*. O

n o —
n—aw n—00

s01.16 Lemma. Sei (2, o7) ein messbarer Raum und (A,), . eine Folge von Teilmengen aus </ . Dann
gilt:

(1) lim inf A, € &/ undlim sup A, € &,

n— n—00

(ii) Falls A := lim A, existiert, dann ist A € <7 .

n—aoo
501.17 Beweis von Lemma §01.16. Ubungsaufgabe. O

s01.18 Definition. Es sei 8§ ein metrischer (oder topologischer) Raum und & das System der offenen
Teilmengen von §. Dann heifit die von den offen Mengen & erzeugte o-Algebra = 0(0)
die Borel-o-Algebra iiber 8. Die Elemente von %, heillen Borel-Mengen. 0

$01.19 Bemerkung. Héufig sind wir an der Borel-o-Algebra := A, iiber R’ interessiert, wobei
R" versehen ist mit dem euklidischen Abstand d(z,y) = ||z —y| = \/ Dieln) (@ — y,)* fur
T = (xi)ie[[n]]’ Yy = (yi>ie[[n]] eR". a

501.20 Schreibweise. Fiir a,b € R’ schreiben wir « < b, wenn a, < b, fiir alle i € [n] gilt. Fiir
a < b, definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt (. b) := Xy (a, b) :=

i) i

(a,b) x (a,b) x -+ x (a,,b,). Analog, sind [a,b], (a,b] sowie [a.b) definiert. Weiterhin, sei

n) n

(—0.b) := Xiepap(—0, b) und analog (—, b| definiert. O

501.21 Bemerkung. Wie in Schreibweise §01.20 bezeichnet X;c7 8, das Kartesische Produkt der Men-

gen 8,, 7 € Z, und fiir s € X;c7 8, bezeichnen s, i € Z, stets die Komponenten von s = (8)y O

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 7


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.de

Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum §02 Wahrscheinlichkeit

50122 Satz. Die Borel-o-Algebra %" iiber R" wird auch erzeugt von folgenden Mengensystemen:
(1) & = {A cR": Aist abgeschlossen}; (i) & = {A cR": Aist kompakt};
(i) & := {(a,b) : a,be @' ,a<b}; (iv) & = {[a,b]: a,be Q' ,a<b};
V) & = {(a,b]: a,be Q' a<b}; (VD) & = {[a,b): a,be Q" ,a <b};
(vii) & = {(—o0,b] : be Q'}; (viii) & := {(—0,b): be Q'};
(ix) & = {(a, ®0): ae Q"} und (x) &g := {[a, ®0): ae Q"}.

$01.23 Beweis von Satz §01.22. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1.

O

s01.24 Lemma. Seien (2, .97) ein messbarer Raum und B € 2;?@ eine nicht-leere Teilmenge. Dann ist

,M;:zd}B::%mB:z{AmB:Ae%}

eine o-Algebra iiber B, die sogenannte Spur oder Einschrinkung von < auf B. Des Weiteren,

fiir & < 29 gilt 0(5’)‘3 = o(&|,).

50125 Beweis von Lemma §01.24. Ubungsaufgabe.

O

501.26 Schreibweise. Wir bezeichnen mit = %, die Borel-o-Algebra iiber der kompaktifizierten

Zahlengerade R := [—o0, 0], wobei in R die Mengen {—o0} und {0} abgeschlosssen und R
offen, also Borel-Mengen sind. Insbesondere, ist = By = # n R die Borel-o-Algebra

iber R. Fiir ¢ € R und o-Algebra &7 iiber einer Teilmenge von R schreiben wir weiterhin
A =g "R, 7 = "R.., 7 = "nR.,und & := o nR., )

§02 Wahrscheinlichkeit

In einem zufilligem Experiment, das durch einen messbaren Raum (2, <7) beschrieben wird,
mochten wir den interessierenden Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit zu ordnen. Die folgende
Definition wurde 1933 von dem russischen Mathematiker A.N. Kolmogorov eingefiihrt.

50201 Definition. Sei (2, .<7) ein messbarer Raum. Eine Abbildung P : &/ — [0, 1] heifit Wahr-

scheinlichkeitsmafs (Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz Verteilung) auf <7, wenn sie fol-
genden Bedingungen geniigt:

(Wml) P(Q) = 1; (normiert)
(Wm2) P(l,en A.) = 2o P(A,) fiir jede Folge (A,),., in &7 paarweise (o-additiv)
disjunkter Ereignisse, d.h. A, n A, = J fiirallen € IN und m € IN_,.. 0

Ein Tripel J(¢FZA@N bestehend aus einer Ergebnismenge (2, einer o-Algebra o7 interessieren-
der Ereignisse sowie einem Wahrscheinlichkeitsmaf3 IP auf .o wird Wahrscheinlichkeitsraum ge-
nannt. Weiterhin bezeichnen wir mit W(«) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf 7. o

50202 Sprechweise. Ereignisse A, B € o/ mit P(A) = 0 und P(B) = 1 werden Nullmenge bzw.

Einsmenge genannt. O

502.03 Beispiel. Sei (€2, .7) ein messbarer Raum. Fiir A € 2% bezeichnet

:Q—{0,1} mit L,'{1):=A wund 1,'({0}) := A
die Indikatorfunktion auf A. Fiir jedes w € €2 ist das Einpunkt- oder Diracmaf3

Mo — (0,1} mit A §(4) = 1,w)

W
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ein Wahrscheinlichkeitsmall in W(«). Ist (E), . eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafle in
W(«), so ist auch jede Konvexkombination ), w2 in W(«) mit w, € R.,, n € N, und
> enw W = 1. Die DiracmaBe bilden Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmaBe. O

502.04 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmall P € W(«/) auf (2, o) heiBt ein Element w € 2
mit {w} € & und P({w}) € (0, 1] Afom. Die Wahrscheinlichkeit P({w}) wird Masse des Atoms
w genannt. O

50205 Lemma. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (Q2, o7) besitzt hichstens abzihlbar viele Atome.
$02.06 Beweis von Lemma §02.05. In der Vorlesung. O

$02.07 Lemma. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf; P € W() gilt:

(i) P(g) =0; (unmogliches Ereignis)
(ii) Fiir jedes A € o gilt P(A") =1 — P(A);
(iii) Fiiralle A, B € of gilt (Boole)

P(A\B) = P(A) — P(A n B),
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(An B),
P(AAB) = P(A) + P(B) — 2P(A n B);

fiir disjunkte A und B, d.h. A n B = &, also P(Au B) = P(A) + P(B);, (additiv)
(iv) Fiirne N und A, € o, i € [n], gilt (Poincaré und Sylvester)
( i€[n] AY ZIE2[["‘]] ( )|I|_1P(mieI Ai);
(V) Fiiralle A,B e o mitAc< Bgilt0 <P(A) <PB)<1 (monotone);
(vi) Fiir A, B € of gilt: (Bonferroni)
P(A) v P(B) < P(AuB) < {P(A) + P(B)} A 1;
{P(A)+ P(B) -1} v0 < P(An B) < P(A) A P(B);

|P(A) — P(B)| < P(AAB).
502.08 Beweis von Lemma §02.07. Ubungsaufgabe. O

502.09 Proposition. Fiir jedes P € W(«/), A € < und jede Folge (A,),_ von Teilmengen aus <7 gilt:
() P(Unew A) < 2 P(A); (o-subadditiv)

(i) Falls A, | &, dann gilt P(A,) | 0; (o-stetig)
falls A, 1 A, dann gilt P(A,) 1 P(A);

(iii) Falls lim A, = A, dann gilt hm P(A,AA) = 0 und somit lim P(A,) = P(A).

n—aoo n—aoo
$02.10 Beweis von Proposition §02.09. (iii) in der Vorlesung und (i)-(ii) Ubungsaufgabe. O

s02.11 Lemma. Jede normierte, additive Mengenfunktion P : of — [0, 1], die o-stetig ist, ist auch
o-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmafs, also P € W(<).

§02.12 Beweis von Lemma §02.11. In der Vorlesung. O

$02.13 Bemerkung. Die letzte Aussage in Lemma §02.11 erlaubt eine alternative aber zu Definiti-
on §02.01 dquivalente Definition eines WahrscheinlichkeitsmaBes, d.h. eine Mengenfunktion
P : o/ — [0,1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmall wenn es (a) normiert, (b) additiv und (c) o-
stetig ist. m
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Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum §03 Dynkin’scher m-\-Satz

s02.14 Korollar (Ungleichungen von Boole). Fiir jedes P € W(<) und jede Folge (A,,),_,, von Teilmengen

aus </ gilt:
P(() A) < inf P(4,) <supP(4,) < P(|J 4) < Y P(4,)
nelN nelN nelN nelN nelN
P(lim inf A,) < lim inf P(A4,) < lim sup P(4,) < P(limsup 4,).
n—00 n—0oo n—00 n—00
502.15 Beweis von Lemma §02.11. Ubungsaufgabe. O

502.16 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsma$ P auf (R, %) wird
‘R — [0,1] mit z — F(z) := P((—»,z]) = P(R..)
die zugehorige Verteilungsfunktion genannt. O

$02.17 Lemma. Fiir jede Verteilungsfunktion I eines Wahrscheinlichkeitsmaf3 P € W(%) gelten:
(i) F ist monoton wachsend, d.h., F(z) < F(y) gilt fiir alle y € R, x € R,

(ii) I ist rechtsstetig, d.h., F(x,) | F(x) gilt fiir alle x,, | x in R.

(iii) I besitzt einen linksseitigen Grenzwert, d.h. F(x,) 1 F'(2—) := P((—w,2)) = P(R..) gilt
fiir alle x,, 1 x in R.

(iv) Die Spriinge von I korrespondieren mit den Atomen von P, d.h. F(z) — F(z—) = P({z})
fiir alle x € R.

(v) Esgiltlim,_, o F(zx) = 0 und lim,_,,, F(z) = 1.
502.18 Beweis von Lemma §02.17. Ubungsaufgabe. 0

$02.19 Bemerkung. Aufgrund von Lemma §02.05 und Lemma §02.17 (iv) ist die Menge der Unstetig-
keitsstellen einer Verteilungsfunktion I abzéhlbar. O

§03 Dynkin’scher n-)\-Satz

Seien (£2,.27) ein messbarer Raum und & < 2% ein Erzeuger von &7, also &7 = (&), so stellt
sich die Frage: Ist ein Wahrscheinlichkeitsmal3 IP auf o7 schon eindeutig festgelegt durch seine
Werte auf o(&£)? Im Allgemeinen ist die Antwort ,,nein‘“. Die Antwort ist aber ,,ja*, wenn das
Mengensystem schnittstabil ist. Dies ist eine Schlussfolgerung aus dem Dynkin’schen 7-\-Satz.

503.01 Definition. Ein Teilmengensystem & aus 2 heiBt
N-stabil (sprich: schnittstabil) oder ein w-System, wenn An B € & fiir je zwei Mengen A, B € &
gilt;
o-n-stabil (sprich: sigma-schnittstabil), wenn (), . A, € & fiir jede Folge (4,), von Teil-
mengen aus & gilt;

nelN

u-stabil (sprich: vereinigungsstabil), wenn A U B € & fiir je zwei Mengen A, B € & gilt;

o-u-stabil (sprich: sigma-vereinigungsstabil), wenn |, . A, € & fiir jede Folge (4,),., von
Teilmengen aus & gilt;

\-stabil (sprich: differenzmengenstabil), wenn A\B € & fiir je zwei Mengen A, B € & gilt;

komplementstabil, wenn mit jeder Menge A € & auch A" € & gilt. O
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§03 Dynkin’scher 7-A-Satz Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

§03.02 Bemerkung.

(a) Ein Teilmengensystem & aus 2 mit ) € &, das komplementstabil und o-uU-stabil ist, ist
somit eine o-Algebra.

(b) Fiir ein komplementstabiles Teilmengensystem & aus 2% folgen aus den de Morgan’schen
Regeln die Aquivalenzen von U-stabil und N-stabil als auch von o-uU-stabil und o--stabil.
O

503.03 Definition. Ein Teilmengensystem & aus 2% heif3t [0 SnENVEIN (oder \-System), wenn es
folgenden Bedingungen geniigt:
(DS1) Qe 9;
(DS2) Z ist komplementstabil;

(DS3) Fiir jede Folge (A,),., in Z paarweise disjunkter Mengen gilt |4+, . 4. € Z. m

nelN

$03.04 Bemerkung. Die Bedingung (DS2), dass & komplementstabil ist; kann dquivalent ersetzt wer-
den durch die scheinbar stirkere Bedingung

(DS2’) firalle A, Be 2 mit A < B gilt B\A € 2.

Da jedes Dynkin-System auch (DS2’) erfiillt. Denn fiir A, B € Z mit A € B sind A und B
disjunkt und es gilt B\A = (Al B°) € 2. O

§03100.05 Anmerkung. Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System. Die Umkehrung gilt nicht, da (DS3) nur
fiir Folgen paarweise disjunkter Ereignisse gefordert ist. Zum Beispiel fiir Q = {1,2, 3,4} ist
2 = {,{1,2},{1,4},{2, 3}, {3,4}, 2} ein Dynkin-System aber keine o-Algebra. Der Unter-
schied ist allerdings nicht sehr grof3. O

50306 Lemma. Ein Dynkin-System 9 < 2% ist genau dann ~-stabil, wenn es eine o-Algebra ist.
$03.07 Beweis von Lemma §03.06. In der Vorlesung. O
503.08 Korollar. Fiir ein Teilmengensystem & aus 2% ist

= ﬂ {9 . 9 ist Dynkin-System auf Q) und & < .@}

das kleinstes Dynkin-System auf (), das & enthdlt. & heifit Erzeuger von §(€) und 6(€) das von
& erzeugte Dynkin-System auf ().

$03.09 Beweis von Korollar §03.08. Der Beweis §01.07 ldsst sich direkt auf Dynkin-Systeme iibertragen.

0
$03.10 Bemerkung. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, gilt stets 6(&) < o(&). O
$03.11 m=-A-Satz. Fiir jedes n-stabile & ist das erzeugte Dynkin-System (&) auch n-stabil.

$03.12 Beweis von Satz §03.11. In der Vorlesung. O
503.13 Korollar (Dynkin’scher w-\-Satz). Fiir jedes n-stabile & gilt o(&) = §(&).

$03.14 Beweis von Korollar §03.13. In der Vorlesung. O
503.15 Korollar. Seien & ein Dynkin-System und & < 9 n-stabil. Dann gilt 0(&) < 9.

$03.16 Beweis von Korollar §03.15. In der Vorlesung. O
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Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum §04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

§03.17 Beweisstrategie. Mochten wir zeigen, dass alle Ereignisse einer o-Algebra eine bestimmte Ei-
genschaft, sagen wir (R) besitzen, so ist eine hdufig angewendete Beweisstrategie:

(Schritt 1) Zeige, dass {A € &7 : Aerfillt (R)} ein Dynkin-System ist;
(Schritt 2) Finde einen n-stabilen Erzeuger & von o7, d.h. ein 7-System & mit &/ = o(&);

(Schritt 3) Zeige, dass alle Elemente aus & die Eigenschaft (R) besitzen.
Nach Korollar §03.15 besitzen dann alle Ereignisse aus .«# = (&) die Eigenschaft (R). O
$03.18 Satz (Eindeutigkeit eines Wahrscheinlichkeitsmafes). Seien (), .2/) ein messbarer Raum, & ein N-

stabiler Erzeuger von </ und P, P Wahrscheinlichkeitsmafle auf of . Falls die Einschrinkungen
IP‘éa und ]P’g von P bzw. P auf & iibereinstimmen, d.h. P(E) = P(E) fiir alle E € & gilt, dann

stimmen auch P und P iiberein, P = P.

503.19 Beweis von Satz $03.18. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie $03.17 mit
(R) =.P(A) = P(A)~. 0
$03.20 Korollar (Eindeutigkeit der Verteilungsfunktion). Ist F : R — [0, 1] monoton wachsend, rechtsste-
tig mit lim, , o F(z) = 0 und lim,_,, F(z) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf

P € W(#) auf (R, B) mit P((z,y]) = F(y) — F(x) fiir alle y € R und x € R_,. Insbesondere ist
I die Verteilungsfunktion von IP.

$03.21 Beweis von Korollar §03.20. Die Existenz wird in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie ge-
zeigt, die Eindeutigkeit folgt direkt aus Satz §03.18 mit n-stabilen & = {(—o0,z]: zeR}. O

§04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

50401 Definition. Ist ) eine abzihlbare Menge, so wird ein Wahrscheinlichkeitsmal P auf 22 diskret
genannt und (2, 22, P) heiBt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung

m :Q —[0,1] mit w— pw):=P{w})
wird Zihldichte des WahrscheinlichkeitsmaBes IP € W(2%) genannt. O

§04.02 Lemma.

(i) Ist (Q,2%, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist P eindeutig durch seine Zihl-
dichte p festgelegt.

(ii) Ist andererseits ) eine abzdihlbare Menge und besitzt p : Q0 — [0,1] die Eigenschaft

Dweq PW) = 1, so wird durch A — P(A) := ), _,p(w) ein diskretes Wahrscheinlich-
keitsmaf3 P € W(2°) definiert, dessen Ziihldichte gerade p ist.

50403 Beweis von Lemma $04.02. Ubungsaufgabe. O

$04.04 Lemma. In einer Urne liegen N € IN Kugeln mit den Aufschriften 1,2,... , N. Es werdenn € IN
Kugeln gezogen. Dann gilt fiir die Grundmenge und die Anzahl verschiedenen Ergebnisse:

Ziehen mit Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge.'
Q) = {(ki)u: ki€ INLieInl} = [N]", Q] = N™;

Ziehen ohne Zumcklegen mit Betrachtung der Relhenfolge fur n e [[N |
QQ = {( )Zem € [[N]] ...,k paarweise verschieden ¢,

N n)"
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§04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge fiir n € [N]:
QS = {A c [[N]] D JA] = n}, Q3| = (]:),

Ziehen mit Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:

Q= {(ki)igy € IN]": kv <ha<--- <k}, | = (V7).

n

$04.05 Beweis von Lemma §04.04. In der Vorlesung. O

$04.06 Beispiel.

(a) Die Menge aller Ergebnisse im Lotto ,,6 aus 49* entspricht 2, mit N = 49 und n = 6, so
dass es (469) = 13983816 verschiedene Ergebnisse gibt.

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dem Horsaal keine zwei Personen am sel-
ben Tag Geburtstag haben? Nehmen wir an, dass Jahr hat 365 Tage, so ist die Menge al-
ler Geburtstagskombinationen fiir n € IN Personen gerade ©, = [N]" mit N = 365.
Das Ereignis ,keine zwei Personen haben am selben Tag Geburtstag* entspricht {2, =
{(Fi)epy € [N]": ku,...,kn paarweise verschieden }. Unter der Annahme einer Gleichverteilung

folgt 152 = = = 1+ (1— &)+ (1= 251). Fiir n = 25, n = 50 und n = 100 ergibt
sich approximativ 0.431, 0.03 und 3.1 - 1077, m

§0400.07 Anmerkung. Sei ¢ # () < R abzihlbar und p eine Zihldichte auf (2. Das Wahrscheinlich-
keitsmaB P € W(#) auf (R, #) mit

P(B) := Y pw)i(B), YBeRB
wef
und die zugehorige Verteilungsfunktion I : R — [0, 1] mit
F(r) = P(Ro) = ). p@)d(Ba) = Y 1y @)pw) = > pw), YzeR
we weN w<z

werden ebenfalls diskret genannt. O

504.08 Beispiel. Folgende Zihldichten beschreiben hiufig auftretende diskrete Verteilungen:
(a) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz , mit || € IN:

P, () = g flirw € Q.

Betrachten wir den Wurf eines Wiirfels, so ist 2 = [6]. Ist der Wiirfel fair, so erhalten wir
die Zghldichte p,, (w) = 1/6, w € [6], mit der zugehorigen Verteilungsfunktion If,, (z) =
102 (@) + §lis)(@) + §lpa () + 5L (@) + Flpg(2) + In, (2), 2 € R

EEREEE

1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
w x

(b) hypergeometrische Verteilung, kurz , mit Parametern N € IN, n, K € [0, N] und
Q=[0v(n+K—-N),nnK]:

By, @) = B firwe o (o + K = N)ow 2 K],

n
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Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum §04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

Ziehen wir n Kugeln aus einer Urne mit K weiBlen und N — K schwarzen Kugeln, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass davon w weil} sind, gerade durch Py, ”)(w) gegeben. Fir N = 12,
K = 8 und n = 5 erhalten wir die Zdhldichte und die zugehorigen Verteilungsfunktion:

1 ~—
1

0.8
3 0.6

£ 04

0.2 [ { 02 -—
ol T — —

(¢) Bernoulli-Schema, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Ldnge n € IN und
Q={0,1}"

P () = pEe (1= p) P fir w = (i)iegap € {0, 1}

Im Fall n = 1, beschreibt eine Bernoulli-Verteilung, kurz E also p, (w) = p*(1—p)"™
fiir w € {0, 1}, gerade den Wurf einer Miinze, wobei wir die Ergebnisse 1=,,Kopf* als Erfolg
und 0=,,Zahl* als Misserfolg auffassen. Fiir B,; (die Miinze ist nicht fair, da keine Laplace-
Verteilung vorliegt), erhalten wir die Zahldichte und die zugehorigen Verteilungsfunktion:

1

0.8
= 0.6

. 0.4
&

[ 0.2
0.2
0+ J

0 1 0 1
“ T

(d) Binomial-Verteilung, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Linge n € IN
und 2 := [0, n]:

Py, (W) = (Z) p“(1 —p)" ™ firw € [0, n].

Die Anzahl ,,Zahl* bei 6 Wiirfen einer Miinze (wie in (c)) kann mit einer Bin,, beschrie-
ben werden, fiir die wir folgende Zihldichte und zugehorige Verteilungsfunktion erhalten:

1 —

Ziehen wir wie in (b) Kugeln aus einer Urne aber mit Zuriicklegen, so erhalten wir fiir die
Anzahl der gezogenen weilen Kugeln eine Bin, x - Verteilung. Die Binomialapproximati-
on einer Hypergeometrischen Verteilung ist eine Ubungsaufgabe.

(e) geometrische Verteilung, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] und 2 = IN:

Pr., (@) = (1-— p)“ilp fiir w € IN.
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Werfen wir eine Miinze wie in (c) solange bis das erste Mal ,,Kopf* fillt, so kann die Anzahl
der benotigten Wiirfe durch eine Geo, ;- Verteilung beschrieben werden, fiir die wir folgende
Zihldichte und zugehorige Verteilungsfunktion erhalten:

1 —

0.8

06 o -—
)

= 04

0.2 N
oLl T Tteo
2 3 4 5 6

® o o
6 7 8 9 10 01 23 45678910

(f) Poissonverteilung, kurz B, mit Parameter A € R., und 2 = Z._,:

w

P, (W) = eXp(—)\)J fir w € Z.,.

Ladislau von Bortkewitsch (1898) beschreibt die Anzahl an Todesféllen in der preuflischen
Kavallerie durch den Schlag eines Pferdes (vgl. Beispiel §04.12) durch eine Poi, - Verteilung,
fiir die wir folgende Zihldichte und zugehorigen Verteilungsfunktion erhalten:

1 - o

~—

o 1 2 3 4 5 6 1 0 1 2 3 4 5 6 7 O
) 2

504.09 Poissonscher Grenzwertsatz. Es sei eine Folge von reellen Zahlen (p)
[0, 1] mit X := lim,, . np € R., gegeben. Dann gilt fiir alle w € Z.,:

o aus dem Intervall

$04.10 Beweis von Satz §04.09. In der Vorlesung. O

$04.11 Bemerkung. Damit kann fiir hinreichend groBes n und np , mittelgroB* die Bin,, ,- Verteilung
durch eine Poi,-Verteilung approximiert werden (zur Giite der Approximation vgl. Satz 5.9 in
Krengel (2005)). Das heilit insbesondere, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit p klein sein muss.
Die Abhingigkeit von p = p von n wird nur fiir die mathematische Beschreibung verwendet.
Sie ist nicht so gemeint, dass p wirklich von n abhéngt. O

s04.12 Beispiel. Ladislaus von Bortkewitsch (1898) gibt fiir 20 Jahre (1875-1894) und 10 Armeekorps
der preuBischen Kavallerie, folgende Anzahlen an Todesfillen durch den Schlag eines Pferdes
pro 20 x 10 = 200 Korpsjahr an:

Todesfille w 0O 1 2 3 4 =5
Anzahl Korpsjahre mit w Todesfédllen | 109 65 22 3 1 0
200p,, (w) 109 66 20 4 1 O

Der Parameter A der Poissonverteilung Poi, wurde als mittlere Anzahl an Todesféllen pro Korps-
jahr gewdhlt A = (1-65+2-22+3-3+ 1-4)/200 = 0.61. O
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504.13 Definition. Fiir i € [n] sei B € W(2?) ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl mit Zéhldichte p.
auf (2, dann heif3t die Zidhldichte

P : Q" Sw = (wi>ig[[n]] 1_[ [p) wz

i€[n] ze[[n]] ie [[n]]

die Produktzéihldichte der (p),..,, auf Q". Das diskrete Wahrscheinlichkeitsmal

i€[n]

RP 2% 54 - (QB)A) = > (®p)w) € [0,1]

ie[n] i[n] wed

mit Zahldichte ®,.;,; p, heiBt Produktmap der (P),,, , auf (Q",29). 0

i€[n]

s04.14 Bemerkung. Fiir ¢ € [n] sei B € W(2?) ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmall mit Zahldichte p
auf Q, dann ist die Produktzéihldichte ®., p. in der Tat eine Zihldichte auf ", da

S @ X 3 []ee- [] Yo [[1-1

we” wi1EQ wn€Q i€[n] i€[[n] we2 i€[n]

Nach Lemma §04.02 (ii) ist das Produktmaf; Q),.,; - mit Produktzéhldichte ®.;,p, ein diskretes
WahrscheinlichkeitsmaB ()., 2 € W(2* ), wobei

®]P zeﬂn]] Z Z ® P,)(wisie [a1) H Z p(w) = H R(A

€[] wi€A, wmed, i€[n] weA, ie[n]

fiir alle Xyep,g A, € 27 gilt. o

s04.15 Beispiel. Die Zihldichte eines Bernoulli-Schema wie Beispiel §04.08 (d) ist die Produktzihl-
dichte von n Zihldichten zu identischen Bernoulli-Verteilungen B,, d.h. B} = @iew B,. Im
Fall p = 0.5 gilt fiir die Zihldichte

[pB::')(w) — (%)Zzell'rb]lw(l _ %)nfzq'e[["]] wi (%)n v W= (Wi)igﬂn]]{o, 1}7:,.
Betrachte zum Zeitpunkt j € [n] einen Flip

T} : {0, 1}71 DW= (wi)i€[[n]] — TJ‘(W) = (wl, ceey Wi, 1— Wy, Wjt1,y - - - ,wn) € {0, 1}",

der das Ergebnis des j-ten Miinzwurfes umdreht. Fiir das Bild 7;(A) := {ﬂ(w) fwe A} von
A < {0, 1}" unter 7, gilt dann die Invarianzeigenschaft

Bis(T(4) = 2, me(BE) = ) ()" = 2, () = Bisl).

weA weA weA

Fiir jedes n € IN geniigt By; € W(2(*"") somit der Invarianzeigenschaft B;.(7,(4)) = Bi,(A) fiir
alle A e 2101 und fiir alle j € [n]. (Dies driickt die Fairness der Miinze und die Unabhingigkeit
der Wiirfe aus.) ]

$04.16 Satz (Vitali (1905)). Sei ) := {0, 1}IN der Ergebnisraum eines unendlich oft wiederholten Miinzwur-
fes. Fiir n € IN sei der Flip

T :Q3w=(wp),n— T(W):=(w1,...,wWn 1,1 — Wy, Wni1,...) €N

nelN

die Abbbildung, welche das Ergebnis des n-ten Miinzwurfes umdreht. Fiir A € 2 bezeichne
T.(A) = {T,(w) fwe A} das Bild von A unter T). Dann gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmaf
P e W2 auf der Potenzmenge 2, das der Invarianzeigenschaft P(T,(A)) = P(A) fiir alle
A e 2%undn € N geniigt.

$04.17 Beweis von Satz §04.16. In der Vorlesung. O
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§05 Stetiger Wahrscheinlichkeitsraum

50501 Definition. Ist fll : R* — RR., eine (Lebesgue-)integrierbare Funktion mit S]Rn f(x)dr = 1, so
heiBt  Wahrscheinlichkeitsdichte (kurz Dichte) auf R’ O

50502 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte T auf R erzeugt mittels

P((a.b) - |

f(x)d:c:f J f(xl,...,:rn)dxn---da:lfb'ira,be]Rn, a<b,
(a,b] (ay,b] (a,,b,]

ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P € W(#") auf (R', ") und es gilt
P(B) = J f(z)dz  fiiralle Be A"
B

$05.03 Beweis von Satz §05.02. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. O

505.04 Definition. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P € W(#") auf (R, #") heiBt stetig, wenn eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte f auf R mit P(B) = {, f(z)dx fiir alle B € #" existiert. (R', #", P) wird
dann stetiger Wahrscheinlichkeitsraum genannt. m

$05.05 Lemma.

(i) Ist t eine Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafles P € W(#) mit Verteilungsfunktion I, so
gilt F(z) = P(R.,) = Sm t(y)dy fiir alle x € R.

(i1) Ist die Verteilungsfunktion I eines Wahrscheinlichkeitsmafies P € W(%) (schwach) diffe-
renzierbar, so ist T := ' die zugehérige Wahrscheinlichkeitsdichte.

§05.06 Beweis von Lemma §05.05. In der Vorlesung Analysis 3. O

$05.07 Beispiel. Folgende Wahrscheinlichkeitsdichten beschreiben hédufig auftretende stetige Vertei-
lungen auf (R, £):

(a) Gleich-/Uniformverteilung, kurz , auf G' € Z mit Lebesgue-MaB \(G) € R.:

f

Us

(v) = 5516t fiir 2 € R.

Runden wir Messungen reeller Groflen auf die jeweils ndchstgelegene ganze Zahl hin auf
bzw. ab, so kann der Rundungsfehler durch eine Gleichverteilung U,,,;, auf dem Intervall
[£0.5] := [-0.5,0.5] mit Dichte f, (z) = 1) und Verteilungsfunktion I, () =

[£0.5]

( + 0.5)1;,05(2) + Ly, («) fiir € R beschrieben werden:

1
08 0.8
= 0.6 = 0.6
04 4

0.2 0.2

-0.5 0.5 -0.5 0.5
: T

(b) Exponentialverteilung, kurz §qel, mit Parametern \ € R.,:

£ (r) = Xexp(—Az)1g_(2) fir x € R.

Exp,
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Hiufig wird in Telefonzentralen die Dauer eines Telefongespriachs durch eine Exponenti-
alverteilung beschrieben. Nimmt eine Servicehotline zum Beispiel fiir die Gespriachsdauer
eine Exp, .-Verteilung an, so besitzt diese die Dichte f, (v) = 1.5exp(—1.52)1_ () und
die zugehorige Verteilungsfunktion I, (z) = (1 — exp( 1.5x))1g_(») fir z € R:

(¢) Normalverteilung, kurz g\ mit Parametern ¢ € R und 0* € R.;:

(102 g

1
f, (2) = oL exp(—55 (z — p)?) fiir z € R.
Die Verteilung gemittelter zufilliger GroBen (z. Bsp. der jahrliche Wasserverbrauch eines
Haushaltes) kann hiufig durch eine Normalverteilung gut approximiert werden (vgl. ??).
Eine N, -Verteilung heilt Standardnormalverteilung. Wir bezeichnen mit E die Vertei-
lungsfunktion einer Standardnormalverteilung, d.h,, fiir alle z € R gilt

P(z) = Ny f exp 12%)dx.

Fiir alle z € R., gilt dann <I>(—z) =1—d(2):

0.3

4 -z 0 z 4

Weiterhin heiBt fiir o € (0, 1) der eindeutig bestimmte Wert [l mit « = ®(z,) das a-Quantil
einer Standardnormalverteilung. Typische Werte fiir Quantile der Standardnormalverteilung
sind tabellarisiert, sieche Seite 61 im Anhang. Wir halten weiterhin fest, dass fiir « € (0, 1)
und ¢, € Rmit N, . (R..) = o gilt

N,ieonBoe) >a und N, .(R..) <a firalleceR.,:
0.3 0.3
—u=0 — =0
—_—p=1 —_—p=-1
-4 0 Ca 4 Ca 4 O
xr

505.08 Definition. Fiir i € [n] sei P € W(#) ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmall mit Wahrscheinlich-
keitsdichte f auf IR. Dann hei3t die Wahrscheinlichkeitsdichte

t : Rn =) = 1), .ﬂ: c R>0
76[%] K x (x )ze|[n]| n )

76[[77]] ic IInII
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die Produktdichte der (f)_, , auf R". Das stetige Wahrscheinlichkeitsmal

i€[n]

RP: %" 2B~ (RR)B) = | (®)(@)dx € [0,1]

icn] ie[n] B

mit Wahrscheinlichkeitsdichte ®..;,, f heiBt Produktmaf3 der (P)_,  auf (R", %"). o

i€[n]

505.09 Bemerkung. Fiir i € [n] sei P € W(#) ein stetiges WahrscheinlichkeitsmaBl mit Wahrschein-
lichkeitsdichte f auf R, dann ist die Produktdichte @,y T : R" — R, eine Wahrscheinlichkeits-
dichte auf R", da

R s T
R GI[n]l 'LEﬂn]] i€n] i€n]

Nach Satz §05.02 ist das Produktmaf; )., . mit Produktdichte ®,.;,; f ein stetiges Wahrschein-
lichkeitsmaB (X)..,, I € W(#"), wobei

i€ [[n]] 7,6 Hn]] A, ZE [["]] ’Ll;L[]] A1 Zl;l[]]
fiir alle Xiep, A € £ gilt. O
e W(#") auf (R", "), wo-

bei L., € R die n-dimensionale Einheitsmatrix und O, , € R**" den n-dimensionalen Null-
vektor bezeichnet, ist definiert durch die Dichte

$05.10 Beispiel. Die n-dimensionale Standard-Normalverteilung S\

. (z):= H f, (@) = (2m) /2 exp(—3 Z x?)  fire = (z.),,€R;

O h) P [[n]] ze[[n]]

Fiir n = 2 erhalten wir die Dichte f,  (x,,z,) = (2m)~" exp(—3 (2% + %)) fiir 7, z, € R:

016 06
4
o1 014
i 012
2
i 010
oo =0 008
006
06
2
0
0%
002
s
n
om0
0o
4 2 0 2 4
x

§06 Statistisches Modell

$06.01 Erinnerung. W(2") bezeichnet die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf einem messbaren
Raum (X, 2"). Fiir eine nicht-leere Indexmenge © wird eine Familie (I),., von Wahrschein-
lichkeitsmaBen auf 2~ formal durch die Abbildung © — W(2") mit § — | definiert. O

506.02 Definition. Sei R := (B),., eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf einem messba-
rem Raum (Stichprobenraum) (X, Z"). Die nicht-leere Indexmenge © wird Parametermenge
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genannt. Wir bezeichnen das Tripel JOSRAMIEIR als sratistisches Experiment oder statistisches

Modell. Ein statistisches Experiment (X, 2", R) heiBt addiquat fiir ein zufilliges Experiment,
wenn dieses durch den Wahrscheinlichkeitsraum (X, 27, B) fiir ein 6 € © beschrieben wird. In
diesem Fall wird der Parameter 6 € © auch wahrer Parameter genannt. O

506.03 Sprechweise. Wir nennen ein statistisches Experiment (X, 27, )
diskret, wenn der Stichprobenraum X abziihlbar und 2" = 2% ist. In diesem Fall bezeichnet
= (P, )seo die zur Familie I} von diskreten WahrscheinlichkeitsmaBen gehorige
Familie von Zidhldichten;
stetig, wenn (R, %") der Stichprobenraum ist und fiir jeden Parameter 6 € © ist I ein steti-
ges WahrscheinlichkeitsmaB auf (R, %"). In diesem Fall bezeichnet {1 := (f),_, die

zur Familie B von stetigen WahrscheinlichkeitsmaBen gehorige Familie von Wahr-
scheinlichkeitsdichten. O

0O

$06.04 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle fiir jeweils ein Ergebnis der im Kapitel |
Prolog vorgestellten Beispiele an.

Beispiel I: Setzen wir Eins fiir das weibliche Geschlecht und Null fiir kein weibliches Ge-
schlecht eines Konsumierenden, so beschreiben wir das zufillige Geschlecht eines
Konsumierenden durch ein Bernoulliverteilungsmodell ({0, 1},21%1 (B,) ), vel.
Beispiel §04.08 (c).

Beispiel II: Die zufillige Anzahl beschidigter Schrauben in einem Beutel mit 50 Schrauben be-
schreiben wir durch ein Binomialverteilungsmodell ([0, 50], 2%l (Bin,, )
vgl. Beispiel §04.08 (d).

pE[OJ]) ?

Beispiel III Die zufillige Anzahl der eingegangen Anrufe innerhalb einer Viertelstunde be-
schreiben wir durch ein Poissonverteilungsmodell (Z.,, 2%, (Poi,), ,, ), vgl. Bei-
spiel §04.08 (f).

Beispiel IV Die zufillige Wartezeit an einer Haltestelle an einem Tag (in Minuten) beschreiben
wir durch ein Uniformverteilungsmodell (R, 2, (Uy,),.y. ), vgl. Beispiel §05.07

(a).

Beispiel V' Die zuféllige Lebensdauer einer Glithlampe (in Stunden) beschreiben wir durch ein
Exponentialverteilungsmodell (R, %, (Exp,),.. ), vgl. Beispiel §05.07 (b).

Beispiel VI Die zufélligen Fehler in gemessenen Werten beschreiben wir durch ein Normalver-
teilungsmodell (R, %, (N,.), , vgl. Beispiel §05.07 (c). O.

1,02)eR xR, ,(,>

§06|01 Testen einfacher Hypothesen

$06.05 Beispiel (Binomialverteilungsmodell). Im Beispiel I im Kapitel 1 Prolog zdhlte der Verbraucher-
service 699 Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen. Dieses zufillige Experiment
lasst sich durch ein Binomialveriteilungsmodell ([0, 1000], 2[°1°%1 (Bin,,q,),.,,,) beschreiben
(formale Begriindung in Beispiel §19.03, (a)). Zur (unrealistischen) Vereinfachung geht der Ver-
braucherservice zunéchst davon aus, dass {0.5, 0.7} die Parametermenge ist, das heiBt, das stati-
stische Modell ([0, 1000], 2191990 (Bin, ., 5, Bine07) ) beschreibt addquat das zufillige Ex-
periment. In anderen Worten, entweder ist B = Bin 5 oder B = Bin,,y,, die wahre Vertei-
lung. O

$06.06 Definition. Sei (DC, 2, (R, IPl)) ein (binires) statistisches Experiment. Die Entscheidung,

ob die Nullhypothese H, : {3} oder die Alternative H, : {R} vorliegt,
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wird (statistisches) Testproblem mit einfachen Hypothesen genannt. Eine Entscheidungsfunktion

: X — {0, 1},
also Entscheidungen nur anhand einer Stichprobe x aus dem Stichprobenraum X, mit

¢ '({1}) € & dem Ereignis aller Stichproben, die zu einer Entscheidung gegen die Nullhypo-
these H, also fiir die Alternative H; fiihren, sowie

¢ '({0}) € & dem Ereignis aller Stichproben, die zu einer Entscheidung fiir die Nullhypothese
H, fiihren,

heilit (statistischer) Hypothesentest, kurz Test. 0

$06.07 Sprechweise. Die Sprechweise Testproblem mit einfachen Hypothesen bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass sowohl die Nullhypothese als auch die Alternative jeweils einelementig ist.
Ublicherweise bezeichnen wir eine Entscheidung fiir die Alternative H, als Ablehnen der Null-
hypothese, wogegen eine Entscheidung fiir die Nullhypothese H nicht Ablehnen der Nullhypo-
these genannt wird. Fiir einen Test ¢ bezeichnen wir

= ¢ '({1}) € Z das Ereignis aller Stichproben, die zum Ablehnen der Nullhypothese
Hy fithren, als Ablehnbereich des Tests .

Da wir hier nur die zwei Moglichkeiten Ablehnen oder nicht Ablehnen fiir einen Test zulassen,
ist © = 1, eine Indikatorfunktion und

= ¢ '({0}) e Z  das Ereignis aller Stichproben, die nicht zu einem Ablehnen der
Nullhypothese fiithren, genannt Annahmebereich,

wobei definitionsgemdl A [+ A" = X gilt. O

$06.08 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.05 fortgesetzt). Wir sind an einer Entscheidung unter Vor-
liegen der Stichprobe x = 677 aus dem Stichprobenraum X = [0, 1000] interessiert. Wir legen
vor der Erhebung der Stichprobe einen Test ¢ : [0,1000] — {0, 1} fest. Ergibt ein Auswerten
des Testes ¢ (677) = 1, so lehnen wir die Nullhypothese Hj : {Bin(wooyoﬁ)} gegen die Alterna-
tive H; : {Bin(mo,o,?)} ab. Nimmt der Test dagegen den Wert ©(677) = 0 an, so lehnen wir die
Nullhypothese Hj nicht ab. m

$06.09 Bemerkung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test ¢ = 1, eindeutig festgelegt.
Offensichtlich konnen in einem statistisches Testproblem mit einfachen Hypothesen nur zwei
Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypothese Hj : {IB} wird abgelehnt, also der Ablehnbe-
reich A tritt ein, obwohl I} vorliegt, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternative
H, : {]E} abgelehnt, also der Annahmebereich A° tritt ein, obwohl I vorliegt. Man beachte,
dass wir fiir einen Test gefordert haben, dass der Ablehnbereich A und somit auch der An-
nahmebereich A° messbar ist, also A € 2~ gilt. Damit konnen wir den Ereignissen A und A°
Wahrscheinlichkeiten zuordnen. O

506.10 Definition. Sei (X, 2", (B,R)) ein (binires) statistisches Experiment und A € 2~ der Ab-
lehnbereich eines Tests ¢ = 1, der einfachen Nullhypothese H : {IFg} gegen die einfache
Alternative 1, : {I? }. Dann bezeichnet

Fehler 1. Art. die Wahrscheinlichkeit I5(A) die Nullhypothese abzulehnen, sich also fiir  zu
entscheiden, obwohl I} vorliegt;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit P(A") die Nullhypothese nicht abzulehnen, sich also fiir
I zu entscheiden, obwohl P vorliegt. O

s06/01.11 Anmerkung. Mochten wir zwei Tests miteinander vergleichen, so erscheint es sinnvoll, die
Fehler 1. Art und 2. Art zu vergleichen. Offensichtlich wiirden wir gern einen Test finden der
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sowohl den Fehler 1. Art als auch den Fehler 2. Art minimiert. Betrachten wir den konstanten
Test ¢ = 1, mit Ablehnbereich A = ¢ '({1}) = X, das heiBt, wir lehnen immer die Nullhy-
pothese ab. Dann ist B(A) = 1 aber auch P (A°) = R(¢J) = 0. Im Allgemeinen konnen wir
nicht beide Fehler gleichzeitig minimieren. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, dieses Problem
zu umgehen. Zum Beispiel konnte eine gewichtete Summe der beiden Fehler minimiert werden.
Da die beiden Fehler hdufig unterschiedliche Konsequenzen haben, betrachten wir im Folgenden
nur Testfunktionen, die eine Obergrenze fiir den Fehler 1. Art einhalten. Innerhalb dieser Klasse
von Tests suchen wir dann denjenigen, der den Fehler 2. Art minimiert. O

s06.12 Definition. Sei (X, 2", (B, R)) ein (binires) statistisches Experiment. Ein Test ¢ = 1, mit
Ablehnbereich A € 2" der einfachen Nullhypothese Hj, : {]B} gegen die einfache Alternative
H, : {]E} hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein (oder kurz ist ein «-Tesr), wenn der Fehler
1. Art B(A) < « erfiillt. Ein Test ¢ = 1, mit Ablehnbereich A € 2 heillit bester Test zum
Niveau o € [0, 1], falls er das Niveau « € [0, 1] einhilt und der Fehler 2. Art P(A°) eines jeden
anderen a-Tests ¢ = 1. mit Ablehnbereich A € 2 nicht kleiner ist, dass heift, P(A) < P(A)
gilt. O

$06.13 Bemerkung. In der Definition eines besten a-Tests werden die Fehler 1. und 2. Art nicht sym-
metrisch einbezogen. Dies ist eine gewollte Eigenschaft, da so sicher gestellt wird, dass ein
Fehler 1. Art klein ist. Andererseits sollte somit die Festlegung der Nullhypothese und Alterna-
tive dies widerspiegeln. Vereinfacht gesprochen, das Ziel ist es, die Nullhypothese abzulehnen,
da nur dann die Wahrscheinlichkeit sich zu irren, immer klein ist. O

$06.14 Definition. Sei (DC 2, (B, ]E)) ein (bindres) diskretes statistisches Experiment mit entspre-
chenden Zahldichten p, und p,. Jeder Test " = 1, mit Ablehnbereich der Form

A, = {[}ZI)1 > kpo} = {I eX: plz) > kp,(,:‘)}

fiir einen kritischen Wert k € R., heilit Neyman-Pearson-Test. O

s06.15 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.08 fortgesetzt). Wir betrachten das Testproblem der ein-
fachen Nullhypothese [ : {Bin(“ml,ﬁ)} gegen die einfache Alternative /1, : {Bin(“,(,oqu,,.,)} im
biniren diskreten statistischen Experiment ([0, 1000], 2% (Bin,,, ) ). Setzen wir

pe{0.5,0.7}
p,:=0.5und p := 0.7,

so ist fiir einen kritischem Wert k € RR., ein Neyman-Pearson-Test " = 1, gegeben durch den
Ablehnbereich
Ak — {l’ c [[O, 1000]] . (IOOO)plz(l o pl)woofz - k(lOOO)p;(l o pﬂ)woofz}

x x

= {x e [0, 1000] : (Dl/(lfI)J))r(ﬂ)l()()() - k}

p,/(1=p,)/ \1-p,

Dap > p, gilt, folgt S%:E; > 1 und die Funktion
1—p)\ 1—p, \ 1000
L, : [0,1000] 3.2 - L, (@) == (2529)" (522) ™" € R.,

ist somit streng monoton wachsend. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert k € R., einen Wert
z* € [0,1000], derart dass A, = [z*,1000] gilt, so dass jeder Neyman-Pearson-Test durch einen
Ablehnbereich dieser Form gegeben ist. O

506.16 Neyman-Pearson Lemma. Sei (f)C , 2 (B, IPl)) ein (bindres) diskretes statistisches Experi-
ment. Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese H : {IB} gegen die einfache Alter-
native Hy : {]E} ist jeder Neyman-Pearson-Test ' = 1, mit kritischem Wert k € R., und

Ablehnbereich A, € 2~ wie in Definition §06.14 ein bester Test zum Niveau B(A,) € [0, 1].
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$06.17 Beweis von Satz §06.16. In der Vorlesung. O

506.18 Bemerkung. Variieren wir den kritischen Wert k € R., im Neyman-Pearson-Test 0" = 1, so
andert sich auch der entsprechende Fehler 1. Art B(A,). Fir jedes k € R., gilt

{p>0=A2A~={p > kp} 24, 2{p >0} n {p, = 0}.

sowie A, | {p, > 0} n {p, = 0} firk — cound A, 1 {p, > 0} fiir k — 0. Damit folgt fiir den
Fehler 1. Art

°* Rl =1 =RA)|B{p >0}n{p =0} =0 firk — oo (da B(p, = 0) = 0) und
°* R(g =1)=R(A) 1 R(p >0) e [0,1] firk — 0.
Fehler 2. Art
* B(g =0)=RA) T B{p =0} vi{p>0}) =R(p>0) e [0, 1] firk — oo und
* Ry =1 =RA) | R(p =0) e [0,1] fir k — 0.

Diese Anderung ist aber im Allgemeinen nicht stetig, so dass zu einem vorgegebenen Niveau
a € (0, 1) nicht immer ein kritischer Wert k, und entsprechender Neyman-Pearson-Test g =1,
mit B(g =1) = B(A,) = a gewihlt werden kann. In diesem Fall wihlen wir zu einem vorge-
gebenen Niveau « € (0, 1) den kritischen Wert

k, :=min{k € R, : a > R(A)}.

Dabei ist die definierende Menge nichtleer, da B(A,) | 0 fir k — oo gilt. Offensichtlich gilt dann
auch B(A, ) < « und der entsprechende Neyman-Pearson-Test @ = 1, mit Ablehnbereich A,

ist ein a-Test, der aber im Allgemeinen nicht mehr ein bester a- Test ist, wie wir in der Vorlesung
Statistik I sehen werden. O

s06.19 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.15 fortgesetzt). Fiir jedes z* € [0, 1000] ist ein Neyman-
Pearson-Test ", = 1.« 1000y mit Ablehnbereich [2*, 1000] ein bester Test zum Niveau

1000 1000
Bil 00 ([27, 1000]) = > ( )0-5“”(1 —0.5)100077 — 51000 ) ( )
X

T
ze[x*,1000] ze[z*,1000]

wobei der entsprechende Fehler 2. Art

1
Bin y0007([0, 2%)) = Z ( 000)0.790(1 — 0.7)1000-2
)

T
ze[0,x*

minimal ist. Zum Beispiel fiir z* = 538 erhalten wir Bin o5 ([538,1000]) ~ 0.0088 und
Bin 0,07([0,537]) ~ 0 sowie fiir z* = 537 berechnen wir Bin,,y,([537,1000]) ~ 0.0105 und
Bin o007 ([0,536]) ~ 0. Sind wir an einem Test zu einem vorgegebenen Niveau « € (0, 1) inter-
essiert, so wihlen wir

T, := min {x* € [0,1000] : a = Binges([27, 1000]])}.

Dann ist der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ = 1;, 44 mit Ablehnbereich [z, 1000]
ein a-Test. Ein typischer Wert fiir das Niveau ist & = 0.01, so dass mit der obigen Rechnung
T, = 538 und der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ = a6, den Ablehnbereich

[538,1000] besitzt. Im Beispiel I im Prolog §1 zéhlte der firmeneigene Verbraucherservice 699
Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen, so dass die Nullhypothese, der Anteil der
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Konsumentinnen betrigt 50%, gegen die Alternative, der Anteil der Konsumentinnen betragt
70%, zum Niveau o = 0.01 abgelehnt werden kann. Offensichtlich héngt ein Neyman-Pearson-
Test ¢, = T, 1009 Mit Ablehnbereich [x*, 1000] nicht von dem Parameter p, € (p,, 1] der Al-
ternative ab. Damit ist der Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich [538, 1000] auch bester
Test zum Niveau o = Bingg([038,1000]) der einfachen Nullhypothese H, : {Bin(looo,o.s)}
gegen die einfache Alternative /1, : {Bin(wm,sa)} im bindren diskreten statistischen Experi-
ment ([0, 1000], 21191 (Bin ), 0505 )- Beachte, dass der minimale Fehler 2. Art dann
Bin o005 ([0, 537]) ~ 0.213 ist, und dieser héngt natiirlich von der Alternative ab.

Geben wir uns das Niveau « € (0, 1) vor, so kénnen wir auch zu jedem n € IN im bindren diskre-
ten statistischen Experiment ([0, ], 2", (Bin,, ) .., ) fiir das Testproblem der einfachen
Nullhypothese H : {Bil1<,,_0_5>} gegen die einfache Alternative H; : {Bin(,,_o_m} den Neyman-
Pearson-Test ¢* = 1, ; mit Ablehnbereich [z,,,, n], derart dass

x,, = arg min {x* ef0,n]: a= Bin(n,of,)([[q:*,n]])},

wihlen. Der Neyman-Pearson-Test " = 1, ist dann ein a-Test, sowie der beste Test zum
Niveau Bin,, 5 ([*..,n]) < a. Fir o = 0.01 erhalten wir zum Beispiel die kritischen Werte

Zoorso = 277, Togro0 = 038 UNd 010000 = 1053 mit entsprechendem Fehler 1. Art

Bin 0,5 ([277,500]) ~ 0.0088,  Bin5([538, 1000]) ~ 0.0088 und
Bill sy05/([1053. 2000]) ~ 0.0094,

sowie Fehler 2. Art Bingy,.([0,276]) ~ 0.553, Bingges([0,537]) ~ 0.213 und
Bin 00055 ([0, 1052]) ~ 0.016, der oftensichtlich von n € IN abhidngt. Wir konnen uns also auch
eine obere Schranke § € (0, 1) fiir den Fehler 2. Art vorgegeben, und nach dem kleinsten Wert
fiir n fragen, so dass der Neyman-Pearson-Test ¢* = 1, , mit Ablehnbereich [z,,,n] diese
einhalt, das heif3t,

o,n)

N, := arg min {n eN: > Bin(nvo_%)([[(),ycm[))}.

Fir o = 0.01 und 8 = 0.01 erhalten wir n,y,,,, = 2170, wobei x4, = 1140, der Fehler
1. Art Biny,,;([1140,2170]) ~ 0.0096 und der Fehler 2. Art Bin ;5 ([0,1139]) ~ 0.00997
ist. Zusammenfassend, im Beispiel [ im Prolog §1 miisste der firmeneigene Verbraucherservice
mindestens 2170 Konsumierende befragen, um sicherzustellen, dass der Fehler 1. Art und der
Fehler 2. Art des entsprechenden Neyman-Pearson-Tests nicht groBer als 0.01 ist. m

506.20 Ausblick. Betrachten wir fiir ein beliebiges p, € [0,1), p, € (p,,1] und n € N das Testpro-
blem der einfachen Nullhypothese /1, : {Bimw} gegen die einfache Alternative /75 : {Bin@m}
im diskreten statistischen Experiment ([0, 7], 21l (Bin,,,, Bin,,,))), so hingt der Ablehnbe-
reich [z*, n] mit z* € [0, n] eines Neyman-Pearson-Tests ¢, = 1. ,; nicht von dem Wert p, €
(p,, 1] der Alternative ab. Damit ist fiir jedes p, € (p,, 1] ein Neyman-Pearson-Test ¢! = 1. ,;
mit Ablehnbereich [2*,n] bester Test zum Niveau Bin,,, ([z*,n]) der einfachen Nullhypothe-
se Hy : {Bin,,, } gegen die einfache Alternative H, : {Bin,,, }. Dies erlaubt uns, das dis-
krete statistische Experiment ([0, 7], 20 (Bin,, ) ) zu betrachten. Fiir jedes 2* € [0, 7]
ist der Neyman-Pearson Test ¢, = 1j,. ,; mit Ablehnbereich [z*, n] dann gleichmdpfsig bester
Test zum Niveau o = Bin,, ,([z*,n]) der einfachen Nullhypothese H : {Binw)} gegen die
zusammengesetzte Alternative Hy : {Bin,,, : p, € (p, 1]}, da der Fehler 2. Art fiir jeden ande-
ren Test ¢ = 1, zum Niveau o« mit Ablehnbereich A gleichmiBig nicht kleiner ist, das heift,
Bin,,,([+*,n]") < Bin,,, (A") fiir alle p, € (p,» 1] gilt. Wir halten fest, dass diese Schlussfolge-
rung moglich ist, da fiir jedes p, € [0, 1) und p, € (p,, 1] die Funktion

L, :[0,n] 32— 1L, ()= (BB (I2)" e R,

p/(1=p)/ \l-p,
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streng monoton wachsend ist. Bezeichnet p,, ~ die Zéhldichte der Verteilung Bin,, fiir p €

in

[0,1]. L, , wird Likelihood-Quotient (oder Dichtequotient) genannt, da offensichtlich gilt

Poin,,,,, (%)
Lp”po<X) = m, xTr € [[0,71]]
Die Verteilungsfamilie (Bin,,,)) ., besitzt damit einen monotonen Likelihood-Quotienten. Im
Beispiel I im Prolog §1 kann also der firmeneigene Verbraucherservice die einfache Nullhypo-
these, der Anteil der Konsumentinnen betrigt 50%, gegen die zusammengesetzte Alternative,

der Anteil der Konsumentinnen betrigt mehr als 50%, zum Niveau oo = 0.01 ablehnen. O

N
D

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.de




Kapitel 3

Zufallsvariablen

§07 Zufallsvariable

507.01 Definition. Es seien (2, .7) und (X, 2") zwei messbare Rdume. Eine Funktion X : Q@ — X
heift .o7 - 2 -messbar (kurz messbar), wenn

9] = X (2):={X(B): Bex}c

gilt. Jede solche messbare Funktion wird ((X, 2" )-wertige) Zufallsvariable genannt und wir
bezeichnen mit M(«, 2') die Menge aller .o/ -2 -messbarer Funktionen. m

$07.02 Schreibweise. Fir X € M(«#, %), B <€ X und x € X schreiben wir kurz
(XeB} =X '(B)={weQ: X(weB}und

{X = I’} = X_l({a:}) = {w e X(w) = x} O

507.03 Lemma. Es sei (X, Z") ein messbarer Raum und X : Q — X eine Abbildung. Dann ist das
Teilmengensystem o(X) = X N2) < 22 eine o-Algebra auf (), die sogenannte von X erzeugte

o-Algebra.

507.04 Beweis von Lemma §07.03. Ubungsaufgabe. O

$07.05 Bemerkung. Nach Lemma §07.03 ist 0(X) = X _1(% ) die kleinste o-Algebra auf 2, sodass die
Funktion X : Q — X eine Zufallsvariable ist, d.h. X € M(X '(2), 2). O

50706 Lemma. Es seien X : Q — X eine Abbildung und & < 2% ein Teilmengensystem. Dann gilt
(X&) = X (a(&)).

$07.07 Beweis von Lemma §07.06. In der Vorlesung. O
507.08 Lemma. Seien (0, <7) und (X, Z") zwei messbare Riume und & ein Erzeuger von 2, d.h.

X = o(&). Jede Funktion X : Q — X mit X (&) < o ist of -2 -messbar, also eine (X, Z’)-
wertige Zufallsvariable, d.h. X € M(«,2).

507.09 Beweis von Lemma $07.08. Ubungsaufgabe. O

507.10 Korollar. Jede stetige Funktion g : & — T zwischen metrischen Riaumen & und T ist B-HB;-
messbar, kurz Borel-messbar.

$07.11 Beweis von Korollar §07.10. In der Vorlesung. O

507.12 Proposition. Seien (2, 47), (X, Z") und (8,.) drei messbare Riume. Fiir jedes X € M(«/, %)
und h € M(2,) ist die Hintereinanderausfiihrung h o X : Q — § eine </ - -messbare
Abbildung, also Y = h(X) € M(«,7) eine (8,.)-wertige Zufallsvariable.
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(@) —— (X, 2)
Y = h(X) Jh
(8,)
§07.13 Beweis von Proposition §07.12. In der Vorlesung. O

§08 Numerische und reelle Zufallsvariablen

508.01 Definition. Eine Zufallsvariable X : (Q2,.o7) — (X, Z") heiBt

numerisch, wenn (X, 2") =

B), kurz X € M) := M(+, 2);

(X, 2) = (Roo, B,), kurz X € M_, (/) := M(o, ),

reell, wenn (X, 2") = (R, A), kurz X € M(~) := M(«, 2);
positiv reell, wenn (X, 27) = (R.,, A.,), kurz X € N_ () := M(o, Z.,);

Zufallsvektor, wenn (X, 2") = (R", 4").

Falls der Urbildraum (2, &) keine Rolle spielt, schreiben wir auch kurz
M = M), M, := M (), M := M(«)und M_, := M_,(«). O

R,
positiv numerisch, wenn R.

(
(
(
(

508,02 Bemerkung. Ist speziell X € M, so ist X in kanonischer Weise auch in M. Eine detaillierte
Diskussion findet man zum Beispiel in Klenke (2012), Abschnitt 1.4. O

$08.03 Beispiel.

(a) Seien (2, .¢7) ein messbarer Raum und 1, eine Indikatorfunktion mit A < 2. Dann gilt
1, € M(#), d.h. 1, ist eine reelle Zufallsvariable, genau dann, wenn A € &7 gilt.

(b) Sei (R', %", P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsdichte f :
R" — R.,, dann ist f € M_,(#") eine positive reelle Zufallsvariable. O

508.04 Lemma. Sei (), .o/') ein messbarer Raum.

(i) Eine Funktion X : Q — R ist eine numerlsche Zufallsvariable, also X € M(«), genau
dann, wenn fiir alle z € R gilt {X <z} = X '(R.) e .

(ii) Eine Funktion X : Q) — R ist ein Zufallsvektor, also X € M(+,#"), genau dann, wenn jede
Komponente des Vektors eine reelle Zufallsvariable ist.

§08.05 Beweis von Lemma §08.04. In der Vorlesung. O

Die Familie numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen ist stabil fiir fast alle vorstellbaren Ope-
rationen.

508.06 Lemma. Fiir numerische Zufallsvariablen XY € M(«) gilt:
(i) Fiiralle a € R gilt aX € M(«) (mit der Konvention 0 x o0 = 0);
() X vY, X AYeMAund X =X v0, X =(-X)", |X|=X"+X eM,«@
(i) {X <V} {X <Y} {X=Y}ea.

508.07 Beweis von Lemma §08.06. Ubungsaufgabe. O
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508.08 Lemma. Es seien X, € M(#), i € [n], n € N, reelle Zufallsvariablen und es sei h € M(#".#")
Borel-messbar. Dann ist h((X.).,) € M(«,%") ein Zufallsvektor. Insbesondere gilt (X,), ., €
M, 2" und X1 + Xo, X1 — Xo, X1 Xo € M(«) sowie, falls iiberall wohldefiniert, X,/X5 €
M(«).

$08.09 Beweis von Lemma §08.08. In der Vorlesung. O

s08.10 Definition. Sei (X)), eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf (2, .27). Die
Folge (X,),_ heibt (punktweise) monoton wachsend, wenn X, (w) < X, ,(w) (bzw. (punktweise)
monoton fallend, wenn X, ,,(w) < X, (w)) fiir alle w € € und fiir alle n € IN gilt. Fiir jedes w € ()

definiere

[lim inf X |(w) := sup inf X, (w):=sup { inf {Xm(w) cme ]Ngn} i ne ]N};

n—00 nelN meN,

n—0o0

[lim sup X, |(w) := inf sup X, (w) := inf { sup {Xm(w) cme ]N;n} i ne ]N}.
nelN melN.,,,

Dann heifien X, := Qg @ und X* .=

n—0o0

NSO [imes inferior bzw. Limes superior der

n—a0
Folge (X,),... Die Folge (X,),. heifit (punktweise) konvergent, wenn X, = X* =: X gilt, d.h.
=X. O

der punktweise Grenzwert existiert iiberall. In diesem Fall schreiben wir kurz @it

n—a0

$08.11 Bemerkung.

(a) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (X,), . von numerischen Zufallsvariablen
ist konvergent mit X := lim,, ,, X, = sup, . X, (bzw. X := lim, ,, X, = inf,cy X,). In

diesem Fall schreiben wir kurz X, 1 X (bzw. X, | X).

(b) Sei (A,), ., eine Folge von Teilmengen aus €. Fiir A, und A* wie in Definition §01.14 gilt

dann 1, =liminf1, und 1,. =limsup1, . O
n—0u n—o0

s08.12 Lemma. Sei (X, eine Folge in M. Dann gilt:

")nE]N

(1) sup,en X, € M und inf,cn X, € M;

(i) lim inf X, € M und lim sup X, € M;

n—a n—00

(i) lim X, € M, falls (X, konvergent ist.
n—00

508.13 Beweis von Lemma 508.12. Ubungsaufgabe. O

§09 Einfache Zufallsvariable

Eine reelle Zufallsvariable Y, die nur die Werte 0 oder 1 annimmt, wird Beispiel §04.08 (c)
entsprechend Bernoulli-Zufallsvariable genannt. Diese entspricht gerade der Indikatorfunktion
1, auf dem Ereignis A = {Y = 1},da Y = 1,,._,, gilt.

$09.01 Lemma.
und 1 np = |14 — 1. Insbesondere ist A = B genau dann, wenn 1, < 1.

(i) Fiir X : Q —> X und B X gilt Ly 5 =1

x (B

):]]'BOX :]].B(X).
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$09.02 Beweis von Lemma §09.01. Ubung. O

500.03 Definition. Eine reelle Zufallsvariable X € M(#) auf (€2, o7') heit
einfach oder elementar, wenn sie nur endlich viele reelle Werte annimmt.
Fiir X(Q2) = {:1: D€ [[n]]} c R mitn € N besitzt X eine Darstellung der Form X = ZEM x 1,
mit 4 = X ({z}) = {X =2} € &, i € [n]. Wir bezeichnen mit M" () und M(«) die

Menge aller einfachen bzw. positiven einfachen Zu fallsvariablen auf (€2, 7). O

Einfache Zufallsvariablen erlauben numerische (bzw. reelle) Zufallsvariablen zu approximieren.
Zur Erinnerung fiir a € R = R U {0} setzen wir |a| := sup {z € Z: 2 <a}, d.h. fiira € R ist
|a| die nédchstliegende nicht groBere ganze Zahl.

50004 Lemma. Fiir jedes X € M, ist (X,),  mit X, := (27"|2"X|) A n fiir n € N eine Folge
einfacher Zufallsvariablen aus M._,, derart dass gilt

1) Xn 1 X;
(i) X, < X an, dh X,(w) < X(w) A nfiirallew € Q)
(iii) Fiir jedes c € R, gilt lim,,_,, X,, = X gleichmdfig auf{X < c},
d.h. limy, o SUD . x ()<e} | X (W) — X (w)] = 0.
$09.05 Beweis von Lemma §09.04. In der Vorlesung. O
$09.06 Beweistrategie.. Mochten wir zeigen, dass jede numerische Zufallsvariable Y eine bestimmte
Eigenschaft, sagen wir (R), besitzt, so ist eine hidufig angewendete Beweisstrategie:

(Schritt 1) Zeige, dass Bernoulli-Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) erfiillen;
(Schritt 2) Zeige, dass einfache Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) erfiillen;

(Schritt 3) Zeige, dass die Eigenschaft (R) fiir den Grenzwert einer monoton wachsenden Folge
von elementaren Zufallsvariablen gilt, sodass nach Lemma §09.04 auch positive numerische
Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) besitzen;

(Schritt 4) Zeige die Eigenschaft (R) fur Y mittels der Zerlegung Y =Y — Y™, O
Bevor wir uns das folgende Resultat anschauen, wollen wir an Proposition §07.12 erinnern.

50007 Proposition. Seien (Q2,.97), (X, 2") zwei messbare Riume und X € M(«,.2),Y : Q — R
zwei Abbildungen. Dann sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:
(A1) Y ist messbar bzgl. o(X) = X_l(%), kurz Y € Mox);

(A2) Es existiert eine messbare Funktion h : (X, 2) — (R, %), kurz h € M(2), derart dass
Y = h(X) gilt.

Falls Y reell oder beschrdnkt oder positiv ist, so erbt h diese Eigenschafft.

(Q, o) (X, Z)
_ h e M)
Y = h(X) € M(otx)) J
(R, %)
$09.08 Beweis von Proposition §09.07. In der Vorlesung. O
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§10 Verteilung einer Zufallsvariablen

$10.01 Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (kurz: Verteilung) einer Zufallsvariable
X : (2.4, P) — (X, 2) bezeichnet die Abbildung [l = P o X' : 2" — [0,1], dh.
fiir alle B e 2 gilt: P*(B) := P o X (B) = P(X '(B)) = P({we Q: Xw)eB}). O

51002 Schreibweise. P(X € ) := P{X € §}) = P(X '(3)), P(X = z) := P({X = 2}) etc. 0

51003 Lemma. Die Verteilung P einer (X, 2 )-wertigen Zufallsvariable X ist ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf (XX, 2°), also P~ € W(2).

$10.04 Beweis von Lemma §10.03. Ubungsaufgabe. O

510.05 Definition. Die Verteilung P* € W(2') von X € M(«, 2), kurz e wird auch BildmaB
g

von PP unter X genannt. Mit der Verteilungsfunktion (Dichte g, Zihldichte ) von X

werden wir stets die zu P* gehorigen GroBen bezeichnen. X heiBt diskret-verteilte Zufallsvaria-
ble, wenn P ein diskretes WahrscheinlichkeitsmaB auf (X, 2") ist. Eine reelle Zufallsvariable
(Zufallsvektor) X mit stetigem BildmaB P~ wird stetig-verteilt genannt. O

§10.06 Schreibweise.

(a) F¥(z) = PY(R.) = P(X e R..) = P(X < z)

(b) Bei Zufallsvariablen spielt der Urbildraum (€2, <7, IP) hiufig keine Rolle und wird daher
dann auch nicht angegeben.

(c) Ist die Verteilung einer reellen Zufallsvariable X zum Beispiel eine Normalverteilung N, .,
(vgl. Beispiel §04.08), so schreiben wir kurz X' ~ N O

(,02)

510,07 Definition. (X, 2")-wertige Zufallsvariablen {X,: ieZ} heien identisch verteilt (kurz i.v.),
wenn fiir alle i € Z, P* = P fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P € W(2) gilt. O

$10.08 Dichtetransformationssatz. Sei X ein stetig-verteilter n-dimensionaler Zufallsvektor mit ste-
tiger Dichte ¥, sodass F*(z) = S]R( ---SR< Xy, ..., y)dy, - - - dy, fiir jedes x € R" gilt. Sei

A < R" eine offene (oder abgeschlossene) Menge mit P*(R"\A) = 0. Ferner sei B < R offen
oder abgeschlossen sowie h : A — B bijektiv und stetig differenzierbar mit Ableitung h'. Dann

ist Y := h(X) auch stetig-verteilt mit die Dichte T (y) = %ﬁir y€ Bundt (y) =0
fiir y € R"\B.
$10.09 Beweis von Satz §10.08. In der Vorlesung Analysis 3. O

$10.10 Korollar.
(i) Ist X eine reelle Zufallsvariable mit Dichte t*, so besitzt Y = aX + b fiir a € R,, und
b € R die Dichte " (y) = ﬁfx(afl(y —b)), y € R.
(i1) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte t*, so be-

sitzt Y = AX + b fiir reguliires A € R"" und b e R"" die Dichte " (y) = %.

$10.11 Beweis von Korollar §10.10. Direktes Anwenden von Satz §10.08. O

$10.12 Beispiel.
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(a) Ist Z ~ Ny, p € Rund o € R, soist X =y + 0Z eine N, . -verteilte Zufallsvariable.

Ausgehend von X ~ N, . erhalten wir die standardisierte Zufallsvariable
Z = (X —p)/o ~ Ny,
Firb e R und a € R_, gilt (vgl. Beispiel §04.08 (¢)):

N(;L,<72)((a7b]) - ]P(X € (CL7 b]) = ]P(_
=P(Z e
0.3
= 0.2
O}f\
050 a p b 5 -4 (a;y) 0 (b;ll) 4
’ T

(b) Fir X ~ N, istY = X * eine —Verteilte Zufallsvariable, wobei die \?-Verteilung mit

einem Freiheitsgrad gegeben ist durch die Dichte f,(y) = \/lz—y_l/ 2e 1y (), y € R.

X

(c) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler standard-normalverteilter Zufalls-

nxn

vektor wie in Beispiel §05.10, soistY = p + AX mit pu € R und regulirem A € R~ ein
n-dimensionaler zufilliger Spaltenvektor mit Dichte

ﬂi\r (y) = (27T)_n/2(det E)_1/2 eXp(—%<2_1(y — ,u), (y _ N)>) Vy c RWI,

(1:5)

wobei 2 = AA" eine symmetrische positive definite Matrix ist. Y heilit normalverteilt mit
Vektor 1 € R"" und Matrix ¥ € R, kurz Y~

(d) Ein stetig-verteilte Zufallsvektor (X, X,) wird bivariat normalverteilt mit Parametern p,, 1, €

R, 0,0, € R, und p € (—1,1), genannt, wenn fiir alle z,y € R die gemeinsame Dichte
durch

z—p)? 2p(x— — —1,)2
P) = i Ot (e ey

. X _ | _ | o poo . .
gegeben ist. Setzen wir [ XZ]’ W= [MZ] und ¥ = [pcwz o2 |20 entspricht dies gerade dem

Fall n = 2 aus (c). Die ndchsten Graphiken stellen die Dichte fiir verschiedene Werte der

Parameter dar.

Firpy =0= 0 =10 =4undp = 0:
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Firpy =0=p,0 =1,0,=2undp=0:
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§11 Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (2, <7, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Z eine beliebige nicht-leere Index-
menge, ((X,, Z))iz eine Familie messbarer Rdume und fiir jedes ¢ € Z, X, € M(«, %) eine
(X,, Z;)-wertige Zufallsvariable.

$11.01 Definition. Fiir eine Familie (<7 ), , von Teil-o-Algebren aus .7 bezeichnet
NG
1€L 1€L
die grofite o-Algebra, die in allen <7, i € Z, enthalten ist, und
\/ = o)
i€T el
die kleinste o-Algebra, die alle <7, i € T enthdlt. O

$11.02 Erinnerung. Die Menge

. Xier X, = {(x, (VieZ:z,eX)}
= { L > UierX): VieZ:x()e .')C)}
heilt Produktraum oder kartesisches Produkt der Familie (X,),_,, wobei wir die Familie (z,),_,

und die Abbildung = : © — =, identifizieren. Sind alle X, gleich, etwa X, = X, dann schreiben
Wir:= X;, im Fall n := |Z| € IN, auch nurkurz:= o O

§11.03 Definition. Fir 7 € 2 » wird die Abbildung

I,: % sz = (x),, — () := (x )Jeyex

€.

kanonische Projektion genannt. Fiir jedes j € Z bezeichne

I =10, : X; 32 = (z,),, — IL(z) ==z, € X,

i€l

die Koordinantenabbildung. Die Produkt-o-Algebra Bl := ®),_, 2, auf dem Produktraum X,
ist die kleinste o-Algebra, sodass fiir jedes ¢+ € Z die Koordinantenabbildung II, € M(2;, 2)
- Z. -messbar ist, d.h.

2 =@ 2 =\ o) =\/1(2)
ieZ ieT ieT
Sind alle (X, Z;) gleich, etwa (X, Z;) = (X, Z"), dann schreiben wir = 4, im Fall
n := |Z| € N, auch nur kurz JZ88 := 2. Ist fiir jedes i € Z weiterhin P € W(2)) ein

Wahrscheinlichkeitsmafl auf (X, 2, ), dann heiit ein Wahrscheinlichkeitsma$ = Qe B
auf Q),.; 2. Produktmayf3, wenn fiir alle endlichen 7 € 2Z, und fiir alle B, € Z; fur j e J gilt:

SB) =] ]R3

VENS JjeT

Sind alle (X, Z;, ) gleich, etwa (X, Z;,P) = (X, 2", P), dann schreiben wir kurz =B

19

und im Fall n := |Z| € N auch il := P O
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$11.04 Lemma. Die Abbildung X, := (X)), : Q — X, ist &7 -Z;-messbar, also X; € M(#, %) eine
(X;, Z7)-wertige Zufallsvariable.

§11.05 Beweis von Lemma §11.04. In der Vorlesung. O

$11.06 Bemerkung. Sei Z abzihlbar, fiir jedes ¢ € Z sei X, ein separabler und vollstindiger
metrischer Raum (polnisch) versehen mit der Borel-o-Algebra %, := %, und sei %, die Borel-
o-Algebra bzgl. der Produkttopologie auf X, = X,z X.. Dann gilt Z, = %, = X1 %, also
insbesondere %, = %" (vgl. Klenke (2012) Satz 14.8). O

$11.07 Satz. Sei 7 eine beliebige nicht-leerer Indexmenge. Fiir jedes i € I sei X, ein separabler und
vollstindiger metrischer Raum (polnisch) versehen mit der Borel-o-Algebra B, = P, und
P e W(Z) ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf3. Dann existiert stets ein eindeutig bestimm-
tes Produktmaf} B = X),.; P € W(%.) auf dem Produktraum X, versehen mit der Produkt-o-
Algebra #; = X),.r B.

§11.08 Beweis von Satz §11.07. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. O

).y auf (X;, 27) heibt gemeinsame
Verteilung der Familie (X),_,. Fiir jedes ¢ € Z wird das Bildmaf

$11.09 Definition. Das Bildmaf = P o X, unter X, := (X,

—PoX '=Po(lloX,) " =P oIl
Randverteilung (marginale Verteilung) von X, bzgl. P** genannt. O

si.10Satz. Sei Z = [n] und X := (X;)

i€[n]*®
(i) Sind alle X; € M(«/) numerische Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion

]

F (z,) = F(0,...,0,z,0,...,0) Yz, € R.

(i1) Ist X € M(«,2%) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit gemeinsamer Zéhldichte p* :
Xiepa Xi = [0, 1], dann ist jedes X, € M(«.2%) diskret-verteilt mit Randzihldichte

p*(z,) = 2 Z Z Z p*(z,...,z,) VYV, eX.

r,€X, z,_ €X;_, x;,€X,,, Xn€Xn

(iii) Ist X € M"(«) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte f* : R" — R.,,
dann ist jedes X, stetig-verteilt mit Randdichte

(z,) = J . f ™(z,...,2v)dx, - -dz, dx,,---dv, Vz,€R.
R R

s11.11 Beweis von Satz §11.10. In der Vorlesung. O
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s11.12 Beispiel.

(a)

(b)

Betrachten wir den Wurf von zwei fairen Wiirfeln (mit Laplaceverteilung). Dann sei X der
Absolutbetrag der Differenz der Augenzahlen und Y die Summe der Augenzahlen. Dann ist
Z = (X,Y) diskret-verteilt mit gemeinsamer Zdhldichte und Randzéhldichten:

Y
p“(z,y) |2 3 45 6 7 8 9101112 | p*(a)
1 1 1 6
0 0350350505055 5
1 0%0%0%0%0%0 %
2 2 2 2 8
2 2 2 6
3 ooo2o0202000]| &
2 2 4
4 00002020000/ &
5 00000200000]| 2
P"(4) |3 3 3 3 3 3 35 3 3 36 3% | |

Yy
F”(z,y) | (—,2) [2,3) [3,4) [4,5) [5,6) [6,7) [7,8) [8,9) [9,10)[10,11)[11,12)[12,0) | F*(z)

(—,0) O 0 0 0 0 0O 0O 0O O 0 0 0 0
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
[0,1) O 3% 3 3 3 36 3 36 3 36 36 36 36
. [L2) 0 L 3 4 6 1 9 10 12 138 1 16 16
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
2.3) 0 L 3 6 & 1 13 16 18 2 3 2 24
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
[3.4) 0 L B3 6 10 13 17 20 24 2 29 30 30
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
[4.5) 0 L 3 6 10 15 19 24 28 3 3 3 34
) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
[5,0) 0 L B3 6 10 15 2 26 30 3 3 36 36
? 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Y 1 3 6 10 15 21 26 30 33 35 36

F (y) 0 3% 3 3 3 36 36 36 36 36 36 36

Ist (X,Y) bivariat normalverteilt (vgl. Beispiel §10.12 (c)) mit Parametern p, i, € R,
o¢,0, € R.ound p € (—1,1) dann sind die Randverteilungen X ~ N, . undY ~ N, ..

Die néchsten Graphiken stellen die gemeinsamen sowie die marginalen Dichten fiir ver-
schiedene Werte der Parameter dar.

px(x)
px(x)
s

7 N— F

x py(y) x puly)
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(¢) Fiir 4 € R und o € R, besitzt das ProduktmaB N, ., € W(#") auf (R", #") die Dichte
[]E (@)= @re®) " exp(—5= >, (@, —p)?), zeR

] ie[n]

Andererseits, seien 1, = [1--- 1]' € R""' der Einsvektor und I, € R""" die Einheitsmatrix,
sodass ul,,, = [p-- M]T e R und 0%1,., = Diaglo’] die Diagonalmatrix mit Diagonal-
eintrigen (0%),, ist. Die Normalverteilung N,,, ., | € W(#") auf (R", #") besitzt dann die
Dichte (vgl. Beispiel §10.12 (c))

£ (@)= @20") " exp(—55 > (&, —pn)?), zeR,

(i@ L)
i€n]

:Nn

(1,0%)2

sodass N, da sie dieselbe Dichte besitzen. O

1,0%T00)

§12 Statistische Inferenz

$12.01 Definition. Sei (X, .27, R) ein statistisches Experiment. Ist X eine (X, 2")-wertige Zufallsva-
riable, so schreiben wir abkiirzend , wenn X ~ B fiir ein # € O gilt. In diesem Fall
heiBt das statistische Experiment (X, 2", R) addquat fiir die Zufallsvariable X . Ist (S,.%) ein
messbarer Raum, so wird jede (§,.7)-wertige Zufallsvariable S € M(2",.#) auf (X, Z"), also
2 - -messbare Funktion S : X — 8, Beobachtung oder Statistik genannt. Wir bezeichnen mit
R’ := (B%),., die durch S auf (8,.#) induzierte Familie von WahrscheinlichkeitsmafBen und mit
(8,.7, ") das induzierte statistische Modell. Eine Abbildung Bl : © — T heiBit abgeleiteter
oder interessierender Parameter und fiir jedes 6 € © wird () abgeleiteter oder interessieren-
der Parameterwert genannt. Ein abgeleiteter Parameter v : © — I heil}t identifizierbar, wenn
fiir beliebige 0,0, € © aus y(0,) # v(0,) folgt B # I . O

§12.02 Bemerkung. H#ufig benutzen wir das Symbol v sowohl fiir den abgeleiteten Parameter, also
die Abbildung © — T', als auch fiir die Elemente von I, also die Parameterwerte. O

$12.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Wir betrachten wie in Beispiel §11.12 (c) eine Familie von
Normalverteilungen (N}, ), . ., auf (R", Z"). Wir sagen ein R'-wertiger Spaltenvektor X
ist normalverteilt mit unbekannten Parametern i und o, wenn X @ (N}, ;) .oy, - I dieser
Situation sind typischerweise R x R., 3 (¢,0) — p € R mitoder R x R., 3 (p,0) — o €
R., interessierende Parameter. Andererseits sagen wir, X ist normalverteilt mit unbekanntem
Parameter i und bekanntem Parameter o, wenn X @ (N[, »),» oder auch normalverteilt mit

unbekanntem Parameter o und bekanntem Parameter p, wenn X & (N[ ), . .. In jedem dieser

Fille ist das arithmetische Mittel X,, := %Ziew X, eine reelle Statistik, und fiir X ~ N/

(1,0%)

bezeichnen wir mit ]Ez” die von X, auf (R, %) induzierte Verteilung. m

Im Folgenden seien stets (X, 2", R) ein statistisches Experiment, (I', %) ein messbarer Raum
und v : © — I ein identifizierbarer interessierender Parameter.

§12|01 Hypothesentest

51204 Definition. Sei {I'"",T"'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte I, also
I’ LJ;JFl = I'. Fir X © B sagen wir, die Nullhypothese H, : T’ ist erfiillt, wenn das stati-
stische Experiment (X, 2", P_ ) fir X adiquat ist, das heit, fiir ein € © mit () € I
gilt X ~ B, andernfalls ist die Alternative H; : [ erfiillt. Ein Test wie in Definition $06.06
fiir das Testproblem der Nullhypothese H, : I’ gegen die Alternative H; : I'' ist somit eine
({0, 1}, 2{01})-wertige Zufallsvariable (Statistik). Im Fall ' = (a,b) < R mit
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(@) I = (a,7] und I} = (v,,b) (bzw. Iy = [7,,0) und T\, = (a,~,)) fiir ein 7, € I wird
das Testproblem einseitig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese
Hy : v < 7, gegen Alternative H; : v > 7, (bzw. Hy : v = 7, gegen Hy : v < 7).

) I = {7} und ' = (a,,) U (7, b) fiir ein 7, € I’ wird das Testproblem zweiseitig genannt
und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese H, : v = ~, gegen Alternative
Hy vy # 7, |

§12.05 Sprechweise. Wir folgen der Konvention, dass A = {go = 1} = ¢ '({1}) der Ablehnbereich
eines Tests ¢ ist, also ¢ = 1, ist und die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn ¢ den Wert
eins annimmt. Die Messbarkeit eines Tests garantiert dabei die Messbarkeit des assoziierten
Ablehnbereiches. O

n

$12.06 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.03 forigesetzt). Sei X @ (N[, .)), - also ein normalverteil-
ter R -wertiger Spaltenvektor mit unbekanntem Parameter i und bekanntem Parameter o. Fiir
i, € R betrachten wir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : p < p, gegen die
Alternative Hy : 1 > 4. O

1207 Erinnerung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test ¢ = 1, eindeutig festgelegt.
Offensichtlich konnen in dieser Situation nur zwei Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhy-
pothese H,, : I wird abgelehnt, also der Ablehnbereich A tritt ein, obwohl das statistisches
Experiment (X, 2", P .., ) addquat ist, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternative
H; : I' abgelehnt, also der Annahmebereich A° tritt ein, obwohl (X, 27, P . ) addquatist. O

512.08 Definition. Sei {I'"’,I"'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte I', und
¢ = 1, ein Test der Nullhypothese Hj : I'” gegen die Alternative H; : I'". Dann bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit B”({1}) = B(¢ = 1) = B(A) die Nullhypothese abzuleh-
nen, sich also fiir die Alternative zu entscheiden, obwohl ' mit v(0) € r’ vorliegt, also die
Nullhypothese adédquat ist;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit B*({0}) = R(¢ =0) = R(A") die Nullhypothese nicht
abzulehnen, sich also fiir Nullhypothese zu entscheiden, obwohl B mit v(6) € I'" vorliegt,
also die Alternative addquat ist. O

Ein Test ¢ hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein, wenn fiir jedes 6 € v~'(I'") der Fehler 1.
Art B(p = 1) < « erfiillt. In diesem Fall wird ¢ kurz a-Test genannt. Ein Test ¢ heilit gleich-
mdfig bester Test zum Niveau o € [0, 1], falls er das Niveau v € [0, 1] einhélt und fiir jedes
0 € v '(I'") der Fehler 2. Art (3 = 0) eines jeden anderen a-Tests @ nicht kleiner ist, dass heiBt,
R - 0) < B(@ - 0) gilt .

§12.09 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.19 fortgesetzt). Betrachte fiir beliebige p, € (0,1)und n €
IN erneut das einseitigen Testproblem der Nullhypothese H, : p < p gegen die Alternative
Hy : p > p, im Binomialverteilungsmodell ([0, n], 2!, (Bin,,,) ., ), so ist [2*, n] mit 2* €
[0, 7] der Ablehnbereich eines Neyman-Pearson Tests ¢° = 1j,.,, der fiir das Testproblem der
einfachen Nullhypothese Hy : p = p, gegen die zusammengeseizte Alternative Hy : p > p, ein
gleichmiBig bester Test zum Niveau o = Bin,,, ([2*, n]) ist (vgl. Ausblick §06.20). Wir zeigen
in der Vorlesung Statistik I, dass fiir alle p < p, auch gilt Bin,,,,([=*,n]) < «. Somit ist ein
Neyman-Pearson-Test ", = 1., mit Ablehnbereich [z*, n] auch ein gleichmdfig bester Test
zum Niveau a = Bin,,,,([2*,n]) des einseitigen Testproblems. Im Beispiel I im Prolog §1 kann
also der firmeneigene Verbraucherservice die Nullhypothese, der Anteil der Konsumentinnen
betrdgt hochstens 50%, gegen die Alternative, der Anteil der Konsumentinnen betrigt mehr als
50%, zum Niveau o = 0.01 ablehnen. O
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$12.10 Definition. Sei (]R",,%’n, (IB,]E)) ein (binires) stetiges statistisches Experiment mit entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsdichten f und f. Jeder Test " = 1, mit Ablehnbereich der Form

A ={xeR: fx) >kx} = {f > kf}
fiir einen kritischen Wert k € R., heilit Neyman-Pearson-Test. |

s12.11 Bemerkung. Da f,f € M(#") zwei reelle Zufallsvariablen sind, gilt A, = {f > kf} ¢ #"
nach Lemma §()8.()6 (ii1) und A, ist somit ein Ablehnbereich eines Tests. Mit anderen Worten ein
Neyman-Pearson-Test ist in der Tat ein Test. O

§12.12 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.06 fortgesetzt). Fir o € R., i, € R und g, € R.,, betrachte

im bindren stetigen statistischen Experiment (R', %", (N[, .)),...,) zunichst das Testproblem
der einfachen Nullhypothese /7, : {N, .} gegen die einfache Alternative /7, : {N, . }. Setzen
WIr 7, := %Zie[[n]] , fiir v € R, so ist ein Neyman-Pearson-Test g = 1, fiir einen kritischem

Wert k € R., gegeben durch den Ablehnbereich

={zeR:f (2)>ki (0}
- {I € R . exp (ﬁ Zie[[n]] (‘T' - /“11‘)2 - ﬁ Zie[[n]] (‘L' B /1'1)2) > k}
= {Jj c ]Rn : exp (”(.“:T:/‘U)fn + '"'(lg(;/"f)) > k}

Fiir 1, € R.,, ist die Funktion L, ,(7,) := exp (”(’”;;“”)f + "(”5;“‘2 )), 7, € R, streng monoton

wachsend in 7,. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert k € R, einen Wert c* € R derart, dass

A ={xeR :z,>c}={X,>c}={X eR.}

fiir die reelle Statistik X, : R 2 z — X,(z) := 7, € R gilt. Wir halten fest, dass in ei-

nem Normalverteilungsmodell ein Neyman-Pearson-Test ¢ = ]l{xx*} =1y . (X.) durch einen

Ablehnbereich der Form {gp* = 1} = {Y > c*} = {Yn e R..} fir ein ¢ € R gegeben ist.
Insbesondere, gilt also N, . (¢, = 1) = ]P(:(U)((c »)) = PX. (R...). O

(1o,0%)

$12.13 Neyman-Pearson Lemma. Sei (]Rn7 # (B, ]E)) ein (bindires) stetiges statistisches Experiment.
Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese H, : {IB} gegen die einfache Alternative
Hy {IE’} ist jeder Neyman-Pearson-Test ° = 1, mit kritischem Wert k € R., und Ablehnbe-
reich A, € " wie in Definition §12.10 ein bester Test zum Niveau B(A,) € [0, 1].

$12.14 Beweis von Satz §12.13. Ubungsaufgabe. O

s12.15 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.12 fortgesetzt). Betrachten wir fiir o € R., (und n = 1) im
stetigen statistischen Experiment X © (N, . )., mit beliebigem 1, € R das einseitige Testpro-
blem der Nullhypothese H : ;1 < 1, gegen dle Alternative Hy : pt > [, so hingt der Ablehnbe-
reich {¢ = 1} = {X > ¢"} = R... mitc" € R eines Neyman-Pearson-Test ¢* = 1., = Iy

nicht von der Alternative ab (vgl. Beispiel §12.12), da die Verteilungsfamilie (N, ) ., einen

monotonen Likelihood-Quotienten besitzt. Damit ist der Neyman-Pearson-Test . fiir das Test-
problem der einfachen Nullhypothese Hy : p = i, gegen die zusammengesetzte Alternative

Hy @ > p, ein gleichméBig bester Test zum Niveau

Ny = 1) = Ny o (Becr) = N (FF2,00)) = 1= B(2) = (=)

a

(vgl. Beispiel §10.12 (a)). Dies erlaubt uns fiir jedes a € (0, 1) einen kritischen Wert ¢, € R
zu bestimmen, derart dass o = CID(%“’“) gilt. In der Tat bezeichnet z, das a-Quantil einer
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Standardnormalverteilung (vgl. Beispiel §05.07 (c)), also o = ®(z,), so ist ¢, = p, — oz, der
gesuchte kritische Wert. Weiterhin gilt N, . ((c,,0)) = N, .(R..) < o fiir alle u € R, (vgl.
Beispiel §05.07 (c)). Somitist ¢* = Iy = 15, ., fiir jedes a € (0, 1) ein Neyman-Pearson-
Test mit Ablehnbereich R.. = {X > p, — 0z}, der ein gleichmdfiig bester Test zum Niveau «
des einseitigen Testproblems der Nullhypothese ) : ;1 < 1, gegen die Alternative [y : 1 >
1st. O

§12|02 Schatzfunktion

$12.16 Definition. Jede Statistik: (X, 2) - (I'9), also 2 -4 -messbare Abbildung 7 € M(2",9),
hei3t Schdtzfunktion, kurz Schditzer, fiir den abgeleiteten Parameter . Fiir eine Stichprobe x € X
wird 7(z) der zugehdrige Schéitzwert genannt. m

$12.17 Beispiel. In einer Tombola enthilt eine Urne N € IN Lose (nummeriert von 1 bis ). Um die
Gewinnchance abzuschitzen, mochte die Spielerin die Anzahl der Lose schitzen, dazu kauft sie
sich ein Los. Wir nehmen an, dass die zuféllige Losnummer X adédquat durch ein Laplacever-
teilungsmodell (IN, 2N (Lapyy;),.s) mit zugehdriger Familie von Zahldichten (p,),., und dem
messbaren Parameterraum (IN, 2V) beschrieben wird. Eine plausible Schitzmethode fiir die Ge-
samtanzahl /V, bei Vorliegen einer Stichprobe x € IN als Schitzwert N (x) denjenigen Parameter
N € N zu wihlen, fiir den die Wahrscheinlichkeit p,(z) des Eintreten von x maximiert wird, d.h.

N(z) e ar%vmax{[plv(:c)} ={NeN: p,(z) > p(z) VN e N}

elN

= arg max{~ Iy y(@)} = {z}.
NelN

Die Statistik N : N — N mit 2 — N(z) := 2 wird Maximum-Likelihood-Schiitzer (MLS)
genannt. O

s12.18 Erinnerung. Ist (X, 2", R) ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehoriger
Familie von Zihldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten p, := (p,),.,, SO ist fiir jedes 6 € ©
die Funktion p, : (X, 2") — (R.,, 4.,) messbar, sodass wir p, im Folgenden als (positive) reelle
Statistik auffassen, also p, € M_,(2). O

$12.19 Definition. Sei (X, 27, R) ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehoriger
Familie von Z#hldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten (p, ), . Fiir jedes 6 € © betrachten wir
die reelle Statistik

0O *

BQ)-106.¢) : X - R., mitz — [LO)] () := L0, 2) := p,(a),
also L(#) € M_,(2"). Die (zufillige) Funktion
O — M_,(2) mit 6 — L(6)
wird Likelihood-Funktion genannt. 0

§12.20 Sprechweise. In der Malitheorie werden dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmalen
eingefiihrt, die als Spezialfille die in Definition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen Fa-
milien von WahrscheinlichkeitsmaB3en umfassen. Wir bezeichnen im Folgenden daher die in De-
finition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen statistischen Experimente kurz als dominierte
statistische Experimente mit Likelihood-Funktion L. O
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s12.21 Definition. Seien (X, .2, ) ein dominiertes statlstlsches Experiment mit Likelihood-Funktion
L und (©,.7) ein messbarer Raum. Eine Statistik 9 € M(2.7) auf (X, Z") mit Werten in
(0©,.7) wird Maximum-Likelihood-Schiitzer (MLS) fiir § genannt, wenn L) = SUpgeg L(0)
gilt. Ist weiterhin v(9) € M(2.9) eine Statistik auf (X, 2") mit Werten in (I, %), so wird 7(9)
Maximum-Likelihood-Schdtzer (MLS) fiir den abgeleiteten Parameter v : © — I' genannt. O

$12.22 Bemerkung. L(@) = SUppeo L(0) meint L (4 (2), 2) = supy.e L(6, ) firalle z € X. Weiterhin
sind weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLS ohne Weiteres garantiert. Bei Mehrdeutigkeit
wird iiblicherweise ein maximierender Parameter 6 nach Belieben gewihlt. O

§12.23 Beispiel.

(a) Binomialverteilungsmodell, ([0,n], 21", (Bin,,,), ) mit Zahldichten (p,,

pe[0,1] )pE[O 17

arg max {p,, (v)} = arg maX{( > p’(1-p) "} = {%}

pe(0,1] pe[0,1]
Die Statistik p : [0,n] — [0,1] mit 2 — p(x) = £ ist der MLS fiir p.

(b) Poissonverteilungsmodell, (ZZO, QZZD, (PoiZ)AE]R“) mit Produktzihldichten (p; )

AeR..,

)\ZZE n
arg max{[pﬁoh(x)} = arg max{# ")‘} { Z }
i€[n]

AeRR., AeRR., ie[n]

Die Statistik A : Z, — R mit 7 — A(z) = 1Y}, 1w, =: 7, ist der MLS fiir .

(¢) Uniformverteilungsmodell, (R>0,<%’>0, (U per. ) mit Produktdichten (f; )

OeR..,

aregeerIfX {fg\(x)} = arbg ]IRI>10aX {9 lg]] Ty 6y } { Ilrel[[éqml:ﬁ:a: }

Die Statistik § : R%, — R., mit z > 6(x) = max {x,: i e [n]} ist der MLS fiir 6.

(d) Exponentialverteilungsmodell, (R-,, %.,, (Exp}),., ) mit Produktdichten (£, )

AeR_, AR, *

arg max{Exp )} = arg max{)\"exp - Z } = {_l}
AR, AR, ieln] Ly

Die Statistik A : R, — R., mit z — A(z) = (z,)" ist der MLS fiir A.
(e) Normalverteilungsmodell(R", %", (N, ), )» 0 € R.,, mit Produktdichten (£ )

(02 ] HER *

(1:0%)
arg max {f’f a:)} = arg max {(Q—W exp (2012 Z (v, — M)Q)} = {jn}
neER neR ie[n]
Die Statistik 7 : R" — R mit 2 — [i(z) = 7, ist der MLS fiir p. O

§12.24 Bemerkung. Im Binomialverteilungsmodell X © (Bin,, ) .,,, nimmt der MLS p = X /n fiir
p (vgl. Beispiel §12.23 (a)) nur Werte in p([0,n]) = {% cie [[O,n]]} an. Fiir jeden Parameter
p € [0, 1\p([0,n]) gilt somit Bin,,, (A p) = 0. Analog, fiir 0 € R., und n = 1 im Normal-
verteilungsmodell X © (N, ) ., ist i = X der MLS fiir 1 (vgl. Beispiel §12.23 (e)), sodass
fiir jeden Parameterwert . € R gilt N, . (i = p) = ({#}) = 0. Im Allgemeinen konnen wir

(u,a
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nicht davon ausgehen, dass der Schitzwert des MLS gleich dem wahren Wert ist. Andererseits
im Normalverteilungsmodell, gilt

{neli—ci+cl}={reR: pelp@) —cii() +c} ={e[p—cpu+cl}

fiir jedes ¢ € R.,, sodass

Nosweln—ci+c]) =N, (elp—cpt+e]) =N, .p—cp+tc)e R

Fiir eine Stichprobe x ist es somit sinnvoller einen Bereich [ji(x) — ¢, fi(x) + ¢| anzugeben als
nur den Schitzwert [i(z). O

§12|03 Konfidenzbereich

51225 Definition. Eine Abbildung B : X — 2U heiBt Bereichsschitzfunktion (BSF) fiir I', wenn
OAREIY = {zcX: yeBw} € 2 fir alle Parameterwerte v € I' gilt. Fiir jedes y € T

und 0 € © wird B (v € B) Uberdeckungswahrscheinlichkeit von ~ genannt. O

51226 Bemerkung. Fiir jedes y € I sei {I)/, I/} eine Partition der Menge der interessierenden Parame-
terwerte I, also I L‘|_'J Ff = I'. Fiir jedes 6 € O fassen wir [,, und Ff((,) als Menge der ,,richtigen*
bzw. der ,.falschen* abgeleiteten Parameterwerte auf. Wir suchen eine BSF B, die fiir alle § € ©
eine moglichst groBe Uberdeckungswahrscheinlichkeit I2(¥ € B) fiir jeden richtigen Parameter-
wert 7 € [T, besitzt, und gleichzeitig aber eine mdglichst prizise Uberdeckung besitzt, das heift,
fiir jeden falschen Parameterwert ¥ € I, soll die Uberdeckungswahrscheinlichkeit (7 € B)
moglichst klein ist. Wie im Fall des Hypothesentest ist aber ein gleichzeitiges Maximieren und
Minimieren dieser Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Allgemeinen nicht moglich. O

§12.27 Beispiel. Im Fall I' < R sind insbesondere von Interesse
(@ IV = {7} und I = {(vIe=T, =T\{v};
b L =I,=Tn(—0~jundl} =T, =T =T~ (=0, 7] =T n (y,0);

/

=L, =Tn[y,0)undl} =T, =I5, =T n[y,0)°=Tn(-0,7). O

/

$12.28 Definition. Sei ({I',I'}) . eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Pa-
rameterwerte I'. Fiir ein « € (0, 1) heiBt eine Bereichsschitzfunktion B Konfidenzbereich zum
Niveau 1 — o fiir ({I},I}). ., wenn R(Y € B) > 1 — « fiir alle ¥ € I}, und fiir alle § € ©
gilt. In diesem Fall wird B kurz (1-«)-Konfidenzbereich (fir ({I,I}}),) genannt. Eine Be-
reichsschitzfunktion B* fiir I" heiBt gleichmdifig bester Konfidenzbereich zum Niveau 1 — « fiir
{r, Ff})ver, wenn sie ein (1-a)-Konfidenzbereich ist, und jeder andere (1-o)-Konfidenzbereich
B (fir ({I,IV'}),..) keine kleinere Uberdeckungswahrscheinlichkeit der falschen abgeleiteten
Parameterwerte besitzt, das heifit, fiir alle # € © und v € Ff((,) gilt B(7 € B") < B(7 € B). O

$12.29 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachte fiir o € R., das stetige statistische
Experiment X & (N, ),..., wobei die Menge der interessierenden Parameter I' = © = R ist.
Fiir jedes c € R.,ist B, : R — 28 mit B(z) := (x £ ¢) = (v — ¢, + ¢), kurz B, = (X + ¢),
eine BSF, da fiir jedes feR gilt

(feB}={zeR:fe(rtc)}={zeR: zec(@+c)}=0+c)eB.
Fiir alle 6 € R ist die Uberdeckungswahrscheinlichkeit vonfd e R (vgl. Beispiel §10.12 (a))

N

(0,0%)

(0 B) = N, (0% 0)) = B(=2) — o(5),

[oa
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Interessieren wir uns nur fiir den wahren Parameter I, = {0} und dementsprechend der Menge
der falschen Parameterwerte I, = R.,. Dann ist B, ein (1-o)-Konfidenzbereich fiir ({ {9 }, R..})
wenn fiir alle § € R gilt

0eR

Ny (0 €B) =) —P(3°) > 1—a.
Wihlen wir ¢, := 0z,_,,und B, = (X + 07_,,) mit 1-a/2-Quantil z__, der Standardnormal-
verteilung, das heifit 1 — a/2 = ®(z,_,,) = 1 — P(—z_,,), so gilt

N(Gﬁ’)(e € Bc(.) = ®(Zl—u/'2) - q)(_zl—a/z) =1- a/2 - (1 - (1 - 01/2)) =1—-«

fiir alle § € R. Damit ist (X + oz __,) ein (1-a)-Konfidenzbereich fiir den wahren Parameter 6
und die falschen Parameter R,, 6 € R. O

§12.30 Definition.

(a) Ist ({I,I)'}), . eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Parameterwerte
I, so definiert IV := {yeT': ve}und I := {§ € I': y eI} fiiry € I eine assoziierte
Familie ({I'',I'}) . von Partitionen der Parametermenge I', dabei fassen wir I/ als Null-
hypothese und I, als Alternative eines Testproblems auf.

(b) Fiir eine Bereichsschitzfunktion B definiert ((,07 = 1 .p,)... €ine assoziierte Familie von
Tests mit Ablehnbereich {gp = 1} =: A, da definitionsgemill A = {7 ¢ B} e 2 fir
jeden abgeleiteten Parameterwert v € I' gilt.

(c) Fir eine Familie (o = 1, ) .. von Tests mit Ablehnbereich A, = { = 1} € Z definiert
B:X — 2 mitB(z) := {7 el: az¢ Aw} eine assoziierte Bereichsschditzfunktion, da in der
Tat {7 € B} = {x eX: e B(:c)} = {:1; eX: wet.Aw} = A° e Z fiir jeden abgeleiteten

Parameterwert v € I" gilt. O

~vell

$12.31 Beispiel (Beispiel §12.27 fortgesetzt). Im Folgenden geben wir zu typischen Familien ({I7, F“/f})qgr
von Partitionen der Menge der interessierenden Parameterwerte I' € R die assoziierte Familie
({I', I'}), ... von Partitionen der interessierenden Parametermenge I' R an.

(@) Firl} = {y}und [y = I, sind I’ = {7y} und I} = T.;
(b) FirI' =T, und I' = I, sind

I'={3el: yell} ={3el: yel,} =L,

und IV = T ;
o) Firl' = und ' =T, sind I =T, und ' =T_.. O
( ) il =7 v 2 Y <7 Y v

§12.32 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachten wir fiir o € R, im stetigen sta-
tistischen Experiment X (N, . ) ., mit beliebigem p, € R das einseitige Testproblem der
Nullhypothese H, : < 4, also I, = R.,, gegen die Alternative H, : u > i, also
[, = R.,, so ist fiir jedes a € (0, 1) ein Neyman-Pearson-Test ¢, = Lixs, o, mit Ablehn-
bereich {cpm = 1} = {X = u, — oz} ein gleichmdpfig bester Test zum Niveau «. Dann ist
B:R — 2% mit

z— B(r) = {%ER: :L‘G{QQ‘L‘:O}} = {,LLUER: :L'<pﬂfcrzu} = (I-i—O'Z OC) =R.....

)

die zu der Familie (¢, ),.,, assoziierte Bereichsschditzfunktion. O
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51233 Satz. Seien ({IV,I)}). . eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interessierende
Parameterwerte und ({I',I''}) . die assoziierte Familie von Partitionen in Nullhypothen und
Alternativen. Dann gilt fiir eine Familie (gp7 ).ec von Tests, dass genau dann @ ein (gleichmdfig
bester) a-Test der Nullhypothese Hy : T gegen die Alternative H, : T, fiir jedes ~ € T ist,
wenn die assoziierte Bereichsschitzfunktion B fiir ({IV,I)}) . ein (gleichmdifig bester) (1-a)-
Konfidenzbereich ist.

~yel'

§12.34 Beweis von Satz §12.33. In der Vorlesung. O

§12.35 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.32 fortgesetzt). Sei X © (N,,,),, mit 0 € R.,. Dann ist
(X 402z, 0) der assoziierte Konfidenzbereich zu einer Familie gleichmiBig bester a-Tests (vgl.
Beispiel §12.32). Nach Satz §12.33 ist (X + o0z, 00) damit auch ein gleichmiBig bester 1-a-
Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen Parameter I, = R., und der falschen Parameter
[, = R., mit s, € R. Andererseits, ist (X + oz ,,) ein (1-a)-Konfidenzbereich fiir die Menge
der richtigen Parameter I, = {4} und der falschen Parameter I = R,, mit g, € R (vgl
Beispiel §12.29). Nach Satz §12.33 ist damit der assoziierte Test ©, mit Ablehnbereich

{o, = ={w¢t (X xoz,)={X—wl =02}

ein a-Test fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1 = p, gegen die Alternative
Hy:p # . O
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Kapitel 4
Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit

§13 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Bayes-Formel

Im Folgenden sei (§2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin bezeichnen wir eine Parti-
tion P von € als (o7 -)messbar, wenn P < o7 gilt.

51301 Definition. Es seien A und B Ereignisse aus </ mit IP(B) € R.,. Dann wird mit

PANB

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder unter) B bezeichnet. O

$13.02 Satz. Sei B € o mit P(B) € R., und T eine abzdhlbare Indexmenge. Dann gilt:

AP :of 5 A INP(IE) = P(A|B) € [QJ 1] ist einNWahrscheinlichkeitsmaﬁ auf (Q, o) und
die Einschrinkung ]P‘B : 427|B 5A IP‘B(A) := P(A) € [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmay3
auf der Einschrinkung (B, ;27|B) Der Wahrscheinlichkeitsraum (B, ;27|B, ]1~3|B) wird die Spur
oder Einschrinkung von (Q, « | P) auf B genannt.

(i1) Es sei {Bi tie I} eine messbare Partition von B mit P(B,) € R., fiir alle i € I. Fiir alle
A € o gilt dann die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(A n B) = Z P(A|B)P(B).

€L

(iii) Fiir jedes A € <o/ mit P(A) € R., und jede messbare Partition {Bi,: z’eI} von ) mit
P(B,) € R., fiir alle i € T gilt die Formel von Bayes:

P(B)P(A|B)

S L PABPE) T

P(B|A) =

§13.03 Beweis von Satz §13.02. (i) Ubungsaufgabe und (i1)-(ii1) in der Vorlesung. O

§13.04 Beispiel. Am Bahnhof Siidkreuz in Berlin ist eine Videotiberwachung installiert. Zur Evaluation
der Gesichtserkennungssoftware haben sich 0, 1% der tiglichen Passagiere registrieren lassen.
Der Hersteller der Gesichtserkennungssoftware gibt an, dass 99, 9% der registrierten Personen
als registriert erkannt werden, aber auch 0,2% der nicht-registrierten Personen filschlich als
registriert erkannt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewihlter Passagier, der
als registriert erkannt wird, nicht auf der Liste der Registrierten ist, betrdgt dann nach der Formel

. 0,00200,999 _ .
von Bayes: 5512590010 999e0.00z = 2/3» d-h. iber 66%. O

§1305 Lemma. Fiir A, € o/, i € [n + 1] mit P((;ep,; A) € R, gilt

P( (] A) = PA)PAJA)P(AJA A A) - P(A4,.] [ A).

ie[n+1] ie[n]
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§13.06 Beweis von Lemma §13.05. In der Vorlesung. O

$13.07 Beispiel. Beim Ziehen aus einer Urne mit I weilen und S schwarzen Kugeln ohne Zuriickle-

gen und mit Beachtung der Reihenfolge ergibt sich mit N = W +S fiir das Ergebnis ,,SSW*, also
1. und 2. Kugel schwarz, 3. Kugel weil}, nach der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit % ° ]“3:11 ° NVKQ'

Dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen die Versuchsausgéinge ,,.SWS* und ,,WSS* (man nennt die
Verteilung austauschbar). O

$13.08 Beispiel. In einem Unternehmen werden von 825/560/325 minnlichen Bewerbern in den Abtei-
lungen A/B/C jeweils 62%/63%/34% eingestellt, von 108/25/593 weiblichen Bewerberinnen
hingegen 82%,/68%/37%. Obwohl die Einstellungsquote in jeder Abteilung fiir Frauen hoher
war, ergibt sich nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit insgesamt eine Einstel-
lungsquote von ca. 57% fiir Ménner und von ca. 45% fiir Frauen, weil letztere sich stirker fiir
Abteilung C' mit schwieriger Einstellung beworben haben. m

§14 Unabhangige Ereignisse

Im Folgenden seien (2,7, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Z eine beliebige nicht-leere
Indexmenge.
$14.01 Definition.
(a) Zwei Ereignisse A, B € o/ heiien (stochastisch) unabhdngig (unter IP), kurz p2iNza. wenn
P(An B) =1P(A)P(B) gilt.
(b) Eine Familie (A,),_, von Ereignissen aus 7 heilt (stochastisch) unabhdingig (unter P), kurz
, wenn fiir jede endliche Teilmenge J € 2Z, gilt P() ier A) = ]_[je 7 P(4). m
§14.02 Bemerkung.

(a) Fir jedes A € o/ und jede IP-Nullmenge B € o/ (bzw. IP-Einsmenge) gilt A 1l B. Im Fall
P(B) € R., sind die Aussagen A |l B und P(A4|B) = P(A) dquivalent.
(b) Esgilt L, A, genau dann, wenn 1L, A, fiir jede endliche Teilmenge J € 2Z, gilt.

(¢) Fiir |Z| € IN,, ist eine Familie (4,)_, unabhiingig, so sind die Ereignisse paarweise unab-
hingig, d.h. P(A n 4)) = P(A)P(4)) fiir alle ¢« € Z und j € Z,, aber die Umkehrung gilt
nicht. -

$14.03 Beispiel. Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln haben die Ereignisse ,,Ist die Augensumme 7?* und
,Ist die erste Augenzahl 67 jeweils Wahrscheinlichkeit 1/6 unter einer Gleichverteilung. Der
Schnitt der beiden Ereignisse ist ,,Ist die erste Augenzahl 6 und die zweite Augenzahl 17* und hat
die Wahrscheinlichkeit 1/36, so dass die beiden Ereignisse (unter Gleichverteilung) unabhéngig
sind. O

s14.04 Lemma. Seien (A,),, unabhiingige Ereignisse aus <f . Fiir A} € o({A}) = {J, A, A}, Q}, i € T,
ist die Familie (A}),_, von Ereignissen aus </ unabhdiingig.

§14.05 Beweis von Lemma §14.04. In der Vorlesung. O

$14.06 Satz von Borel-Cantelli. Fiir eine Folge (A,),_, von Ereignissen aus </ gilt:
(i) Aus Y, . P(A,) € R, folgt P(lim sup, _,,, A,) = 0;

(i) Gilt zusdtzlich 1L, A,, so folgt aus Y, . P(A,) = o0 auch P(lim sup,,_,, A,) = 1.
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§14.07 Beweis von Satz §14.06. In der Vorlesung. O

$14.08 Beispiel.
(a) Ist A ein Ereignis mit P(A) € (0,1), so gilt >, P(A,) = oo fir A, := A, jedoch
P(lim sup,,_,, A,) = P(A) < 1. Damit kann also auf die Unabhéngigkeit in Teil (ii) von
Satz §14.06 nicht verzichtet werden.

(b) Im unendlichen Miinzwurfexperiment bezeichne A) := {we Q: w, =+ = wpin-1 =1}
das Ereignis eines M-runs von Einsen (,,Kopf*) ab Wurf n. Dann ist die Familie (A},),.
unabhiingig (auf dem entsprechenden Miinzwurfmodell in den Ubungen) mit P(A},) = 27,
Aus Teil (ii) von Satz §14.06 folgt daher P(lim sup,_,., Ay},) = 1 fiir jedes M € IN. Dies im-
pliziert P(lim sup,_,, A) = 1. Es gilt sogar P((),,;o lim sup,_,, A') = 1, da der abzihlbare
Schnitt von Einsmengen wieder eine Einsmenge ist. O

§15 Unabhangige o-Algebren

Im Folgenden sei Z eine beliebige nicht-leere Indexmenge und fiir jedes i € Z sei </ < o/ eine
o-Algebra. Die Definition der Unabhéngigkeit der Familie (<7 )., von Teil-o-Algebren von &7
ist ein Spezialfall der folgenden Definition.

$15.01 Definition. Eine Familie (&), von Teilmengensystemen aus <7, d.h. & < & fiir alle i € Z,
hei3t (stochastisch) unabhdngig (unter IP), kurz @B wenn I, A, fir alle A, € & undi € Z
gilt. O

$15.02 Erinnerung. Nach Lemma §14.04 folgt aus 1l ; A, dass 1, ,0({A}) ist. Da {A,} ein 7w-System,
also ein N-stabiles Teilmengensystem, aus o7 ist, ist dies ein Spezialfall der nichsten Aussage,
welches wir mit Hilfe des 7-\ Satz §03.11 zeigen. O

§15.03 Satz. Seien (&), aus o/ N-stabil und unabhdngig, also 1L..&, dann gilt 1l _,0(&).

§15.04 Beweis von Satz §15.03. In der Vorlesung. O
$15.05 Lemma. Fiir eine Familie (<)), von Teil-o-Algebren aus < sei

&={[A:Acd ics J<=1,|7|eN}.

€T
Dann ist & n-stabil und \/ <7, = (&), also & ist ein N-stabiler Erzeuger von \/ 4.
€L €L
§15.06 Beweis von Lemma §15.05. In der Vorlesung. O

$15.07 Satz. Fiir jede unabhdingige Familie (<7,),., von Teil-o-Algebren aus <7, also 1._,<7, und jede
Fartition {I, : ke X} vonZT ist (Viez, @), €ine unabhiingige Familie von Teil-c-Algebren aus
, also 1L, . \/iGL .

keX

§15.08 Beweis von Satz §15.07. In der Vorlesung. O

$15.09 Definition. Sei (<) . eine Folge von Teil-o-Algebren aus .27, dann heif3t

BA-/\\ 2=V @=)olJ{s: men.}

nelN melN.,, nelN melN., nelN

die asymptotische (terminale) o-Algebra. Ein Ereignis A € <7, wird asymptotisch (terminal)
bzgl. (7,),  genannt. O

n
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$15.10 Beispiel. Sei (A,),., eine Folge von Ereignissen aus .7 und .27, die asymptotische o-Algebra
der Folge (0({A.})),.x von Teil-o-Algebren aus .<7. Dann sind A, = lim inf,, ., A, und A* =
lim sup,,_,,, A, (vgl. Definition §01.14) asymptotische Ereignisse bzgl. (c({4.})) . Setzen wir
namlich B, := ﬂmemn A, firn € IN, dann gilt B, 1 A, und B, € \/mele o({A,}) fur jedes
n € IN.y, sodass A, € \/m€]N>V o({A,}) fiir alle N € IN und damit auch

Ae/\\/ ({A.}) =

NelN melN,
Fiir A* geht dies analog. Insbesondere ist die asymptotische o-Algebra .27, nicht leer. 0

Betrachte eine Folge unabhéngiger Ereignisse (A,) ., so ist auf Grund des Satzes von Borel-
Cantelli §14.06 das asymptotische Ereignis A* = lim sup,,_,,, A, bzgl. (c({A.})),., entweder
eine Nullmenge oder eine Einsmenge. Die nichste Aussage zeigt nun, dass dies fiir jedes asym-
ptotische Ereignis gilt.

§15.11 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Seien (<7,) . unabhdngige Teil-o-Algebren aus <7 . Dann ist die
Wahrscheinlichkelit fiir jedes bzgl. (<7,), . asymptotische Ereigniss entweder 0 oder 1, also

nelN
A, T ={Aed: P4e{01}}.
§15.12 Beweis von Satz §15.11. In der Vorlesung. O

s15.13 Bemerkung. 7 ist L eine o-Algebra, da eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder
eine Nullmenge ist. .7 wird IP-triviale o-Algebra genannt. O

s15.14 Beispiel (Beispiel §15.10 forgesetzt.). Sei (A,),., eine Folge von unabhdngigen Ereignissen aus
o/.Da A, = liminf, ,, A, und A* = lim sup,,_,, A, (vgl. Beispiel §15.10) asymptotische
Ereignisse bzgl. der Folge unabhingiger o-Algebren (0({4,})) _, (vgl. Erinnerung §15.02) sind,
folgt aus Satz §15.11 P(A.) € {0, 1} und P(A*) € {0, 1}. O

§16 Unabhangige Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (2, <7, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ((X;, Z;)),., eine Familie mess-
barer Rdume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z und fiir jedes ¢« € Z, X, € M(«, 2)) eine
(X, Z;)-wertige Zufallsvariable.

1601 Erinnerung. Fiirjedesi e Zisto(X) = X, (Z) = {)Q(B) : Be ,%’} c &/ die von X, erzeugte
o-Algebra. O

$16.02 Definition. Die Familie (X})_, von Zufallsvariablen heift unabhdingig, kurz MBS wenn die
Familie (0(X))),_, von Teil-o-Algebren von </ unabhingig ist. O

$16.03 Bemerkung. Definitionsgemaf gilt I, X, genau dann, wenn L _, X fiir jede endliche Teilmen-
ge J € 2%, gilt. Weiterhin fiir jede endliche Familie (B;),., von Ereignissen, also fiir B, € 2],
jeJc I, |T| € N, gilt IP(ﬂJEJ{XJ € B}) = HJEJ]P X, € B)). O

s16.04 Beispiel. Ist (A,)_, eine Familie von Ereignissen, so gilt o({A}) = o(1,) fiir jede Bernoulli-
Zufallsvariable 1, , 7 € Z. Nach Lemma §14.04 gilt 1L, A, genau dann wenn 1,1, . O

$16.05 Lemma. Sei ((S,,.%))),., eine Familie messbarer Raume und fiir jedes i € T sei h, € N(%.,.%)
eine X, - -messbare Funktion. Ist 1. X, erfiillt, so gilt auch |, h(X.). Fiir jede Partition
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{Ik: ke fK} von T ist ((h(X)).., ). eine Familie von unabhingigen Zufallsvariablen, also
J-l—kgik‘ (h’:(XI))

i€l *

§16.06 Beweis von Lemma §16.05. In der Vorlesung. O

§16.07 Korollar.

(i) Eine Familie (X,),, numerischer Zufallsvariablen ist genau dann unabhiingig, wenn fiir jede
endliche Teilmenge J € 2%, und fiir alle x, € R, j € J, gilt:

P(ﬂ{X7 <)) = H]P(Xj < ).

JjeJ jeJ
Fiir I = [n] sind also X := (X,),,,, genau dann unabhiingig, wenn fiir alle x € R gilt
F (@) = [ [ F¥().

i€[n]

(ii) Diskret-verteilte Zufallsvariablen X := (X;),,, sind genau dann unabhdngig, wenn fiir alle
S Xie[[n]] X, gilt

p ) = | [ p¥(@).

i€[n]

(ii1) Stetig-verteilte Zufallsvariablen X := (‘)(i)ieﬂn]] sind genau dann unabhdngig, wenn fiir
Lebesgue-fast alle v € R gilt

(z) = [ | ().

ie[n]
§16.08 Beweis von Korollar §16.07. In der Vorlesung. O

§16.09 Beispiel.

(a) Beim Wiirfelwurf mit zwei Wiirfeln sind W; : Q — [6] mit W;(w;, ws) = w; fiir i € [2]
unabhingige Zufallsvariablen (unter Laplaceverteilung). Dazu geniigt es, fiir wy,ws € [6]
die entsprechenden Zéhldichten p"*(w;) = p"*(w2) = 1/6 sowie p"(wi,ws) = 1/36 mit
W = (W3, W) nachzupriifen und Korollar §16.07 (ii) anzuwenden.

(b) Sei X = |[W; — W und Y = W, + W5 der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe
der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W7, W) (vgl. Beispiel §11.12 (a)).
Betrachten wir die entsprechenden Zihldichten p* und p", so gilt zum Beispiel p©®)(1,4) =

0# &2 - 2 = p“(1) - p"(4). Somit sind X und Y nicht unabhiingig.

(c) Firn € IN sei die gemeinsame Verteilung von (X),_,, ein Bernoulli-Schema mit Parame-
ter p € [0, 1] (vgl. Beispiel §04.08 (c)). Dann sind (X;),,, unabhingige und identisch B,-
verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen mit identischer Randzihldichte p(z) = p*(1 —p)'7,
x € {0,1}, da fiir die gemeinsame Zihldichte p¥e1* (1 — p)" =<1 = [, . - p(«,) fiir alle
(). € 10, 1}™ gillt.

(d) Sind (f),,, Dichten auf R, so erzeugt die Produktdichte f(z) = ]|

i

ie[n] f(z,) ein Produkt-
maB auf (R", 8") (vgl. Definition §11.03). Fiir jedes i € [n] ist die Koordinatenabbildungen
X, : R" - R mit z — X,(z) := z, Borel-messbar, also eine Zufallsvariable X, € M(%#").
Thre Randverteilung P* ist gegeben durch die Randdichte f, ihre gemeinsame Verteilung
P“*) durch die gemeinsame Dichte f. Wir haben damit einen Wahrscheinlichkeitsraum
konstruiert mit unabhingigen Zufallsvariablen (X deren Randverteilung P* jeweils

i)iE[[n]]
durch f bestimmt ist.
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(e) Betrachten wir die gemeinsame Dichte ) eines bivariat normalverteilten Zufallsvektors
(X,Y) wie in Beispiel §10.12 (d). So sind X und Y stetig-verteilt mit Randdichten ¥ und

" (vgl. Beispiel §11.12 (b)). Die gemeinsame Dichte ) faktorisiert sich in das Produkt

der Randdichten f* und " genau dann, wenn p = 0 gilt. Somit sind X und Y genau dann
unabhiéngig, wenn p = 0 gilt. m

s16.10 Erinnerung. Nach Satz §11.07 existiert zu jeder Familie (X,, %, I?)._, von Wahrscheinlichkeits-
rdumen (polnische Rdume versehen mit Borel-o-Algebra) ein eindeutig bestimmtes Produktmal}
®i€I P auf dem zugehorigen Produktraum X, = X,z X, versehen mit der Produkt-o-Algebra

KBy = @iel B,. -

sie.11 Korollar. Fiir jede Familie ((X,, %, )).., von Wahrscheinlichkeitsriiumen (polnische Réiume

versehen mit Borel-o-Algebra) existiert eine Familie (X,),, unabhdngiger (X, B,)-wertiger Zu-

fallsvariablen definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung P
und dem Produktmaf X),.; | als gemeinsamer Verteilung auf dem Produktraum (X;, %;).

s16.12 Beweis von Korollar §16.11. In der Vorlesung. O

s16.13 Definition. Sei (X)), _, eine Folge von (X, Z,)-wertigen Zufallsvariablen auf ({2, o7, P). Dann
heif3t

= /\ \/ o(X,) = ﬂ \/ o(X,) = ﬂ a(U{a(m: meN.,})

nelN melN., nelN melN., nelN

die asymptotische o-Algebra. Ein Ereignis A € o7, wird asymptotisch bzgl. (X,),_, genannt, d.h.
A hiingt fiir alle n € IN nur von (X, ab. O

)me]l\k,,
s16.14 Beispiel.

(a) Sei (X,), ., eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen (vgl. Defini-
tion §08.10) X, := lim inf, 4 X, und X* := lim sup,,_,., X, messbar bzgl. .. In der Tat:
setzen wir Y, := sup {Xm tme ]NM} mit Y, | X*, soistfiir jedes N € IN die Zufallsvariable
X* = inf{ ine ]N} = inf {Y ne ]NM} messbar bzgl. \/ne]N o(X,), also auch bzgl.

Anen Ve, 0(X.). Fir X, geht dies analog.

(b) Sei (X,),., eine Folge reeller Zufallsvariablen sowie A das Ereignis, dass der Grenzwert

n

limy, 00 Y] kel % existiert. Setzen wir fiir e € ()., und N € N

ﬂ{{ 2 (—e,6)}: neN.y,me N, }

ke[n,m]

so gilt nach dem Cauchy-Kriterium A = (¢ Upyen Brer Nun ist (By.)yon
wachsend, B,. € \/kelN o(X, ) fiir alle N € IN und fiir jedes n € IN und alle m € IN.,

gilt \/, o o(X \/kEIN o(X,), so dass

monoton

|J Bi.=B..e \/ oX) ¥meN..

Ne[m] kelN.,

Folglich gilt | J .y By € \/kE]NZ" o(X,) fir alle n € N und damit C; := |y By. € .
Da o/, als o-Algebra o-n-stabil ist, folgt auch A = ﬂaeQ>0 C. € . o
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s16.15 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Sei (X)) . eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen auf
(Q, o/ | P). Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (X,),_ asymptotischen Ereignisses
entweder 0 oder 1, also

nelN

oy T ={Aed: PAae{01}}.
s16.16 Beweis von Korollar §16.15. Direktes Anwenden von Satz §15.11. O

s16.17 Beispiel (Beispiel §16.14 fortgesetzt).

(a) Sei (X,),. eine Folge unabhiingiger numerischer Zufallsvariablen auf (2, <7, P), so sind
die Abbildungen X, := lim inf, ., X, und X* := lim sup,,_,., X, fast sicher konstant, das
heiBt, es gibt z,,2* € R mit P(X, = z,) = 1 und P(X* = 2*) = 1. In der Tat, da X,
messbar bzgl. der asymptotischen o-Algebra ist (vgl. Beispiel §16.14 (a)), ist fiir jedes z € R
das Ereignis { X, < z} asymptotisch bzgl. (X,,),  und also P (X, < z) € {0, 1}. Setze

)ne]N
Ty i= min{xeﬁz P(X,<z) = 1} e R.
Ist 2, = o0, und also P(X, <n) = 0 fur alle n € IN, so gilt

n—o0

also P(X, = o) = 1. Ist z, € R, so ist

n—0oo
P(X, <z.) = lim P(X, <z.—1) =0,
n—0o0
also P(X, = z,) = 1. Ist z, = —o0, so gilt P(X, > —»0) = lim,_,, P(X. >n) = 0, also
auch P(X, = —oo0) = 1. Fiir den Limes superior geht dies analog.

(b) Ist(X,),, wiein Beispiel §16.14 (b) eine Folge unabhingiger {—1, 1}-wertiger Zufallsvaria-
blen, so konvergiert die harmonische Reihe mit zufilligem Vorzeichen ), Xk% entweder
mit Wahrscheinlichkeit 1 oder sie divergiert mit Wahrscheinlichkeit 1. Diese Aussage gilt
fiir beliebige Wahl der Randverteilung P* der Zufallsvariable X,, k € IN. m

§17 Faltung

17.01 Vorbermerkung.. Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Begriff, der eng mit dem des Pro-
duktmaBes verkniipft ist, nimlich dem der Faltung. Zur Motivation seien X, Y zwei unabhin-
gige, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungen P* und P" auf (R, %). GemiB Satz §11.07 hat
dann das Paar (X ,Y) die Verteilung P* ) P* auf (R’, #°). Andererseits ist X + Y eine reelle
Zufallsvariable, und fiir die Borel-messbare Additionsabbildung

@ R >(z,y) —d,y) =r+yeR

gilt X +Y = @o (X,Y). Damit hat X + Y die Verteilung (P* @ P") o ® ! auf (R, A).
Aufgrund der Kommutativitit der Addition ist (P" X P*)o@! auch die Verteilung von Y + X .
O

$17.02 Definition. Seien P, P zwei WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, #). Dann heifit das Wahrschein-
lichkeitsmah [N :— (P X P) o @ ! auf (R, #) die Faltung von P und PP. O
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51703 Satz. Es seien X ~ P* und Y ~ P" unabhiingige reelle Zufallsvariablen. Dann besitzt die
reelle Zufallsvariable X + Y die Verteilung P*"" = P* « P".

§17.04 Beweis von Satz §17.03. Die Aussage folgt aus der Vorbemerkung Bemerkung §17.01. O

$17.05 Korollar. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

§17.06 Beweis von Korollar §17.05. Die Kommutativitét folgt aus der Vorbemerkung §§17.01. Die As-
soziativitit der Addition vererbt sich analog auf die Faltung. O

$17.07 Lemma (Diskreter Fall).
(i) Besitzen P und P Zihldichten p und p auf Z, so besitzt P * P die Zihldichte

[p*pl(z) == Y p(z = B)p(k), z€Z;

keZ

(i1) Besitzen P und P Zihldichten p und p auf Z..,, so besitzt P * P die Zihldichte

[p*pln) = ) pn—kpk), neZ..

ke[0,n]
§17.08 Beweis von Lemma §17.07. In der Vorlesung. O

§17.09 Beispiel.

(a) Fir n € IN sei die gemeinsame Verteilung von (X;)_, ~ B; ein Bernoulli-Schema mit
Parameter p € [0, 1] (vgl. Beispiel §04.08 (c)), das heift, (X),,,, sind unabhéngige, identisch
B,-verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen (vgl. Beispiel §16.09 (c)). Dann ist X, + X, Binomial
Bin,,, -verteilt (vgl. Beispiel §04.08 (d)), da B, » B, = Bin,,,:

[, * 1, 1(0) = B, (0)p, (0) = p’(1 = p) p’(1 = p)' =p"(L —p)*",
B, *p.](1) = P, (DR, () + p, (0, (1) = 2p'(1 —p)*,
B, * 2, ](2) = p,Wp, (1) = P’ (1 —p)""
Per Induktion erhalten wir >, X; ~ Bin,,,,. Fir ein Bernoulli-Schema (X),,, ., ~ B,
mit n,m € IN sind Zie[[n]] X, ~ Bin,,,, und Zie[[n +1nsm) X: ~ Bing,,, unabhéngig (Lem-

ma §16.05), und X, ~ Bin,,,.,, also Bin,, ,, » Bin,, , = Bin,

ie[n+m] n+m.p)*

(b) Seien X ~ Poi, und Y ~ Poi, unabhingig mit \, x € R.,, so gilt X +Y ~ Poi,,, (Ubungs-
aufgabe!). Setzt man zusitzlich Poi, := 4, so bildet (Poi, ), , eine Faltungshalbgruppe, d.h.
es gilt Poi, x Poi, = Poi,, fiiralle A, 4 € R.,. O

§17.10 Lemma (Stetiger Fall). Seien X und Y unabhdngige stetig-verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
X bzw. 7. Dann ist X + Y stetig-verteilt mit Dichte

() = [« ](2) := JR G-yt (y)dy, =zeR.

§17.11 Beweis von Lemma §17.10. In der Vorlesung. O
$17.12 Beispiel. Fiir A\, p € R., definiere die Gamma-Verteilung Q8§ tiber die Dichte

£ (0) = fma" e Mg (2), 2€R,

mit Gamma-Funktion I'(p) = " #"~le~'dt, sodass ['(n + 1) = n! firn € Z., und T'(3) = /7.
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2

(a) Spezialfille sind [, ,) = Exp, und [}, ,,,, = x_.

(b) Setzt man zusitzlich I}, := do, so bildet (I}, )per_, fiir festes A € R., eine Faltungshalb-
gruppe,d.h.esgilt I}, « I, =1, .-

(c) Insbesondere ist die Summe von k unabhdngigen Xf-verteilten Zufallsvariablen (dquivalent
dazu die Summe der Quadrate, Ziem Zf, von k unabhidngigen standard-normalverteilten

Zufallsvariablen (Z,),_,,,, oder dquivalent || Z |” eines standard-normalverteilten Zufallsvek-

tors Z = (Z).,, ~ N, im R', vgl. Beispiel §05.10) gemip B := T}, . -verreilt
(Sprechweise: \*-Verteilung mit k Freiheitsgraden). O
§17.13 Beispiel. Fir X ~ N, . und Y ~ N, . unabhidngigist X +Y ~ N, . .. Setzen wir

Noo =19

7

so bildet (N, .. ). eine Faltungshalbgruppe fiir alle z € R und o € R.,. Insbeson-

dere, fiir (X)), ~ N, gilt Zie[[n]] X, ~ N,,..., und folglich X, ~ N, ... (vgl. Beispiel §10.12

(a)). O

§18 Multivariate Normalverteilung

$18.01 Vorbemerkung.. Im Folgenden fassen wir Vektoren als Spaltenvektoren

a,
a=|a | = [al a; - an]T € Rn“
a

auf. Wir bezeichnen mit (-, -) das Standardskalarprodukt auf R"*", das heiBt,
{a,b) =ba = Z ab und {(a,a)=|al® firallea,beR" " .
i€[n]
Sei X ein R"'-wertiger Zufallsvektor mit Dichte *. Fiir b € R"" und regulirem A € R"",

also det(A) # 0, besitzt nach dem Dichtetransformationssatz §10.08 dann der R"Xl-wertige Zu-
fallsvektor Y = AX + b die Dichte

(A (y—b .. nx1
' (y) = W firalleye R

Sind insbesondere die Komponenten von

unabhiingig und ist Diag|c] eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen (c,),,, kurz A = Diaglc],
mit ¢, € R, fiir alle : € [n], dann gilt det(A) = [ [;;f,,; ¢ # O und

oX, +b
Y:AX+b:[ : ]

¢, X, +b,
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besitzt die Dichte

=[] &) firalleye R™

i€[n]

In Beispiel §10.12 (c) haben wir weiterhin auf (R", #") die multivariate Normalverteilung N, ,

mit Vektor 1 € R*" und positiv definiter, also symmetrischer und regulirer, Matrix ¥ € IR”X”
tiber ihre Dichte f eingefiihrt. Im Fall einer nicht reguldren Matrix X wird eine Normalver-
teilung degenenert genannt. Im Folgenden werden wir einen allgemeineren Zugang betrachten,
der es erlaubt, auch degenerierte Normalverteilungen einzufiihren, die nicht iiber eine Lebesgue-
Dichte auf R"" definiert werden konnen. 0

$18.02 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines R"-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen (X, ¢) fiir alle c € R".

§18.03 Beweis von Satz §18.02. Die Aussage kann zum Beispiel unter Zuhilfenahme von multivariaten
charakteristischen Funktionen (zum Beispiel Satz 15.5 in Klenke (2012)) gezeigt werden. O

s18.04 Korollar. Die Koordinaten eines R'-wertigen Zufallsvektors X sind genau dann unabhdiingig
und identisch (standardnormal) N, -verteilt, wenn fiir jedes c € R" die reelle Zufallsvariable
(X, c) eine N, =-Verteilung besitzt. Fiir c # 0 ist (X, c) also stetig verteilt mit Dichte

<

(X0 _ _ 1 _ Y
ﬂ: <y) ﬂ:N(o lell?) (y) 271-”0”2 eXp ( 2HCH2), y € IR“
$18.05 Beweis von Korollar §18.04. In der Vorlesung. O

515.06 Definition. Ein R"-wertiger Zufallsvektor X besitzt eine multivariate Normalverteilung

mit ;€ R und positiv semi-definiter Matrix ¥ € R, falls fiir alle ¢ € R" die reelle Zufalls-
variable (X, c) eine N, »..,,- Verteilung besitzt. Das ProduktmaB N, ;= &®cpy Nowy = Noy,
heillt insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei I,., die n-dimensionale
Einheitsmatrix und O,_, € R"*" der n-dimensionale Nullvektor ist. o

nx1

51807 Vorbemerkung.. Fiir eine Matrix A = [a,---a,] € R mit Spaltenvektoren (a.,,),,,, bezeich-
net Bild(A) = (a,:iem]) S R die lineare Hiille der Spaltenvektoren, also das Bild der li-
nearen Abbildung R" — R" mit # — Ax. Fiir einen linearen Unterraum &/ < R’ bezeichnet
R'=uUeoU * die direkte orthogonale Summe, das hei3t, ¢/ und U * sind orthogonal, also fiir alle
weldundu* €U gilt {u, u*) = 0, und jedes Element 2 € R" hat eine eindeutige Darstellung
T =u+u" mitu e und ut € U . Wir bezeichnen mit I, die Darstellungsmatrix der ortho-
gonalen Projektion von R" auf U/, also U @ U S>Umitz =u+veu= I1,,x. Eine Matrix
U € R"" heiBt partielle Isometrie, falls UUT = II,,, ., und UTU = I, O

$18.08 Lemma. Seien X ~ N, , jundY ~ N, , |, dann gelten die folgenden Aussagen

xxxxxxx

(i) Fiir A € R™" und B € R"™" mit AA™ = BB' sind die R"* "wertigen Zufallsvektoren AX
und BY identisch verteilt.

(ii) Falls U € R"™ eine partielle Isometrie ist, dann gilt UX ~ Noom

(iii) Fiir A € R"" und B € R" mit AB = Q

Xk Sil’ld HBild(A)X ~ N(anunu,,,“«,) I/tl’ld HBild(B)X ~
N .., unabhingig.

§18.09 Beweis von Lemma §18.08. In der Vorlesung. O
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s18.10 Korollar. Sei X = (X;)., ~ Nuo mit o = (i) € R und ¥ = [5;;] € R positiv
semi-definit, dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Fiir allei € [n] gilt X; ~ N

(RN
(ii) Fiir alle i € [n] und j € [n],; sind X; und X; genau dann unabhiingig, wenn ;; = 0 gilt.

(iti) Fiir A e R undbe R"" gilt Y = AX + b~ N,

(iv) Ist X positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte

0) = G O {—%@%x ), (- u)>} e

s18.11 Beweis von Korollar §18.10. Ubungsaufgabe. O

§19 Beispiele und Klassifikation

§19|01 Beispiele statistischer Modelle

51901 Definition. Sei (X, 2", R) ein addquates statistisches Experiment fiir eine (X, 2" )-wertige Zu-
fallsvariable X und sei (X;),_, eine Familie von (X, .2")-wertige Zufallsvariablen mit nicht-leerer
abzihlbarer Indexmenge Z. (X;),., werden unabhdngige und identisch-verteilte (u.i.v.) Kopien
von X genannt, wenn fiir # € © mit X ~ B das ProduktmaB B = &),z & auf dem Produk-
traum (X, 2°") die gemeinsame Verteilung von (X;)_, ist. In diesem Fall ist das statistische
Produktexperiment (X*, 2", B) also adiquat fiir (X;)_. (X", 2, B") wird auch adiquates
statistisches u.i.v. Modell fiir (X;),_, genannt. O

§19.02 Schreibweise. (R GIISNEA und im Fall Z = [n] auch [GGRNSNH. O

$19.03 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle fiir die im Kapitel 1 Prolog vorgestellten
Beispiele an.

(a) Beispiel I: Setzen wir Eins fiir das weibliche Geschlecht und Null fiir das nicht weibliche
Geschlecht eines Konsumierenden, so beschreiben wir das Geschlecht der n = 1000 befrag-
ten Konsumierenden als Stichprobe eines Bernoulli-Schemas ({0,1}", 211" (B}) c(0.1)
vgl. Beispiel §04.08 (c). Sei (X;),.,,; © (By)pejo,1]- Nach Beispiel §17.09 (a) ist dann ein Bino-
mialverteilungsmodell ([0,n], 2171 (Bin,,,),e[0.1]) ein adéquates statistisches Experiment
fiir die Anzahl ) i i der Konsumentinnen unter den befragten Konsumierenden.

(b) Beispiel II: Die zufdllige Anzahl beschéddigter Schrauben in den n = 100 Beuteln mit
50 Schrauben beschreiben wir wie in Beispiel §04.08 (d) durch ein Binomialverteilungs-
modell ([0,50]", 20051 (Binl,, ) pefo,1)- Sei (Xi),py @ (Binio, )pefo,1]- Nach §17.09 (a) ist
dann ein Binomialverteilungsmodell ([0,50n], 211 (Biny,, , )pefo,1]) €in adéquates stati-

stisches Experiment fiir die Gesamtanzahl | ie[n] i an beschidigten Schrauben.

(c) Beispiel I1I: Die n = 280 zufilligen Anzahlen eingegangener Anrufe innerhalb einer Wo-
che beschreiben wir durch ein Poissonverieilungsmodell (7., 9% (Poi})ser., ), vgl. Bei-
spiel §04.08 (f). Sei (Xj),; @ (Poi,)er_,- Nach Beispiel §17.09 (b) ist dann ein Poisson-
verteilungsmodell (Z.o, 2%, (Poi,,)ser_,) ein addquates statistisches Experiment fiir die
Gesamtanzahl Ziew X, eingegangener Anrufe.

(d) Beispiel IV: Die zufilligen Wartezeiten an der U-Bahn Haltestelle an den n = 90 Tag (in
Minuten) beschreiben wir durch ein Uniformverteilungsmodell (R, 2", (U;,))oer_, ), vel.
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Beispiel §05.07 (a). Sei (X;),;; © (Upa)ocr.,- Bezeichne fiir € R., mit I} das stetige

n—1

Wahrscheinlichkeitsmal auf (R, %) mit Wahrscheinlichkeitsdichte f,(z) = "1, (z),
z € R. Das stetige statistische Experiment (R, %, (E)gcr_, ) ist dann addquat fiir die maxi-

male Wartezeit max {X,- cie [[n]]}.

(e) Beispiel V: Die zufillige Lebensdauer der n = 100 Glithlampen (in Stunden) beschrei-
ben wir durch ein Exponentialverteilungsmodell (R", 2", (Exp)er_, ), vgl. Beispiel §05.07
(b). Sei (Xj),;,; @ (Exp})acr_,- Nach Beispiel §17.12 ist dann ein Gammaverteilungsmodell
(]R, B, (L) )\GR>O) ein adéquates statistisches Experiment fiir die kumulierte Lebensdauer
i) X der Gliihlampen.

(f) Beispiel VI: Die zufélligen Messwerte beschreiben wir durch ein Normalverteilungsmo-
dell (R', %", (N ) (no?)er xR, )» Vgl Beispiel §05.07 (¢). Ein Normalverteilungsmodell

(IR, B, (N(n;uw?))(M,O'Z)E]RXR>[,) ist dann nach Beispiel §17.13 ein addquates statistisches Ex-
periment fiir den kumulierten Messwert Zie[[n]] X; und nach Beispiel §10.12 (a) fiir den mitt-

leren Messwert >, 10 X; = X, ist (R, &, (N, 2)) (uo)er xR, ) adiquat. O

§19|02 Klassifikation

§19.04 Beispiel. Im Beispiel [ im Kapitel 1 Prolog stellt eine Schraubenherstellerin an zwei Produkti-
onsstandorten Schrauben her. Die Schrauben werden an beiden Standorten in Kartons mit Beu-
teln a je 50 Schrauben ausgeliefert. Im Lager findet die Herstellerin eine unbeschriftete Lie-
ferung. Die Herstellerin fragt sich, ob die Anzahl der beschiddigten Schrauben in einem Beutel
geniigt, den Produktionsstandort der Lieferung zu bestimmen. Die Herstellerin geht zunéchst von
den (unrealistischen) Annahmen aus, dass der zuféllige Produktionsstandort Y mit einem Ber-
noulliverteilungsmodell ({0, 1}, 2!} B,) mit bekanntem Parameter q € [0, 1] und die zufillige
Anzahl X der beschidigten Schrauben in einem Beutel am Standort ¢ € {0, 1} mit einem Bi-
nomialverteilungsmodell ([0,50],2[°°°1 Bin, ) mit bekanntem Parameter p € [0, 1] adéquat
beschrieben werden. Der zufillige Vektor (Y, X') nimmt damit Werte in {0, 1} x [0, 50] an und
wir bezeichen mit (Y, X) ~ P"Y e Wux50) die gemeinsame diskrete Verteilung mit
gemeinsamer Zihldichte

p* (y,2) = PV ({(y,2)}) = P(Y =y, X =)
=P(Y = y)P(X =z|Y =y)
= ]1{0}(1/)(1 - Q>Bin<50,po>({x}> + ]l{l}(y)qBin@o,p])({x})
= B.({y})Bing,,,({z})

fiir alle (y, x) € {0,1} x [0, 50]. O

$19.05 Definition. Es sei (X, 2") ein messbarer Raum, Y eine endliche Menge mit |Y| € IN Labels
und (Y, X) ein Zufallsvektor auf einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, <7, P) mit Werten in der
Menge Y x X sowie gemeinsamer Verteilung P"* € W(2! ® 2). Die Vorhersage des Labels
Y mit Hilfe des Features X wird Klassifikationsproblem mit |Y| Labels genannt. Eine 2 -29-
messbare Entscheidungsfunktion

n:anH[(X)EH,

also Entscheidungen nur anhand einer Stichprobe x aus dem Stichprobenraum X, mit

["'({y}) € 2~ dem Ereignis aller Stichproben, die zu einer Wahl des Labels y € Y fiihrt,
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heiBt Klassifizierer. Ein Klassifizierer [, € M(2",2%) wird Bayes-Klassifizierer genannt, wenn
P(Y # (X)) = min {P(Y # [(X)): 1e M2}

gilt, also wenn es keinen Klassifizierer mit echt kleinerer Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifi-
zierung gibt. O

51906 Erinnerung. Es sei X ein abzdhlbare Menge, Y eine endliche Menge mit |Y| € IN Labels,
(Y, X) ein Zufallsvektor mit Werten in der Menge Y x X und P”*) € W(2/"¥) die gemeinsame
diskrete Verteilung von (Y, X') mit gemeinsamer Zéhldichte p®*) : X x Y — [0, 1] und Rand-
zihldichte p¥ : X — [0, 1] der diskreten Randverteilung P* € W(2*) von X . Fiir jedes Atom
T € {pX > O} < X von P* und jeden Label y € Y bezeichnet

PO ({(y, )} _ p® )
P¥({z}) p (@)

P(Y =y|X =x) =

die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignis {Y = y} gegeben das Ereignis {X = x}. O

$19.07 Lemma. Es sei X ein abzdihlbare Menge, Y eine endliche Menge mit |Y| € IN Labels, (Y, X)
ein Zufallsvektor mit Werten in der Menge Y x X und P € W(2?"Y) die gemeinsame diskrete
Verteilung von (Y, X). Jede Abbildung |, : X — Y, die fiir jedes Atom x € {[pX > 0} c X die
Bedingung

P(Y = (%)X =x) = max {P(Y =y|X =x): yey}
erfiillt, ist ein Bayes-Klassifizierer.

§19.08 Beweis von Lemma §19.07. In der Vorlesung. O

$19.09 Beispiel (Beispiel §19.04 forigeserzt.). Betrachte (Y, X) ~ P e WOU*%) mit gemein-
samer Zihldichte p"*(y,z) = B,({y})Bin,,,({z}) fiir alle (y,x) € {0,1} x [0,50] und fest
gewihlten Parameter q, p,, p, € [0, 1]. Die diskrete Randverteilung P* € W(2[°*) von X besitzt
die Randzihldichte

[FDX = (1 - q)lpBinm,,‘, + q m IIO 50]] - [O 1]

Fiir jedes Atom z € {p* > 0} < [0,50] und y € {0, 1} ist die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignis {Y = y} gegeben das Ereignis {X = x} gegeben durch

(Y’X> Y, X T
P(Y = y|X =x) = P ({2} _ p" Yy o)

P*({«}) p*(z)
B Py, (¥) Py, (@)
pO)p,, (m)+u% 1) p,,. ()

(
_ ¢(1—q) "p(1 p)””
(I=a)pr(1—p) " +aqpr(l—p)™

Damit ist jede Abbildung [, : [0,50] — {0, 1}, die die Bedingungen

{1-a)p,.. >ap,, <L) uwd {(1-qp, <ap, }<L'({1})
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erfiillt, ein Bayes-Klassifizierer mit Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifizierung

PY #1(X) = > p@)(1-PY =L@)|X =x))

ze{pX >0}
= Y @ (PO =0X =x) A P(Y = 1|X =x))
ze{pX >0}
— 11— Y p@[PE =0x =x) —P(Y = 1]X =x)[) [0, 1].
ze{p¥ >0}

Im Spezialfall
qe (0,1)undp = 0= 1—p, erhalten wir {p* > 0} = {0,50} sowie

PY =0/X =0) =1 =P =1/X = 50).

Damit ist jede Abbildung [, : [0,50] — {0,1} mit [(0) = 0 und [(50) = 1 ein Bayes-
Klassifizierer mit Wahrscheinlichkeit P(Y" # [ (X)) = 0 einer Fehlklassifizierung.

p, = b, erhalten wir p* = p, ~ sowie fiir jedes Atom z € {p,, >0} = [0,50] und y € {0, 1}
PY = y‘X =z)=q¢(1- q)l_y.
Damit ist die konstante Abbildung [, : [0,50] — {0, 1} mit

1 fallsq>(1—-q)
v L) '_{ 0 fallsq < (1—q)

ein Bayes-Klassifizierer mit Wahrscheinlichkeit P(Y # (X)) = q A (1 — q) € [0, 5] einer
Fehlklassifizierung. O
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Anhang A
Anhang

A.1 Normalverteilung

Figure 1: Normal Curve Areas. Standard normal Area
probability in right-hand tail. For negative
values of z, areas are found by symmetry. 2
Second decimal place of z

z 0 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 4761 .4721 .4681 .4641
0.1 .4602 4562 .4522 .4483 .4443 .4404 4364 4325 .4286 .4247
0.2 4207 .4168 .4129 .4090 .4052 4013 .3974 .3936 .3897 .3859
0.3 3821 3783 3745 3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4 3446 .3409 3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121
0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 2877 .2843 .2810 .2776
0.6 .2743 2709 .2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 .2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
0.8 .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1867
0.9 .1841 1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 1357 .1335 .1314 .1292 1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 .1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985
1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
1.4 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681
1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
3.0 .00135
3.5 .000 233
4.0 .0000317
4.5 .000 003 40
5.0 .000 000 287
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