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Kapitel 1
Prolog

Beispiel I: Geschlecht von Konsumierenden

Einem amerikanischen Produzenten eines kalorienarmen, koffeinhaltigen Erfrischungsgetrdn-
kes wurde das Gerlicht zugetragen, dass es mehr weibliche als méinnliche Konsumierende des
Getrinkes gibt. Um diesen Rumor zu tiberpriifen, hat der firmeneigene Verbraucherservice das
Geschlecht (/{M, W}) von 1000 Konsumierenden des Getrinkes erhoben. Mit folgendem Resultat:
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(Anzahl W=699)

Der amerikanische Produzent hat daraufhin entschieden, seine Produktpalette um ein koffein-
haltiges Erfrischungsgetrink ohne Zucker zu erweitern. Dabei war das Ziel, eine neue Marke
speziell fiir Mdnner zu kreieren. Zur Kontrolle des Ziels hat der firmeneigene Verbraucherser-
vice wieder das Geschlecht von 1000 Konsumierenden des Getrédnkes erhoben. Mit folgendem
Resultat:

MMMMMMMMWMWMWWMWMMMMMWMMWWWMMMMWWMMMMMM
MMWMWWMMMMMWWMMWMWWWWWWMMWWMMWWWWWMMMMM
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(Anzahl M=611)

Beispiel Il: Qualitatskontrolle

Eine Schraubenherstellerin hat einen Vertrag mit einem Klienten abgeschlossen, in dem sie sich
verpflichtet, dass in der nédchsten Lieferung hochstens 1 von 100 Schrauben beschddigt ist. Der
Klient hat 10.000 Beutel a je 50 Schrauben bestellt. Zur Kontrolle der Qualitét ihrer Lieferung,
zihlte die Herstellerin in 100 Beuteln der Lieferung die beschiddigten Schrauben. Mit dem fol-
genden Resultat:

020001010100201010001000000010001201000000020000210001120
0011200001040010000210010000100100200101101
(Summe=46)

Beispiel lll: Anzahl

Ein Unternehmen bietet seinen Klienten eine Telefonhotline von Montag bis Freitag zwischen
8:00 Uhr und 18:00 Uhr an. Um den Kundenservice zu verbessern, zdhlt das Unternehmen eine
Woche lang die Anrufe innerhalb einer Viertelstunde. Mit dem folgenden Resultat:

181716819812151411151113812141513817161512131015151313161315131689
11101415881513815101881171613815914971310816151391415141861061497
14614101116139141113111212111191511720108122414118141311101271311
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1013 1410716191261391510221215141613121461113106111351591412121197
13139129111219139141010111091112101013101121141210811161618131211 13
13141711913 1111915157 1520518141011201912101479912788614121391212
149107 1114181012 11121311161410111510101491415121013151581311101211
11129351313131713161391513171297139

(Summe=23348)

Beispiel IV: Wartezeit

Ein Wissenschaftler fihrt jeden Tag mit der U-Bahn in Berlin. Wihrend drei Monaten misst er
seine tigliche Wartezeit an der U-Bahn Haltestelle. Mit dem folgenden Resultat (in Minuten):

7.44 6.21 6.03 8.08 7.07 6.33 9.00 1.28 5.92 2.38 5.89 0.09 1.59 5.57 8.56 7.01 1.54 1.21 0.99 2.30 1.00
7.828.530.18 2.33 7.81 7.77 9.05 6.86 3.82 1.36 7.39 2.06 0.96 2.28 3.54 4.01 7.59 7.06 7.58 6.59 1.35
8.64 1.01 8.88 2.27 5.96 1.25 6.45 2.45 9.02 5.83 3.80 1.95 9.28 0.29 0.73 3.67 2.74 0.17 9.32 0.02 4.76
7.498.492.36 2.15 2.06 3.73 2.86 5.35 1.27 6.08 9.50 4.70 5.44 4.11 9.20 2.59 5.98 1.17 5.98 8.40 2.97
2.66 5.25 0.97 3.74 2.79 8.81

(Maximum=9.5)

Beispiel V: Lebensdauer

Eine Stadtverwaltung benutzt in ihren Gebduden 35.000 Glithlampen. Der Hersteller der Gliih-
lampen garantiert, dass die Lebensdauer der Glithlampe mindestens 1000 Stunden betrdgt. Um
diese Aussage zu iiberpriifen, fiihrt die Einkaufsabteilung eine Studie mit 100 Gliihlampen durch.
Mit dem folgenden Resultat (in Stunden):

2109.35 1074.86 28.83 1279.98 156.99 5019.57 1996.70 478.79 999.25 2253.01 465.35 530.50 624.27
4167.61 721.24 134.58 1292.09 174.07 504.60 83.62 2824.01 881.01 42.30 227.83 156.20 13.34 1740.43
23.56 908.03 271.18 23.28 2191.34 357.66 1917.95 357.95 1281.17 183.21 98.11 700.71 820.09 739.14
23.79 923.54 17.19 108.47 467.33 761.10 15.48 5635.45 2714.75 457.12 271.27 155.30 1396.21 644.90
393.85382.58 1087.93 4547.50 1241.29 807.20 2291.24 2027.31 150.71 5031.31 811.09 1049.09 988.20
1003.60 1264.92 1488.36 1603.13 1923.11 204.41 1765.73 224.21 1011.45 587.16 888.23 1274.92 1222.33
295.25 631.28 48.22 109.15 692.58 11.14 1855.80 377.98 200.43 731.42 823.03 106.78 2233.35 409.38
115.18 1542.88 112.48 1278.54 2345.72

(Mittelwert=1026.37)

Beispiel VI: Messfehler

Nach einem starken Sturm fiirchtet der alte Fiirst G. 6metry dass sein Schloss (siehe Bild unten)
beschidigt ist. Genauer, er hat den Eindruck dass die Fassade, die vor dem Sturm ein Rechteck
war, sich in ein nicht-rechteckiges Parallelogram verformt hat.

Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 3
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D D
E C E c
A B A B
intaktes Schloss beschidigtes Schloss

Um diesen Eindruck objektiv zu iiberpriifen, entschlieBt sich der Fiirst G. Ometry die Segmente
AC und EB 31 mal zu messen, mit folgendem Resultat fiir das Segmente AC' (in m):

9.60 9.359.57 8.65 10.11 10.05 10.82 9.17 11.02 9.02 9.48 9.34 9.27 9.96 9.50 9.31 9.21 10.11 9.96 9.00
7.77 9.44 9.08 9.97 9.68 10.55 8.66 9.14 9.06 9.43 9.56
(Mittelwert=9.51)

und fiir das Segment ﬁ (in m)

10.38 11.32 9.01 9.51 10.19 10.94 10.26 10.12 10.57 9.93 12.17 11.88 10.30 11.33 10.95 10.23 8.72
10.22 11.42 11.84 10.29 11.55 8.43 9.06 9.45 9.99 10.40 11.00 12.68 9.73 11.36
(Mittelwert=10.49)

Die belgische Abbaye de Rochefort ist beriihmt fiir ihr selbst gebrautes Bier. Die Monche moch-
ten in einen neuen Abfiillautomaten fiir 33cl Bierflaschen investieren. Der Hersteller des Auto-
maten gibt eine Genauigkeit der Abfiillung von 0.8 an. Um diese Herstellerangabe zu iiberpriifen,
messen die Monche das Volumen von 42 zufillig ausgewihlten 33cl Bierflaschen, mit folgen-
dem Resultat (in Zentiliter):

32.68 32.19 33.50 33.78 33.95 33.04 33.17 30.62 33.92 32.99 32.13 32.99 33.64 34.41 33.88 32.42 33.08
32.48 32.49 33.52 33.86 33.95 32.80 32.66 32.57 33.93 31.02 32.71 31.89 34.28 33.76 32.79 31.74 33.03
33.57 33.72 31.55 32.57 32.87 32.03 32.47 32.87

(Standardabweichung=0.86)

Laut Hersteller kann der Abfiillautomat mit derselben Genauigkeit auch 75c¢l Bierflaschen abfiil-
len. Die M6nche messen zusitzlich das Volumen von 42 zufillig ausgewihlten 75¢1 Bierflaschen,
mit folgendem Resultat (in Zentiliter):

75.7176.28 75.33 75.37 74.84 73.13 76.34 75.61 75.15 74.56 74.30 74.35 75.43 73.70 74.49 75.18 74.23
76.62 73.29 74.76 75.12 74.12 75.57 75.89 75.67 75.68 74.66 73.93 76.08 75.50 75.52 75.59 75.36 74.95
72.84 76.13 75.37 75.53 73.80 74.56 74.44 73.98

(Standardabweichung=0.9)
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Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitsraum

§01 Stichprobenraum

Ein zufilliges Experiment ist ein Experiment, in dem das Ergebnis nicht mit Sicherheit vorherge-
sagt werden kann. Um ein zufilliges Experiment mathematisch zu untersuchen, ist es notwendig
alle Versuchsausginge beschreiben zu konnen.

§01.01 Definition. Eine nicht-leere Menge €2 aller moglichen Ausginge eines zufilligen Experiments
wird Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein moglicher Versuchs-
ausgang w des zufilligen Experiments, also ein Element von €2, kurz w € () heillt Ergebnis
(Stichprobe). Im Folgenden sei stets (2 eine nicht-leere Menge. m

Ein Ereignis ist typischerweise in Form einer Frage gegeben, deren Antwort nur vom Ver-
suchsausgang des zufilligen Experiments abhéngt. Von Interesse ist dabei insbesondere, ob das
Ereignis eingetreten ist (sich realisiert hat) oder eben nicht.

§01.02 Definition. Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge (2, also ein Element der Potenz-
menge 2% von 2. Fiir einen Versuchsausgang w € (Q ist ein Ereignis A € 2% eingetreten, wenn
w € A gilt. Wir bezeichnen mit A° := Q\ A € 2 das Komplement von A in 2. O

§01.03 Sprechweise. Die Mengen (), Q und {w}, w € €, heiBen das (absolut) unmdgliche Ereignis, das
(absolut) sichere Ereignis bzw. ein Elementarereignis; Ereignisse A und B mit AN B = () nennt
man unvereinbar oder unvertréglich. O

§01.04 Skizze. Die folgende Abbildung stellt drei begriffliche Ebenen der Stochastik dar.

2(2) 42.{ Ereignis-Systeme
2% 1:1 Ereignisse
@) . Ergebnisse
A
Die Abbildung wurde auf der Grundlage von Georgii [2015, Abb.1.1, S.11] erstellt. 0

$01.05 Definition. Ein Teilmengensystem 7 C 2% heiBt o-Algebra iiber ), falls gilt: (a) 2 € <7; (b)
Ac € o firalle A € o (¢) U,enAn € & fiiralle A, € &/, n € N. Das Paar ({O8CAR wird
messbarer Raum genannt und .o/ wird als Menge der interessierenden Ereignisse bezeichnet. O

$01.06 Lemma. Es sei & C 2% ein System von Teilmengen von ). Dann ist

= m {o | of ist o-Algebra auf Q und & C o'}

Eintiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 5
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die kleinste o-Algebra auf ), die & enthdilt. & heifit Erzeuger von o(&) und o(&) die von &
erzeugte o-Algebra auf (.

$01.07 Beweis von Lemma $01.06. Ubungsaufgabe. O

§01.08 Beispiel.
(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge €2 existieren die triviale o-Algebra {), 2} sowie die
Potenzmenge 2 als o-Algebren.

(b) Fiir jedes nicht-leeres A C Q gilt o({A}) = {0,Q, A, A°}.
(c) Fiir eine hochstens abzidhlbar unendliche (d.h. endlich oder abzihlbar unendliche), kurz ab-

zdhlbare, Indexmenge 7 sei & = {Ai € 2%, i € I, paarweise disjunktund [+ A; = Q
i€
eine Partition von 2. Dann ist 0(&) = {&Jjej AT C I}. O

§01.09 Bemerkung. Wie im letzten Beispiel §01.08, bezeichnen wir zur optischen Verdeutlichung die
Vereinigung paarweiser disjunkter Mengen mit dem Symbol (4. 0

§01.10 Lemma. Fiir jede o-Algebra <7 iiber () gilt:
(i) 0 e ;
(i) Fiir A,B € o sind AUB, ANB, A\ B := AN B°und AAB := (A\ B)U (B\ A)

Elemente von &/ ;

(iii) Fiir eine abzdhlbare Indexmenge T und {A; 11 € T} C o gilt [ ;.7 Ai € <.
$01.11 Beweis von Lemma §01.10. Ubungsaufgabe. O

§01.12 Erinnerung.. Ein Folge (x,),en aus R heiit monoton wachsend (bzw. fallend), wenn z,, <
Tnt1 (bzw. z,,11 < x,) fiir alle n € N gilt. Ist eine monotone wachsende (bzw. fallende) Folge
konvergent, etwa x = lim,,_,, x,, so schreiben wir kurz =, T = (bzw. z,, | 7). 0

§01.13 Definition. Sei A,, C € fiir n € N. Die Folge (A, ),en heiBt monoton wachsend (bzw. fallend),
wenn A, C A, (bzw. A, 11 C A,) fiir alle n € N gilt. Weiterhin heiflen

A, =liminf A, B U m A, = U {ﬂ{Am|m eNAm=n}|ne N} und

n—oo

n=lm>2n

A* =lim sup A, K ﬂ U A,

n—o0

n=1lm>n

Limes inferior bzw. Limes superior der Folge (A, ),en. Die Folge (A, )nen heiBt konvergent,
wenn A, = A* =: A gilt. In diesem Fall schreiben wir kurz = A. O

§01.14 Bemerkung.
(i) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (A,,),cn von Teilmengen von 2 ist konver-
gent mit A := lim,, o A, = [J, o An (bzw. A :=lim,, o A, = [,y Ay)- In diesem Fall
schreiben wir kurz A,, T A (bzw. A, | A).

(ii) Fiur den Limes inferior bzw. superior einer Folge (A, ) en gilt

A, =liminfA, ={weQ: {neN:w¢gA,}| <oo} bzw.
n—o0
A*=limsup A, ={weQ: {neN:weA,}| =}

n—oo
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§01 Stichprobenraum Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

In anderen Worten, A, ist also das Ereignis, dass schliefilich alle der A, eintreten. A*
ist hingegen das Ereignis, dass unendlich viele der A, eintreten. Insbesondere gilt A, =
lim inf A,, C lim sup A,, = A*. O
n—0o0 n—o00
§01.15 Lemma. Sei (2, <7) ein messbarer Raum und (A,,)nen eine Folge von Teilmengen aus <f . Dann
gilt:
) lini) inf A, € & und lim sup A,, € <7;

n—oo

(ii) Falls A :== lim A, existiert, dann ist A € <.

n—oo

$01.16 Beweis von Lemma §01.15. Ubungsaufgabe. O

§01.17 Definition. Es sei S ein metrischer (oder topologischer) Raum und & das System der offenen
Teilmengen von §. Dann heift die von den offen Mengen & erzeugte o-Algebra =0(0)
die Borel-0-Algebra iiber S. Die Elemente von #g heillen Borel-Mengen. O

§01.18 Bemerkung. Hiufig sind wir an der Borel-o-Algebra := Prn Uber R™ interessiert, wobei
R™ versehen ist mit dem Euklidischen Abstand d(z,y) = ||z — y| = \/ > icny (@i — yi)? fur

T = (T)icp]> ¥ = (¥i)icpny € R™ mit [n] := [1,n] NN,

0

§01.19 Schreibweise. Wir schreiben [a, 0] := [a,b] N Z fir a,b € R mit a < b. Wir setzen R" :=
[0,00), Q" := [0,00) N Q, R = (0,00), O := (0,00) NQ, R := R\ {0}, sowie O :
Q \ {0}. Fir a,b € R" schreiben wir « < b, wenn a; < b; fir alle ¢ € [n] gilt. Fir a
b, definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt (a.b) = Xiepag(as, b;)
(a1,b1) X (ag,bg) X -+ X (ay, b,). Analog, sind [a, b|, (a, b sowie |a, b) definiert. Weiterhin, sei
(—00,b) := Xigap(—00, b;) und analog (—oo, b| definiert. 0.

oA

$01.20 Bemerkung. Wie in Schreibweise §01.19 bezeichnet X;c7 S; das Kartesische Produkt der Men-
gen S;, i € Z, und fiir s € X;c7 S; bezeichnen s;, i € Z, stets die Komponenten von s =

(Si)iGI- 0

§01.21 Satz. Die Borel-o-Algebra 9" iiber R™ wird auch erzeugt von folgenden Mengensystemen:
(i) & = {A C R™| A ist abgeschlossen}; (ii) & = {A C R™| A ist kompakt};
(i) &3 == {(a,b) | a,b € Q",a < b}; (iv) & := {[a,b] | a,b € Q",a < b};
(V) &5 :={(a,b] |a,b € Q" a < b}; (vi) & := {[a,b) | a,b € Q",a < b},
(vil) & = {(—00,b] | b € Q"}; (viil) & := {(—00,b) |b € Q"}; (ix) & = {(a,0) |a € Q"}
und (x) &0 := {[a,00) |a € Q"}.

§01.22 Beweis von Satz §01.21. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. O

§01.23 Lemma. Seien (), <) ein messbarer Raum und B C ) eine nicht-leere Teilmenge. Dann ist
%‘B = NB:={ANB|A € o} eine g-Algebra iiber B, die sogenannte Spur oder
Einschriinkung von <7 auf B. Des Weiteren, fiir & € 2 gilt J(ﬁ)!B = J((o“"B).

§01.24 Beweis von Lemma §01.23. Ubungsaufgabe. O

§01.25 Schreibweisen. Wir bezeichnen mit = P die Borel-o-Algebra iiber der kompaktifi-

zierten Zahlengerade := [—00,00], wobei die Mengen {—o0}, {oo} und R in R abge-
schlossen bzw. offen, also Borel-Mengen sind. Insbesondere, ist = PBr = AN R die
Borel-o-Algebra iiber R. Weiterhin schreiben wir = BNR, = % N R und
7 = BNR 0.
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§02 Wahrscheinlichkeit

In einem zufilligem Experiment, das durch einen messbaren Raum (2, .o/) beschrieben wird,
mochten wir den interessierenden Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit zu ordnen. Die folgende
Definition wurde 1933 von dem russischen Mathematiker A.N. Kolmogorov eingefiihrt.

§02.01 Definition. Sei (€2, o) ein messbarer Raum. Eine Abbildung P : <7 — [0, 1] heiit Wahrschein-
lichkeitsmaf3 (Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz Verteilung) auf <7, wenn sie folgenden
Bedingungen geniigt:

(a) P(2) =1; (normiert)
() P(lH,en An) = 2 ,en P(Ay) fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter (0-additiv)
Ereignisse aus <7, d.h. A,, N A,, = 0 fiir alle n, m € N mit n # m. O

Wir bezeichnen mit W := W(«) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmalie auf .<7. Ein Tripel

(YN bestehend aus einer Ergebnismenge ), einer o-Algebra <7 interessierender Ereig-
nisse sowie einem WahrscheinlichkeitsmaB3 P € W wird Wahrscheinlichkeitsraum genannt. O

§02.02 Sprechweise. Ereignisse A, B € & mit P(A) = 0 und P(B) = 1 werden Nullmenge bzw.
Einsmenge genannt. O

§02.03 Beispiel. Sei (£2,.27) ein messbarer Raum. Fiir A C (2 bezeichnet : Q — {0,1} mit
1;'({1}) = A und 1;'({0}) = A° die Indikatorfunktion auf A. Fiir jedes w € 2 ist das
Einpunkt-oder Diracmafy s/ — {0,1} mit §,(A) := 1,(w) fiir alle A € & ein Wahr-
scheinlichkeitsmal aus W(«). Ist (P),cn eine Folge von WahrscheinlichkeitsmaBe in W, so ist
auch jede Konvexkombination ) _\ w,P mitw, > 0,n € N,und ) _w, = 1in W. Die
Diracmale bilden Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmalle. O

§02.04 Definition. Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (€2, .o7) heifit ein Element w € Q mit {w} €
o/ und P({w}) > 0 Atom. Die Wahrscheinlichkeit P ({w}) wird Masse des Atoms w genannt.

§02.05 Lemma. Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (2, of) besitzt hochstens abzdihlbar viele Atome.

§02.06 Beweis von Lemma §02.05. Da es hochstens n Atome mit Masse gleich oder groBer 1/n gibt,
kann die Anzahl der Atome hochstens abzihlbar unendlich sein. O

§02.07 Schreibweise. Fiir a,b € R schreiben wir kurz ¢ \V b := max{a, b} sowie a A\ b := min{a, b}.
O

§02.08 Lemma. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafs P € W(«) gilt:

(i) P(0) =0, (unmogliches Ereignis)
(i) Fiir jedes A € o7 gilt P(A°) =1 —P(A);
(iii) Fiiralle A, B € <7 gilt (Boole)

P(A\ B)=P(A) —P(ANB),
P(AUB)=P(A) +P(B) - P(ANB),
P(AAB) =P(A) +P(B) — 2P(AN B);

fiir disjunkte A und B, d.h. AN B =0, also P(AU B) = P(A) + P(B); (additiv)
(iv) Fiirn € Nund A, ..., A, € & gilt (Poincaré und Sylvester)
P(Uiepn 4i) = Xoszcpy(“DH P (Miez Ai)-5
(V) Fiiralle A,B € o mit AC Bgilt0 <P(A) <P(B)<1 (Isotonie);
(vi) Fiir A, B € < gilt: (Bonferroni)

P(A)VP(B) <P(AUB) < {P(A)+P(B)} Al
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{P(A)+P(B)—1} VO P(ANB) < P(A) AP(B);
|P(A) — P(B)| < P(AAB).

§02.00 Beweis von Lemma §02.08. Ubungsaufgabe. O

§02.10 Propeosition. Fiir jedes P € W(<7) und jede Folge (A;,)nen von Teilmengen aus <f gilt:
(1) P(UnenAn) <D en P(AR); (subadditiv)

(ii) Falls A, | 0, dann gilt P(A,,) | 0; (o-stetig)
falls A, T A, dann gilt P(A,,) TP(A);

(iii) Falls hm A, = A, dann gilt lim P(A,AA) = 0 und somit lim P(A,) =P(A).

n—oo n—oo
$02.11 Beweis von Proposition §02.10. (iii) in der Vorlesung und (i)-(ii) Ubungsaufgabe. O

§02.12 Lemma. Jede normierte, additive Mengenfunktion P : o/ — [0,1], die o-stetig ist, ist auch
o-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, also P € W (7).

§02.13 Beweis von Lemma §02.12. In der Vorlesung. O

§02.14 Bemerkung. Die letzte Aussage in Lemma §02.12 erlaubt eine alternative aber zu Definiti-
on §02.01 dquivalente Definition eines Wahrscheinlichkeitsmafes, d.h. eine Mengenfunktion
P : o/ — [0, 1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmall wenn es (a) normiert, (b) additiv und (c) o-stetig
ist. O

§02.15 Korollar (Ungleichungen von Boole). Fiir jedes P € W(</) und jede Folge (A,)nen von Teilmen-

gen aus <7 gilt:
ﬂA \Elrelg[P’A) ilégl]:" UA Z[P’(A
neN neN neN
P(lim inf A,)) < lim inf P(4,) < lim supP(A,) < P(lim sup 4,,).
n—o0 n—oo n—o0 n—oo
$02.16 Beweis von Lemma §02.12. Ubungsaufgabe. O

§02.17 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmall PP auf (R, %) wird R — [0,1] mit z —
F(x) := P((—o0, z]) die zugehdrige Verteilungsfunktion genannt. O

§02.18 Lemma. Fiir jede Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafs P € W(%) gilt:
(i) F ist monoton wachsend, d.h., fiir alle x,y € R mit x < y gilt F(z) < F(y).
(ii) F ist rechtsstetig, d.h., fiir alle ©,, | x in R gilt F(z,) | F(z).

(iii) F besitzt einen linksseitigen Grenzwert, das heif’t fiir alle x,, T x in R gilt F(x,) T F(r—)
= P((~00,2)).

(iv) Die Spriinge von F korrespondieren mit den Atomen von P, d.h. F(z) — F(z—) = P({z})
fiir alle x € R.

(v) Esgiltlim, , o F(z) = 0undlim, ,, F(z)=1.
§02.19 Beweis von Lemma §02.18. Ubungsaufgabe. O

§02.20 Bemerkung. Aufgrund von Lemma §02.05 und Lemma §02.18 (iv) ist die Anzahl der Unste-
tigkeitsstellen einer Verteilungsfunktion F abzéhlbar. O
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§03 Dynkin’scher m-\-Satz

Seien (Q,.27) ein messbarer Raum und & C 2% ein Erzeuger von 7, also &/ = (&), so
stellt sich die Frage: Ist ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf .7 schon eindeutig festgelegt durch
seine Werte auf &7 Im Allgemeinen ist die Antwort ,,nein®“. Die Antwort ist aber ,,ja*“, wenn das
Mengensystem schnittstabil ist. Dies ist eine Schlussfolgerung aus dem Dynkin’schen 7-\-Satz.

$03.01 Definition. Ein Teilmengensystem & aus 2 heifit
(a) N-stabil (sprich: schnittstabil) oder ein w-System, falls fiir je zwei Mengen A, B € & gilt,
dassauch AN B c &;

(b) o-N-stabil (sprich: sigma-schnitistabil), falls fiir jede Folge (A, )nen von Teilmengen aus &
gilt, dass auch N,cnA, € &

(¢) U-stabil (sprich: vereinigungsstabil), falls fiir je zwei Mengen A, B € & gilt, dass auch
AUBE€ &,

(d) o-U-stabil (sprich: sigma-vereinigungsstabil), falls fiir jede Folge (A, ),en von Teilmengen
aus & gilt, dass auch U, cnA, € &

(e) \-stabil (sprich: differenzmengenstabil), falls je zwei Mengen A, B € & gilt, dass auch
A\ B e &,

(f) komplementstabil, talls mit jeder Menge A € & auch A° € & gilt. O

§03.02 Bemerkung.
(i) Ein Teilmengensystem & aus 2% mit Q € &, das komplementstabil und o-U-stabil ist, ist
somit eine o-Algebra.

(ii) Fiir ein komplementstabiles Teilmengensystem & aus 2 folgen aus den de Morgan’schen
Regeln die Aquivalenzen von U-stabil und N-stabil als auch von o-U-stabil und o-N-stabil.
O

§03.03 Definition. Ein Teilmengensystem & aus 2% heiBt D)% iBNNA @0l (oder ), wenn es
folgenden Bedingungen geniigt:

\) Qe 7,
(A2) & ist komplementstabil;

(X3) fiir je abzihlbar viele, paarweise disjunkte Menge Ay, As,... in Z gilt|4 - A, € 2. ©

§03.04 Bemerkung. Die Bedingung ()\,), das Z komplementstabil ist; kann dquivalent ersetzt werden
durch die scheinbar stirkere Bedingung
(\y) furalle A,Be ZmitAC Bgilt B\ Ae 2.
Da jedes Dynkin-System auch () erfiillt. Denn fir A, B € ¥ mit A C B sind A und B¢
disjunkt und es gilt B\ A = (Alf) B)° € 2. O

§03.5 Anmerkung. Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System. Die Umkehrung gilt nicht, da (\3) nur fiir
Folgen paarweise disjunkter Ereignisse gefordert ist. Zum Beispiel fiir Q = {1,2,3,4} ist Z =
{0,{1,2},{1,4},{2,3}, {3,4},Q} ein Dynkin-System aber keine o-Algebra. Der Unterschied
ist allerdings nicht sehr grof. O

$03.06 Lemma. Ein Dynkin-System 2 C 2% ist genau dann N-stabil, wenn es eine o-Algebra ist.

§03.07 Beweis von Lemma §03.06. In der Vorlesung. O
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$03.08 Korollar. Fiir ein Teilmengensystem & aus 2% ist
) ﬂ {2 | 2 ist Dynkin-System auf Q und & C 9}

das kleinstes Dynkin-System auf Q, das & enthdilt. & heifst Erzeuger von 0(&') und §(&') das von
& erzeugte Dynkin-System auf 2.

§03.09 Beweis von Korollar §03.08. Der Beweis §01.07 lasst sich direkt auf Dynkin-Systeme iibertra-
gen. O

§03.10 Bemerkung. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, gilt stets 6(&) C o(&). O

§03.11 m=-A-Satz. Fiir jedes N-stabile & ist das erzeugte Dynkin-System (&) auch N-stabil.

§03.12 Beweis von Satz §03.11. In der Vorlesung. O

§03.13 Korollar (Dynkin’scher w-\-Satz). Fiir jedes N-stabile & gilt o(&) = 6(&).

§03.14 Beweis von Korollar §03.13. ,,O% Dies ist klar nach Bemerkung §03.10.
,C“ Nach Satz §03.11 ist das Dynkin-System §(&") N-stabil, und somit nach Lemma §03.06
auch eine o-Algebra, die definitionsgemdf & enthalt. O

§03.15 Korollar. Seien & ein Dynkin-System und & C & N-stabil. Dann gilt o(&) C 2.

§03.16 Beweis von Korollar §03.15. Fiir das erzeugte Dynkin-System (&) gilt definitionsgemiB §(&") C
2. Da & N-stabil ist, folgt 0(&) = §(&) aus Korollar §03.13, also auch (&) C 2. O

§03.17 Beweisstrategie.. Mochten wir zeigen, dass alle Ereignisse einer o-Algebra eine bestimmte Fi-
genschaft, sagen wir (R) besitzen, so ist eine hidufig angewendete Beweisstrategie:
(Schritt 1) Zeige, dass {A € &7 : Aerfiillt (R)} ein Dynkin-System ist;

(Schritt 2) Finde einen N-stabilen Erzeuger & von <7, d.h. ein 7-System & mit </ = o(&);

(Schritt 3) Zeige, dass alle Elemente aus & die Eigenschaft (R) besitzen.
Nach Korollar §03.15 besitzen dann alle Ereignisse aus &7 = (&) die Eigenschaft (R). O

$03.18 Satz (Eindeutigkeit eines Wahrscheinlichkeitsmafies). Seien (§), .27 ein messbarer Raum, & ein N-
stabiler Erzeuger von &/ und P, P Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf <. Falls die Einschrinkungen
|P| o und P ‘ o von P bzw. P auf & iibereinstimmen, d.h. P(E) = P(E) fiir alle E € & gilt, dann

stimmen auch P und P iiberein, P = P.

§03.19 Beweis von Satz §03.18. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie §03.17 mit
(R) =,P(A) =P(A)~. O

§03.20 Korollar (Eindeutigkeit der Verteilungsfunktion). Ist F : R — [0, 1] monoton wachsend, rechtsste-
tigmitlim,_, o F(z) = 0undlim,_,. F(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs
P auf (R, #) mit P((z,y]) = F(y) — F(x) fiir alle z,y € R mit x < y. Insbesondere ist F die
Verteilungsfunktion von P.

§03.21 Beweis von Korollar §03.20. Die Existenz wird in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1
gezeigt, die Eindeutigkeit folgt direkt aus Satz §03.18 mit N-stabilen & = {(—o0,z] |z € R}.
O
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§04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

§04.01 Definition. Ist () eine abzdhlbare Menge, so wird ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf
o/ = 2% diskret genannt und (Q, <7, P) heiBt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbil-

dung i : €2 — [0, 1] mitw — p(w) := P({w}) wird Zéhldichte des Wahrscheinlichkeitsmafes
P genannt. O

§04.02 Lemma.

(i) Ist (2, o/ ,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist P eindeutig durch seine Ziihl-
dichte p festgelegt.

(i) Ist andererseits §) eine abzihlbare Menge und besitzt p : Q0 — [0, 1] die Eigenschaft
Y oweaP(w) = 1, so wird durch A — P(A) = > _,p(w) ein diskretes Wahrschein-
lichkeitsmaf} P : 2 — [0, 1] definiert, dessen Zihldichte gerade p ist.

§04.03 Beweis von Lemma §04.02. Ubungsaufgabe. O

§04.04 Lemma. In einer Urne liegen N Kugeln mit den Aufschriften 1,2, ... N. Es werden n Kugeln
gezogen. Dann gilt fiir die Grundmenge und die Anzahl verschiedenen Ergebnisse:
Ziehen mit Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge:

O = {(ki)iegy | ki € [N],V i € [n]} = [N]", [u] = N

Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge fiirn < N:

Qo = {(ki)iegng € [N]" | k1, ..., kn paarweise verschieden}, |Q| = (N%'n),

Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge fiirn < N:
Q3 = {AC [N]||Al = n}, 2] = (})

Ziehen mit Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:
Q= {(ki)iGHn]] € [[N]]” [ky < ko <-- < kb, [Qu] = (N+7:zfl)_

§04.05 Beweis von Lemma §04.04. In der Vorlesung. O

§04.06 Beispiel.

(a) Die Menge aller Ergebnisse im Lotto ,,6 aus 49 ist {23 mit N = 49 und n = 6, so dass es
(469) = 13983816 verschiedene Ergebnisse gibt.

(b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dem Horsaal keine zwei Personen am selben
Tag Geburtstag haben? Nehmen wir an, dass Jahr hat 365 Tage, so ist die Menge aller Ge-
burtstagskombinationen fiir n € N Personen gerade ; = [N]" mit N = 365. Das Ereig-
nis ,.keine zwei Personen haben am selben Tag Geburtstag™ entspricht Qs = {(k;)ic[n] €

INT" | k1, ..., k, paarweise verschieden}. Unter der Annahme einer Gleichverteilung folgt
B = e = 1- (1= %) -+ (1 = %), Firn = 25, n = 50 und n = 100 ergibt sich
approximativ 0.431, 0.03 und 3.1 - 1077, O

§04.7 Anmerkung. Sei () # Q C R abzihlbar und p eine Zihldichte auf €. Das Wahrscheinlichkeits-
maf P auf (R, Z) mit P(3) := > _,p(w)d, fir B € % und die zugehorige Verteilungsfunkti-

onF : R — [0, 1] mit F ()= P ((~00,2]) = 3, e P(6)du((—00,2]) = D eq T son(@)p () =
> e P(w) fiir o € R werden diskret genannt. O

§04.08 Beispiele. Folgende Zihldichten beschreiben hiufig auftretende diskrete Verteilungen:
(a) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz , mit |Q] < oc:

R

Lapg

(w) = |ﬁfiirw € Q.

12 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik



§04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

Betrachten wir den Wurf eines Wiirfels, so ist 0 = [6]. Ist der Wiirfel fair, so erhalten
wir die Zihldichte p  (w) = 1/6, w € [1,6], mit der zugehorigen Verteilungsfunktion
ap[6]

[FLap[[ﬁ]] (I‘) - %]1.[112) ([E) + %]].[273) (.T) + %]].[3,4) (I) + %]1[4@(1’) + %]1[5,6)(‘/1“) + ]]-[R+ (I - 6), T G R

1 1 -
-—
0.8 0.8
E ¢
—~ 067 = 06+
= L —
= 04t 0.4
—
N I I I I I I il
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ e —
0 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6
w xT

(b) hypergeometrische Verteilung, kurz , mit Parametern N € N, n € [0, N], K €
[0,NJund 2 =[0V (n+ K — N),n A K]J:
P

Hyp(n, K n)

(w):%furwe[[ov(n—l—[( N),n A K].

Ziehen wir n Kugeln aus einer Urne mit K schwarzen und N — K weillen Kugeln, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass davon w schwarz sind, gerade durch P, ( ) gegeben. Fiir

N = 12, K = 8 und n = 5 erhalten wir die Zdhldichte und die Zugehorlgen Verteilungs-
funktion:

15 1
0.8+ 0.8

5 067 06

(w)

e 04 0.4

0.2+ 0.2
[ S—
Ty S— T [ B .
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
w T

(c) Bernoulli-Schema, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Lange n € N und
Q={0,1}™
[F%n(w) = pzie[[n]] “’i(l — p)n_ZiE[[n]] “i fiir w = (Wi)ie[[n]] c {07 1}"'
Im Fall n = 1, beschreibt eine Bernoulli-Verteilung, kurz , alsop (w) = p*(1 —p)'
firw € {0, 1}, gerade den Wurf einer Miinze, wobei wir die Ergebnisse 1=,,Kopf* als Erfolg

und 0=,,Zahl* als Misserfolg auffassen. Fiir B 3 (die Miinze ist nicht fair, da keine Laplace-
Verteilung vorliegt), erhalten wir die Zdhldichte und die zugehorigen Verteilungsfunktion:

1 1
0.8 0.8
[ ] .
)
0.6 = 0.6
3 w
gﬂl
0.4 0.4
0.2 0.2
0
0 1 0 1
w x
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(d) Binomial-Verteilung, Kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Linge n € N

(e)

()

und  := [0, n]:

@ = (") -pr e e o)

Bin(n p)

Die Anzahl ,,Zahl* bei 6 Wiirfen einer Miinze (wie in (¢)) kann mit einer Bin g ¢.3) beschrie-
ben werden, fiir die wir folgende Zihldichte und zugehorige Verteilungsfunktion erhalten:

1 1 —8—o
-—
0.8 08
-—
E
—~ 06 - 06
3
g ¥
e 4 0.4 —
02 02
[ -—
0! ‘ ‘
0 1 2 3 1 5 6 0 1 2 3 4 5 6
w xT

Ziehen wir wie in (b) Kugeln aus einer Urne aber mit Zuriicklegen, so erhalten wir fiir die
Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln eine Bing, x/n)-Verteilung. Die Binomialappro-
ximation einer Hypergeometrischen Verteilung ist eine Ubungsaufgabe.

geometrische Verteilung, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] und 2 = N:

p. (w)=(1—p)* 'pfirw e N.

Geoyp,

Werfen wir eine Miinze wie in (c) solange bis das erste Mal ,,Kopf* fillt, so kann die Anzahl
der benotigten Wiirfe durch eine Geog 3-Verteilung beschrieben werden, fiir die wir folgen-
de Zahldichte und zugehorige Verteilungsfunktion erhalten:

1
._._9—'*
-—
-—
0.8 08 —
— -—
S
06 = 06
3 ue >~—
e 0.4 0.4
-—
0.2 ‘ I 0.2
[)“ITT??QQa
0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
w T

Poissonverteilung, kurz 593§, mit Parameter A € R, und Q= Np:
= A A fii N
p,, (w) = exp(— )J ir w € Np.

Ladislau von Bortkewitsch [1898] beschreibt die Anzahl an Todesféllen in der preuflischen
Kavallerie durch den Schlag eines Pferdes (vgl. Beispiel §04.12) durch eine Poij 4 - Verteilung,
fiir die wir folgende Zihldichte und zugehorigen Verteilungsfunktion erhalten:

14
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1 1% -——0 oo
*~—
0.8 0.8
E
. 06 3 0.6 +
3 ° ui >—
=5 0.4 04+
0.2 0.2+
0 [ ) PY Py ° . ; ; ; ; ; ; ;
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 O

w x

§04.09 Poissonscher Grenzwertsatz. Es sei eine Folge von reellen Zahlen (p,)nen aus dem Intervall

[0, 1] mit A := lim,, .o np, € R, gegeben. Dann gilt fiir alle w € Ny:

AR, @) = B, (@)

§04.10 Beweis von Satz §04.09. In der Vorlesung. O

§04.11 Bemerkung. Damit kann man fiir hinreichend groBes n und np ,,mittelgro* die Bing, ;)- Ver-
teilung durch eine Poiy-Verteilung approximieren (zur Giite der Approximation vgl. Satz 5.9 in
Krengel [2005]). Das heif3t insbesondere, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit p klein sein muss.
Die Abhingigkeit von p = p,, von n wird nur fiir die mathematische Beschreibung verwendet.
Sie ist nicht so gemeint, dass p wirklich von n abhiingt. O

§04.12 Beispiel. Ladislaus von Bortkewitsch [1898] gibt fiir 20 Jahre (1875-1894) und 10 Armeekorps
der preuBischen Kavallerie, folgende Anzahlen an Todesfillen durch den Schlag eines Pferdes
pro 20 x 10 = 200 Korpsjahr an:

Todesfille w 0 1 2 3 4 25
Anzahl Korpsjahre mit w Todesfédllen | 109 65 22 3 1 O
200p, . (w) 109 66 20 4 1 O

Der Parameter A der Poissonverteilung Poiy wurde als mittlere Anzahl an Todesfillen pro Korps-
jahr gewdhlt A = (1-65+2-22+3-3+1-4)/200 = 0.61. O

§04.13 Definition. Sind By P Ziahldichten auf €2, so heif3t
p(w) = H p(w;) firw = (wi)iep € Q"

i€[n]

die Produktzihldichte der (p)c[n) auf Q" O

§04.14 Beispiel. Die Zihldichte eines Bernoulli-Schema wie Beispiele §04.08 (d) ist die Produktzéhl-
dichte von n Zihldichten zu identischen Bernoulli-Verteilungen B,,. O

§04.15 Satz (Vitali (1905)). Sei§) = {0, 1}N der Ergebnisraum eines unendlich oft wiederholten Miinzwur-
fes. Fiirn € N sei T,, : Q2 — ) mit

w = (Wp)nen — Tn(w) == (w1, .., Wn—1,1 — Wn, Wni1,.-.)

die Abbildung, welche das Ergebnis des n-ten Miinzwurfes umdreht. Fiir A € 2% bezeichne
T,A := {T,(w) : w € A} das Bild von A unter T,,. Dann gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmaf3
P auf der Potenzmenge 2%, das folgender Invarianzeigenschaft geniigt: Fiir alle A € 2 und
n € N gilt P(T,A) = P(A). (Dies driickt die Fairness der Miinze und die Unabhiingigkeit der
Wiirfe aus.)
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Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum §05 Stetiger Wahrscheinlichkeitsraum

§04.16 Beweis von Satz §04.15. In der Vorlesung. O

§05 Stetiger Wahrscheinlichkeitsraum

$05.01 Definition. Ist il : R" — R* eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit [, f(z)dz = 1, so
hei3t f Wahrscheinlichkeitsdichte (kurz Dichte) auf R". O

§05.02 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte t auf R™ erzeugt mittels

b b1 bn
P((a,b]):/ f(:v)d:v:/ / f(x1,...,xzn)dxy, - - dxy fiira,b € R", a <b,

ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafy P auf (R™, ™) und es gilt P(B) = [, (x)dx fiir alle
B e %",

§05.03 Beweis von Satz §05.02. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. O

§05.04 Definition. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R", ") heifit stetig, wenn eine Wahrschein-
lichkeitsdichte f auf R” mit P(B) = [, f(z)dz fiir alle B € 2" existiert. (R", %", P) wird
dann stetiger Wahrscheinlichkeitsraum genannt. 0

§05.05 Lemma.
(i) Ist T eine Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafies P auf 98 mit Verteilungsfunktion F, so gilt
F(z) = [* T (y)dy fiir alle x € R.

(i1) Ist die Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf % (schwach) differen-
zierbar, so ist T := ' die zugehérige Wahrscheinlichkeitsdichte.

§05.06 Beweis von Lemma §05.05. In der Vorlesung Analysis 3. O

§05.07 Beispiele. Folgende Wahrscheinlichkeitsdichten beschreiben hédufig auftretende stetige Vertei-
lungen auf (R, %):
(a) Gleich-/Uniformverteilung, kKurz , auf G € % mit Lebesgue-MaB A\(G) € R}:

fo.(z) = ﬁ]lc(x) fir x € R.

Runden wir Messungen reelle Gro3en auf die jeweils nédchstgelegene ganze Zahl hin auf
bzw. ab, so kann der Rundungsfehler durch eine Gleichverteilung Uy 5 auf dem Intervall
[£0.5] := [-0.5,0.5] mit Dichte f,,,_ () = Ljz05(x) und Verteilungsfunktion I, _(x) =

(4 0.5) 11105 (7) + 1z (z — 0.5) fiir v € R beschrieben werden:

1 —

0.8 0.8

(z)
(z)

0.6 - 0.6
041

0.2

—0.5 0.5 —0.5 0.5
T T

(b) Exponentialverteilung, kurz §Be, mit Parametern A € R7:

f,

Expy

(x) = Nexp(—Ax)1q: () fir z € R.
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§05 Stetiger Wahrscheinlichkeitsraum Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

Héufig wird in Telefonzentralen die Dauer eines Telefongesprichs durch eine Exponenti-
alverteilung beschrieben. Nimmt eine Servicehotline zum Beispiel fiir die Gespriachsdauer
eine Exp, 5-Verteilung an, so besitzt diese die Dichte f,,, (z) = 1.5 exp(—1.52) 14 (=) und
die zugehorige Verteilungsfunktion F (z) = (1 — exp(—1.52)) 1 () fir z € R:

Exp; 5
1.5 1.5

(¢) Normalverteilung, kurz , mit Parametern 1 € R und 0% € R:

— 1 1 2\ £is
ﬂ:N(u,aZ) (ZE) - \/W eXp<_W<x - M) ) fir x € R.

Die Verteilung gemittelter zufilliger GroBen (z. Bsp. der jahrliche Wasserverbrauch eines
Haushaltes) kann hédufig durch eine Normalverteilung gut approximiert werden (vgl. Ab-
schnitt §31). Eine N 1)-Verteilung heiBt Standardnormalverteilung. Wir bezeichnen mit
E die Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung, d.h., fiir alle z € R gilt

z 1 1

®(2) = [No)]((—00, 2]) :/ \/%exp(—i Hdx.

Fir alle z € R* gilt dann &(—2) = 1 — ®(z):

0.3 %

4 0 z 4 4 —2 0 z 4
x x

Weiterhin heift fiir « € (0,1) der eindeutig bestimmte Wert mit o« = P(z,) das a-
Quantil einer Standardnormalverteilung. Typische Werte fiir Quantile der Standardnormal-
verteilung sind tabellarisiert, siche Seite 105 im Anhang. Wir halten weiterhin fest, dass fiir
o € (0,1) und ¢, € R mit N, ,2)([ca, 00)) = o gilt N(,4.02)([ca; 00)) > a fiire > 0
sowie N, 1¢,02) ([ca, 00)) < a fiir ¢ < 0:
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03 03

— =0 — u=0

—_—u=1 —_— =1
4 Ca 4 4 0 4 o

§05.08 Definition. Sind f, ..., f, Wahrscheinlichkeitsdichten auf R, so heil3t
f(2):= [] flz)fire = (2:)iep € R
i€n]

die Produktdichte der (f,);cp, auf R™. O

§05.09 Beispiel. Die n-dimensionale Standard-Normalverteilung im R", wobei FE,, die n-

dimensionale Einheitsmatrix und 0 den n-dimensionalen Nullvektor bezeichnet, ist definiert
durch die Dichte

f ) ( H iy, (i) = (2m)" n/2 exp(—3 Z x7) fir v € R™;
i€[n] i€[n]

Fiir n = 2 erhalten wir die Dichte f,, (1,22) = (27) " exp(—3 (2} + 23)) fiir 21, 25 € R:

§06 Statistisches Modell

§06.01 Erinnerung. WW(%) bezeichnet die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmal3e auf einem messbaren

Raum (X, .%). Fiir eine nicht-leere Indexmenge © wird eine Familie (?)sco von Wahrschein-
lichkeitsmaBen auf .% formal durch die Abbildung ©® — W(.#) mit § — B definiert. 0

§06.02 Definition. Sei B := (B )sco eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem messba-

rem Raum (Stichprobenraum) (X,.%). Die nicht-leere Indexmenge © wird Parametermenge
genannt. Wir bezeichnen das Tripel als statistisches Experiment oder statistisches
Modell. Ein statistisches Experiment (X,.%,B) heiBt addquat fiir ein zufilliges Experiment,
wenn dieses durch den Wahrscheinlichkeitsraum (X, .7, R) fiir ein § € O beschrieben wird. In
diesem Fall wird der Parameter § € © auch wahrer Parameter genannt. O
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§06 Statistisches Modell Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

§06.03 Sprechweise. Wir nennen ein statistisches Experiment (X, .7, B)
diskret, wenn der Stichprobenraum X" abzihlbar und .% = 2% ist. In diesem Fall bezeichnet

= ( [[:3)969 die zur Familie [} von diskreten Wahrscheinlichkeitsmaflen gehorige Familie von
Zahldichten;

stetig, wenn (R™ 98") der Stichprobenraum ist und fiir jeden Parameter § € © ist P ein ste-
tiges Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R", %™). In diesem Fall bezeichnet = (f,)pco die
zur Familie B} von stetigen WahrscheinlichkeitsmaB3en gehorige Familie von Wahrschein-
lichkeitsdichten. O

§06.04 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle fiir jeweils ein Ergebnis der im Kapitel 1
Prolog vorgestellten Beispiele an.
Beispiel I: Setzen wir Eins fiir das weibliche Geschlecht und Null fiir das médnnliche Geschlecht
eines Konsumierenden, so beschreiben wir das zuféllige Geschlecht eines Konsumierenden
durch ein Bernoulliverteilungsmodell ({0,1},21%1 (B,),c(0.1]), vgl. Beispiele §04.08 (c).

Beispiel II: Die zufillige Anzahl beschidigter Schrauben in einem Beutel mit 50 Schrauben be-
schreiben wir durch ein Binomialverteilungsmodell ([0,50], 210 (Bins))pep0,1]), vel.
Beispiele §04.08 (d).

Beispiel 11l Die zufillige Anzahl der eingegangen Anrufe innerhalb einer Viertelstunde beschrei-
ben wir durch ein Poissonverteilungsmodell (N, 2%, (Poiy) e+ ), vgl. Beispiele §04.08 (f).

Beispiel IV Die zufdllige Wartezeit an der U-Bahn Haltestelle an einem Tag (in Minuten) be-
schreiben wir durch ein Uniformverieilungsmodell (R, 2, (Ujg ) , vgl. Beispiele §05.07

(a).

Beispiel V Die zufillige Lebensdauer einer Glithlampe (in Stunden) beschreiben wir durch ein
Exponentialverteilungsmodell (R, 2, (Exp,)er: ), vel. Beispiele §05.07 (b).

HeRt,)

Beispiel VI Die zufilligen Fehler in gemessenen Werten beschreiben wir durch ein Normalver-
teilungsmodell ([R, B, (N(H’Uz))(/hgz)emm), vgl. Beispiele §05.07 (c). O.

§06/01 Testen einfacher Hypothesen

§06.05 Beispiel (Binomialverteilungsmodell). Im Beispiel I im Kapitel 1 Prolog zdhlte der Verbraucher-
service 699 Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen. Dieses zufillige Experiment
lasst sich durch ein Binomialverteilungsmodell ([0, 1000, 2101900 (Bin 1000 ) ) pefo,1] ) beschrei-
ben (formale Begriindung in Beispiel §19.03, (a)). Zur (unrealistischen) Vereinfachung geht der
Verbraucherservice zunéchst davon aus, dass {0.5,0.7} die Parametermenge ist, das heifit, das
statistische Modell ([0, 1000], 21190 (Bin1000,0.5), Bin(io00,0.7))) beschreibt adéquat das zu-
fillige Experiment. In anderen Worten, entweder ist B = Bin(jop0,0.5) oder B = Binjgg,0.7) die
wahre Verteilung. m

$06.06 Definition. Sei (X,.%, (R, P)) ein (binires) statistisches Experiment. Die Entscheidung, ob
die Nullhypothese H, : {B} oder die Alternativhypothese H, : {P} vorliegt, wird (statistisches)
Testproblem mit einfachen Hypothesen genannt. Eine Entscheidungsfunktion [ : X — {0, 1},
also Entscheidungen nur anhand einer Stichprobe x aus dem Stichprobenraum X', mit dem Ereig-
nis o~ 1({1}) € .Z aller Stichproben, die zu einer Entscheidung gegen die Nullhypothese H,, al-
so fiir die Alternativhypothese H; fithren, sowie dem Ereignis ¢ 1 ({0}) € .Z aller Stichproben,
die zu einer Entscheidung fiir die Nullhypothese H|, fithren, heilt (statistischer) Hypothesentest,
kurz Test. O
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§06.07 Sprechweise. Die Sprechweise Testproblem mit einfachen Hypothesen bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass sowohl die Nullhypothese als auch die Alternativhypothese jeweils einele-
mentig ist. Ublicherweise bezeichnen wir eine Entscheidung fiir die Alternativhypothese H;
als Ablehnen der Nullhypothese, wogegen eine Entscheidung fiir die Nullhypothese H nicht
Ablehnen der Nullhypothese genannt wird. Fiir einen Test ¢ bezeichnen wir das Ereignis
.= o 1({1}) € Z aller Stichproben, die zum Ablehnen der Nullhypothese H fiihren, als Ab-
lehnbereich des Tests . Da wir hier nur die zwei Moglichkeiten Ablehnen oder nicht Ablehnen
fiir einen Test zulassen, ist ¢ = 1, eine Indikatorfunktion und = ¢ 1(0) € .Z das Ereignis
aller Stichproben, die nicht zu einem Ablehnen der Nullhypothese fithren, genannt Annahmebe-
reich, wobei definitionsgeméB A |+ A° = X gilt. O

§06.08 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.05 fortgesetzt). Wir sind an einer Entscheidung unter Vor-
liegen der Stichprobe x = 677 aus dem Stichprobenraum X" = [0, 1000] interessiert. Wir legen
vor der Erhebung der Stichprobe einen Test ¢ : [0,1000] — {0, 1} fest. Ergibt ein Auswerten
des Testes ¢(677) = 1, so lehnen wir die Nullhypothese Hy : {Bin(i000,05) } gegen die Alter-
nativhypothese H; : {Bingooo0.7) } ab. Nimmt der Test dagegen den Wert ©(677) = 0 an, so
lehnen wir die Nullhypothese Hj nicht ab. 0

§06.09 Bemerkung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test ¢ = 1, eindeutig festgelegt.
Offensichtlich konnen in einem statistisches Testproblem mit einfachen Hypothesen nur zwei
Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypothese H, : {R} wird abgelehnt, also der Ablehnbe-
reich A tritt ein, obwohl P vorliegt, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternativ-
hypothese H; : {} abgelehnt, also der Annahmebereich A° tritt ein, obwohl P vorliegt. Man
beachte, dass wir fiir einen Test gefordert haben, dass der Ablehnbereich A und somit auch der
Annahmebereich .4° messbar ist, also A € .% gilt. Damit konnen wir den Ereignissen .4 und A°
Wahrscheinlichkeiten zuordnen. O

§06.10 Definition. Sei (X .7 (R, [I?)) ein (bindres) statistisches Experiment und A € % der Ab-
lehnbereich eines Tests ¢ = 1, der einfachen Nullhypothese H, : {P} gegen die einfache
Alternativhypothese H; : {? }. Dann bezeichnet
Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit (.A) die Nullhypothese abzulehnen, sich also fiir P zu

entscheiden, obwohl P vorliegt;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit P (.A°) die Nullhypothese nicht abzulehnen, sich also fiir
[ zu entscheiden, obwohl P vorliegt. O

§06.11 Anmerkung. Mochten wir zwei Tests miteinander vergleichen, so erscheint es sinnvoll, die
Fehler 1. Art und 2. Art zu vergleichen. Offensichtlich wiirden wir gern einen Test finden der
sowohl den Fehler 1. Art als auch den Fehler 2. Art minimiert. Betrachten wir den konstanten
Test » = 1, mit Ablehnbereich A = ¢! ({1}) = X, das heiBt, wir lehnen immer die Nullhypo-
these ab. Dann ist P (.A) = 1 aber auch P(.A°) = R(()) = 0. Damit konnen wir im Allgemeinen
nicht beide Fehler gleichzeitig minimieren. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, dieses Problem
zu umgehen. Zum Beispiel konnte eine gewichtete Summe der beiden Fehler minimiert werden.
Da die beiden Fehler hdufig unterschiedliche Konsequenzen haben, betrachten wir im Folgenden
nur Testfunktionen, die eine Obergrenze fiir den Fehler 1. Art einhalten. Innerhalb dieser Klasse
von Tests suchen wir dann denjenigen, der den Fehler 2. Art minimiert. O

§06.12 Definition. Sei (X , 7, (R, IH’)) ein (bindres) statistisches Experiment. Ein Test ¢ = 1, mit
Ablehnbereich A € .% der einfachen Nullhypothese Hy : {R} gegen die einfache Alternativhy-
pothese H; : {R} hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein (oder kurz ist ein «-Test), wenn
der Fehler 1. Art R(A) < « erfiillt. Ein Test o = 1, mit Ablehnbereich A € .7 heif3t bester
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Test zum Niveau o € [0, 1], falls er das Niveau o € [0, 1] einhilt und der Fehler 2. Art P(A°)
eines jeden anderen a-Tests ¢ = 1; mit Ablehnbereich A € Z nicht Kleiner ist, dass heiBt,

P(A°) < 1(AC) gilt. 0

§06.13 Bemerkung. In der Definition eines besten a-Tests werden die Fehler 1. und 2. Art nicht sym-
metrisch einbezogen. Dies ist eine gewollte Eigenschaft, da so sicher gestellt wird, dass ein
Fehler 1. Art klein ist. Andererseits sollte somit die Festlegung der Nullhypothese und Alter-
nativhypothese dies widerspiegeln. Vereinfacht gesprochen, das Ziel ist es, die Nullhypothese
abzulehnen, da nur dann die Wahrscheinlichkeit sich zu irren, immer klein ist. O

§06.14 Definition. Sei (X T, (P, [E’)) ein (bindres) diskretes statistisches Experiment mit entspre-
chenden Zidhldichten p und p. Jeder Test ¢ = 1, mit Ablehnbereich der Form

A ={z € X |p(z) > kp(z)}

fiir einen kritischen Wert k € R* heil3t Neyman-Pearson-Test. O

§06.15 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.08 fortgesetzt). Wir betrachten das Testproblem der einfa-
chen Nullhypothese /1 : {Bin(looo,().g))} gegen die einfache Alternativhypothese
H {Bin(100070,7)} im bindren diskreten statistischen Experiment
([0, 10007, 2L0:1000F "(Bin 1000 ) pefo.5,0.7}) - Setzen wir p = 0.5 und ¢ = 0.7, so ist fiir einen
kritischem Wert £ € R* ein Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,, gegeben durch den Ablehnbereich

Ay = {x € [0, 1000] | (1000) ¢"(1—q)""" > k(l(loo)p””(l - p)moo_m}

— { € [0,1000] | (£4=8)"(=1)"" > k}

1-p

) 1000

. 1— . . 1—g)\ T /1— .
Da ¢>p gilt, folgt Z;El—gg > 1 und d}e Eunktlon Iqu(m) ::”(Z?EI_Z;) (ITZ LT € R* ist
somit streng monoton wachsend. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert £ € R* einen Wert
xz* € [0,1000], derart dass A, = [z*,1000] gilt, so dass jeder Neyman-Pearson-Test durch

einen Ablehnbereich dieser Form gegeben ist. m

§06.16 Neyman-Pearson Lemma. Sei (X 7, (B, [E’)) ein (bindres) diskretes statistisches Experiment.
Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese H, : {®} gegen die einfache Alternativhy-
pothese Hy : {R} ist jeder Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, mit kritischem Wert k € R" und
Ablehnbereich Ay, € .F wie in Definition §00.14 ein bester Test zum Niveau B (Ay) € [0, 1].

§06.17 Beweis von Satz §06.16. In der Vorlesung. O

§06.18 Bemerkung. Variieren wir den kritischen Wert £ im Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,,, so dndert
sich auch der entsprechende Fehler 1. Art B (Ay). Insbesondere gilt B(Ax) | BR(p = 0) = 0
fir K — oo und R(Ax) T R({p > 0} U {p = 0}) € [0,1] fiir k¥ — 0. Diese Anderung ist
aber im Allgemeinen nicht stetig, so dass zu einem vorgegebenen Niveau a € (0, 1) nicht immer
ein kritischer Wert k, und entsprechender Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, mit R(A;, ) = «
gewihlt werden kann. In diesem Fall wihlen wir zu einem vorgegebenen Niveau o € (0, 1) den
kritischen Wert

ko := arg max{k‘ € R* ‘ o> ﬂ%’(Ak)}.

Offensichtlich gilt dann auch P (Ax,) < « und der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ =
1., mit Ablehnbereich Ay, ist ein a-Test, der aber im Allgemeinen nicht mehr ein bester a-Test
ist, wie wir in der Vorlesung Statistik I sehen werden. O
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§06.19 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.15 forigesetzt). Fir jedes z* € [0, 1000] ist ein Neyman-
Pearson-Test ¢ = 1, 1000y mit Ablehnbereich [z*, 1000] ein bester Test zum Niveau

. . 1000 - . 1000
Bln(looo’g.g)) ([[I’ s 1000]]) = Z ( v )05 (1—0.5)1000 = 0_51000 Z ( . )
x€[z*,1000] z€[z*,1000]
wobei der entsprechende Fehler 2. Art
1000
Bi 0,z" —1]) = 0.7%(1 — 0.7)000—=
11)(1000,0.7) ([[ » ]]) e[[oz*_q] ( - ) ( )

minimal ist. Zum Beispiel fiir z* = 538 erhalten wir Binio00,0.5) ([538, 1000]) ~ 0.0088 und
Bin(100070.7)g[[0,537]]; ~ 0 sowie fiir 2* = 537 gilt Bin(00,0.5)([537, 1000]) ~ 0.0105 und
Bin1000,0.7) ([0, 536]) =~ 0 . Sind wir an einem Test zu einem vorgegebenen Niveau o € (0, 1)
interessiert, so wahlen wir

To = arg min {x* € [0, 1000]

« Z Bin(100070.5) ([[l’*, ]_OOO]]) }

Dann ist der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, 4 mit Ablehnbereich [z, 1000]
ein a-Test. Ein typischer Wert fiir das Niveau ist « = 0.01, so dass mit der obigen Rech-
nung roo1 = 538 und der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ = 155,009 den Ablehnbe-
reich [538,1000] besitzt. Im Beispiel I im Prolog §1 zéhlte der firmeneigene Verbraucherser-
vice 699 Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen, so dass die Nullhypothese, der
Anteil der Konsumentinnen betrigt 50%, gegen die Alternativhypothese, der Anteil der Kon-
sumentinnen betrigt 70%, zum Niveau o = 0.01 abgelehnt werden kann. Offensichtlich hingt
ein Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,. 09 mit Ablehnbereich [z*, 1000] nicht von dem Parameter
q € (p,1] der Alternativhypothese ab. Damit ist der Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich
[538,1000] auch bester Test zum Niveau o = Bini00,0.5) ([[538, 1000]]) der einfachen Nullhy-
pothese H : {B111(100070_5)} gegen die einfache Alternativhypothese /1, : {Bin(looo,ojg))} im
bindren diskreten statistischen Experiment ([0, 1000], 2100 (Bin 1000, ) pef0.5,0.55} ) - Man be-
achte, dass der minimale Fehler 2. Art dann Bin;000,0.55) ([[0, 537]]) ~ (.213 ist, und dieser hingt
natiirlich von der Alternativhypothese ab.

Geben wir uns das Niveau a € (0,1) vor, so kénnen wir auch zu jedem n € N im bi-
nédren diskreten statistischen Experiment ([[O,n]], 2l0m] (Bin(n,p))pe{o,&o,ggg—,}) fiir das Testpro-
blem der einfachen Nullhypothese Hy : {Bing, 05 } gegen die einfache Alternativhypothese
H, - {Bin(nﬁov%)} den Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, , mit Ablehnbereich [€a.n,n], derart
dass

Top = arg min {x* € [0,n] | o> Bin(n70,5)([[x*,n]])},

withlen. Der Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, . ist dann ein o-Test, sowie der beste Test zum
Niveau Bin, o.5) ([[xa,n, n]]) < a. Fir a = 0.01 erhalten wir zum Beispiel die kritischen Werte
20.01,500 — 277, 20.01,1000 = 538 und 20.01,2000 = 1053 mit entsprechendem Fehler 1. Art

Bins00,05) ([277, 500]) & 0.0088,  Bin(ingo,0.5) ([538, 1000]) ~ 0.0088 und
Bin(2000,0.5) ([1053, 2000]) ~ 0.0094,

sowie Fehler 2. Art Bin(500,0.55)([[0,276]]) ~ 0.553, Bin(100070,55)([[0, 537]]) ~ 0.213 und
Bin(2000,0.55) ([0, 1052]) & 0.016, der offensichtlich von n € N abhingt. Wir konnen uns also
auch eine obere Schranke § € (0, 1) fiir den Fehler 2. Art vorgegeben, und nach dem kleinsten
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§06 Statistisches Modell Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

Wert fiir n fragen, so dass der Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,  , mit Ablehnbereich [z, ,, 7]
diese einhélt, das heift,

Ng,g = arg min {n eN ‘ g = Bin(n,0,55)([[0,$a,n[[)}-

Fiir @ = 0.01 und 8 = 0.01 erhalten wir 70.01,0.01 = 2170, wobei ¢ 12170 = 1140, der Fehler
1. Art Bingai7o,0.5 ([1140,2170]) ~ 0.0096 und der Fehler 2. Art Bin(a170,0.55 ([0, 1139]) ~
0.00997 ist. Zusammenfassend, im Beispiel I im Prolog §1 miisste der firmeneigene Verbrau-
cherservice mindestens 2170 Konsumierende befragen, um sicherzustellen, dass der Fehler 1.
Art und der Fehler 2. Art des entsprechenden Neyman-Pearson-Tests nicht grofler als 0.01 ist. o

§06.20 Ausblick. Betrachten wir fiir ein beliebiges p € (0,1), ¢ € (p,1] und n € N das Testpro-
blem der einfachen Nullhypothese |, : {Bin(n’p)} gegen die einfache Alternativhypothese /1, :
{Bin(nvq)} im diskreten statistischen Experiment ([[O, n], 2101 (Bing,,p), Bin(n,q))) , 80 hingt der
Ablehnbereich [z*, n] mit z* € [0, n] eines Neyman-Pearson-Tests ¢ = 1j,.,; nicht von dem
Wert ¢ € (p, 1] der Alternativhypothese ab. Damit ist fiir jedes ¢ € (p, 1] ein Neyman-Pearson-
Test ¢ = 1., mit Ablehnbereich [z*, n] bester Test zum Niveau Bing, ,)([z*,n]) der einfa-
chen Nullhypothese H : {Bin(n,p)} gegen die einfache Alternativhypothese H : { Bin(mq)}.
Dies erlaubt uns, das diskrete statistische Experiment ([0, n], 2", (Bin, ¢))qef.1]) zu betrach-
ten. Fiir jedes 2* € [[0,n] ist der Neyman-Pearson Test ¢ = 1j,.,, mit Ablehnbereich [z*, n|
dann gleichmdpfig bester Test zum Niveau o = Bing, ) ([2*, n]) der einfachen Nullhypothese
Hy - {Bin(,,,,’p)} gegen die zusammengesetzte Alternativhypothese H; : {Bin(,,,,’q), q € (p, 1]}, da
der Fehler 2. Art fiir jeden anderen Test o = 1, zum Niveau o mit Ablehnbereich 4 gleichméBig
nicht kleiner ist, das heiit, Bing, o) ([z*, n]°) < Bing, ) (A°) fir alle ¢ € (p, 1] gilt. Wir halten
fest, dass diese Schlussfolgerung moglich ist, da fiir jedes p € [0, 1) und ¢ € (p, 1] die Funktion
Ly (%) :== (Z;S:Z;)x(ﬂ)n, x € R*, streng monoton wachsend ist. Bezeichnet p die Zihldich-

1-p
te der Verteilung Biny, ) fiir p € [0, 1], so gilt offensichtlich L, ,(x) = %, z € [0,n] und L, ,

wird Likelihood-Quotient (oder Dichtequotient) genannt. Die Verteilungsfamilie (Bing, ;) )pejo,1)
besitzt damit einen monotonen Likelihood-Quotienten. Im Beispiel [ im Prolog §1 kann also der
firmeneigene Verbraucherservice die einfache Nullhypothese, der Anteil der Konsumentinnen
betriagt 50%, gegen die zusammengesetzte Alternativhypothese, der Anteil der Konsumentinnen
betridgt mehr als 50%, zum Niveau o = 0.01 ablehnen. O

N
[V}
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Kapitel 3

Zufallsvariablen

§07 Zufallsvariable

§07.01 Definition. Es seien (2,.27) und (S,.”) zwei messbare Riume. Eine Funktion X : Q@ — S
heiit .o - -messbar (kurz messbar), falls = X)) = {X9)|S e S} C &
gilt. Jede solche messbare Funktion wird ((S, .)-wertige) Zufallsvariable genannt. O

§07.02 Schreibweisen. X : (Q,«7) — (S,.7), {X € S} = X 1(9) = {we Q| X(w) € S} und
{X =z} :=X""1{z}) ={w e Q| X (w) = z}. o

§07.03 Lemma. Es seien X : ) — S eine Abbildung und . eine o-Algebra auf S. Dann ist das
Teilmengensystem o(X) = X 1() eine o-Algebra auf Q, die sogenannte von X erzeugte
o-Algebra.

§07.04 Beweis von Lemma $07.03. Ubungsaufgabe. O

§07.05 Bemerkung. Nach Lemma §07.03 ist X ~!(.) die kleinste o-Algebra auf 2, sodass die Funk-
tion X : 2 — S eine Zufallsvariable ist. O

$07.06 Lemma. Es seien X : Q) — S eine Abbildung und & ein Teilmengensystem aus 2°. Dann gilt
o(X7H&)) =X (a()).

§07.07 Beweis von Lemma §07.06. In der Vorlesung. 0

§07.08 Lemma. Seien (§2,.2/) und (S,.”) zwei messbare Riume und & eine Erzeuger von ./, d.h.
S = 0(&). Jede Funktion X : Q — S mit X 1(&) C o ist of -/ -messbar, also eine (S, .7 )-
wertige Zufallsvariable.

§07.09 Beweis von Lemma $07.08. Ubungsaufgabe. O

§07.10 Korollar. Jede stetige Funktion g : S — T zwischen metrischen Riumen S und T ist Bs-Br-
messbar, kurz Borel-messbar.

§07.11 Beweis von Korollar §07.10. In der Vorlesung. O

§07.12 Proposition. Seien (2, <), (S,.%) und (T, .7) drei messbare Riume. Sind X : Q — S of -
S -messbar und h : S — T .- -messbar, so ist die Hintereinanderausfiihrung h o X of - -
messbar, also Y = h(X) eine (T, 7 )-wertige Zufallsvariable.

§07.13 Beweis von Proposition §07.12. In der Vorlesung. O

§07.14 Skizze.
X

(Q, o) (S,7)
Y = h(X) Jh
(T, 7) N
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §08 Numerische und reelle Zufallsvariablen

§08 Numerische und reelle Zufallsvariablen

§08.01 Definition. Sei X : (Q, o) — (S,.) eine Zufallsvariable.
(a) Falls (S,.7) = (R, A), so heiBt X numerische Zufallsvariable, kurz
Falls (S,.7) = (R", Z), so heiBt X positive numerische Zufallsvarlable, kurz .
(b) Falls (S,.7) = (R, A), so heilit X reelle Zufallsvariable, kurz
Falls (S,.7) = (R*, %"), so heiit X positive reelle Zufallsvariable kurz
(c) Falls (S,.7) = (R", B"), so heiBt X Zufallsvektor, kurz [ReIeAN- 0

$08.02 Bemerkung. Ist speziell X € .7, so ist X in kanonischer Weise auch in 7. Eine detaillierte
Diskussion findet man zum Beispiel in Klenke [2012], Abschnitt 1.4. O

§08.03 Beispiel.
(a) Seien (2, .o7) ein messbarer Raum und 1, mit A C  die Indikatorfunktion. Dann gilt
1, € o7, d.h. 1, ist eine reelle Zufallsvariable, genau dann, wenn A € <7 gilt.

(b) Sei (R™ A" P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsdichte f :
R"™ — R*, dann ist f eine positive reelle Zufallsvariable. O

§08.04 Lemma. Sei (), .o/) ein messbarer Raum.

(i) Eine Funktion X : 0 — R ist eine numerische Zufallsvariable genau dann, wenn fiir alle
reRgilt{X <z} =X"1[-00,2]) € &.

(i) Eine Funktion X : Q — R" ist ein Zufallsvektor genau dann, wenn jede Komponente des
Vektors eine reelle Zufallsvariable ist.

§08.05 Beweis von Lemma §08.04. In der Vorlesung. 0

Die Familie numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen ist stabil fiir fast alle vorstellbaren
Operationen.

§08.06 Lemma. Fiir Zufallsvariablen _X Y € o gilt:
(1) Fiir alle a € R gilt aX € o/ (mit der Konvention 0 x oo = 0);
(i) XVY,XAY € o und insbesondere X+ := XV0, X~ = (—X)t € & und|X| € o ;
(i) {X <Y} {X<KY} {X=Y}ed

$08.07 Beweis von Lemma §08.06. Ubungsaufgabe. O

§08.08 Lemma. Es seien X1,..., X, € & und h : R™ — R™ Borel-messbar. Dann ist
hXi,...,X,) € ™. Insbesondere gilt also (X1,...,X,) € @™ und X, + X, X1 — X,
X1 Xy € o sowie, falls iiberall wohldefiniert, X1/ X, € <.

§08.09 Beweis von Lemma §08.08. In der Vorlesung. O

§08.10 Definition. Sei (X, ),en eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf (€2, .<7). Die
Folge (X,,)nen heiBt (punktweise) monoton wachsend (bzw. fallend), wenn X,,(w) < X,41(w)
(bzw. X, 11 (w) < X, (w)) fiir alle w € © und fiir alle n € N gilt. Fiir jedes w € €2 definiere

[lim inf X, ](w) := sup inf X,,(w) := sup{inf {X,,,(w)|m e NAm >n}|n e N};

n—00 n>1 m2n
[lim sup X,,](w) := H;gsupX (w) :==1inf {sup {X,,(w) |m e NAm >n}|n e N}.
n—00 nZlm>n
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§09 Einfache Zufallsvariable Kapitel 3 Zufallsvariablen

DORR RN und PDGEERINGEV N [irmes inferior bzw. Limes superior
n—oo

Dann heiflen

n—oo

der Folge (X,,)nen. Die Folge (X,,)nen heiBt konvergent, wenn X, = X* =: X gilt, d.h. der

punktweise Grenzwert existiert iiberall. In diesem Fall schreiben wir kurz [@iltiRnes :— X .
n—oo

§08.11 Bemerkung.
(i) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (X,,),cn von numerischen oder reellen Zu-
fallsvariablen ist konvergent mit X' := lim,, ,.. X,, = sup, . X,, (bzw. X := lim,, . X,, =
inf,,cny X,,). In diesem Fall schreiben wir kurz X,, T X (bzw. X,, | X).

(i1) Sei (A;,)nen Folge von Teilmengen aus €. Fiir A, und A* wie in Definition §01.13 gilt dann

]lA* == <]1An)* - llm ll’lf ]1A71 und ]]~A* — (]lAn)* — llm Sup 1A"- |
n—00 n—o00

§08.12 Lemma. Sei (Xn)n_eN eine Folge aﬂy. Dann gilt: o o
(1) sup,en Xn € &, inf,en X, € &, X, =lim inf X, € & und X* =lim sup X,, € <7

n—0o0 n—o00
(ii) Falls X := lim X,, existiert, dann ist X € <.
n—oo
$08.13 Beweis von Lemma $08.12. Ubungsaufgabe. O

§09 Einfache Zufallsvariable

Eine reelle Zufallsvariable Y, die nur die Werte 0 oder 1 annimmt, wird Beispiele §04.08 (c)
entsprechend Bernoulli-Zufallsvariable genannt. Diese entspricht gerade der Indikatorfunktion
1, auf dem Ereignis A = {Y =1},daY = 1,,_, gilt.

§09.01 Lemma.
(1) Seien A, B C Q, dann gilt: 1,5 = 1, N1, = 1,15 1y =1,V =1,+1; — 1,15 und
Tunp = |14 — 1| Insbesondere ist A C B genau dann, wenn 1, < 15.

(i) Fiir X : Q —Sund S C S gilt Lixycsy = L5y = Lg 0 X = 14(X).
$09.02 Beweis von Lemma §09.01. Ubung. O

§09.03 Definition. Eine numerische (bzw. reelle) Zufallsvariable X auf ({2, .o7) heiBt einfach (elemen-
tar), falls sie nur endlich viele verschiedene numerische (bzw. reelle) Werte annimmt, d.h. fiir
X(Q) = {x;,1 € T} besitzt X eine Darstellung der Form

X=> ad, mitA:=X"{z})={X=u}ca
€T
wobei Z endlich ist und alle z; € R (bzw. z; € R) verschieden sind. O
Einfache Zufallsvariablen erlauben numerische (bzw. reelle) Zufallsvariablen zu approximie-

ren. Im Folgenden bezeichnen wir fiir « € R' mit :: sup{z € Z|z < a}, d.h. fira < oo
ist |a| die ndchstliegende nicht groBere ganze Zahl.

$09.04 Lemma. Fiir jedes X € o ist (Xp)nen mit X, = (27"|2"X]) A n fiir n € N eine Folge
einfacher Zufallsvariablen aus </ ", derart dass gilt
1) Xn TX;

(i) X, < X An, dh X,(w) < X(w) Anfiiralle w € Q)
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §10 Verteilung einer Zufallsvariablen

(iii) Fiir jedes c € R* gilt lim,, ., X,, = X gleichmdfig auf {X < c},
d.h. 1imy, o0 SUD (. x (w)<ep [ X (W) — Xn(w)] = 0.

§09.05 Beweis von Lemma §09.04. In der Vorlesung. O

§09.06 Beweistrategie.. Mochten wir zeigen, dass jede numerische Zufallsvariable Y eine bestimmte
Eigenschaft, sagen wir (R), besitzt, so ist eine hiufig angewendete Beweisstrategie:
(Schritt 1) Zeige, dass Bernoulli-Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) erfiillen;

(Schritt 2) Zeige, dass einfache Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) erfiillen;

(Schritt 3) Zeige, dass die Eigenschaft (R) fiir den Grenzwert einer monoton wachsenden Folge
von elementaren Zufallsvariablen gilt, sodass nach Lemma §09.04 auch positive numerische
Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) besitzen;

(Schritt 4) Zeige die Eigenschaft (R) fiir Y mittels der Zerlegung Y =Y+ — Y. O
Bevor wir uns das folgende Resultat anschauen, wollen wir an Proposition §07.12 erinnern.

§09.07 Proposition. Seien (), o7), (S,.%) zwei messbare Riume, X : (Q, /) — (S,.) messbar und
Y : Q — R. Dann sind die folgenden Aussagen ciquivalent:
() Y ist messbar bzgl. 0(X) = X)), kurz Y € o(X);

(ii) Es existiert eine messbare Funktion h : (S,.) — (R, %), kurz h € ¥, derart dass
Y = h(X) gilt.
Falls 'Y reelle oder beschrdinkt oder positiv ist, so erbt h diese Eigenschaft.

§09.08 Beweis von Proposition §09.07. In der Vorlesung. O
§09.09 Skizze.
(2 o) —— (5.7)
o he.?
Y = h(X) em J
(R, %) )

§10 Verteilung einer Zufallsvariablen

§10.01 Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (kurz: Verteilung) einer Zufallsvariable
X : (Q,4,P) — (S,.7) bezeichnet die Abbildung = PoX!:.7 = [0,1], dh.
firalle S € .7 gilt: PX(S) =P o X 1(9) =P(X1(S)) =P({w € Q]| X(w) € S}). O

§10.02 Schreibweise. P(X € S) :=P({X € S}) =P(X1(9)),P(X =z) :=P({X ==z})etc. o

§10.03 Lemma. Die Verteilung PX einer (S, .7 )-wertigen Zufallsvariable ist ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf (S,.%), also P* € W(7).

§10.04 Beweis von Lemma §10.03. Ubungsaufgabe. O

§10.05 Definition. Die Verteilung P* von X, kurz , wird auch Bildmall von PP unter X ge-

nannt. Mit der Verteilungsfunktion (Dichte , Zihldichte ) von X werden wir stets
die zu P* gehorigen GroBen bezeichnen. X heillt diskret-verteilte Zufallsvariable, wenn PX ein
diskretes WahrscheinlichkeitsmaB auf (S, .7) ist. Eine reelle Zufallsvariable (Zufallsvektor) X
mit stetigem Bildmal} P* wird stetig-verteilt genannt. O
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§10 Verteilung einer Zufallsvariablen Kapitel 3 Zufallsvariablen

§10.06 Schreibweise.
() F¥(2) = P(X < 1)

(i1) Bei Zufallsvariablen spielt der Ausgangsraum (€2, o7, PP) hiufig keine Rolle und wird daher
dann auch nicht angegeben.

(iii) Istdie Verteilung einer reellen Zufallsvariable X zum Beispiel eine Normalverteilung N, ,2)
(vgl. Beispiele §04.08), so schreiben wir kurz € i i, 0

§10.07 Definition. (S,.%)-wertige Zufallsvariablen X, i € Z heilen identisch verteilt (kurz i.v.), wenn
fiir alle ¢ € Z gilt P* = P fiir ein Wahrscheinlichkeitsmall P € W (.¥). O

§10.08 Dichtetransformationssatz. Sei X ein stetig-verteilter n-dimensionaler Zufallsvektor mit ste-
tiger Dichte £, sodass F*(z) = [*1 -+ [*" £%(y1, ..., yn)dyn - - - dy fiir jedes x € R™ gilt.
Sei A C R™ eine offene (oder abgeschlossene) Menge mit P*(R" \ A) = 0. Ferner sei B C R"
offen oder abgeschlossen sowie h : A — B bijektiv und stetig differenzierbar mit Ableitung h'.
Dann ist Y = h(X) auch stetig-verteilt mit die Dichte " (y) = %%ﬁzr y € B und

" (y) = 0 fiiry € R™\ B.
§10.09 Beweis von Satz §10.08. In der Vorlesung Analysis 3. O

§10.10 Korollar.
(i) Ist X eine reelle Zufallsvariable mit Dichte T~, so besitzt Y = aX + b fiir a € R\o, b € R
die Dichte ¥ (y) = X (a " (y — b)).

~
(i1) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte T, so be-

sitzt Y = AX + b fiir reguliires A € R™™ und b € R™Y die Dichte £ (y) = %.

§10.11 Beweis von Korollar €10.10. Direktes Anwenden von Satz $10.08. 0

§10.12 Beispiel.
(a) Ist Z ~ Nygy), soist X = u + oZ eine N, ,2)-verteilte Zufallsvariable mit € R und
o € R,. Ausgehend von X ~ N, ;2y erhalten wir die standardisierte Zufallsvariable Z =

(X — M)/O’ ~ N(O,l)-
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §10 Verteilung einer Zufallsvariablen

Fir a,b € R, a < b, gilt [N, ,2)]((a,8]) = P(X € (a,b]) = P(£8 < 28 < B8y =
P(Z € [(“£, 21)) = [Np] (S, EE]) = &(2=8) — §(£) (vgl. §§04.08 (0)):

g o o

0.3
— 02
)
E=Z:'
0}/\
050 a f b5 -4

xT

(b) Fiir X ~ N1 ist S = X? eine -Verteilte Zufallsvariable, wobei die \2-Verteilung mit
einem Freiheitsgrad gegeben ist durch die Dichte f,(y) = \/Lﬂy—l/ 26215 ().
(c) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler standard-normalverteilter Zufalls-

vektor wie in Beispiel §05.09, so ist Y = 1 + AX mit 4 € R” und regulirem A € R(™
ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte

f,

Nw,m)

() = (2m) " det(X) P exp(—3(E7 (2 — p), (x — p))) fiirz € R",

wobei Y = AA! eine symmetrische positive definite Matrix ist. Y heiBt normalverteilt mit
Vektor ;o € R™ und Matrix ¥ € R kurz Y ~JNIESE.

(d) Der stetig-verteilte Zufallsvektor (X, Y') wird bivariat normalverteilt mit Parametern py, i €
R, 01,09 € IR(; und p € (—1, 1) genannt, wenn die gemeinsame Dichte durch

(X.y) — 1 (z—p1)? 2p(z—p) (y=p2) (y—p2)?
B0y = i O aim i) P o e, ) P21 407)
2
gegeben ist. Setzen wir 1 = (i1, pto)" und ¥ = (paalla2 P ?20 2) , so entspricht dies gerade
2

dem Fall n = 2 aus (c). Die ndchsten Graphiken stellen die Dichte fiir verschiedene Werte

der Parameter dar.
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Fir iy =0=ps, 00 =1, 00 =2und p = 0:
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §11 Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen

§11 Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (€2, 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ((S;, .#;));ez eine Familie messba-
rer Rdume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z und fiir jedes i € Z, X; eine (S;,.%;)-
wertige Zufallsvariable.

§11.01 Definition. Fiir eine Familie (% );cz von Teil-o-Algebren aus ./ mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge 7 bezeichnet

= = ﬂ;zfl und RV = J(Uszfi)
1€L i€l 1€l 1€L

die grofite o-Algebra, die in allen 7, ¢ € Z, enthalten ist, bzw. die kleinste o-Algebra, die alle
o, 1 € I enthilt. O

§11.02 Erinnerung.. Die Menge = X7 S; aller Abbildungen (s;)iezr : Z — U;ezS; sodass
s; € §; furalle ¢ € 7 ist, heilt Produktraum oder kartesisches Produkt. Sind alle S; gleich, etwa
S; = S, dann schreiben wir := Sz, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz = 8%

§11.03 Definition. Fiir jedes j € 7 bezeichne II; : Sz — S; mit (s;);ez — s; die Koordinantenab-
bildung. Die Produkt-o-Algebra = ),cr -7 auf dem Produktraum Sz ist die kleinste o-
Algebra, sodass fiir jedes j € Z die Koordinantenabbildung II; .#7-.%;-messbar ist, d.h. .7 =
Ricr i = Vjer o) = Vo7 I (75). Sind alle (S;,.7) gleich, etwa (S;,.%5) = (S,.7),
dann schreiben wir = %7, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz = .7 Ist fiir
jedes i € 7 weiterhin ? ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (S;,.#;), dann heiit ein Wahrschein-
lichkeitsmaB B auf %), ;-7 Produktmaf3, wenn fiir alle endlichen 7 C Zund S; € .}, j € J
gilt:

R(()11;1(S)) = [ P(S)).
JjeJ jeJ

In dem Fall schreiben wir B = ®i€I P. Sind alle P gleich, etwa > = P, dann schreiben wir
kurz @ = PZ und im Fall n := |Z| < co auch B = P™. O

§11.04 Lemma. Die Abbildung X = (X;)ez : Q0 — Sz ist o7 -S-messbar, also eine (Sz, S7)-wertige
Zufallsvariable.

§11.05 Beweis von Lemma §11.04. In der Vorlesung. O

§11.06 Bemerkung. Sei Z abzéhlbar, fiir jedes ¢ € Z sei S; separabler und vollstindiger metrischer
Raum (polnisch) mit Borel-o-Algebra %; und sei %, die Borel-o-Algebra bzgl. der Produkt-
topologie auf S; = X7 S;. Dann gilt Bs, = B = ®ieI %;, also insbesondere HBpn = A"
(vgl. Klenke [2012] Satz 14.8). O

§11.07 Satz. Fiir jede Familie (S;, %;, P);cz von Wahrscheinlichkeitsrdumen mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge 1 existiert stets ein eindeutiges Produktmaf3 P = @), P auf (Sz, /7).

§11.08 Beweis von Satz §11.07. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie I. O

§11.09 Definition. Das BildmaB P* := P o X ! unter X := (X,);cr auf (Sz, %7) heiBt gemeinsame
Verteilung der Familie (X;);cz. Fiir jedes i € 7 wird das BildmaB PY :=P o X, ' =P o (II; o
X)~! = P¥ o II;' Randverteilung (marginale Verteilung) von X; bzgl. P* genannt. m

§11.10 Satz. Sei Z = [n] und X := (X;)ic[n]-
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(i) Sind alle X; numerische Zufallsvariablen aus <f mit gemeinsamer Verteilungsfunktion
F(z) =P(X <) =P(Xy <,...,X, <x,) firalezeR",
dann ist fiir jedes X; die Randverteilungsfunktion
F¥(x;) = F¥(c0,...,00,7;,00,...,00) fiiralle z; € R.

(ii) Ist X eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit gemeinsamer Zahldichte p* : Xicp, S —
[0, 1], dann ist jedes X; diskret-verteilt mit Randzéhldichte

pY(s) = Z Z Z Z p*(s1,...,8,) fiiralles; € S;.

S1EST 8;—1€8;—1 5i+1€Si41 5, €Sn

(iii) Ist X ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte f* : R" — R*, dann ist
jedes X; stetig-verteilt mit Randdichte

(x;) = /R _ /R X(z1,...,20)dxy - - dvidr; 1 - --dxy  fiir alle x; € R.

§11.11 Beweis von Satz §11.10. In der Vorlesung. O

§11.12 Beispiel.
(a) Betrachten wir den Wurf von zwei fairen Wiirfeln (mit Gleichverteilung). Dann sei X der
Absolutbetrag der Differenz der Augenzahlen und Y die Summe der Augenzahlen. Dann ist
Z = (X,Y) diskret-verteilt mit gemeinsamer Zihldichte und Randzihldichten:

Yy
p“(z,y) |12 3 45 6 7 8 9101112 | p*(z)
0 1503503030303 3
2 2 2 2 2 10
1 02020202020 2
2 2 2 2 8
2 2 2 6
3 pooz2o202000| &
4
4 oooo2o20000| 4
2 2
5) 00000500000 5
P"(Y) |35 35 36 36 35 36 36 36 36 36 % | |

sowie gemeinsamer Verteilungsfunktion und Randverteilungsfunktionen:

Y
F7(z,y) | (—00,2)[2,3) [3,4) [4,5) [5,6) [6,7) [7,8) [8,9) [9,10)[10,11)[11,12)[12,00) | F¥(x)

(=00, 0) O 0 0 0 0 0O 0O O 0 0 0 0 0
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
[0,1) 0 35 3 3 36 36 3 36 36 36 3 36 36
. L) 0 L 3 4 6 7 9 10 12 138 1 16 16
) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
2.3) 0 L 3 6 & 1L 13 16 18 2 2 2 2
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
3.4) 0 L 3 6 10 13 17 2 24 20 29 30 30
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
u.5) 0 L 3 6 10 15 19 24 28 3 3 34 34
? 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
5. 00) 0 L 3 6 10 15 2 2 30 3 3 36 36
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

v 1 3 6 10 15 21 26 30 33 35 36

P (y) 0 3% 3 3 36 36 36 36 36 36 3% 36
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§11 Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen

(b) Ist (X,Y') bivariat normalverteilt (vgl. Beispiel §10.12 (c)) mit Parametern pq, o € R,

01,02 € Rf und p € (—1,1) dann sind die Randverteilungen X ~ N

M1,07

2) und Y ~

N (u5,02)- Die nédchsten Graphiken stellen die gemeinsamen sowie die marginalen Dichten

fiir verschiedene Werte der Parameter dar.

px(x)
s

_/ \ p=0

px(x)
s

b
)
o
N
)

px(x)

X py(y)

px(x)

px(x)

px(x)

w

w

6

pr(y)
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(c) Fir p € Rund o € R besitzt das Produktmal Nfj, ) auf (R", ") die Dichte

H fN(Wz)(:CZ-) = (27.(-02)771/2 exp(—ﬁ Z(zl _ /1/)2) fiir 2 € R™.

i€[n] i€[n]

Andererseits, seien 1,, := (1)i6[[n]] € R und E,, € R™™ die Einheitsmatrix, sodass ul, =
(1)ie[n und 0*E,, = Diag(c*1,,) die Diagonalmatrix mit Diagonaleintriigen o1, ist. Die
Normalverteilung N1, »2p,) auf (R", ") besitzt dann die Dichte (vgl. Beispiel §10.12

(c)
By o (2) = (200°) 2 exp(—55 Y (z; — p)?) firz € R™,
i€[n]
sodass Nu1,,02,) = N{j, ;2), da sie dieselbe Dichte besitzen. O

§12 Statistische Inferenz

§12.01 Definition. Sei (X,.%,B) ein statistisches Experiment. Ist X eine (X, .7 )-wertige Zufallsva-
riable, so schreiben wir abkiirzend , wenn X ~ P fir ein 0 € O gilt. In diesem
Fall heifit das statistische Experiment (X', o7, B) addquat fir die Zufallsvariable X. Ist (S,.7)
ein messbarer Raum, so wird jede (S,.7)-wertige Zufallsvariable S auf (X,.%), also .%-.7-
messbare Funktion S : X — S, Beobachtung oder Statistik genannt. Wir bezeichnen mit

.= (R¥)geco die durch S auf (S,.7) induzierte Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen und mit
(S,.7,B®) das induzierte statistische Modell. Eine Abbildung Bl : © — T heiBt abgeleiteter
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oder interessierender Parameter und fiir jedes € © wird abgeleiteter oder interessieren-
der Parameterwert genannt. Ein abgeleiteter Parameter v : © — I' heilt identifizierbar, wenn
fiir beliebige 01,0, € © aus y(0;) # v(02) folgt B # R. O

§12.02 Bemerkung. Hiufig benutzen wir das Symbol v sowohl fiir den abgeleiteten Parameter, also
die Abbildung © — T, als auch fiir die Elemente von I, also die Parameterwerte. O

§12.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Wir betrachten wie in Beispiel §11.12 (c) eine Familie von

Normalverteilungen (N ?u 02)) (1.0) R R auf (R™, #™). Wir sagen ein R"-wertiger Spaltenvektor

X ist normalverteilt mit unbekannten Parametern i und o, wenn X @ ( i

(#,02))(M,U)ER><[R+'
dieser Situation sind typischerweise R x R} — R mit (4,0) + p oder R x R} — R mit
(u,0) — o interessierende Parameter. Andererseits sagen wir, X ist normalverteilt mit unbe-
kanntem Parameter |, und bekanntem Parameter o, wenn X © (N oder auch normal-

In

Cuom)
(Mvaz) ,U«GR,
verteilt mit unbekanntem Parameter o und bekanntem Parameter i, wenn X ( ?M 02))

In jedem dieser Fille ist das arithmetische Mittel X, := L %
fir X ~ N7

(w0

g€eRY”

ie[n] X, eine reelle Statistik, und

2) bezeichnen wir mit [ Xn die von X, auf (R, %) induzierte Verteilung. O

1,0

Im Folgenden seien stets (X, %, B) ein statistisches Experiment, (I', ) ein messbarer Raum
und v : © — I ein identifizierbarer interessierender Parameter.

§12|01 Hypothesentest

§12.04 Definition. Sei {#°, 7'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
also #°H ' = T. Fir X © B sagen wir, die Nullhypothese H, : ° ist erfiillt, wenn
das statistische Experiment (X,.#,P., ,.,) fir X addquat ist, das heifit, fir ein # € © mit
v(0) € H#° gilt X ~ B, andernfalls ist die Alternativhypothese H, : ' erfiillt. Ein Test
wie in Definition §06.06 fiir das Testproblem der Nullhypothese H, : #° gegen die Alterna-
tivhypothese [, : .7 ist somit eine ({0, 1}, 2{%})-wertige Zufallsvariable (Statistik). Im Fall
I' = (a,b) C R mit
(@) A} = (a,7] und H} = (7,,b) (bzw. H) = [7,,b) und H} = (a,7,)) firein, € T

wird das Testproblem einseitig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypo-
these Hy : v < 7, gegen Alternativhypothese H, : v > 7, (bzw. Hy : v > 7, gegen
Hy 7y <)

(b) A = {7} und S = (a,7,) U (70, b) fiir ein v, € T wird das Testproblem zweiseitig
genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese H : v = 7, gegen Alterna-
tivhypothese Hy : v # . O

§12.05 Sprechweise. Wir folgen der Konvention, dass A = {p = 1} = ¢! ({1}) der Ablehnbereich
eines Tests ¢ ist, also ¢ = 1, ist und die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn ¢ den Wert
eins annimmt. Die Messbarkeit eines Tests garantiert dabei die Messbarkeit des assoziierten
Ablehnbereiches. O

§12.06 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.03 fortgesetzt). Sei X @ ( ?M 02))MER’ also ein normalver-
teilter R™-wertiger Spaltenvektor mit unbekanntem Parameter ; und bekanntem Parameter o.
Fiir 1, € R betrachten wir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : u < i, gegen die

Alternativhypothese Hy : j1 > fi,. m

§12.07 Erinnerung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test ¢ = 1, eindeutig festgelegt.
Offensichtlich konnen in dieser Situation nur zwei Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhy-
pothese H, : #° wird abgelehnt, also der Ablehnbereich A tritt ein, obwohl das statistisches

36 Eintiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik



§12 Statistische Inferenz Kapitel 3 Zufallsvariablen

Experiment (X, .#,P.. ,.,) addquat ist, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternativ-
hypothese H; : #" abgelehnt, also der Annahmebereich A° tritt ein, obwohl (X, . %, P.. )
addquat ist. m

§12.08 Definition. Sei {#°, 7'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
und ¢ = 1, ein Test der Nullhypothese H, : 5#° gegen die Alternativhypothese H, : J#°.
Dann bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit P?({1}) = B(¢ = 1) = RB(.A) die Nullhypothese ab-
zulehnen, sich also fiir die Alternativhypothese zu entscheiden, obwohl B mit v(6) € #°
vorliegt, also die Nullhypothese adédquat ist;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit B¢ ({0}) = B(¢ = 0) = R(.A°) die Nullhypothese nicht
abzulehnen, sich also fiir Nullhypothese zu entscheiden, obwohl B mit y(6) € # vorliegt,
also die Alternativhypothese adédquat ist. O

Ein Test  hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein, wenn fiir jedes 0 € v~ (#°) der Fehler
I. Art R(p = 1) < « erfiillt. In diesem Fall wird ¢ kurz a-Test genannt. Ein Test ¢ heilt
gleichmdfiig bester Test zum Niveau o € [0, 1], falls er das Niveau o € [0, 1] einhilt und fiir
jedes 6 € v~ (") der Fehler 2. Art (¢ = 0) eines jeden anderen a-Tests @ nicht kleiner ist,
dass heifit, P(¢ = 0) < B (@ = 0) gilt. O

§12.09 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.19 fortgesetzt). Betrachte fiir beliebige p, € (0,1) und
n € N erneut das einseitigen Testproblem der Nullhypothese 1, : p < p, gegen die Alterna-
tivhypothese H; : p > p, im Binomialverteilungsmodell ([[0, n], 21071 (Bin(n7p))pe(071)), SO ist
[z*,n] mit z* € [0,n] der Ablehnbereich eines Neyman-Pearson Tests ¢ = 1., der fiir das
Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : p = p, gegen die zusammengesetzte Alterna-
tivhypothese H, : p > p, ein gleichmiBig bester Test zum Niveau v = Bing, ) ([z*, n]) ist
(vgl. Ausblick §06.20). Wir zeigen in der Vorlesung Statistik I, dass fiir alle p < p, auch gilt
Bing, ) ([2*,n]) < a. Somit ist ein Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,- ,; mit Ablehnbereich [z*, n]
auch ein gleichmdpfig bester Test zum Niveau o = Bing,p,)([z*,n]) des einseitigen Testpro-
blems. Im Beispiel I im Prolog §1 kann also der firmeneigene Verbraucherservice die Nullhy-
pothese, der Anteil der Konsumentinnen betrigt hochstens 50%, gegen die Alternativhypothese,
der Anteil der Konsumentinnen betrégt mehr als 50%, zum Niveau o« = 0.01 ablehnen. O

§12.10 Definition. Sei ([R”, B, (R, IH’)) ein (bindres) stetiges statistisches Experiment mit entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsdichten f, und f,. Jeder Test ¢ = 1, mit Ablehnbereich der Form

A :={x e R" | f(x) > kf,(z)} = {f, > kf,}

fiir einen kritischen Wert k € R* heilit Neyman-Pearson-Test. O

§12.11 Bemerkung. Da f, und f, reelle Zufallsvariablen sind, gilt A, = {f, > kf,} € %" nach Lem-
ma §08.06 (iii) und Ay, ist somit ein Ablehnbereich eines Tests. Mit anderen Worten ein Neyman-
Pearson-Test ist in der Tat ein Test. )

§12.12 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.06 fortgesetzt). Fir o € R und p,, g1 € R mit p, < g1y
betrachte im bindren stetigen statistischen Experiment ([R{’”, A", (NE’# ,02)) p€{ o, }) zunichst das
Testproblem der einfachen Nullhypothese H| : {N?HO_UQ)} gegen die einfache Alternativhypothe-
se [ : {N{, ,2)}. Setzen wir T, := Ly e[ % fir z € R, so ist ein Neyman-Pearson-Test
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¢ = 1, fiir einen kritischem Wert £ € R* gegeben durch den Ablehnbereich

A ={o R |8, (@)= My (2)}

(n1.02)

= {I € R™ | exp (5 Z(‘TZ — po)’ — 53 Z(ll —wm)?) > k}

i=1 i=1

- {x ceR"” ‘ exp ("(“;”")En + ”(“27“%)) > k}

20.2
Fiir y; > p, ist die Funktion L,,, ,, () := exp (”(“;“")fn - "(“230_2“%)), r € R™, streng monoton
wachsend in Z,,. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert £ € R* einen Wert ¢* € R derart,
dass Ay = {z € R" | T, > ¢*} = {X,, > ¢} fiir die reelle Statistik X,, : R® — R mit
x +— T, gilt. Wir halten fest, dass in einem Normalverteilungsmodell ein Neyman-Pearson-Test
¢ = lyx,.c) durch einen Ablehnbereich der Form {¢ =1} = {X, >c} firein ¢ € R

gegeben ist. Insbesondere, gilt also N{, 2 (p = 1) = P*: ([c*,00)). O

(0,02 Hov0®

§12.13 Neyman-Pearson Lemma. Sei (R", %", (R,P)) ein (bindires) stetiges statistisches Experi-
ment. Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : {R} gegen die einfache Alter-
nativhypothese Hy : {R} ist jeder Neyman-Pearson-Test p = 1, _mit kritischem Wert k € R"
und Ablehnbereich Ay € F wie in Definition §12.10 ein bester Test zum Niveau R (Ay) € [0, 1].

§12.14 Beweis von Satz §12.13. Ubungsaufgabe. O

§12.15 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.12 fortgesetzt). Betrachten wir fiir o € R (und n = 1)
im stetigen statistischen Experiment X © (N, ,2)),cr mit beliebigem 1, € R das einseitige
Testproblem der Nullhypothese H, : 1 < p, gegen die Alternativhypothese 1 : > i,
so hingt der Ablehnbereich {p = 1} = {X > ¢*} mit ¢* € R eines Neyman-Pearson-Tests
©@e+ = x>y nicht von der Alternativhypothese ab (vgl. Beispiel §12.12), da die Verteilungs-
familie (N, ,2)).cr einen monotonen Likelihood-Quotienten besitzt. Damit ist der Neyman-
Pearson-Test ¢ fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : n = pu, gegen die
zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : 11 > i, ein gleichméfig bester Test zum Niveau
Npoo2) (0o = 1) = N, o2y ([, 00)) = Nig.1) ([£5£2, 00)) = &(=Fe) (vgl. Beispiel §10.12
(a)). Dies erlaubt uns fiir jedes o € (0, 1) einen kritischen Wert ¢, € R zu bestimmen, derart
dass o = @(_CQTJF“") gilt. In der Tat bezeichnet z, das o-Quantil einer Standardnormalvertei-
lung (vgl. Beispiele §05.07 (¢)), also v = P(z,), 80 ist ¢, = p, — 0z, der gesuchte kritische
Wert. Weiterhin gilt N, ,2)([ca,00)) < a fiir alle p < g, (vgl. Beispiele §05.07 (c)). So-
mit ist ., = Lix., .., fur jedes @ € (0,1) ein Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich
{X > po, — 024}, der ein gleichmdifig bester Test zum Niveau « des einseitigen Testproblems
der Nullhypothese /j : 1t < j1, gegen die Alternativhypothese /7 : ;o > i, ist. O

§12|02 Schatzfunktion

§12.16 Definition. Jede Statistik gl : (X, .7 ) — (I',¥), also .% -4 -messbare Abbildung, heift Schditz-

funktion, kurz Schditzer, fiir den abgeleiteten Parameter . Fiir eine Stichprobe x € X wird
der zugehorige Schdtzwert genannt. 0

§12.17 Beispiel. In einer Tombola enthélt eine Urne N € N Lose (nummeriert von 1 bis N). Um die
Gewinnchance abzuschitzen, mochte die Spielerin die Anzahl der Lose schitzen, dazu kauft sie
sich ein Los. Wir nehmen an, dass die zuféllige Losnummer X adédquat durch ein Laplacevertei-
lungsmodell (N, 2", (Lapy, yp)ven) mit zugehdriger Familie von Zahldichten (p ) ven und dem
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messbaren Parameterraum (N, 2V) beschrieben wird. Eine plausible Schitzmethode fiir die Ge-
samtanzahl IV, bei Vorliegen einer Stichprobe = € N als Schitzwert N (z) denjenigen Parameter
N € N zu wihlen, fiir den die Wahrscheinlichkeit p () des Eintreten von x maximiert wird, d.h.

N(z) € arg max{p (7)} = {N eN|p(r) > p(v) fir alle N e N}
NeN
= arg max{ 1, v(z)} = {z}.
NeN

Die Statistik N : N — N mit z — N (x) = x wird Maximum-Likelihood-Schditzer (MLS)
genannt. O

§12.18 Erinnerung. Ist (X,.% B) ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehdriger
Familie von Zéhldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten p, := (p)sce, so ist fiir jedes 6 € ©
die Funktion p : (X, .7) — (R", g+ ) messbar, so dass wir p im Folgenden als reelle Statistik
auffassen. O

§12.19 Definition. Sei (X,.%,B) ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehoriger
Familie von Zihldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten (p)sce. Fiir jedes 6 € © betrachten

wir die reelle Statistik gHCM : X' — R* mit z +— [L(0)|(z) := L(0, ) := p(z) . Die (zufillige)
Funktion 6 — L(6) auf © wird Likelihood-Funktion genannt. O

§12.20 Sprechweise. In der Maltheorie werden dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmalen
eingefiihrt, die als Spezialfille die in Definition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen Fa-
milien von Wahrscheinlichkeitsmaflen umfassen. Wir bezeichnen im Folgenden daher die in De-
finition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen statistischen Experimente kurz als dominierte
statistische Experimente mit Likelihood-Funktion L. O

§12.21 Definition. Seien (X,.%#,B) ein dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion
L und (©,.7) ein messbarer Raum. Eine Statistik ¢ auf (X,.#) mit Werten in (0, .7) wird

~ ~

Maximum-Likelihood-Schéitzer (MLS) fiir 6 genannt, wenn L(6) = supycq L(0) gilt. Ist v(0)

eine Statistik auf (X',.%) mit Werten in (I',¥), so wird v(0) Maximum-Likelihood-Schditzer
(MLS) fiir den abgeleiteten Parameter v : © — ' genannt. O

§12.22 Bemerkung. Man beachte, dass L(f) = supyee L(6) meint [L(6(2))](2) = supyee|L(0)](x)
firr alle z € X. Weiterhin sind weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLS ohne Weiteres
garantiert. Bei Mehrdeutigkeit wéhlt man iiblicherweise einen maximierenden Parameter § nach
Belieben. O

§12.23 Beispiel.
(a) Binomialverteilungsmodell, ([[O, n], 20071, (Bin(n,p))pe[oyl]) mit Zihldichten (p

Bin
arg max{[pﬁ (x)} = arg max{(n)px(l —p)”_z} = {E}
pefo,1] S Pe(0,1] T "

Die Statistik p: [0,n] — [0, 1] mit z — p(x) = £ ist der MLS fiir p.
(b) Poissonverteilungsmodell, (N, 2%, (Poi})\cg+ ) mit Produktzihldichten (p" )ycg:

0i )

)pe[o,l} :

n.p)

arg max{p" (v)} = arg max {—)e_”’\} =<1 Z x;

|
)\ER?FU )\GR?FU Hzeﬂn] ('ZCZ 'LEII”]]

Die Statistik \ : Ny — R* mit 2 — X(x) =1y

n iE[[n

1 i = Tn ist der MLS fiir \.
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(¢) Uniformverteilungsmodell, (R™, ", (Ulo.0))oers, ) mit Produktdichten (£, )per: :

0]

arg max {fﬁm (35)} = arg max QL” H Log(z:) p = {max xz}

+ + i€n
0eRT 0ERT, i€[n] [n]

Die Statistik 0 : R™ — R* mit z — () = max;cp, 2, ist der MLS fiir 6.
(d) Exponentialverteilungsmodell, (R”, A", (ExpY) serr, ) mit Produktdichten (£, )crs:

1
arg max {f., (z)} = arg max < \" exp(—A\ Z 7)) p = {_}

+ N T
AERY, AERT, iln] n

Die Statistik A : R” — R mit = 5 A(z) = (%) ! ist der MLS fiir \.
(e) Normalverteilungsmodell(R", 2™, (NG02)) uer), 0 € R, mit Produktdichten (5, . Juer:

\0?

arg max {f{ , (z)} = arg max m exp (5= Z (z; — p)?) p = {7}
HER HER ic[n]

Die Statistik i : R™ — R mit x + [i(x) = T, ist der MLS fiir p. O

§12.24 Bemerkung. Im Binomialverteilungsmodell X @ (Bin, ,))pecjo1] nimmt der MLS p = X/n
fiir p (vgl. Beispiel §12.23 (a)) nur Werte in p([0,n]) = %, ..., >} an. Fiir jeden Parameter
p € [0,1] \ p([0,n]) gilt somit Bing,,)(p = p) = 0. Analog, fir o € R} und n = 1 im
Normalverteilungsmodell X © (N, ,2))ucr ist it = X der MLS fiir p (vgl. Beispiel §12.23
(e)), sodass fiir jeden Parameterwert ;1 € R gilt N(, o2(t = p) = N(,o2({p}) = 0. Im
Allgemeinen konnen wir nicht davon ausgehen, dass der Schitzwert des MLS gleich dem wahren
Wert ist. Andererseits im Normalverteilungsmodell, gilt {y € [t —c, i+ ]} ={z e R | p €
(z) —c,p(x) + ]} = {i € [u—c,p+ ]} fiir jedes ¢ € R}, so dass dass N, ,2)(u €
i—c,fi+¢]) =Ny (i € [u— ¢, p+c]) = Nyoz)([w — ¢, o+ ¢]) > 0. Fiir eine Stichprobe
x ist es somit sinnvoller einen Bereich [fi(z) — ¢, 1i(x) + ¢] anzugeben als nur den Schitzwert

~

p(x). O

§12|03 Konfidenzbereich

$12.25 Definition. Eine Abbildung B : X — 2 heiBt Bereichsschiitzfunktion (BSF) fiir I', wenn
LAWY = {r € X |y € B(x)} € .7 fir alle Parameterwerte 7 € I gilt. Fiir jedes v € T

und § € © wird B(y € B) Uberdeckungswahrscheinlichkeit von ~y genannt. O

§12.26 Bemerkung. Fir jedes v € I' sei {R.,, 7} eine Partition der Menge der interessierenden Pa-
rameterwerte I', also R, [+) 7, = T'. Fiir jedes § € © fassen wir R ) und F,g als Menge der
,richtigen* bzw. der ,,falschen abgeleiteten Parameterwerte auf. Wir suchen eine BSF B, die fiir
alle § € © eine moglichst groBe Uberdeckungswahrscheinlichkeit B (7 € B) fiir jeden richti-
gen Parameterwert 7 € R () besitzt, und gleichzeitig aber eine moglichst prizise Uberdeckung
besitzt, das heilt, fiir jeden falschen Parameterwert 7 € F., ) soll die Uberdeckungswahrschein-
lichkeit ? (W €eB ) moglichst klein ist. Wie im Fall des Hypothesentest ist aber ein gleichzeitiges
Maximieren und Minimieren dieser Uberdeckungswahrscheinlichkeit nicht moglich. O

§12.27 Beispiel. Im Fall I' = R sind insbesondere von Interesse
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(@) Ry ={y}tund F, = {7} = (—00,7) U (7,00) =R\ {7} = R;
(b) Ry = (—00,7]und F, = (—00,7]* = (v, 00);
(€) Ry =[y,00) und F, = [y,00)° = (—00,7). O

§12.28 Definition. Sei ({R., F,}) er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden
Parameterwerte I'. Fiir ein @ € (0,1) heifit eine Bereichsschitzfunktion B Konfidenzbereich
zum Niveau 1 — o fiir ({R+, Fy})yer, wenn B(Y € B) > 1 — a fiir alle ¥ € R () und fiir
alle € © gilt. In diesem Fall wird B kurz (1-a)-Konfidenzbereich (fir ({R., F,})-er) ge-
nannt. Eine Bereichsschitzfunktion B* fiir I' heilt gleichmdpfig bester Konfidenzbereich zum
Niveau 1 — « fiir ({R-, F})-er, falls sie ein (1 — ar)—Konfidenzbereich ist, und jeder andere
(1 — a)—Konfidenzbereich B (fiir ({R., F, }),cr) keine kleinere Uberdeckungswahrscheinlich-
keit der falschen abgeleiteten Parameterwerte besitzt, das heifit, firr alle € © und 7 € .7:7(9) gilt
RP(y€B)<R(y€B). o

§12.29 Beispiel ( Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachte fiir o € R, das stetige statistische
Experiment X © (N g,,2))scr, wobei die Menge der interessierenden Parameter ['=0=Rist
Fiir jedes ¢ € R, 1stB R — 2% mit B(z) := (mic) =(r—cx+c),kurz B = (X +¢),
eine BSF, da {# € B} = (9 +¢) € 4 fiir jedes 6 € R gilt, mit Uberdeckungswahrsche1nhchke1t
Ng,02) (f e B) = N,02) (0+c)) = <I>(9 —bte) <I>(9 0-c) fiiralle §, 6 € R (vgl. Beispiel §10.12
(a)). Interessieren wir uns nur fiir den wahren Parameter also Ry = {0} und dementsprechend
Fo = R, als Menge der falschen Parameterwerte. B ist dann ein (1-«)-Konfidenzbereich fiir
({{0}.R,,})ocr wenn fiir alle § € R gilt Ny ,2y(0 € B) = &(£) — &(=¢) > 1 — o. Wiihlen
wir B = (X & 021_q/2) mit 1-o/2-Quantil 2;_,/» der Standardnormalverteilung, das heift
1-— a/2 = q)(zl_a/Q) =1- @(—Zl_a/g), SO gﬂt N(gygz)(e € B) = (I)(Zl_a/g) — (I)(Zl_a/z) =
l1—a/2—-(1-(1—-a/2) =1— «firalle § € R. Damit ist (X & 02,_,/2) ein (1-a)-
Konfidenzbereich fiir den wahren Parameter ¢ und die falschen Parameter R \ {0}, € R. o

§12.30 Definition.
(a) Ist ({R,, F,}) er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Parame-
terwerte T', so definiert /) := {7 € I' | v € Ry} und 7' := {7 € ' | v € F5} fiir
v € T eine assoziierte Familie ({7, 7'} ) cr von Partitionen der Parametermenge I', da-
bei fassen wir %”70 als Nullhypothese und %’i} als Alternativhypothese eines Testproblems
auffassen.

(b) Fiir eine Bereichsschitzfunktion B definiert (¢, = 1, ) cr eine assoziierte Familie von
Tests mit Ablehnbereich {¢, = 1} = A,, da definitionsgemidB A, := {y € B} € .Z fiir
jeden abgeleiteten Parameterwert v € I" gilt.

(c) Fiir eine Familie (¢, = 1, ),er von Tests mit Ablehnbereich A, = {¢, = 1} € .F definiert
B:X — 2" mit B(z) := {y €T | z € A,} eine assoziierte Bereichsschiitzfunktion, da in
der Tat {y € B} = {reX[y€B)} = {reX|rg A} = A5 € F fir jeden
abgeleiteten Parameterwert v € 1" gilt. O

§12.31 Beispiel (Beispiel §12.27 forigesetzt). Im Folgenden geben wir zu typischen Familien ({R.,, 7} ) er
von Partitionen der Menge der interessierenden Parameterwerte [' = R die assoziierte Familie
({%’ff’, %ﬂl})%p von Partitionen der interessierenden Parametermenge I' = R an.

(a) Fir R, = {7} und 7, = R sind 7 = {7} und 7' = R ;

(b) Fir Ry = (—o0,7]und 7, = (v,00) sind 7 = {7 €' [y € Ry} ={7 €T [y <7} =
1200) und J£21 = (=o0,7):

(c) Fiir R, = [,00) und F, = (—o0,7) sind 7 = (—00,7] und 7} = (7, c0). 0
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§12.32 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachten wir fiir o € R im stetigen sta-
tistischen Experiment X © (N, ,2)),cr mit beliebigem 11, € R das einseitige Testproblem der
Nullhypothese Hy : 1 < i, also = (=00, i1,], gegen die Alternativhypothese H, : 1 > fi,,
also = (f1,,00), so ist fiir jedes v € (0,1) ein Neyman-Pearson-Test ¢, = Tixoy, 0.0
mit Ablehnbereich {y,, =1} = {X > p, — 02,} ein gleichmdpfig bester Test zum Niveau
a. Die zu der Familie (y,, ), cr assoziierte Bereichsschitzfunktion B erfiillt dann B(z) =
{o e R |z € {py, =0} ={po ER |2 < pty — 020} = (x + 024, 00). O

§12.33 Satz. Seien ({R., F,}) er eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interessierende
Parameterwerte und ({7, ' })er die assoziierte Familie von Partitionen in Null- und Alter-
nativhypothesen. Dann gilt fiir eine Familie (p.)er von Tests, dass ., ein (gleichmdpfig bester)
a-Test der Nullhypothese H : . gegen die Alternativhypothese Hy : ] fiir jedes v € T ist,
genau dann wenn die assoziierte Bereichsschitzfunktion B fiir ({R.,, F})~er ein (gleichmdfig
bester) (1-a)-Konfidenzbereich ist.

§12.34 Beweis von Satz §12.33. In der Vorlesung. O

§12.35 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.32 fortgesetzt). Fir X @ (N(,,02))ucr mit o € R} ist (X +
024,0) der assoziierte Konfidenzbereich zu einer Familie gleichmiBig bester a-Tests (vgl.
Beispiel §12.32). Nach Satz §12.33 ist (X + 0z,,00) damit auch ein gleichmiBig bester 1-a-
Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen Parameter R,,, = [1,, 00) und der falschen Para-
meter F,, = (—00, ,) mit yp € R. Andererseits, ist (X £ 02_,/2) ein (1-o)-Konfidenzbereich
fiir die Menge der richtigen Parameter R, = {j,} und der falschen Parameter F,, = R,
o € R (vgl. Beispiel §12.29). Nach Satz §12.33 ist damit der assoziierte Test ¢,,, mit Ablehnbe-
reich {¢,, = 1} = {110 € (X £021_0/2) = {|X — o] = 021_a/2} ein a-Test fiir das zweiseitige
Testproblem der Nullhypothese Hy : i1 = p, gegen die Alternativhypothese Hy : it # . O
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Kapitel 4
Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit

§13 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Bayes-Formel

Im Folgenden sei (€2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin bezeichnen wir eine Parti-
tion P von {2 als messbar, falls P C o7 gilt.

§13.01 Definition. Es seien A und B Ereignisse aus <7 mit P(B) > 0. Dann wird mit

P(ANB)
P(A|B) ket
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder unter) B bezeichnet. m

§13.02 Satz. Sei B € of mit P(B) > 0 und T eine abzdhlbare Indexmenge. Dann gilt:
(i) P:o/ — (0,1 mit A— P(A) := P (A|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (2, <7 ). Der
Wahrscheinlichkeitsraum (B, o/ ‘ B [P" ) wird die Spur von (2, </ ,P) iiber B genannt.

(ii) Es sei {B;,i € I} eine messbare Partition von B mit P(B;) > 0 fiir alle i € 7. Fiir alle
A € o gilt dann die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(ANB) =) P(B)P(AlB).

€T

(iii) Fiir jedes A € <of mit P(A) > 0 und jede messbare Partition {B;,i € I} von ) mit
P(B;) > 0 fiir alle i € T gilt die Formel von Bayes:

P(B;)P(A|B:)
>_er P(B;)P(A|B))

P(B;|A) = fiirallei € T.

§13.03 Beweis von Satz §13.02. (i) Ubungsaufgabe und (i1)-(ii1) in der Vorlesung. O

§13.04 Beispiel. Am Bahnhof Siidkreuz in Berlin ist eine Videoiiberwachung installiert. Zur Evaluation
der Gesichtserkennungssoftware haben sich 0, 1% der tdglichen Passagiere registrieren lassen.
Der Hersteller der Gesichtserkennungssoftware gibt an, dass 99, 9% der registrierten Personen
als registriert erkannt werden, aber auch 0,2% der nicht-registrierten Personen filschlich als
registriert erkannt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewihlter Passagier, der
als registriert erkannt wird, nicht auf der Liste der Registrierten ist, betrdgt dann nach der Formel

) 0,00200,999 _ .
von Bayes: 5120000 10.009e0.003 — 2/3» d-h. iber 66%. O

§13.05 Lemma. Fiir A; € o7, i € [n 4 1] mit P((V;cp,g Ai) > 0 gilt
[ Ai) = P(A)P(Aa] A))P(As[ Ay N As) - P (A () Ai)
i€[n+1] i€n]
§13.06 Beweis von Lemma §13.05. In der Vorlesung. 0
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§13.07 Beispiel. Beim Ziehen aus einer Urne mit W weillen und S schwarzen Kugeln ohne Zuriickle-

gen und mit Beachtung der Reihenfolge ergibt sich mit N = W+ S fiir das Ergebnis ,,SSW*, also
1. und 2. Kugel schwarz, 3. Kugel wei8, nach der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit £ e 5~ o1V,

Dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen die Versuchsausgidnge ,,SWS* und ,,WSS* (man nennt die
Verteilung austauschbar). O

§13.08 Beispiel. In einem Unternehmen werden von 825/560/325 ménnlichen Bewerbern in den Ab-
teilungen A/B/C jeweils 62%/63%/34% eingestellt, von 108/25/593 weiblichen Bewerbe-
rinnen hingegen 82%/68% /37%. Obwohl die Einstellungsquote in jeder Abteilung fiir Frauen
hoher war, ergibt sich nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit insgesamt eine Ein-
stellungsquote von ca. 57% fiir Ménner und von ca. 45% fiir Frauen, weil letztere sich stirker
fiir Abteilung C' mit schwieriger Einstellung beworben haben. m

§14 Unabhangige Ereignisse

Im Folgenden seien (€2, <7, [P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Z eine beliebige nicht-leere
Indexmenge.

§14.01 Definition.
(a) Zwei Ereignisse A, B € .o heillen (stochastisch) unabhdngig (unter ), kurz ,
wenn P(AN B) = P(A)P(B) gilt.

(b) Eine Familie (A;);c7 von Ereignissen aus .7 mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z heif3t
(stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz , wenn fiir jede endliche Teilmenge

J CTgiltP(Nes 4)) = [ljes P(A)): D
§14.02 Bemerkung.
(i) Es gilt 1l ;c7 A; genau dann, wenn L, 7 A; fiir jede endliche Teilmenge 7 C 7 gilt.

(ii) Fur |Z| > 3 ist eine Familie (A;);c7 unabhingig, so sind die Ereignisse paarweise unabhén-
gig, d.h. P(4; N A;) = P(A;)P(A;) fir alle 4,5 € Z mit ¢ # j, aber die Umkehrung gilt
nicht. O

§14.03 Beispiel. Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln haben die Ereignisse ,,Ist die Augensumme 77 und
,Ist die erste Augenzahl 67 jeweils Wahrscheinlichkeit 1/6 unter einer Gleichverteilung. Der
Schnitt der beiden Ereignisse ist ,,Ist die erste Augenzahl 6 und die zweite Augenzahl 1?7* und hat
die Wahrscheinlichkeit 1/36, so dass die beiden Ereignisse (unter Gleichverteilung) unabhéngig
sind. O

§14.04 Lemma. Sei (A;);cz eine nicht-leere Familie von unabhdngigen Ereignissen aus </ . Fiir A} €
o({A;}) =10, A;, A5, Q}, i € T, ist die Familie (A});ezvon Ereignissen aus </ unabhiingig.

§14.05 Beweis von Lemma §14.04. In der Vorlesung. O

§14.06 Satz von Borel-Cantelli. Fiir eine Folge (A,,)nen von Ereignissen aus <f gilt:
(i) Aus ), . P(A,) < oo folgt P ( lim sup,,_, An) =0;

(ii) Gilt zusditzlich 1L pen Ap, so folgt aus Y, P (A,) = 0o auch P (lim sup,,_,, 4,) = 1.
§14.07 Beweis von Satz §14.06. In der Vorlesung. O

§14.08 Beispiel.
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(a) Ist A ein Ereignis mit P(A) € (0,1), so gilt > _P(A,) = oo fiir A, := A, jedoch
P (lim sup,_,,, A,) = P(A) < 1. Damit kann also auf die Unabhéngigkeit in Teil (ii) von
Satz §14.06 nicht verzichtet werden.

(b) Im unendlichen Miinzwurfexperiment bezeichne AY := {w € Q|w, = - =wyy 1 = 1}
das Ereignis eines M -runs von Einsen (,,Kopf*) ab Wurf n. Dann ist die Familie (A]k\/[M>keN
unabhiingig (auf dem entsprechenden Miinzwurfmodell in den Ubungen) mit P(AM ) =
2™ Aus Teil (i) von Satz §14.06 folgt daher P ( lim sup,_,., Ans,) = 1 fiir jedes M € N.
Dies impliziert P (lim sup,,_,, AA) = 1. Es gilt sogar P (e lim sup,,_,., AY) = 1,
da der abzihlbare Schnitt von Einsmengen wieder eine Einsmenge ist. O

§15 Unabhangige o-Algebren

Fiir jedes ¢ € 7 einer nicht-leeren Indexmenge 7 sei .«7; C .o/ eine o-Algebra. Die Definition der
Unabhingigkeit der Familie (.27 );c7 von Teil-o-Algebren von o7 ist ein Spezialfall der folgenden
Definition.

§15.01 Definition. Eine Familie (&});cz von Teilmengensystemen aus ./ mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge 7, d.h. & C & fiir alle ¢+ € Z, heilt (stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz
, wenn 1l ;.7 A; fiir alle A; € & und i € 7 gilt. O

§15.02 Erinnerung. Nach Lemma §14.04 folgt aus 1l ;o7 A; dass 1L;c7 o ({A;}) ist. Da {A;} ein 7-
System, also ein schnittstabiles Teilmengensystem, aus .o ist, ist dies ein Spezialfall der nichsten
Aussage, welches wir mit Hilfe des 7-A Satz §03.11 zeigen. O

§15.03 Satz. Sei (&;);er eine unabhdngige Familie von 7-Systemen aus </ mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge, also ;.1 &, dann gilt 11 ;c7 0(&;).

§15.04 Beweis von Satz §15.03. In der Vorlesung. O

§15.05 Lemma. Fiir eine Familie (<%;);c1 von Teil-o-Algebren aus <f mit beliebiger nicht-leerer In-
dexmenge L sei

&={(AilAiedicT JCI |J| <o}
ieJ

Dann ist & ein m-System und \/ <, = o(&), also & ist ein schnittstabiler Erzeuger von \| <.
ieT i€T

§15.06 Beweis von Lemma §15.05. In der Vorlesung. O

§15.07 Satz. Fiir jede unabhdngige Familie (<7;);cz von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge T, also ;-7 <7, und jede Partition {Jy : k € K} von T ist die Familie
(Viez, “i)rex von Teil-o-Algebren aus </ unabhingig, also 1Lycxc \/ ;. ; <.

§15.08 Beweis von Satz §15.07. In der Vorlesung. O

§15.09 Definition. Sei (.7, ),cn eine Folge von Teil-o-Algebren aus <7, dann heif3t
EA-=N\V 2=V =)o H{FnlmeNrm=n}
n=lm>=n n=1lm>2n neN

die asymptotische (terminale) o-Algebra. Ein Ereignis A € o7, wird asymptotisch (terminal)
bzgl. (.7, )nen genannt. O
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§15.10 Beispiel. Sei (A,,)nen eine Folge von Ereignissen aus o7, dann sind A, = lim inf,,_,, A, und
A* = lim sup,,_, ., A, (vgl. Definition §01.13) asymptotische Ereignisse bzgl. (0({A4,}))nen-
Setzen wir namlich B,, := Ny_, A, fiirn € N, dann gilt B, 1 A, und B,, € \/, .y o({A,}) fiir
jedesn > N,sodass A, € \/, .y o({A,}) firalle N € Nund damitauch A, € Ay V,on o({An}).
Fiir A* geht dies analog. Insbesondere ist die asymptotische o-Algebra A oy V,on 0({An})
nicht leer. O

Betrachte eine Folge unabhingiger Ereignisse (A, ),en, so ist auf Grund des Satzes von Borel-
Cantelli §14.06 das asymptotische Ereignis A* = lim sup,,_, ., A, bzgl. (6({A4,}))nen entweder
eine Nullmenge oder eine Einsmenge. Die nichste Aussage zeigt nun, dass dies fiir jedes asym-
ptotische Ereignis gilt.

§15.11 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Sei (<;,),en eine Folge von unabhiingigen Teil-o-Algebren aus
/. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (<7, )nen asymptotischen Ereignisses entwe-
der 0 oder 1, also

Aoy C T :={Ae o |P(A) € {0,1}}.
§15.12 Beweis von Satz §15.11. In der Vorlesung. O

§15.13 Bemerkung. 7 ist - eine o-Algebra, da eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder
eine Nullmenge ist. .7 wird P-triviale o-Algebra genannt. O

§15.14 Beispiel (Beispiel §15.10 forgesetzt.). Sei (Ap)nen eine Folge von unabhdngigen Ereignissen aus
/. Da A, = liminf, , A, und A* = lim sup,,_,, A, (vgl. Beispiel §15.10) asymptotische
Ereignisse bzgl. der Folge unabhingiger o-Algebren (0(A,,))nen (vgl. Erinnerung §§15.02) sind,
folgt aus Satz §15.11 P(A,) € {0,1} und P(A*) € {0,1}. o

§16 Unabhangige Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (€2, .o, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ((S;, .%;));cz eine Familie messba-
rer Rdume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge und fiir jedes i € Z, X; eine (S;, .%;)-wertige
Zufallsvariable.

$16.01 Erinnerung.. b Fiir jedes i € T ist die von X; erzeugte o-Algebra o(X;) = X; (%) =
{Xi(B)| B € .} eine Teil-o-Algebra von <7 . O

§16.02 Definition. Die Familie (X;);c7 von Zufallsvariablen heifit unabhdngig, kurz , wenn
die Familie (0(X;));ez von Teil-o-Algebren von 7 unabhingig ist. m

§16.03 Bemerkung. Definitionsgemal gilt 1l ;7 X; genau dann, wenn L ;c 7 X fiir jede endliche Teil-
menge J C Z gilt. Weiterhin fiir jede endliche Familie (B;);cs von Ereignissen also mit
Bj c :5@,] eJ CI, |j| < 0 gﬂtp(m]‘ej{XJ < B]}) = HjejP<Xj € BJ) O

§16.04 Beispiel. Ist (A;);c7 eine Familie von Ereignissen, so gilt 0({4;}) = o(X;) fiir die Bernoulli-
Zufallsvariable X; := 1,,¢ € Z. Nach Lemma §14.04 gilt damit L ;.7 A; genau dann wenn
iz X;. 0

§16.05 Lemma. Seien (7;, 7;);cr eine Familie messbarer Riume und fiir jedes i € I, h; : S; —
T: eine 7;-F;-messbare Funktion. Ist 1 ;c7 X;, so gilt auch 1l ;.7 h;(X;). Fiir jede Partition
{Tx : k € K} von T ist ((hi(X;))ics, )rex eine Familie von unabhdingigen Zufallsvariablen,
also W pexc(hi(X;))ie g,
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§16.06 Beweis von Lemma §16.05. In der Vorlesung. O

§16.07 Korollar. o
(i) Eine Familie (X;);cz numerischer Zufallsvariablen aus </ ist unabhingig genau dann,
wenn fiir jede endliche Teilmenge J C I und fiir alle x; € R, 1 € J, gilt:

P {X<z}) = [[P(X; <)

ieJ ieJ

Fiir T = [n] sind also X1, ..., X,, genau dann unabhiingig, wenn fiir alle x € R™ gilt

":(Xl,...,xn)<x) _ H [Fxl(aii)-

i€n]

(11) Diskret-verteilte Zufallsvariablen X, ..., X,, sind genau dann unabhdngig, wenn fiir alle
s € Xie[[n]] S; gilt

p (5) = H pr(s;).

i€n]

(iii) Ist X = (X, ..., X,) ein stetig-verteilter Zufallsvektor, dann sind X1, . .., X, genau dann
unabhdngig, wenn fiir Lebesgue-fast alle x € R" gilt

¥ (z) = ] ().

i€n]

§16.08 Beweis von Korollar §16.07. In der Vorlesung. O

§16.09 Beispiel.

(a) Beim Wiirfelwurf mit zwei Wiirfeln sind W; : Q — [6] mit W;(w,ws) = w; fiiri € [2]
unabhingige Zufallsvariablen (unter Gleichverteilung). Dazu geniigt es, fiir s1,s, € [6]
die entsprechenden Zihldichten p"(s1) = p"*(s2) = 1/6 sowie p"'(s1,52) = 1/36 mit
W = (W;, Ws) nachzupriifen und Korollar §16.07 (ii) anzuwenden.

(b) Sei X = |W;—Ws|undY = W, + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe der
Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (17, W5) (vgl. Beispiel §11.12 (a)).
Betrachten wir die entsprechenden Zihldichten p* und p*, so gilt zum Beispiel p**(1,4) =
0# 382 =p~(1)-p"(4). Somit sind X und Y nicht unabhiingig.

(c) Fiirn € Nseidie gemeinsame Verteilung von (X i)ie[[n]] ein Bernoulli-Schema mit Parameter
p € [0,1] (vgl. Beispiele §04.08 (c)). Dann sind (X;);c[,] unabhingige und identisch B,-
verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen mit identischer Randzéhldichte p(z) = p*(1 — p)' 7,
z € {0,1}, da fiir die gemeinsame Zihldichte p>icln ®i (1 — p)"~2iclnl ¥ — [Ticpny P(@:)
fur alle (z;)icpn € {0, 1}" gilt.

(d) Sind f,,...f, Dichten auf R, so erzeugt die Produktdichte f (x) = Hie[[n]] f.(x;) ein Produkt-
maf auf (R™, #") (vgl. Definition §11.03). Die Koordinatenabbildungen X; : R™ — R mit
x — X;(z) := x;, i € [n] sind Borel-messbar, also Zufallsvariablen. Ihre Randverteilung
P~ ist gegeben durch die Randdichte f,, ihre gemeinsame Verteilung P“--*) durch die
gemeinsame Dichte f. Wir haben damit einen Wahrscheinlichkeitsraum konstruiert mit un-
abhingigen Zufallsvariablen (X;);c[,) deren Randverteilung P jeweils durch f; bestimmt
1st.
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(e) Betrachten wir die gemeinsame Dichte f**) eines bivariat normalverteilten Zufallsvektors
(X,Y) wie in Beispiel §10.12 (d). So sind X und Y stetig-verteilt mit Randdichten f* und
¥ (vgl. Beispiel §11.12 (b)). Die gemeinsame Dichte &) faktorisiert sich in das Produkt
der Randdichten f* und " genau dann, wenn p = 0 gilt. Somit sind X und Y genau dann
unabhéngig, wenn p = 0 gilt. m

§16.10 Erinnerung.. Nach Satz §11.07 existiert zu jeder Familie (S;,.%;, P);cz von Wahrscheinlich-
keitsrdumen ein eindeutig bestimmtes ProduktmaB )., P auf dem zugehorigen Produktraum
81 = X,z S; versehen mit der Produkt-o-Algebra S7 = @ ez Sie O

§16.11 Korollar. Fiir jede Familie (S;, .%;, ®);cz von Wahrscheinlichkeitsrdumen mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge T existiert eine Familie (X;);cr unabhdngiger (S;,.%;)-wertiger Zufallsva-
riablen definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung P? und
dem Produktmaf} Q),.; P als gemeinsamer Verteilung auf dem Produktraum (Sz, 7).

§16.12 Beweis von Korollar §16.11. In der Vorlesung. O

§16.13 Definition. Sei (X,,),en eine Folge von (S, .7, )-wertigen Zufallsvariablen auf (§2, o7, ’). Dann
heif3t

=NV oXn) =V ocXn) =)o J{o(Xn) |m e NAm > n})

n=1m>2n n=1m>n neN

die asymptotische o-Algebra. Ein Ereignis A € ofx wird asymptotisch bzgl. (X,,),en genannt,
d.h. A hingt fiir alle n > 1 nur von (X,,)m>n ab. O

§16.14 Beispiel.
(a) Sei (X,)nen eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen X, :=
lim inf,, o X, und X* := lim sup,,_, . X,, (vgl. Definition §08.10) messbar bzgl. .@x.
In der Tat: setzen wir Y,, := sup,,>,, X, mit ¥, | X*, so ist fiir jedes N € N die Zu-
fallsvariable X* = inf,>, Y, = inf,>y Y, messbar bzgl. \/ .\ o(X,), also auch bzgl.
Ans1 Vasy 0(Xy). Fiir X, geht dies analog.

(b) Sei (X,,)nen eine Folge reeller Zufallsvariablen sowie A das Ereignis, dass der Grenzwert
MMy o0 3 en] Xk existiert. Setzen wir By, := Mnsns N A ke fnm] X € (—¢,e)} fir
e € @ und N € N, so gilt nach dem Cauchy-Kriterium A = (..o Uyey By, Nun ist
(Bn.)nen monoton wachsend, By . € \/, .y o(Xy) fiir alle N € N und fiir jedes n € N
und allem > ngilt\/,_, 0(Xz) € V., 0(Xi), sodass Uy_, By = Bpe € Vs, 0(Xi)
fir alle m > n. Folglich gilt U¥_, By € V., 0(X}) fir alle n € N und damit C, :=
UX_1Bn. € &x. Da &y als o-Algebra o-N-stabil ist, folgt auch A = ﬂaem C. e dx. O

§16.15 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Sei (X,,),cn eine Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen auf
(Q, o7, P). Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (X,,)nen asymptotischen Ereignisses
entweder 0 oder 1, also

Ay C T :={Aecd|P(A)e{0,1}}.
§16.16 Beweis von Korollar §16.15. Direktes Anwenden von Satz §15.11. 0

§16.17 Beispiel (Beispiel §16.14 fortgesetzt).
(a) Sei (X,,)nen eine Folge unabhdingiger numerischer Zufallsvariablen auf (2, .27, ), so sind
die Abbildungen X, := lim inf,,, X,, und X* := lim sup,,_,. X, fast sicher konstant,
das heiBt, es gibt z,,2* € R mit P(X, = z,) = 1 und P(X* = 2*) = 1. In der Tat, da
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X, messbar bzgl. der asymptotischen o-Algebra ist (vgl. Beispiel §16.14 (a)), ist fiir jedes
r € R das Ereignis {X, < z} asymptotisch bzgl. (X,,),en und also P(X, < x) € {0,1}.
Setze

z,:=min{r e R:P(X, <z) =1} e R.
Ist z, = 0o, und also P (X, < n) =0 firallen € N, so gilt

P(X, < o0) = lim P(X, <n)=0,

n—oQ

also P(X, = o0) = 1. Ist z, € R, so ist

P(X, < z,) = lim P(X, <2, +1)=1und
n—oo
P(X, <z,) = lim P(X, <z, — %) =0,

n—oo
also P(X, = x,) = 1. Ist z, = —o0, so gilt P(X, > —o0) = lim,, . P(X, > n) =0,
also auch P (X, = —oo0) = 1. Fiir den Limes superior geht dies analog.

(b) Ist (X,,)nen Wie in Beispiel §16.14 (b) eine Folge unabhéngiger {—1, 1}-wertiger Zufalls-
variablen, so konvergiert die harmonische Reihe mit zufilligem Vorzeichen reN X k% ent-
weder mit Wahrscheinlichkeit 1 oder sie divergiert mit Wahrscheinlichkeit 1. Diese Aussage
gilt fiir jede beliebige Randverteilung B, der Zufallsvariablen X, £ € N. m

§17 Faltung

§17.01 Vorbermerkung.. Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Begriff, der eng mit dem des Pro-
duktmaBes verkniipft ist, ndmlich dem der Faltung. Zur Motivation seien X, Y zwei unabhingi-
ge, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungen P* und P auf R. Gemif Satz §11.07 hat dann das
Paar (X,Y) die Verteilung P* @ P auf R?. Andererseits ist X + Y eine reelle Zufallsvariable,
und fiir die Borel-messbare Additionsabbildung @ : R* — R mit (z,y) — ®((z,y)) ==z +y
gilt X +Y = @ o (X,Y). Damit hat X + Y die Verteilung (P* ® P*) o &' auf R. Aufgrund
der Kommutativitit der Addition ist (P¥ X P*) o &~ ! auch die Verteilung von Y + X. O

$17.02 Definition. Seien P, P zwei WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, 28). Dann heift das Wahrschein-
lichkeitsmaf [ZR9E :— (P ® P) o & auf (R, %) die Faltung von P und P. O

§17.03 Satz. Es seien X ~ P* und Y ~ P unabhiingige reelle Zufallsvariablen. Dann besitzt die
reelle Zufallsvariable X +Y die Verteilung P*™ = P¥ x P,

§17.04 Beweis von Satz §17.03. Die Aussage folgt aus der Vorbemerkung §§17.01. O
§17.05 Korollar. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

§17.06 Beweis von Korollar §17.05. Die Kommutativitit folgt aus der Vorbemerkung §§17.01. Die
Assoziativitit der Addition vererbt sich analog auf die Faltung. O

§17.07 Lemma (Diskreter Fall).
(i) Besitzen P und P Ziihldichten p und p auf Z, so besitzt P P die Ziihldichte

P *p|( sz— z e/,

kez
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(i) Besitzen P und P Zéihldichten p und p auf Ny, so besitzt P P die Ziihldichte

pxpln) == Y p(n—kpk), neNo.

kelo,n]
§17.08 Beweis von Lemma §17.07. In der Vorlesung. 0

§17.09 Beispiel.
(a) Fiirn € Nseidie gemeinsame Verteilung von (X;);c[, ein Bernoulli-Schema mit Parameter
p € [0,1] (vgl. Beispiele §04.08 (c)), das heibt, (X;);c[, sind unabhingige, identisch B,-
verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen (vgl. Beispiel §16.09 (c)). Dann ist X; + X5 Binomial
Bin(y p)-verteilt (vgl. Beispiele §04.08 (d)), da B, x B, = Bin( ;,):

(0)p, (0) =p(1=p)'p’(1 —p)' =p°(1 —p)*™°,
(Dp, (Dp, (0) =2p' (1 —p)* ',

1 2

p (Dp (1) =p*(1—p)*2.

P P

B *pl0)=p

m *pl)=p

B *n @)

P P

P

Per Induktion erhalten wir ), el X; ~ Bing, ). Fiir ein Bernoulli-Schema (X, )icn+m] ~
By mitn,m € Nsind 37,0 Xi ~ Bing,py und 3741 0 ng Xi ~ Bingn,y) unabhén-
gig (Lemma §16.05), und Zie[[n+m]] Xi ~ Bingnimp), als Bing, ) * Bing, ) = Bing,m p).

(b) Seien X ~ Poiy und Y ~ Poi, unabhingig mit A\, x € R}, so gilt X + Y ~ Poiyy,

\0?

(Ubungsaufgabe!). Setzt man zusitzlich Poiy := d, so bildet (Poiy)\cr: €ine Faltungs-
halbgruppe, d.h. es gilt Poiy » Poi,, = Poiy, fiiralle A\, n € R*. m

§17.10 Lemma (Stetiger Fall). Seien X und Y unabhdingige stetig-verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
X bzw. t¥. Dann ist X +'Y stetig-verteilt mit Dichte

) = [0 = [ G- Wl zeR

R

§17.11 Beweis von Lemma §17.10. In der Vorlesung. O

§17.12 Beispiel. Fiir \, p € R* definiere die Gamma-Verteilung iiber die Dichte

fr(w) (I) - I‘?:)) Ip_le_/\x]l(oﬂoo)(x)v r €R,

mit der Gamma-Funktion T'(p) = [~ t*~'e~'dt, sodass I'(n + 1) = n! fir n € Ngund I'(}) =

N

(a) Spezialfille sind I'( 1) = Exp, und I'(1 /5.1 /2) = X7
(b) Setzt man zusitzlich I'(5 oy := o, so bildet (I'( ) ) per+ fiir festes A € R, eine Faltungshalb-
gruppe, d.h.es gilt I'(y , ) * T3 o) = T3 pi4p0)-

(c) Insbesondere ist die Summe von k unabhiingigen x*-verteilten Zufallsvariablen (iquivalent
dazu die Summe der Quadrate, ) ie[k] Zf, von k unabhingigen standard-normalverteilten

Zufallsvariablen Z1, . .., Zy, oder dquivalent || Z||* eines standard-normalverteilten Zufalls-
vektors Z = (Zi)ieﬂkﬂ ~ No,g,) Im R*) gemif = DI'(1/2,x/2)-verteilt (Sprechweise:
x?2-Verteilung mit k Freiheitsgraden). O

§17.13 Beispiel. Fir X' ~ N, -2y und Y ~ N, .2, unabhingig ist X +Y ~ N, 1, 02 102

Setzen wir N, o) := 6, so bildet (N, 42))tcr+ eine Faltungshalbgruppe fiir alle © € R und
o € R*. Insbesondere, fiir (X;)cp) ~ N7, gilt Zie[[n]] Xi ~ N(nuno2) und folglich X, ~

(1,02)

N(u,02/n) (vgl. Beispiel §10.12 (a)). O
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§18 Multivariate Normalverteilung

§18.01 Vorbemerkung.. Im Folgenden fassen wir Vektoren als Spaltenvektoren a = (a; - - - a,)" € R"
auf. Wir bezeichnen mit (-,-) das Standardskalarprodukt auf R", das heiit, (a,b) = b'a =
> ic[n) @bi fir alle a, b € R™.

Sei X ein R™-wertiger Zufallsvektor mit Dichte f¥. Fiir b € R™ und regulirem A € R,
also det(A) # 0, besitzt nach dem Dichtetransformationssatz §10.08 dann der R™-wertige Zu-

fallsvektor Y = AX + b die Dichte " (y) = M. Sind insbesondere die Kompo-

[ det(A)]
nenten Xi,..., X, von X unabhingig und ist A eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen
¢ = (¢i)igfn)> kurz A = Diag(c), mit ¢; € Ryo, ¢ € [n], dann gilt det(A) = [[,cp g # 0

aXi+b

i€[n] |eif

und Y = Az + b = ( : ) besitzt die Dichte f¥(y) = [] ifx(%) In Bei-
cn X, + by

spiel §10.12 (c) haben wir weiterhin auf (R", ™) die multivariate Normalverteilung N, 5;) mit

Vektor ;1 € R™ und positiv definiter, also symmetrischer und regulirer, Matrix ¥ € R™ iiber

ihre Dichte fy . eingefiihrt. Im Fall einer nicht reguldren Matrix 3 wird eine Normalverteilung

degeneriert genannt. Im Folgenden werden wir einen allgemeineren Zugang betrachten, der es

erlaubt, auch degenerierte Normalverteilungen einzufiihren, die nicht iiber eine Lebesgue-Dichte

auf R™ definiert werden konnen. O

§18.02 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines R"™-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen (X c¢) fiir alle ¢ € R™.

§18.03 Beweis von Satz §18.02. Die Aussage kann zum Beispiel unter Zuhilfenahme von multivariaten
charakteristischen Funktionen (zum Beispiel Satz 15.5 in Klenke [2012]) gezeigt werden. O

§18.04 Korollar. Die Koordinaten eines R"-wertigen Zufallsvektors X sind genau dann unabhdingig
und identisch (standardnormal) N y-verteilt, wenn fiir jedes c € R" die reelle Zufallsvariable
(X, c) eine N(q (cc))-Verteilung besitzt. Fiir ¢ # 0 ist (X, ¢) also stetig verteilt mit Dichte

2
ﬂr(X@ (y) = fN([},(c.c))(y) = 21 eXp ( - 2(%,6) )7 Y € R.

7 (c,c)
§18.05 Beweis von Korollar §18.04. In der Vorlesung. O

§18.06 Definition. Ein R"-wertiger Zufallsvektor X besitzt eine multivariate Normalverteilung

mit ¢ € R” und positiv semi-definiter Matrix ¥ € R(™™ falls fiir alle ¢ € R" die reelle Zufalls-
variable (X, c) eine N((, ¢y (vc.))- Verteilung besitzt. Das Produktmall N g,y = ®i€ﬂn]] N1y =
N ’(10,1) heit insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei E,, die n-dimensionale
Einheitsmatrix ist. 0

§18.07 Vorbemerkung.. Fiir eine Matrix A € R™™ mit Spaltenvektoren (@ei)ic[n] bezeichnet
Bild(A) = ((Gei)ic[n)) € R™ die lineare Hiille der Spaltenvektoren, also das Bild der linea-
ren Abbildung R™ — R" mit x +— Ax. Fiir einen linearen Unterraum ¢/ C R"™ bezeichnet
R™ = U & U+ die direkte orthogonale Summe, das heif3t, ¢/ und U+ sind orthogonal, also fiir
alleu € U und v € V gilt (u,v) = 0, und jedes Element x € R" hat eine eindeutige Darstellung
r =u-+vmitu € Y und v € U+. Wir bezeichnen mit I, die Darstellungsmatrix der ortho-
gonalen Projektion von R™ in U, also U & U+ — U mit z = u + v — u = II;x. Eine Matrix
U € R(™™) heiBt partielle Isometrie, falls UU! = Hpjqqy und U'U = Hpjqqe). O

§18.08 Lemma. Seien X ~ N g,,) undY ~ N g, dann gelten die folgenden Aussagen
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(i) Falls A € R™™ ynd B € R"™F) mit AA' = BB? gilt, dann sind die R™-wertigen Zufalls-
vektoren AX und BY identisch verteilt.

(i) Falls U € R™™ eine partielle Isometrie ist, dann gilt UX ~ N, a0

(iii) Falls A € R0 und B € R™® mit A'B = 0. Dann sind gqa)X ~ N(o,11g,.,,) und
gila) X ~ N(0.11p,4.)) Unabhingig.
§18.09 Beweis von Lemma §18.08. In der Vorlesung. O

§18.10 Korollar. Sei X ~ N,y mit i = ()icfn) € R™ und ¥ = (345)i ey € R™™ positiv
semi-definit, dann gelten die folgenden Aussagen:
() Fiir alle i € [n] gilt X; ~ N, 5.,)-

(ii) Fiirallei,j € [n] miti # j sind die Koordinaten X; und X ; von X genau dann unabhdingig,
wenn X;; = 0 gilt.

(iii) Fiir A € R™™ undb € R™ gilt Y = AX + b ~ N(a,tp,4540)-

(iv) Ist X2 positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte

1 . )
fla) = (2m)"/2(det ©)1/2 eXp {_§<E (@ —p), (x — N)>} ) r e R
§18.11 Beweis von Korollar §18.10. Ubungsaufgabe. O

§19 Beispiele statistischer Modelle

§19.01 Definition. Sei (X,.7,R) ein adédquates statistisches Experiment fiir eine (X', % )-wertige Zu-
fallsvariable X und sei (X;);ez eine Familie von (X, .%)-wertige Zufallsvariablen mit nicht-
leerer abzéhlbarer Indexmenge Z. (X;);cz werden unabhiingige und identisch-verteilte (u.i.v.)
Kopien von X genannt, wenn fiir § € © mit X ~ B das Produktmal B* = ),.; ? auf dem
Produktraum (X%, .#7) die gemeinsame Verteilung von (X;);c7 ist. In diesem Fall ist das sta-
tistische Produktexperiment (X%, .#% B?) also addquat fiir (X;)icz. (X%, .#T, BY) wird auch
adidquates statistisches u.i.v. Modell fiir (X;);c7 genannt. O

§19.02 Schreibweise. JOGPEISNE und im Fall 7 = [n] auch (S GFESICSEAE. O

§19.03 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle fiir die im Kapitel 1 Prolog vorgestellten

Beispiele an.

(a) Beispiel I: Setzen wir Eins fiir das weibliche Geschlecht und Null fiir das minnliche Ge-
schlecht eines Konsumierenden, so beschreiben wir das Geschlecht der n = 1000 befragten
Konsumierenden als Stichprobe eines Bernoulli-Schemas ({0, 1}", 211" (B"),c0.1)), vgl.
Beispiele §04.08 (c). Sei (X;)icfn) @ (By)pefo,1)- Nach Beispiel §17.09 (a) ist dann ein Bi-
nomialverteilungsmodell ([0,n], 2171, (Bing, ,))pefo.1]) ein addquates statistisches Experi-
ment fir die Anzahl ), e[n) Xi der Konsumentinnen unter den befragten Konsumierenden.

(b) Beispiel II: Die zufillige Anzahl beschidigter Schrauben in den n = 100 Beuteln mit 50
Schrauben beschreiben wir wie in Beispiele §04.08 (d) durch ein Binomialverteilungsmo-
dell ([0,50]", 251" (Bins, ) )pero.n)) - Sei (Xi)iern) © (Bingsg ) )pejo,1j- Nach §17.09 (a)
ist dann ein Binomialverteilungsmodell ([0, 50n], 2% (Bin(s0,,))pepo,1]) ein addquates
statistisches Experiment fiir die Gesamtanzahl ) ic[n] “Xi an beschadigten Schrauben.
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©

(d)

©)

()

Beispiel I11: Die n = 280 zufélligen Anzahlen eingegangener Anrufe innerhalb einer Wo-
che beschreiben wir durch ein Poissonverteilungsmodell (N, 2%, (Poi})\cg- ), vel. Bei-
spiele §04.08 (f). Sei (X;)icpn) @ (Poi}) \er:- Nach Beispiel §17.09 (a) ist dann ein Pois-
sonverteilungsmodell (N, 2V, (Poiy,) e ) ein addquates statistisches Experiment fiir die
Gesamtanzahl ) ie[n] “Xi eingegangener Anrufe.

Beispiel IV: Die zufélligen Wartezeiten an der U-Bahn Haltestelle an den n = 90 Tag (in
Minuten) beschreiben wir durch ein Uniformverteilungsmodell (R", 2", (Uf, ;)ser:), vel.
Beispiele §05.07 (a). Sei (Xi)ie[n] @ (Ufg g )oers- Bezeichne fiir § € RY mit B das stetige
Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, %) mit Wahrscheinlichkeitsdichte f,(x) = %]l[w] (x),
x € R. Das stetige statistisches Experiment (IR, B, (B)oer:, ) ist dann addquat fiir die maxi-
male Wartezeit max;e[,) X;.

Beispiel V: Die zufillige Lebensdauer der n = 100 Glithlampen (in Stunden) beschreiben
wir durch ein Exponentialverteilungsmodell (R”, A", (Exp)) rer: ), vgl. Beispiele §05.07
(b). Sei (Xi)iefn) @ (Exp}) rer:- Nach Beispiel §17.12 ist dann ein Gammaverteilungsmo-
dell ([R{, B, (L)) AR, ) ein adédquates statistisches Experiment fiir die kumulierte Lebens-
daver ), 1,1 X; der Gliihlampen.

Beispiel VI: Die zufilligen Messwerte beschreiben wir durch ein Normalverteilungsmo-
dell ([R{”, B, (N?ﬂvgg))(Imz)eRxR\f"), vgl. Beispiele §05.07 (¢). Ein Normalverteilungsmo-
dell ([R,%’, (N(nﬂ,nﬁ))(u,a?)eu&xm) ist dann nach Beispiel §17.13 ein adédquates statisti-
sches Experiment fiir den kumulierten Messwert Z?:l X; und nach Beispiel §10.12 (a)
ist (R, 2, (N(u02/n)) (u02)crxr,) addquat fiir den mittleren Messwert + >~ ., X; = X,.

m

i€[n]
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Kapitel 5

Erwartungswert

§20 Positive numerische Zufallsvariablen

§20.01 Satz. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsma3 P auf einem messbarem Raum (S, o) existiert ein
eindeutig bestimmtes Funktional = : o — R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt

sind:

(i) Fiiralle X,Y € o und a,b € R' gilt E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y); (linear)
(i) Fiir alle (X,,)nen T X in o gilt E(X,,) TE(X); (o-stetig)
(iil) Fiir jedes A € of gilt E(1,) = P(A). (normiert)

Das Funktional E wird Erwartung bzgl. P genannt und fiir jedes X € o heifit |A@QY der
Erwartungswert von X.

§20.02 Beweis von Satz §20.01. Der Satz fasst die Hauptaussage dieses Abschnittes zusammen, der
Beweis der Aussage erfolgt in mehreren Schritten. Wir zeigen zuerst in Satz $§20.05 die Ein-
deutigkeitsaussage, und geben dann in Definition §20.07 ein Funktional E:o —R' explizit
an, fiir das wir in mehreren Schritten die Bedingungen (i)-(iii) nachweisen. Zusammenfassend
zeigen wir damit dann in Satz §20.11 auch die Existenzaussage. O

§20.03 Schreibweise. Wenn es uns wichtig ist, den Stichprobenraum und das Wahrscheinlichkeitsmaf3
zu betonen, so schreiben wir auch

E(X)=E.(X /Xle’ /X P(dw) sowie
E(X1,) =P(X1,) = /ﬂ,\(w)X( )P (dw) /X(]IP’ fir A e o.
Ja

Die Begriindung fiir diese Schreibweise wird in der Maf3theorie gegeben, in der gezeigt wird,
dass der Erwartungswert von X gerade das Lebesgue-Integral von X bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsmaBles P ist. O

§20.04 Bemerkung. Der Beweis der nichsten Aussage wendet die Beweisstrategie §09.06 an. O

§20.05 Eindeutigkeitssatz. Die Erwartung ist eindeutig bestimmt.

§20.06 Beweis von Satz §20.05. In der Vorlesung. O

Eine Partition P := {A;|i € Z} C & von {2 nennen wir endlich, wenn die nicht-leere
Indexmenge Z endlich ist. Fiir jedes A € P gilt also ) # A € /. Fiir den weiteren Verlauf sei
P .= {P C &/ | P endliche Partition von 2}.

$20.07 Definition. Sei @ : 7" — R mit

X - E(X):= 22}5;{ > (iggX(w))P(A)}.
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Kapitel 5 Erwartungswert §20 Positive numerische Zufallsvariablen

$20.08 Erinnerung. Fiir X, Y € &/ mit X (w) < Y (w) fiir alle w € Q schreiben wir X < V', O

§20.09 Lemma.
(i) Sei {Bj,|j € J} € & eine endliche, messbare Partition von ) und
sei X =) e jls, eine einfache Zufallsvariable aus /" . Dann gilt

E(X) =) z,P(B)).

JET
Insbesondere, erfiillt E also die Bedingung Satz §20.01 (ii1). (normiert)
(ii) Fiiralle XY € o mit X <Y gilt E(X) <E(Y). (monoton)
(iii) Fiir alle (X,)nen T X in o gilt E(X,) T E(X). (monotone Konvergenz, o-stetig)
E erfiillt also die Bedingung Satz §20.01 (ii).
(iv) Fiiralle X,Y € o und a,b € R" gilt E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y). (linear)

E erfiillt die Bedingung Satz §20.01 (i).
§20.10 Beweis von Lemma §20.09. In der Vorlesung. O

$20.11 Existenzsatz. Das Funktional E : o/ — R wie in Definition §20.07 ist eine Erwartung bzgl.
P, das heifit, es erfiillt die Bedingungen (1)-(iii) aus Satz §20.01.

§20.12 Beweis von Satz §20.11. Die Aussage folgt direkt aus Lemma §20.09 (1), (iii) und (iv). O

Damit haben wir Satz §20.01 nachgewiesen, so dass die Erwartung E eindeutig ist und durch
die explizite Form in Definition §20.07 gegeben ist.

Weitere Eigenschaften
§20.13 Lemma.
(i) Fiir X € o ist P(X = 0) = 1 genau dann wenn E(X) = 0.
(ii) Sei X € &/ mit E(X) < oo. Dann gilt P(X = +00) = 0. (endlich)

(i) Fiir X,Y € o giltP(X <Y) = 1 genau dann, wenn E(X1,) < E(Y'1,) fiiralle A € of
gilt. Insbesondere, aus P(X <Y) =1 folgt E(X) < E(Y).

(iv) Fiir X,Y € o giltP(X =Y) = 1 genau dann, wenn E(X1,) = E(Y'1,) fiir alle A € o
gilt.

§20.14 Beweis von Lemma §20.13. In der Vorlesung. O

§20.15 Schreibweise. Fiir P(X = 0) = 1 schreiben wir auch kurz X = 0 P-f.s. (Sprechweise: [P fast
sicher), oder X = 0 P-f.ii. (Sprechweise: P fast iiberall). Fiir P(X = oo) = 0 schreiben wir
auch X' < oo P-f.s.. Falls P aus dem Kontext klar ist, wird dies hdufig auch einfach weggelassen.

O

§20.16 Lemma von Fatou. Fiir jede Folge (X,,)nen aus o gilt

E(lim inf X,) < lim inf E(X,,).

n—oo n—o0

§20.17 Beweis von Lemma §20.16. In der Vorlesung. 0
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§21 Integrierbare Zufallsvariablen Kapitel 5 Erwartungswert

§20.18 Beispiel. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (R, %, Uy ;) betrachte fiir n € N die reelle Zu-
fallsvariable X,, := nl,,. Fir jedes n € N gilt dann E(X,) = nUy;((0,2]) = 1 und
somit lim inf,, ., E(X,) = 1. Andererseits, fiir jedes w € R ist lim,,_,,, X,,(w) = 0, sodass
E(lim inf, o X,) =0 < 1 = lim inf,_,,, E(X,,) gilt. O

§20.19 Lemma. Fiir jede Folge (X,,)nen aus o gilty .y Xn € " und

[E(an>:Z[E(X

$20.20 Beweis von Lemma §20.19. Ubungsaufgabe unter Verwendung von Satz §20.01 (i) (linear) und
(i1) (monotone Konvergenz). 0

§20.21 Lemma. Eine Familie (<7;);c7 von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-leerer Index-
menge 1 ist unabhiingig, also 1L ,cz <, genau dann, wenn fiir jede Familie (Xi)iez positiver
numerischer Zufallsvariablen mit X; € ,Qﬁ, 1 € Z, und jede endliche nicht-leere Teilmenge

J ST gilt E([Tjes Xj) = [jes E(X)):

§20.22 Beweis von Lemma §20.21. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie §09.06. o

§21 Integrierbare Zufallsvariablen

$21.01 Vorbemerkung. Sei (€2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € &/ eine numerische
Zufallsvariable. Dann definieren wir den Erwartungswert von X mit Hilfe der Zerlegung von
X = X' — X~ indie positiven numerischen Zufallsvariablen X © = X VOund X~ = (—X)V0
aus o7 . Zur Erinnerung, es gilt: 0 < X7, 0 < X, | X| = X" + X~ sowie X T X~ = 0. O

$21.02 Definition. Sei X € .7 eine numerische Zufallsvariable.
(a) Ist hochstens einer der beiden Erwartungswerte E(X ) und E(X ~) nicht endlich, das heiBt,
E(XT)ANE(X ™) < oo, so definiert {A®@N := E(X ) — E(X ) den Erwartungswert von
X mit den iiblichen Konventionen co + = oo und —oo + x = —oo fiir alle z € R. Der
Erwartungswert von X ist nicht definiert, wenn E(X 1) = E(X ™) = oo gilt.

(b) Falls E(|X]) < oo, also falls E(X ') < oo und E(X ™) < oo, gilt, dann heiit X integrier-
bar. Die Menge aller integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen wir mit
= ZP) =L O,,P) ={X cd : E(|X]) < x}. O

21.03 Bemerkung. Sei X € .. Auf Grund der Endlichkeit in Lemma §20.13 (ii) gilt somit auch
P(|X] < oo) = 1, das heiBt, X ist fast sicher gleich einer reellen Zufallsvariablen. Wie in
Schreibweise §20.03 schreiben wir den Erwartungswert Von X auch als Lebesgue Integral von
X bzgl. des WahrscheinlichkeitsmaBes P, das heift, E (X fQ ). In der MaBtheorie
werden weiterhin die folgenden zwei Darstellungen geze1gt

(i) Sei[P ein stetiges Wahrscheinlichkeitsma$ auf R” mit Dichte f. Dann gilt X € Z(R", %", P)
genau dann, wenn [, | X (w)|f (w)dw < oo. In diesem Fall ist

E(X / X (w)F (w)do

(ii) Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit Zahldichte p. Dann gilt X € .4 genau dann
wenn ), | X (w)|p(w) < oo. In diesem Fall ist

E(X) = =) X(w

wef 0
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21.04 Proposition. % ist ein Vektorraum. Fiir das Funktional E : £ — R mit X — E(X) gilt:

(i) Fiiralle XY € Zunda,b € R gilt E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y); (linear)
(ii) Fiiralle X € L mit X > 0 gilt E(X) > 0; (positiv)
(iil) Fiiralle X € £ gilt |E(X)| < E(|X]);

(iv) Fiiralle XY € A mit X <Y gilt E(X) < E(Y); (monoton)

(v) Fiiralle X € o mit sup,,.q | X (w)| < oo gilt X € Z. In diesem Fall heif3t X beschrinkt.
(vi) Seien X € LundY € o mitP(X =Y) =1, dann gilt Y € L und E(X) =E(Y).
(vii) Falls X,Y € £ unabhdngig sind, so gilt XY € L und E(XY) = E(X)E(Y).

21.05 Beweis von Proposition §21.04. In der Vorlesung sowie (ii)-(vi) Ubungsaufgabe, wobei fiir (vi)
zuerst gezeigt werden sollte, dass E(|.X — Y|) = 0 gilt. O

§21.06 Beispiel.
(a) Sei (Xi)icpa ~ By, n € N, p € [0,1], ein Bernoulli-Schema. Fiir jedes i € [n] ist X; ~
B, mit P(X; = 1) = pund P(X; = 0) = 1 — p, sodass X; € .4 mit E(X;) = p.
Da X = Zle ] X; ~ Bing, ) (vgl. Beispiel §17.09 (a)) ist auch X € 4 mit E(X) =
> icfn E(Xi) = np. Da der Erwartungswert nur von der Verteilung abhéingt, sagt man zum
Beispiel, dass die Bing, ;)-Verteilung den Erwartungswert np besitzt.

(b) Sei X ~ Poiy mit A € R und Zihldichte p_ (k) = %e*’\, k € Ny (vgl. Beispiele §04.08
(f)). Dann ist X € % mit

E(X) =) kp Zkk,e )\Z(A“ - AZ _

keNp keN keN keNo

(c) Fiir Z ~ N1 gilt Z € £ und auf Grund der symmetrischen Dichte E(Z) = 0. O

Weitere Eigenschaften
§21.07 Lemma. Fiir X € £ ist P(X = 0) = 1 genau dann wenn E(X1,) = 0 fiir alle A € < gilt.
§21.08 Beweis von Lemma §21.07. In der Vorlesung. O
§21.09 Lemma (Stetigkeit). Sei X € Z. Dann gilt
VeeR! : dJ0. eR} : VAec & : P(A) <d. = E(|X|Ly) <€
Insbesondere, fiir alle (A;,)nen aus </ mit lim,,_,, P(A,) = 0 gilt lim,,_, E(|X|1,,) = 0.
§21.10 Beweis von Lemma §21.09. In der Vorlesung. 0

§21.11 Erinnerung. Eine Funktion ¢ : R — R heilt konvex, wenn
oAz + (1= N)y) < Ap(x) + (1= N)o(y)
fiir alle z, y € R und fiir alle A € [0, 1] gilt. O

21.12 Ungleichung von Jensen. Seien X € £ und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit p(X) € 4.
Dann gilt ¢ (E(X)) < E(¢(X)).
§21.13 Beweis von Satz §21.12. In der Vorlesung. O
21.14 Beispiel. Fiir p, ¢ € R}, mit p < g seien | X |7, |X|? € 4. Da ¢(z) = |z|7/? konvex ist, folgt aus
§§21.12 die Ungleichung von Lyapounov E (| X|?) < (E(\X!q))p/q. O
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Konvergenzsatze
§21.15 Satz von der monotonen Konvergenz. Sei (X,,),en eine Folge aus £, derart dass: o
(M1) (X,)nen ist monoton wachsend (fallend), also X,, T X (bzw. X,, | X) fiir ein X € o ;
(M2) (JE(X,)|)nen ist beschrinkt, das heifst, sup,,c |E(X,)| < oc.
Dann gilt X € L und E(X,,) T E(X) (bzw. E(X,,) | E(X)).
§21.16 Beweis von Satz §21.15. In der Vorlesung. O
§21.17 Satz von der dominierten Konvergenz. Sei (X,,),cn eine Folge aus £ derart, dass gelten:
(D1) (X, )nen ist (punktweise) konvergent, also lim,, ., X,, = X fiir ein X € o,

(D2) Es existiert Y € 4 mit sup,,cy | Xn| <Y, also sup,, | Xn| € 4.
Dann gilt X € 4, lim,,_, E(|X — X,,|) = 0 und lim,,_,. E(X,,) = E(X).

§21.18 Beweis von Satz §21.17. In der Vorlesung. O

§21.19 Satz von der konvergenten Reihe. Sei (X,,),cn eine Folge aus £ mit >
Dann gilt:
(i) Die Reihe Y., . Xn konvergiert absolut fast sicher, also P (Y, | X,,| < c0) = 1;

(i) > ,en Xn € L und
(ii)) E(Xnen Xn) = 2pen E(Xn).

§21.20 Beweis von Satz §21.19. Ubungsaufgabe. Hinweis: Benutzen Sie Lemma §20.19 und die End-
lichkeitsaussage aus Lemma §20.13 (ii) um zu zeigen, dass Y := > | X,| < oo P-f.s., und

dass Y € %4. AnschlieBend wenden Sie den Beweis §21.18 von der dominierten Konvergenz auf
die Folge der Partialsummen an. O

E(|X,]) < oo

neN

§21.21 Bemerkung. Die Reihe ) _ X, bleibt nicht definiert auf dem Ereignis {)_ _\ [X,| = oo}.

Da die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses Null ist, hat es keinen Einfluss auf den Wert von
E(Y,.cn Xn) (vgl. Proposition §21.04 (vi)). .

§22 Variablentransformation

§22.01 Satz. Sei X eine (S,.7)-wertige Zufallsvariable auf (0, </ ,P), sei PX = P o X' die Vertei-
lung von X auf (S,.) und sei h € ./ eine numerische Zufallsvariable auf (S, ).
(1) Fiirh > 0, also h € 7, gilt

P (h(X)) = / B(X)dP = E, (h(X)) = E,.(h) = / hdPX = BY(h).  (22.01)
Q s
() h(X) € L, ,P) gilt genau dann, wenn h € Z(S,7,P¥). In diesem Fall ist (22.01)
ebenfalls erfiillt.
§22.02 Skizze.
(o) —=—(5.7)
h e (P
h(X) e% [
R, 7) )

§22.03 Bemerkung. Analog zu Bemerkung §21.03 werden in der Maf3theorie weiterhin die folgenden
zwei Darstellungen gezeigt:
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(1) Sei X ein stetig-verteilter Zufallsvektor im R™ mit Dichte ¥ und sei h : R™ — R Borel-
messbar. Dann gilt h € Z(R", %", P¥) genau dann wenn [, |2(2)|F (x)dz < oo. In diesem
Fall ist

E(h(X)) = ./H;” h(z)* (z)dz = P*(h).

(ii) Seien X eine diskret-verteilte X := X (2)-wertige Zufallsvariable mit Zihldichte p* und
h:X — R,sogilt h € Z(x,2% P¥) genau dann wenn > .. |(x)|p" (z) < oo. In diesem
Fall ist

E(X) = E(h(X)) =Y h(z)p*(z) = P*(h).

reX

reX

Sei X : (Q,7,P) - (R,Z,P¥)und idg : R — R mit z — idg(z) := x. Dann gilt
X € Z(0,«,P) genau dann, wenn idg € Z/(R,%,P¥). In diesem Fall schreiben wir auch
P(X) = [, X(w)P(dw) = E.(X) = E.(idz) = [ P*(dz) = P*(idg). 0

§22.04 Beispiel.
(a) Sei X = |[W; — Wy und Y = W; + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Sum-
me der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W7, Ws) ~ Lapﬁm]] (vgl.
Beispiel §11.12 (a)). Dann gilt

[E(lwl_W2’): Z ’2_]‘36 ZZM_]‘%__

(i.5)€[6]? ie[6] je[6]

- 10 8 6 4 2 _ 35 Waiterhi :
oder alternativ E(X) = 05 + 133 + 2% 4 35 + 45 + 52 = 2. Weiterhin erhalten wir

E(Y) = T.E(XY) = 3 E(X) = £ mnd E(V2) =%,

(b) Sei X ~ Poiy mit A\ € R

+ und Zihldichte p_ (k) = %e”‘, k € Ny (vgl. Beispiel §21.06
(b)). Dann gilt

E(X(X—1) =) k(k—1)p, (k) = e =N p, (k) =X
k=0 k=2 k=0
und somit E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X) = A\ + A\
(c) Fiir Z ~ N gilt mit partleller Integration unter Benutzung von i, (2) = —zf  (2)

sowie (0 = E(Z) = [ 2, (2)dz

N(a 1)

E(Z%) = /R 2, (2) = — /R 2, (2)dz = /R fy,, (2)dz= 1.

Alternativ, da Y = Z2 ~ 3 gilt auch E(Z?) = [~ y(2my) /e ¥/?dy = 1.

(d) Betrachten wir wie in Beispiel §10.12 (d) einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor
(Z1, Z>) mit Parametern y1; = 0 = po, 0y = 1 = o und p € (—1,1), dann gilt Z; ~ N
und Z3 ~ Ng 1) (vgl. Beispiel §11.12 (b)). Weiterhin fir Z ~ Ny ist V = /1 — P2 ~

N(o,(1—p2)) (vgl. Beispiel §10.12 (a)) mit Dichte " (v) = ﬁ exp(— ) und
m(1—p

_ _ _ v Y R __ v
0=1/1-pPE(Z)=E(V) = /R“Tf (w)dv = /R i Pz v

60 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

_ v
2(1—p?)




§23 _Z-integrierbare Zufallsvariablen Kapitel 5 Erwartungswert

Somit gilt, unter Verwendung der gemeinsamem Dichte f“*%2) von (Z;, Z5) und der Substi-
tution von 25 — pz; durch v,

[E(Zl<Zg — le)) = / / 21(22 — le)ﬂ:<Z1’Z2>(21, Zg)dzleQ
R JR

(1 p )zl) \}«22'2 le) exp( (;2( pz1) )dZQle
m(1—p?)

= /Rzlfle(zl)/vav(v)dvdzl =E(Z)E(V) = 0.

W exp(—

Folglich gilt E(Z,Z,) = E(Z1(Zy — pZy)) + pE(Z}) = p, da E(Z}) = 1 nach (b). 0
$22.05 Proposition. Sei X € o, dann gilt E(X = [T P(X > y)dy.
§22.06 Beweis von Proposition §22.05. Ubungsaufgabe. O

§23 _Z-integrierbare Zufallsvariablen
Sei (€2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

§23.01 Definition. Sei X € .7 eine numerische Zufallsvariable.
(a) Fiir p € R, definiere

B - { (E(X17) . fiirp € R,
- inf {z e R": P(|X|>2) =0} , fiirp=cc.

X heit Z-integrierbar, wenn || X ||z < oco. Die Menge aller .Z-integrierbaren Zufallsva-
riablen bezeichnen wir mit = 2([P):=2(Q4.P):={X € F||X| g < oo}
(b) Fiirr X € % und p € N heifit E(X?) das p-te Moment von X; fiir X € £ und p € R}, heilit
E(|X|?) das p-te absolute Moment von X . O
§23.02 Bemerkung.
(i) Fir p = 1 stimmt die letzte Definition mit Definition §21.02 (b) {iberein.
(ii) Fir p € R}, gilt X € % genau dann, wenn | X |P € 4 gilt.
(iii) Fiir p = oo gilt P(|X| > || X||%) = 0, da die Funktion z — P (|X| > z) rechtsstetig
ist. m
§23.03 Korollar. Fiirp,q € @; mitp < qund X € & gilt || X|| ¢ < || X|| % und somit £, C %,
§23.04 Beweis von Korollar §23.03. In der Vorlesung. 0
§23.05 Lemma. Seien X € o/ undp € R,
() || X% = 0 gilt genau dann, wenn P(X = 0) = 1 gilt;
(i) Fiira € R gilt ||aX | = |a||| X »;
(iii) |1l =1;
(iv) Fir X € Z gilt P(|X| < o0) =1;
(V) FiirY €  mitP(X =Y) = 1gilt | X| 2 = ||Y] 2

§23.06 Beweis von Lemma $23.05. Ubungsaufgabe. O

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 61



Kapitel 5 Erwartungswert §24 Varianz, Kovarianz und Korrelation

$23.07 Holder Ungleichung. Seien X,Y € o/ und p,q € [1,00] mit 11) + % = 1. Dann gilt:

E(IXY]) < | X[ £llY ]l -
§23.08 Beweis von Satz §23.07. In der Vorlesung. O
§23.09 Cauchy-Schwarz Ungleichung. Fiir X,Y € £ gilt XY € £ und

E(XY)P < IXI%lY % = EQXPE(YP).
§23.10 Beweis von Satz §23.09. Die Aussage folgt direkt aus Satz §23.07. O
§23.11 Minkowski Ungleichung. Fiir X,Y € £ mitp € [1,00] gilt X +Y € Z und

X +Yllg <Xz + Y]
§23.12 Beweis von Satz §23.11. In der Vorlesung. O
§23.13 Bemerkung. Fiir p € [1,00] ist ||-|| ¢ eine Pseudonorm auf .%, das heifit fir X,Y € £ und

a € R gilt:
(i) [|aX|.% = |a|]| X ||z (Lemma §23.05 (ii))

(i) [|[X + Y]z < || X]| .2+ |Y] .« Minkowski-Ungleichung §23.11)
(iii) ||X |l > 0 furalle X und || X|| & = 0, falls X = 0 P-f.s.. (Lemma §23.05 (i)) O

§24 Varianz, Kovarianz und Korrelation
§24.01 Erinnerung.. Fiur XY € & folgt aus Satz §23.07, dass X, Y, XY € & sind. o
§24.02 Definition. Fiir Zufallsvariablen XY € % bezeichnet
OB — E({X —E(X){Y —EY)}) =E(XY) —E(X)E(®Y)
die Kovarianz zwischen X und Y.
\WRE@) = Cov(X, X) = E{X—E(X)}?) = E(X*)—{E(X)}* und = /Var(X)
heif3t die Varianz bzw. Standardabweichung (standard deviation) von X.

§24.03 Lemma. Seien X,Y,Z € L unda,b € R.
(i) Es gilt Var(X) = 0 genau dann, wenn P(X = E(X)) = 1, also wenn eine Konstante ¢ € R
mit X = c P-f.s. existiert;

(i) Cov : 4 x £ — R ist eine positiv semi-definite, symmetrische Bilinearform, das heif3t

(a) Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (symmetrisch)
(b) Cov(aX +0bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z) (linear)
(c) Cov(X,X) >0 (positiv semi-definit)

und es gilt weiterhin Cov(a, X) = 0.

(iii) Var : £ — R" ist die von Cov induzierte quadratische Form, sodass
(a) Var(aX +b) = a*Var(X) und
(b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) gelten.
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§24.04 Beweis von Lemma §24.03. Ubung O

§24.05 Beispiel (Beispiel §22.04 fortgesetzt.).

(a) Sei X ~ Poiy mit A € R}. Dann gilt E(X) = X und E(X?) = A + X (vgl. Beispiel §22.04
(b)), sodass Var(X) = E(XQ) (E(X))?2 =X+ X — )\ = )il

(b) Fiir Z ~ No1) gilt E(Z) = 0 und E(Z?) = 1 (vgl. Beispiel §22.04 (c)), so dass Var(Z) =
E(Z?) — (E(Z))? = 1l.Firp € Rund 0 € R ist X = 14+ 0Z ~ N2 (vgl. Bei-
spiel §10.12 (a)), sodass E(X) = 0E(Z) + p = pund Var(X) = o? Var(Z) = o2 gilt.

(c) Betrachten wir wie in Beispiel §10.12 (d) einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor
(X,Y) mit Parametern p1, 2 € R, 01,09 € Rf und p € (—1,1), dann gilt X ~ N, .2
und V'~ N, 2 (Vgl Beispiel §11.12 (b)), sowie Z; := o7 (X — 1) ~ No1) und
Zy =0y (Y uQ) No,1y (vgl. Beispiel §10.12 (a)). Der Zufallsvektor (Z1, Z5) ist eben-
falls bivariat normalverteilt mit Parametern 1y = 0 = pp, 01 = 1 = oo und E(Z12;) = p €
(—1,1) (vgl. Beispiel §22.04 (d)). Insbesondere, gilt damit Cov(X,Y") = E({X — iy }{Y —
p2}t) = E({o1Z1{o222}) = o102p. =

§24.06 Beste konstante Vorhersage. Fiir Y € 4 und a € R heifst E(Y — a) Bias und es gilt die
Bias?*-Varianz-Zerlegung
E(]Y —al?) = |E(Y) — a* + Var(Y).
Die Abbildung a — E(|Y — a|*) nimmt ihr Minimum auf R genau bei a* = E(Y') an, sodass
IC'LHE% E(Y —al?) =Var(Y) und {E(Y)}=argminE(]Y —al?)

acR

gilt und a* = E(Y') beste konstante Vorhersage von'Y genannt wird. O

§24.07 Markov Ungleichung. Fiir Y € " und p,e € RY gilt ePlyy.y < YP, sodass Propositi-
on §21.04 (iv) impliziert P(Y > ¢) < e PE(Y?). O

§24.08 Tschebischeff Ungleichung. Fiir X € Zund e € R} impliziert das Anwenden von Satz §24.07
auf Y = |X —E(X)|, (|1X —E(X)| =2 ¢e) < e ?Var(X). O

§24.00 Bemerkung. Der Erwartungswert z := E(X) und die Varianz 0% := Var(X) sind KenngroBen
der von X induzierten Verteilung P, insbesondere hingen diese nicht direkt von X sondern
nur von P* ab. Dies erklirt auch, warum in der Statistik der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, P)
hiufig nicht angegeben wird, da die Beobachtung von X nur Riickschliisse auf die Verteilung
von X erlaubt. Betrachten wir die Varianz, so ist diese eine Mal der Streuung von X um seinen
Erwartungswert, da nach §§24.08 P(|X — p| > ko) < i fiir alle k € N gilt. Damit erhalten wir
zum Beispiel P(| X — p| > 0) < 1, P(|X — p| > 20) < 0,25 sowie P(|X — u| > 30) <0, 12.
Die Abschitzung §§24.08 ist sehr grob, da sie fiir alle Zufallsvariablen in .Z gilt. Kennt man
die Verteilung von X, so kann man die Wahrscheinlichkeit genau ausrechnen. Zum Beispiel fiir
X ~ Nyo2), gilt P(|X — p| < ko) = ®(k) — &(—k) = 2®(k) — 1 (vgl. Beispiel §10.12
(a)), sodass P(|X — pu| > ko) = 2 — 2®(k) und insbesondere P(|X — u| > o) =~ 0,32,
P(|X — pu| > 20) =~ 0,04 sowie P(|X — p| > 30) ~ 0,0026. O

§24.10 Erinnerung.. Fir XY € Z gilt| Cov(X,Y)| < std(X) std(Y') durch Anwenden der Cauchy-
Schwarz Ungleichung §§23.09. O

§24.11 Definition. Fiir XY € .4 mit std(X) > 0 und std(Y") > 0 bezeichnet

Cov(X,Y)

PLY. V) Elwrgraymri

e [-1,1]

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 63



Kapitel S Erwartungswert §24 Varianz, Kovarianz und Korrelation

die Korrelation zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y') = 0 gilt, heiBen X und Y unkorreliert.

§24.12 Korollar.
(i) Fiir unkorrellierte Zufallsvariablen X,Y € 4 gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

(i)

Unabhiingige Zufallsvariablen XY € .4 sind unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht.

§24.13 Beweis von Korollar §24.12. Die Aussage (i) folgt aus Lemma §24.03 (iii) (b) und die Aussage
(i1) direkt aus Proposition §21.04 (vii) und Beispiel §24.14. O

§24.14 Beispiel.

(@)

(b)

(c)

Sei (Xi)icp) ~ By, n € N, p € [0, 1], ein Bernoulli-Schema. Fiir jedes 7 € [n] ist X; ~ B,
mit P(X; = 1) = pund P(X; = 0) = 1 — p, sodass X; € 4 mit E(X?) = p und
Var(X;) = p(l—p).DaX = Zie[[n]] X; ~ Bing,p) (vgl. Beispiel §17.09 (a)) und LL;cp, X
istauch X € 4 mit Var(X) = >, Var(X;) = np(1 — p). Im Fall p € {0,1} gilt also
Var(X) = 0 sowie stets Var(X) < n/4. Die relative Haufigkeit von Erfolgen p := X/n
erfiillt E(p) = p und Var(p) = 222 < L

n 4n*

Sei X = |W; — W5 und Y = W, + W der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe
der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W5, W) ~ LapEG]] (vgl. Bei-
spiel §11.12 (a)). Dann sind X und Y nicht unabhiingig (vgl. Beispiel §16.09 (b)), aber X
und Y sind unkorreliert, da Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 22 — 2.7 = 0 (vgl.
Beispiel §22.04 (a)).

Sei (X,Y) bivariat normalverteilt wie in Beispiel §10.12 (d) mit Parametern j1, s € R,
01,02 € R und p € (—1,1). Dann gilt std(X) = o, und std(Y") = o, sowie Cov(X,Y) =
o109p (vgl. Beispiel §24.05 (b) bzw. (c¢)) und somit (X, Y) = p. Da X und Y genau dann
unabhingig sind, wenn p = 0 gilt (vgl. Beispiel §16.09 (e)), sind also X und Y genau dann
unabhingig, wenn sie unkorreliert sind. Achtung, es ist natiirlich moglich, dass X ~ N, ;2
und Y ~ Ny, ,2) unkorreliert sind, aber der Vektor (X,Y") nicht bivariat normalverteilt ist.
Betrachte dazu zwei unabhéingige Zufallsvariablen X und V', wobei X ~ Ng 1) und V" ist
eine Rademacher-Zufallsvariable, d.h. V € {—1,1} mit P(V = —1) = 1/2 = P(V = 1).
Es ist nun leicht zu zeigen, dass die Zufallsvariablen Y := V' X und X unkorreliert sind und
dass Y ~ N 1) (Ubung!). Die Zufallsvariablen X und Y sind somit standardnormalverteilt
und unkorreliert, aber ihre gemeinsame Verteilung ist keine Normalverteilung (warum?).
Die nichsten Graphiken zeigen 5000 Realisierungen von (X,Y") (in griin) und zum Ver-
gleich 5000 Realisierungen einer bivariaten Standardnormalverteilung.

O

§24.15 Vorbemerkung.. Seien X,Y € £ Zufallsvariablen. Welche affine Funktion a X + b mit a, b €
R von X sagt Y am Besten vorher, im Sinne, dass der mittlere quadratische Vorhersagefehler
(Mean Squared Prediction Error, kurz MSPE) E(|Y — {aX + b}|?) minimal ist? Ist Var(X) = 0,
so befinden wir uns im Fall der besten konstanten Vorhersage §5$24.06, sodass wir im Folgenden
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Var(X) > 0 annehmen und mit
Ly ={aX+b|la,beR}CZ
die Menge der Zufallsvariablen, die affine Funktionen von X sind, bezeichnen. O

§24.16 Beste lineare Vorhersage. Seien X,Y € 4 mit Var(X) > 0. Fiir jedes Z = aX +b € Lx gilt
die Bias®+Varianz-Zerlegung

E()Y — Z]*) = [E(Y) —E(Z)|> +Var(Y — Z) = |E(Y) — aE(X) — b|* + Var(Y — aX).

Da fiir a* := 25 6ilr Cov(Y — a*X, X) = Cov(Y, X) — a* Var(X) = 0, folgt

Var(X)

Var(Y — aX) =Var (Y —a*X + (a* — a)X) = Var(Y — a*X) + (a* — a)* Var(X);
Var(Y — a*X) = Var(Y) + (a*)? Var(X) — 2Cov(Y,a*X)
Cov(X,Y)?

= Var(Y) - Var(X)

= Var(Y)(1 — P*(X,Y)).
Fiirb* .= E(Y) — a*E(X) und Z* = a* X + b* gilt somit
E(Y — Z]*) > Var(Y —aX) > Var(Y —a*X) = E(]Y — Z*])

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn a = a* und b = b* gilt. Zusammenfassend nimmt die
Abbildung Z — E(|Y — Z|*) damit ihr Minimum auf Lx genau bei Z* an, sodass

E()Y - Z]2) = E(Y - Z']%) = Var(Y)(1 - F(X,Y))

ZeLx
und {[E(Y) + S (o [E(X))} = {Z*} = arg minE(]Y — ZJ?)
ZeLx
gilt. Z* = a* X + b* wird beste lineare Vorhersage von 'Y durch X genannt. O

§24.17 Bemerkung. Damingcy, E(|Y —Z|?) = Var(Y)(1—p*(X,Y)) gilt, interpretiert man p(X,Y")
auch als Mal fiir die Stirke der linearen Abhédngigkeit zwischen X und Y. Zur Erinnerung
P(X,Y) € [-1,1] und im Extremfall | (X, Y)| = 1 gilt somit E(]Y — Z*|?) = 0 fiir die beste
lineare Vorhersage Z* = a* X + b* von Y, also Y = a* X + b* P-f.s. nach Lemma §20.13 (i),
sodass bis auf einer Nullmenge Y gerade gleich einer affinen Funktion von X ist. 0.

§25 Hauptkomponentenanalyse

§25.01 Erinnerung. Im Folgenden fassen wir wieder Vektoren als Spaltenvektoren auf, das heiit a =
(ay ---a,)" € R™ Wirbezeichnen mit ||-|| die vom Standardskalarprodukt (-, -) auf R™ induzierte
Norm, das heiBt, [|a| = \/{a,a) = Vala = (X iy a?)'/? fiir alle a € R™. Weiterhin setzen

wir |a| := Zie{n,jeN} |a;l. O

§25.02 Definition. Sei X = (X --- X,,)" ein Zufallsvektor (aufgefasst als Spaltenvektor).
() Falls [X| =37, | Xi| € 4, also X; € .4, € [n], kurz X € &, dann heiBt

(X1)
E(X) = (E(Xy) - E(X,))! = ( : ) cR"
E

Erwartungswertvektor von X.
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(b) Falls | X|*=>" 1 |Xi|? € 4, also X; € 4,1 € [n], kurz X € 4, dann heiBt

i€ln

Cov(X) = (COV(Xi,Xj))iJE[[n]] = ([E ({X — E(X)HX; — [E(Xj>}))A ]
— E((X — E(X))(X —E(X))") = E(XX") — E(X)(E(X))" € R"™)
Kovarianzmatrix von X. O

§25.03 Bemerkung. Fiir die Kovarianzmatrix 3 := Cov(X) eines R"-wertigen Zufallsvektors X, falls
sie existiert, gilt Cov((a, X), (X, b)) = > icpuy 2 jepny @i0j Cov(Xi, Xj) = b'Ea = (Xa,b)
fiir alle a,b € R". Insbesondere ist X symmetrisch, da Cov(X;, X;) = Cov(Xj, X;) fur alle
i,j € [n], und positiv semidefinit, da fiir alle ¢ € R™ gilt (X¢, ¢) = Var((X,c)) > 0. O

§25.04 Lemma. Sei X ein R™-wertiger Zufallsvektor in 4. Fiir alle b € R™ und A € R™™) ist dann
Y = AX + b ein R™-wertiger Zufallsvektor in Z,. Bezeichnen wir weiterhin mit j := E(X) €
R™ und ¥ := Cov(X) € R"™™ den Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix von X,
dann gilt E(Y) = Ap+ bund Cov(Y) = AL A"

§25.05 Beweis von Lemma §25.04. In der Vorlesung. O

§25.06 Bemerkung. Ist X ein R™-wertiger Zufallsvektor in % mit ¢ := E(X) € R™ und ¥ :=
Cov(X) € R™™ Dann gilt E((X,a)) = (i, a) und Cov({(a, X), (X,b))) = (Za,b) fiir alle
a,be R" m

§25.07 Beispiel. Fiir X ~ N, v ist 4 = E(X) € R" der Erwartungswertvektor und ¥ = Cov(X) €
R die Kovarianzmatrix von X. O

§25.08 Erinnerung. Sei X eine positiv semidefinite Matrix. Da > symmetrisch ist, ist 2 insbesondere
diagonalisierbar, also, dhnlich zu einer Diagonalmatrix Diag(\) mit reellen Diagonaleintrigen
A= ()\i)ie[[n]], genannt Eigenwerte von Y. Es existiert also eine orthogonale Matrix U, also
U'U = E, = UU', deren Spalten (ui)ie[[n]], genannt Eigenvektoren, eine Orthonormalbasis des
R" bilden, derart dass U'X.U = Diag(\) gilt. Da ¥ positiv semidefinit ist, sind alle Eigenwerte
positiv, also \; € R*, i € [n]. Im Folgenden nehmen wir an, dass die orthogonale Matrix U so
gewihlt ist, dass die Eigenwerte der Groe nach angeordnet sind, dasheiSt Ay > Ao > ...\, > 0
gilt. O

§25.09 Definition. Sei X ein R"-wertiger Zufallsvektor in .Z mit positiv semidefiniter Kovarianzma-
trix Cov(X) = ¥ € R™™, Weiterhin seien \; > Ay > --- > A, > 0 die der GroBe nach geord-
neten Eigenwerte der Matrix > und w4, . .., u, € R" die zugehorigen Eigenvektoren. Dann hei-
Ben uy, ..., u, Hauptachsen von 3 und die reellen Zufallsvariablen (X, u1), . .., (X, u,) Haupt-
komponenten von X. |

§25.10 Lemma. Seien uq,...,u, € R"™ Hauptachsen zu den der Grofie nach angeordneten Eigen-
werte \y = Ny = --+ = N\, = 0 der Kovarianzmatrix ¥ = Cov(X) eines R™-wertigen
Zufallsvektors X in 4. Dann sind die Hauptkomponenten ({X,u;))ic[n unkorreliert. Es gilt
Cov((X,w), (X, u;)) = (Bu;,uj) = Ny, also insbesondere Var((X,w;)) = N, fiir alle
i,j € [n], und somit Var({X,u,)) > Var((X,uq)) = --- = Var((X, uy)).

§25.11 Beweis von Lemma §25.10. Direktes Anwenden der Definition. 0
§25.12 Beispiel. Seien X ~ N, 5y, A = (\;);c[n] die Eigenwerte von X und die Hauptachsen (u;);c[n]

von X die Spalten der orthogonaler Matrix U. Dann gilt U'X ~ N (Utp,Diag(\)) und die Haupt-
komponenten ((X, u;));c[n] sind somit unabhingig. O
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§25.13 Definition. Seien X und Y ein R*-wertiger bzw. R™-wertiger Zufallsvektor in .%. Fiir A* €
R(%) und b* € R” heift Z* = A*X + b* eine lineare Vorhersage von Y durch X. Z* wird
beste lineare Vorhersage von Y durch X genannt, wenn fiir alle A € R und b € R" gilt
E|lY — Z*||? < E||Y — (AX +b)|% m

Die folgenden Ausfiihrungen in §§25.14-8§§25.19 erlauben das zentrale Resultat der Haupt-
komponentenanalyse im Satz §25.20 zu beweisen, sind fiir diese Vorlesung aber nur weiterfiih-
rendes Material.

§25.14 Bemerkung. Fiir eine Matrix A € R(™*) heiBt eine Matrix e R®™ Moore-Penrose In-
verse von A, wenn AATA = A, ATAAT™ = A" und AA*" sowie AT A symmetrisch sind.
Die Moore-Penrose Inverse ist eindeutig festgelegt. Ist B € R"™ positiv semidefinit, so dass
U'BU = Diag(\) fiir eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix Diag()) mit reellen
Diagonaleintriigen A = (\;);es- Setzen wir A = (A1), mit A7 = A5 (\;), das heiBt
fir \; € R} ist A/ = ;' und ansonsten \;” = 0. Dann ist B" = U Diag(A")U" die Moore-
Penrose Inverse von B. Allgemein ist A* = (A*A)T A* € R*™ die Moore-Penrose Inverse von
A€ RMR), O

$25.15 Lemma. Seien X und Y ein R¥-wertiger bzw. R"-wertiger Zufallsvektor in 4. Setzten wir
Cov(V, X):=E(Y —E(Y))(X —E(X))") dannist Z* = E(Y) + Cov(Y, X) Cov(X)" (X —
E(X)) die beste lineare Vorhersage von' Y durch X. Der Fehler ¢ ==Y — Z* und AX fiir
beliebiges A € R™*) sind unkorreliert, also Cov(e, AX) = 0. Es gilt Cov(s) = Cov(Y) —
Cov(Y, X) Cov(X)* Cov(X,Y) und E(¢) = 0.

§25.16 Beweis von Lemma §25.15. Sei Z* = A*X + b*, also A* = Cov(Y, X ) Cov(X)" und bv* =
E(Y) — Cov(Y, X) Cov(X)TE(X). Dann gilt

Cov(Y — Z*,AX) = E((Y — Z*)X")A!
— E((Y — E(Y))X") A" — Cov(Y, X) Cov(X)TE((X — E(X))X")A’
= Cov(Y, X)(E, — Cov(X)* Cov(X))A' = 0.

Die letzte Gleichheit ist klar, falls Cov(X) regulir ist, ansonsten ist diese aufwendiger zu zei-
gen. (Wir nutzen aus, dass F,, — Cov(X )" Cov(X) eine Projektionsmatrix auf das orthogonale
Komplement des Bildes von Cov(X), und zeigen dass fiir jedes darin enthaltene Elemente v gilt
v'X = v'E(X) und somit Cov(Y, X )v = 0.) Fiir jede lineare Vorhersage Z = AX + bvonY
durch X gilt dann Cov(Y — Z*, Z* — Z) = Cov(Y — Z*, (A* — A)X) = 0 und somit

Cov(Y —Z2) = Cov(Y —Z*)+Cov(Z* — Z)+Cov(Y — Z*, Z* = Z)+Cov(Z*— Z,Y — Z*)
= Cov(Y — Z*) + (A* — A) Cov(X)(A* — A)

damit ist die Matrix Cov(Y — Z) — Cov(Y — Z*) positiv semidefinit, und wir schreiben kurz
Cov(Y — Z) > Cov(Y — Z*) und halten fest, dass Spur(Cov(Y — Z)) > Spur(Cov(Y —
Z*)). Wir benutzen weiterhin E||Y — Z||> = Spur(Cov(Y — Z)) und schlieBen E||Y — Z||? =
Spur(Cov(Y — Z)) = Spur(Cov(Y — Z*)) = E||Y — Z*||?, was zu zeigen war. O

$25.17 Korollar. Sei Y ein R™-wertiger Zufallsvektor in 4 und X = AY fiir ein A € R%*®™. Dann
ist Z7* = E(Y) + Cov(Y)A'(ACov(Y)A") T (X — E(X)) eine beste lineare Vorhersage von'Y
durch X = AY. Der Fehler ¢ :== Y — Z* und Z* sind unkorreliert. Es gilt E(¢) = 0 und
Cov(e) = Cov(Y) — Cov(Y)A (A Cov(Y)AH) T ACov(Y).

§25.18 Beweis von Korollar §25.17. Folgt direkt aus Lemma §25.15. O
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§25.19 Bemerkung. Seien die Spalten vy, ..., u, € R" der orthogonalen Matrix U Hauptachsen der
Kovarianzmatrix > = Cov(Y') eines R™-wertigen Zufallsvektors Y. Fiir 1 := E(Y") gilt dann
YV —pu=UUY — ) = DY — i ui)u;. Bezeichnet (v;) epq) eine beliebige Orthonor-
malbasis des R”, so gilt

ENY —pl” =D E(Y —pv)®) = > Var((Y,0;) = Y (Svj,0;)
Jj€eln] J€[n] j€ln]

= Spur(Z Z Aj.

j€ln]
Im Folgenden nehmen wir an, dass Y zentriert ist, das heiit, © = 0. Fir k € [n] sei Uy, €
R(™k) die Matrix mit den Spalten (u;) e Fiir Zg,) == Uy Ul Y = > icpg (Y- ui)u; gilt dann
EIIY = Zwll? = 3 jeprrn ECYsw)?) = 3 icppyr g - Weitethin ist & > rg(Cov(Y')) =: &7,
so gilt A, = 0 fiir jedes [ € [k* + 1, k] und somit (Y,u;) = 0 P-f.s. (da Var((Y,u;)) = \),
so dass in diesem Fall Z() = >, (Yo ui)ui = D2, (Y wi)ui = Z) P-Ls. gilt. Sei also
k € [rg(Cov(Y))]. Betrachten wir den R*-wertigen Zufallsvektor X ;) = U(tk)Y der ersten k
Hauptkomponenten von Y, so gilt Uf,, Cov(Y)Uy) = Diag(Aw)) mit Ay := (Ai)iep, also

(Ul Cov(Y)Uwy)* = Diag(A, )) und

Zhy = Cov(Y)Ufk)(U(k) Cov(Y)Upy) " Xy = Cov(Y)U(tk) Diag(/\aj))U(tk)Y
= UnUnY = Zw
ist die beste lineare Vorhersage von Y durch X . O
§25.20 Satz. SeiY ein zentrierter R™-wertiger Zufallsvektor in % mit Hauptachsen (u;);cpn) von ¥ =
Cov(Y). Fiir k € [rg(Cov(Y))] sei Uy € R™Y die Matrix mit den Spalten (u; ;e und sei
X =U fk)Y der RF-wertige Zufallsvektor der ersten k Hauptkomponenten ((Y, u;) )icr) von
Y. Bezeichne mit Z;, := U(k)U(tk,)Y = Zie[[k]] (Y, u;)u; die beste lineare Vorhersage von 'Y

durch X . Fiir jedes A € R*™ bezeichne Z* die beste lineare Vorhersage von'Y durch AY,
dann gilt E||Y — 77, )H = minepin E||Y — Z4||% Damit ist Z\,, die beste lineare Vorhersage

von Y unter allen llnearen Vorhersagen von'Y durch AY mit A € R(E™),

§25.21 Beweis von Satz §25.20. (i) Nach Korollar §25.17 ist Z% = L A'(AXA")* AY die beste linea-
re Vorhersage von Y durch AY fiir A € R(**™ mit mittlerem quadratischen Vorhersagefehler

E[|Y — Z3]|* = Spur(X — LAY (AX A TAY)

Wir bestimmen fiir minegrn E[]Y — Z3%]|? = Spur(X) — max, Spur(TA(AX AT AY)
eine untere Schranke.

(i) Fir B = XY2At ist B(B'B)* B! = Ilpjq(p) die Darstellungsmatrix der orthogonalen Pro-
jektion auf V := Bild(B) und es gilt

Spur(LAY(ATANTAY) = Spur(XY2B(B'B)T B'x'/?)
== Spur(EB(BtB)+Bt) == Spur(HBﬂd(B)EHBﬂd(B)>.

(iii) Darg(B) < kist Bild(B) € ¥, := {V | V Unterraum von R” mit dim(V) < k}, so dass

in E|lY — Z%||?> = Spur(X2) — Spur(Igiac g 21g;
Jmin E[IY = Z3|* = Spur(¥) — max Spur(Igiacs Ellias)

> Spur(X) — max Spur(IT,311y)
Ve
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(iv) Fiir beliebige ONB (v;)!_; von V € ¥y gilt Spur(Il,XIly,) = > icqy (Evi; vi), somit ent-
spricht dem Maximieren iiber alle Unterraum mit Dimension hochstens £ gerade dem Ma-
ximieren iiber alle Orthonormalsystemen mit maximal £ Elementen. Wir konnen nun per
Induktion iiber k zeigen, dass maxy, Spur(ITyXITy) = 2% (S, u;) = D ick] i

(v) Insgesamt also

min ElY — Z3)* > Spur(2) = > = >\

AeRF:n
i€[[k] i€[k+1,n]

(vi) Die Behauptung folgt dann aus E||Y — Z{, 1> = > icppr1 ) EAY 1)) = 3icppig Mo ©

se von sehr groBen Datensitzen. Betrachten wir die beste lineare Vorhersage Z,) von Y durch
die ersten & Hauptkomponenten ((Y,u;));cpxy von Y, so ist der mittlere Vorhersagefehler ge-
rade ;e ppy1, Var((Y, w;)). Wihlen wir also die ersten k& Hauptkomponenten so kdnnen wir
nur Y g Var((Y, u;)) der gesamten Variabilitdt -, Var((Y, ;) nicht erkldren. Der

.. . . . . . Zie[[k]] Var((Y,u;))
erkldrte Anteil wird typischerweise relativ angegeben, also e g Var (Vo))

Anwendungen geniigen nur wenige (zwei oder drei) Hauptkomponenten, um relativ 90% oder
mehr der gesamten Variabilitit zu erkliren. O

€ [0,1]. In vielen

§26 Statistische Inferenz: endliche Stichproben Eigenschaften

Seien B eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem messbaren Raum (X', .%) und 7 :
© — [' C R ein identifizierbarer abgeleiteter Parameter. Fiir n € N betrachten wir im Folgenden
unabhingige und identisch-verteilte X'-wertige Zufallsvariablen X;, ¢ € [n], mit identischer
Verteilung aus . Mit anderen Worten, die Zufallsvariable X' := (.X);p,; ist addquat durch
das statistische Produktexperiment (X",.%", B") beschrieben. Wir schreiben kurz X' 5 R". Fiir
jedes 6 € O bezeichnet im Folgenden [, stets die Erwartung bzgl. B".

§26|01 GleichmaBig bester unverfalschter Test

§26.01 Definition. Sei {#°, 7'} eine Partition der interessierenden Parameter und ¢ : X™ — {0, 1}
ein Test, also ¢ € .Z™, der Nullhypothese H, : 7" gegen die Alternativhypothese H; : 57",
Die Abbildung 6} : © — [0, 1] mit § — [3,(0) := E; () heilt Giitefunktion und ihre Werte
,(0) werden unter der Alternativhypothese, also § € © mit y(0) € S, kurz § € v~ (A1),
Macht von ¢ genannt. Der Test o heifit unverfilscht zam Niveau « € [0, 1], kurz unverfiilschter
a-Test, wenn ¢ das Niveau « einhilt und seine Macht nicht kleiner als « ist, also 5,(0) > «
fiir alle 6 € ~~1(21). Ein Test o heiBt gleichmdifig bester unverfiilschter Test zum Niveau
a € [0,1], falls er ein unverfilschter a-Test ist und fiir jedes § € v~'(#") die Macht 35(6)
eines jeden anderen unverfilschten o-Tests ¢ nicht groBer ist, das heifit, 5,(0) > 55(0) gilt. ©

§26.02 Bemerkung. Ein Test ¢ der Nullhypothese H : #° gegen die Alternativhypothese H; : 5#*
halt somit das Signifikanzniveau « € [0, 1] ein, falls fiir die assoziierte Giitefunktion 5,(0) < «
fiir alle 6 € v~ () gilt. o

§26.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell $§§12.12). Im stetigen statistischen Modell X © (N?ﬂ_l))uER
betrachte fiir beliebiges 11, € R das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : p < o,
also ¢, = (—00, j1,], gegen die Alternativhypothese [y : 11 > fio, also ) = (jto,00).

Zur Erinnerung, da die Verteilungsfamilie (N{,, ;)),er einen monotonen Likelihood-Quotienten
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besitzt (Beispiel §12.12), ist fiir jedes ¢ € R der Neyman-Pearson-Test . mit Ablehnbereich
{pe =1} = {X,, > c} ein gleichmiBig bester Test zum Niveau f3,, (11,) = N{, (X, > ¢) fir
das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : jn = 1, gegen die zusammengesetzte Alter-
nativhypothese Hy : j1 > ji,. Da X,, ~ Ny, 1/m) fir X ~ N’&Lo’l) (vgl. Beispiel §17.13) erhalten
wir By, (to) = ®(v/n(—c + p,)) (vgl. Beispiel §10.12 (a)). Fiir o € (0,1) und kritischen Wert
Ca = Mo + 21-o/+/n mit a-Quantil z, einer Standardnormalverteilung gilt dann S5, (p1,) =
und 3, (p) < o fiir alle 1 < 1, (vgl. Beispiele §05.07 (c)). Somit ist fiir jedes o € (0, 1) der
Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich {/n(X,, — o) = 21_o} ein gleichmdifiig bester Test
zum Niveau « des einseitigen Testproblems der Nullhypothese H, : i < 1, gegen die Alterna-
tivhypothese /7y : i > p,. In der folgenden Graphik sind fir n = 1, p, = 100 und o = 0.05
die Giitefunktionen des Test ¢, fiir die verschieden Werte ¢ = 1 (blau), ¢ = 1.69 ~ z;_, (rot),
c = 2.33 (griin) und ¢ = 3 (griin) dargestellt.

G(m)
0.6 08 1.0

04

0.2

m

Fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : u = u, gegen die Alternativhypothese
Hi : p1 # 1, ist jeder Test ¢, mit Ablehnbereich {¢, = 1} = {\/n|X,— o] = ¢} mitc = 2140
ein a-Test. In der folgenden Graphik sind fiirn = 1, i, = 100 und o = 0.05 die Giitefunktionen
des Test ¢, fiir die verschieden Werte ¢ = 1 (blau), ¢ = 1.96 & z;_,/, (rot), ¢ = 2.58 (griin) und
c = 3 (griin) dargestellt.

10

0.8

G(m)

0.0

Fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese H, : 1 = p, gegen die Alternativhypothese
Hy @ # pu, ist der zweiseitige Test o = 1y zx_, -, ,) Kein gleichméBig bester o Test, da der
Test ¢ = 1 m(x_p)> oy fUr das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : pt < pi, gegen
die Alternativhypothese H; : i1 > i, auch ein a-Test fiir das zweiseitige Testproblem ist und fiir
alle i > pu, eine grofBere Macht besitzt. In der folgenden Graphik sind fiir n = 1, p, = 100 und
a = 0.05 die Giitefunktionen des zweiseitigen Tests ¢ (rot) und des einseitigen Tests ¢ (blau)
dargestellt.
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G(m)
04 06

0.2

0.0

Offensichtlich ist die Macht des einseitigen Tests ¢ fiir alle Parameterwerte p < p, kleiner als
a, so dass ¢ kein unverfilschter Test fiir das zweiseitige Testproblem ist. In der Vorlesung Sta-
tistik I zeigen wir, dass der zweiseitige Test ¢ optimal in der Klasse aller unverfilschten a-Test
fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hj : 1 = u, gegen die Alternativhypothese

Hy:p # p, st O

§26|02 GleichmaBig bester unverfalschter Konfidenzbereich

§26.04 Definition. Seien ({R., F,}),er eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interessie-
rende Parameterwerte und B eine Bereichsschitzfunktion auf (X", . #"), also {y € B} € "
fir alle v € I'. Die Bereichsschitzfunktion B heiBt unverféilscht zum Niveau 1-«, kurz unver-
filschter 1-a-Konfidenzbereich, wenn B das Niveau 1-« einhdlt und R"(y € B) < 1 — « fiir
alle ¥ € F, ) und fiir alle 6 € O gilt. O

§26.05 Erinnerung.
(i) Fir~ € I' sei R, und F, eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-
werte, dann bezeichnen 770 = {7 € I' | v € Ry} und 7' = {7 € T' | v € F5} die
assoziierte Null- bzw. Alternativhypothese der interessierende Parameter.

(ii) Zu einer Bereichsschitzfunktion B bezeichnet (¢, ) er die assoziierte Familie von Tests mit
Ablehnbereich {p, = 1} = {7 & B}.

(iii) Zu einer (¢, ) er Familie von Tests bezeichnet B die assoziierte Bereichsschiitzfunktion mit
B(z):={yeTl'| ¢, (x) =0} O

§26.06 Lemma. Seien ({R, Fy}) er eine Familie von richtigen und falschen interessierenden Para-
meterwerte und ({H), 7'} ) er die assoziierte Familie von Null- und Alternativhypothesen.
Dann ist ., ein (gleichmdif3ig bester) unverfdlschter o-Test der Nullhypothese Hy : %”70 ge-
gen die Alternativhypothese H : %”71 fiir jedes v € T, genau dann wenn die zu () er as-
soziierte Bereichsschiitzfunktion B fiir ({R., F,}) er ein (gleichmdpfig bester) unverfilschter
1-a-Konfidenzbereich ist.

§26.07 Beweis von Lemma §26.06. In der Vorlesung. O

§26.08 Beispiel (Normalverteilungsmodell $§26.03). Im stetigen statistischen Modell X & (N?M])),,E[R
sind fiir beliebiges 11, € R und a-Quantil z, der Standardnormalverteilung der rechtsseitige
Test o7 = 1, == .» der linksseitige Test 4,9217& = 1y /ax, )<= .y und der beidseitige
Test <pgm/2 = LRl ) = Poy_op T goil—a/Z fiir das entsprechende Testproblem gleich-
miBig beste unverfilschte o-Tests. Damit sind fiir die Familie ({ R, F, }),er der richtigen und
falschen Parameter
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(a) mit R, = [, 00) und F,, = (—oo0, i) der rechtsseitige KB (X,, — 21_o//1, 00);
(b) mit R, = (—o0, ] und F,, = (1, 00) der linksseitige KB (—oo, X+ 21-0/V/N);

(¢) mit R, = {u} und F, = R, der beidseitige KB (X, & z1_,/2//n)
gleichmiéBig beste unverfilschte 1-a-Konfidenzbereiche. m

§26|03 Beste erwartungstreue Schatzfunktion

§26.09 Definition. Sei 7 eine Schitzfunktion, also 7 € .#™, fiir den Parameter ~. Ist ¥ € Z(p") fiir
jedes 0 € ©, so wird :: Ey (¥ — (0)) Verzerrung oder Bias von 7 genannt. Der
Schitzer heiit erwartungstreu oder unverfiilscht, wenn Biasy(7) = 0 fiir alle § € © gilt. 5
iiberschiitzt (bzw. unterschdtzt) im Mittel v, wenn Biasy(y) > 0 (bzw. Biasy(y) < 0) fiir alle
0 € O gilt.

§26.10 Definition. Fiir £ € N sei W, die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R 2) mit end-
lichem k-ten absolutem Moment, also E,(|idg |[*) = P(|idg [F) = [, |2[*P(dz) < oo fiir alle
P € W, und fir n € Nsei W' := {P" = @, P | [P’ € W} die Menge aller ProduktmalBe
P auf (R”, ;%’”) mit identischen Randverteilungen aus W,. Fiir [ € [k] heilen die abgeleiteten
Parameter i@l : W, — R mit P > m®(P) = P(idL) = E,(id%) und VGG : W, — R mit
P M l>(uﬂ>) = P((idg —m"(P))") = E ((idg —mV(P))") das I-te Moment bzw. das [-te
zentrierte Moment von P. O

§26.11 Bemerkung. Die Momente sind identifizierbare abgeleitete Parameter und damit zum Beispiel
auch (m®),cpg : W, — RF, aber die Abbildung (m()),cy ist nicht injektiv. Nehmen wir zum

Beispiel zusatzhch an, dass X normalverteilt ist, also X © (N{,, ,2)) (o) cRxre SO 1t m® = g

und M® = ¢2. Die Parametrisierung (m®), M(?)) ist somit injektiv, aber m™) oder M(? allein
sind nicht injektiv. m

§26.12 Definition. Ist (R", %™, W") ein addquates statistisches Experiment fiir X = (X;);c[n], so wer-
den fiir [ € [1, k] die reellen Statistiken und PUASN auf (R™, ™) mit mY = mﬁf)(X) =

1 Z‘ie.[[n]] X!und MY = ]\/Jfl(X) =1 Dicn)(Xi— —mW)! empirisches Moment bzw. zentriertes
empirisches Moment der Ordnung [ genannt. O

§26.13 Bemerkung. Die Statistik My, M verwendet den wahren Wert m™® und ist somit nur unter der
unrealistischen Annahme, dasg\ m®) bekannt ist, ein Schitzer fiir M. Auf Grund der Linearitit
der Erwartung sind Y und M erwartungstreue Schiitzer fir mY bzw. M®. In der Tat, fiir

X ~ P" mit mO(P) = E,(X!) sowie MU)(P) — E.((X; — m®(P))") gilt Biasp (m) =
(1

E () — mO(P)) = %Zie[[nﬂ{[Ep(Xbl— m®(P)} = 0 sowie Biasp (M) = E, (M —
MO(P)) = %Zie[[n]]{[EP (X; = mW(P)) — MD(P)} = 0. Ist m() nicht bekannt, und somit
JIJ () als Schitzfunktion nicht mehr VerwenAdbar, so betrachtet man iiblicherweise die Statistik

V=15 ey (Xi — i)\ Die Statistik 1,\"’ erhalten wir durch das Ersetzen des Erwartungs-
wertes m") (P) = E,(X) =: u durch das empirischen Moment m") = X, diese Vorgehenswei-
se wird hiufig Momentenmethode genannt. Im Spezialfall [ = 2ist M) (P) = E,(X —pu)? =: o2
gerade die Varianz von X. Mit Hilfe elementarer Umformungen gilt ‘771(2) = M,(LQ) — (mS) -
mW)? = 257 (X = 1)* = (X — p)*. Da X = (Xi)icqi n) unabhingig und identisch
verteilt sind, sind die Zufallsvariablen Y; := %(XZ — ), i € [n], zentriert und unabhéngig, so-
dass aus Lemma §24.03 (iii) folgt E,((X,, — p)?) = Varp(d_1, Vi) = > iepny Vare (Y;) =
#Zieﬂnﬂ Varp (X;) = "72 Damit erhalten wir [EP(IA/,L@)) = [EP(]\//BLZ)) — E((X, — p)?) =
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o — %02 = %02, also Biasp (‘A/n(?) —0?) = —%02, sodass der Schitzer V¥ im Mittel die

Varianz o2 unterschitzt. Folglich ist 5\ = /(%) — — D iegny(Xi — X,,)? ein erwartungs-

n—1
treuer Schitzer fiir 2. O

$26.14 Definition. Fiir X © W)" heiBen i}’ = X, und [l = < > ey (Xi — X0)? empirischer

-~

Mittelwert bzw. empirische Varianz. Wir schreiben abkiirzend :S’\,L = Sr(lz). 0

§26.15 Definition. Seien 7,7 € Z(®") fiir jedes § € © zwei erwartungstreue Schitzfunktionen fiir ~.
7 heifit (relativ) effizienter als 7, wenn Varg(7) < Vary(7) fiir alle § € © gilt und ein § € © mit
Vary(y) < Vary(7) existiert. 4 wird (absolut) effizient genannt, falls es keinen erwartungstreuen
Schitzer gibt, der (relativ) effizienter als 7 ist. O

§26.16 Beispiel (§§19.03 (d) fortgesetzt). Sei X @ (U g )oers» so gilt E,(X1) = 6/2 und Vary(X;) =
62 /12 (nachrechnen!). Wenden wir die Momentenmethode an, so erhalten wir den Schétzer
91 = 2X,, fiir 6. Andererseits haben wir in Beispiel §12.23 (c) gezeigt, dass 92 = maX;e[n] X

der MLS fiir ¢ ist. Offensichtlich ist 91 ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6. Andererselts nach
Beispiel §19.03 (d) ist 0, eine stetig-verteilte Zufallsvariable mit Dichte f,(z) = ]l[w (x),

r € R, sodass [Eo(@) = 250 und Biase(é\g) = —0/(n + 1) gilt. Damit unterschatzt der
MLS 52 im Mittel 6. Der korrigierte MLS ¢/9\ = "*1 max;e[,] X; ist folglich erwartungstreu
Firn > 1 ist der korrigierter MLS 6’3 efﬁz1enter als der Momentenschitzer 01 = 2X,, da
\/arg(ﬁg) = nn+2 07 < 0% = \/arg(ﬁl) fir n > 1 gilt (nachrechnen!). Fir n = 1 ist

91 =2X; = 93 In der Vorlesung Statistik I wird gezeigt, dass 93 (absolut) effizient ist. |

§26.17 Definition. Seien 7, Schitzfunktionen fiir . Ist ¥ € Z(p) fiir jedes 6 € O, so wird pUSIAG))

= E, (|7 — v(6)|?) mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error) von 5 genannt. 5 heit
besser bzgl. des MSE als 7, wenn MSE,(7) < MSEy(7) fiir alle § € O gilt und ein § € © mit
MSEy(7) < MSEy(7) existiert. O

§26.18 Beispiel.

(a) Fir X ® (U’[}‘w])gem und n > 1 ist bzgl. des MSE der korrigierter Maximum-Likelihood-
Schitzer (MLS) 05 = 2t max;ep, X; besser als der MLS 0y = max;e,) X;. In der Tat
es gilt MSE(fs) = n(giz) < (n+22f(i+1) — MSEy(6,). Weiterhin ist der MLS 6, =
max;efn] Xi besser bzgl. des MSE als der Momentenschitzer ¢; = 2.X,,, da MSEy(6;) =

% < MSEg(é’l) gilt (nachrechnen!).

(b) Fir X @ ( H o2) )(/1,02)
enter Schatzer fiir o2 (Vorlesung Statistik I) aber bzgl des MSE ist der Schitzer V,\? fiir o2
besser als 5, da MSE,, , (V\*)) = mlot < 2ot = = MSE,,(S?). 0

crxr+ und n > 1 ist die empirische Varianz §7(12) ein (absolut) effizi-

§26|04 Lokations-Skalen-Modell

§26.19 Definition. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X ist ein Lokations-Skalen-Modell addquat,
wenn X  W," gilt, also die Koordinaten von X = (Xi)iem unabhingige und identisch verteil-
te (u.i.v.) reelle Zufallsvariablen mit identischer Randverteilung P € W), sind, d.h. X; ~ P,
i € [n]. Wir betrachten die identifizierbaren Parameter g W, = Rmit P — u(P) =
mD(P) = E(idg) = P(idg) = f x[F"(dx) und o2 : W —> R* mit P — o%(P) :=
M®(P) = Varp(idg) = P((idg —p(P))?) = [u(z — 2P (dz), und schreiben abkiir-
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zend X @ ( D ”z)) (1,0)CRXRE* Wird die Varianz 02 € R* bzw. der Erwartungswert 1, € R als

bekannt vorausgesetzt, so schreiben wir abkiirzend X @ (%) ,cp b2W. X @ (B5) o O

§26.20 Bemerkung. Wir fassen unter 7., alle P* € W' mit u = pu(P) und 0 = o(P) zusammen

(p,0

und die abkiirzende Schreibweise X @ " ist so zu verstehen, dass es ein P € P". gibt mit

(.0

X ~ P. O

§26.21 Beispiel.
(a) Bernoulli-Schema: X @ <B;L)p€[0,1]’ dann gilt E,(X;) = pund Var,(X;) = p—p?, also gilt

auch X © (B} ), (o)- Der MLS und Momentenschitzer p = X, fiir p ist erwartungstreu
und (absolut) efﬁz1ent (Vorlesung Statistik I).

(b) Binomialverteilungsmodell: X @ (Bilﬂ?50 p))
i)p(l — p), also gilt auch X ® (R0 ,,),,))pe[D I
X ,,/50 fiir p ist erwartungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

(c) Poissonverteilungsmodell: X © (Poiﬁ))\em, dann gilt E,(X;) = Aund Var,(X;) = A, also
giltauch X ® (R3) ser+ - Der MLS und Momentenschiitzer \ = X, fiir A ist erwartungs-
treu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

(d) Exponentialverteilungsmodell: X @ (Exp}) ez, dann gilt E (Xl) 1/Aund Var,(X;) =
1/X2, also X @ ( D, mz)) AeRY" Der MLS und Momentenschitzer A (7 )~! liberschétzt

im Mittel A mit Blas,\( ) = A/(n — 1), der korrigierter MLS Do = (-2 X,)"! ist erwar-
tungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I). O

dann gilt E,(X;) = 50pund Var,(X;) =
Der MLS und Momentenschitzer p =

pef0,1]’

§26.22 Erinnerung. In einem Lokations-Skalen-Modell X ( ist das empirische Mit-

ur®) )(p,a)GRx[R*
tel X, ein erwartungstreuer Schitzer fiir 4 und die empirische Varianz 5\ ein erwartungs-
treuer Schiitzer fiir 02. Die folgenden Tests basieren nun auf den Statistiken @(yn — t) mit

~

Sp ==\ Sn S bzw. MS deren Verteilung wir unter einer zusitzlichen Normalverteilungs-
annahme in Abschmtt §26/05 herleiten. O

§26.23 Testen des Erwartungswert. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein Lokations-Skalen-
Modell, also X @ (B~.)) (no)crxre 2daquat. Fiir s, € R und ¢ € R, betrachten wir
(a) den rechtsseitigen Test ¢, := 1; sx, ,.)5c5, fUr das einseitige Testproblem der Nullhypo-
these H : v < p, gegen die Alternativhypothese H : p1 — p1, > 0;

(b) den linksseitigen Test ¢! := 1, sx._. <5, fur das einseitige Testproblem der Nullhypo-
these H : v = p, gegen die Alternativhypothese H : p1 — 1, < 0;

(¢) den beidseitigen Test ¢’ := 1 sz, .5, fUr das zweiseitige Testproblem der Nullhypothe-
se Hy : . = j, gegen die Alternativhypothese H : it — p, # 0. O

§26.24 Testen der Varianz. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein Lokations-Skalen-Modell,
also X © (B~) (n.o)erxr, 2daquat. Fir 02 € R} und ¢, ¢, € R betrachten wir
(a) den rechtsseltlgen Test or, = 1, 150 52..,, fir das einseitige Testproblem der Nullhypo-

these H, : 0 < 0, gegen die Alternatlvhypothese Hy:0/o,>1;

(b) den linksseitigen Test o', := 1 ((n-1)32 j2<.y fUI das einseitige Testproblem der Nullhypothe-
se Hy : 0 > o, gegen die Alternativhypothese H; : 0/0, < 1;

(c) den beidseitigen Test SOlc)o,cu =1 1050 ceoozy T Ly 1)5@5,, 02y TUT das zweiseitige Testproblem
der Nullhypothese H, : 0 = o, gegen die Alternativhypothese H; : o/, # 1. m
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§26.25 Bemerkung. Mochten wir sicher stellen, dass die in Definition §26.23 (bzw. Definition §26.24)
angegebenen Tests ein vorgegebenes Signifikanz-Niveau o € (0, 1) einhalten, so miissen wir den
kritischen Wert ¢ € R (bzw. ¢?, ¢, € RY) entsprechend wiihlen. Dies ist aber nur moglich, wenn

die Verteilung der standardisierten Statlstlk §£(X n — fo) (bzw. ”0—21)87(12)) unter der Nullhypo-
these bekannt ist, wie es zum Beispiel im normalen Lokations-Skalen-Modell (Abschnitt §26105)
der Fall ist. Die angegebenen Tests konnen wir direkt benutzen (vgl. Satz §12.33) um einseiti-
ge bzw. zweiseitige Konfidenzbereiche fiir den Erwartungswert i (bzw. 02) anzugeben. Zum
Beispiel ist (X, & ¢S, /v/n) (bzw. ((n — 1) / Cuy (n —1)Sy S /co)) der assoziierte zweiseiti-
ge Konfidenzbereich. In Kapitel 6 untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Verteilung
von X,, sowie §,(12), also wenn n — 00. Diese Resultate erlauben dann, den kritischen Wert ¢
so zu wihlen, dass zu mindesten asymptotisch, also fiir n — oo, dass das Signifikanzniveau
eingehalten wird. O

Zwei-Stichproben-Modell

$26.26 Vorbemerkung. Die zufilligen Messwerte der beiden Segmente des Fiirsten G. Ometry in

Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog konnen wir als Stichproben X @ (Rf}ax))(wﬁx)emm und

Yo (B (,y)) (v 0y ) ERXRE, auffassen, das heiBt, sie konnen separat adédquat durch ein Lokations-

Skalen-Modell beschrieben werden. Fiir px = fﬁ und gy = Eﬁ ist damit die zu tberprii-
fende Nullhypothese H, : puxy = py, der interessierende Parameter also pux — py. Es er-
scheint realistisch, dass X und Y unabh'eingig sind. In diesem Fall sprechen wir von einem
Zwei-Stichproben-Modell mit unverbundenen Stichproben. Im Folgenden nehmen wir an, dass
X und Y unabhingig sind, aber dieselbe Varianz besitzen, das heiBt, der Zufallsvektor (X, Y")
ist addquat durch das statistische Modell (R™*™ Z"+m (75];0 Q@ R, ) (x iy o) ER X ) be-
schrieben. Die Situation verschiedener Varianzen wird Behrens-Fischer Problem genannt, wel-
ches noch immer ungeldst ist. Fiir die interessierenden Parameter 1y und py sind dann X,
bzw. Y, erwartungstreue Momentenschitzer (Beispiel §26.21). Betrachten wir die Varianz o2,

so sind 5(2) = a5 e (Xi — Xn)? und 5P = i Yiepmy(Yi — Ym)? unabhingige

erwartungstreue Momentenschétzer fiir 0%, und somit ist der Schétzer = - «Hlan [(n —

1)§§?)_+ (m — 1)§(Y2 )} ebenfalls erwartungstreu. Es ist nun nahe liegend basierend auf der Sta-
tistik X,, — Y, fiir den interessierenden Parameter j1x — py zum Beispiel einen zweiseitigen

Konfidenzbereich der Form [X,, — Y, + ¢ V;niw’:l §n mit — /S, anzugeben und

somit {0 # [X,, — Y, £ ¢V S,m|} als Ablehnbereich des assoziierten zweiseitigen Tests
der Nullhypothese Hy : ux — py = 0 gegen die Alternativhypothese Hy : ux — puy # 0 zu
betrachten. 0

26.27 Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte. Fiir zwei Zufallsvektoren X und Y mit derselben
Varianz der Randverteilungen sei ein Zwei-Stichproben-Modell mit unverbunden Stichproben,

also (X,Y)® (B, @ R, ) (e iy )2 s Addquat. Fiir ¢ € R betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test ¢!, := 1 vaim . . fir das einseitige Testproblem der Nullhy-

{Xn— Ym>6751 m}

pothese Hy : ux < py gegen die Alternatlvhypothese Hy:px —py > 0;

(Nx o

(b) den linksseitigen Test o, := ]I{X R fiir das einseitige Testproblem der Nullhy-

pothese Hy : px = py gegen die Alternatlvhypothese Hy:px —py <0

(c) den beidseitigen Test o° := 1 yarm . . fur das zweiseitige Testproblem der Nullhy-

{‘Xn Ym‘>C mswz.wn}

pothese Hy : 1x = py gegen die Alternativhypothese Hy : pix — py # 0. O
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§26.28 Vorbemerkung. Analog beschreiben wir die zufdlligen Messwerte der abgefiillten Volumen
in den 33cl bzw. 75c¢l Bierflaschen der Abbaye de Rochefort in Beispiel VI im Kapitel | Pro—
log als Zwei-Stichproben-Modell mit unverbundenen Stichproben, also (R"*™ 2"+ (772 o)

Die Varianz o% bzw. o kann als MaB der Genauigkeit der Abfullan—

m

78"’ JY))NX#LYER UX»O'YR\0>
lage interpretiert werden, so dass die Nullhypothese Hy : 03 = 0% abzulehnen ist, wenn die
Abfiillanlage nicht dieselbe Genauigkeit fiir die kleinen und groBen Bierflaschen besitzt. Es ist
nun nahe liegend, mit Hilfe der Statistik §§?) / §§,2 ) fiir den interessierenden Parameter oy /oy
Konfidenzbereiche bzw. Tests zu konstruieren. O

$26.29 Tests auf Gleichheit der Varianzen. Fiir X und Y sei ein Zwei-Stichproben-Modell mit unver-
bunden Stichproben, also (X,Y) ® (7(?”;03( , P ﬂy))“X iy R oy CRE? addquat. Fiir ¢, ¢, € R,

betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test o = 150 g0, , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese

Hy : 0x < oy gegen die Alternativhypothese H; : ox /oy > 1;

(b) den linksseitigen Test ¢., := L5 50y fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : ox > oy gegen die Alternativhypothese H; : ox /oy < 1;

(c) den beidseitigen Test wgoﬁu = 10 50 + Lige 50, fr das zweiseitige Testproblem der
Nullhypothese Hy, : 0x = oy gegen die Alternativhypothese H, : ox /oy # 1. O

§26.30 Anmerkung. Betrachten wir zum Beispiel den Verbrauch verschiedener Motorrdder vor und
nach einem Motortuning, so werden immer zwei Ergebnisse an einem Objekt gemessen. Be-
schreiben wir diese Situation durch ein Zwei-Stichproben-Modell mit X & ( o m)
(Verbrauch vor dem Tuning) und Y @ (B!.) . o,
es unrealistisch anzunehmen, dass die Stichproben unabhingig sind. Ist der interessierende Pa-
rameter die Differenz des mittleren Verbrauchs px — iy, so betrachten wir die Differenz der
Beobachtungen X-Y =(X;,— Y;)ie[[n]], die dann adiquat durch ein Lokations-Skalen-Modell
X-YQE ( ) )ueR . beschrieben wird. Mochten wir Gleichheit j1x = py der Erwartungs-
werte testen, also gleiche\r mittlerer Verbrauch vor und nach dem Tuning, so konnen wir nun fiir
die Differenz X —Y direkt die Nullhypothese H : 1 = 0 mit Hilfe der Definition §26.23 testen.

O

px€ERox R\o
- (Verbrauch nach dem Tuning) so ist
\O

§26|05 Normales Lokations-Skalen-Modell

Im Folgenden sind (Zz)ze[[O m—l—k]] unabhéingige und identisch standardnormalverteilte Zufallsva-
riablen, also (Z;)ic[o,m4k] ~ N(0 0

§26.31 y2-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

Q=7 2

i€[k] 10

081 — k=1

heiBt (zentrale) x*-Verteilung mit k Freiheitsgraden (vgl. Bei- —i2
spiel §17.12 (¢)), kurz . Fiir o € (0, 1) bezeichnen wir o} .
weiterhin den Wert X%,a € R als a-Quantil einer (zentralen) ik
Verteilung mit & Freiheitsgraden, falls Nf, ) (Q < x7,) = a gilt.
Fiir 6 € R heif3t die Verteilung der Zufallsvariable

02F

0.0 1 I
0 2 4 6 8

Q= (Z, +9)* Z 7?2 X:-Dichtefunktionen
i€[2,k]
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nicht-zentrale x:-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichizentralititsparameter §°, kurz
RSB sowie X ,(6%) € R fiir das a-Quantil einer nicht-zentralen y*-Verteilung mit k
Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 0%, d.h. P(Q < x7 ,(6%)) = o O

§26.32 Korollar. Sei Q ~ x3 und W ~ x3(6%), dann gilt E(Q) = k, Var(Q) = 2k und E(W) = §*+k.

Fiir Z ~ N{g 1), v € R™ und A € R™? mit rg(A) = p gelten auBerdem: (i) |Mpiaca)Z|* ~ x;,

und (ii) || Z +l* ~ X, (lv]*).
§26.33 Beweis von Korollar §26.32. In der Vorlesung. O

§26.34 (Student-) t-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

hei3t (Student-) t-Verteilung mit k Freiheitsgraden, kurz , s

. . . . u,./ o
und t; , € R bezeichnet das a-Quantil einer Student-t-Verteilung 5 4 e T,
mit k-Freiheitsgraden, d.h. P(T" < ty,) = a. t,-Dichtefunktionen

§26.35 Bemerkung. Die Student-t;-Verteilung mit einem (£ = 1) Freiheitsgrad entspricht gerade der
Cauchy-Verteilung. Fiir jedes £ € N besitzt die t;-Verteilung endliche Momente nur bis zur
Ordnung p < k (sie ist heavy-tailed). Insbesondere, ist 7' ~ t;, so gilt E(T") = 0 fiir & > 1, sowie
Var(T) = k/(k —2) fur k > 2. O

§26.36 Korollar. Fiir X ~ N?M o2) sind %ﬁ(yn —p) ~ N1y und (”(;21)3(12) ~ X2_, unabhiingig, so
dass T\n = Tg\/j(yn — ) ~ ty,_q mit §n =1/ S gilt.
§26.37 Beweis von Korollar §26.36. In der Vorlesung. O

§26.38 t-Tests fiir den Erwartungswert.. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein normales

Lokations-Skalen-Modell adiquat, also X @ ( ?M702)) (1.0) R AR Dann hdlt der rechtsseitige

Test o, mit ¢ = t(,_1),(1—a), der linksseitige Test cplc mit ¢ = t(,_1),(1—a) und der beidseitige gog

mit ¢ = t(,_1),(1—a/2) Zu dem entsprechenden Testproblem in Definition §26.23 das Signifikanz-

Niveau o € (0, 1) ein.

§26.39 Bemerkung. In der Vorlesung Statistik I zeigen wir, dass diese Tests auch gleichméfig beste
unverfilschte Test sind. O

§26.40 y2-Tests fiir die Varianz.. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein normales Lokations-

Skalen-Modell adiquat, also X (N?u,rﬂ)) (1,0 ER xR’ Dann hiilt der rechisseitige Test o, mit

Cu = anil)’(ka), der linksseitige Test o7, mit ¢° = X%nq),a

und der beidseitige Test golc’o,cu mit

0

c’ = X?nfl),(lfa/2) und c,, = X%nfl)7a/2 zu dem entsprechenden Testproblem in Definition §26.24
das Signifikanz-Niveau o € (0, 1) ein.

Zweistichproben Problem

§26.41 Korollar. Fiir (X,Y) ~ N, o @ N* ) sind (X, — Y — (px — pv)) ~ Neo

und (n +m — 2)3’\,22,),1 = (72;21)@(2) + (’72—;1)5*\1(/2) ~ X2.m_o unabhingig, so dass T\n,m =
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Sn ﬁm (X =Y = (x = py)) ~ tusm—z mit §nm = §7(127)n gilt.
§26.42 Beweis von Korollar §26.41. In der Vorlesung. -

§26.43 t-Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte. Fiir zwei Zufallsvektoren X und Y mit dersel-

ben Varianz der Randverteilungen, sei ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit unverbun-
den Stichproben, also (X,Y)® (N7 2y ® N addquat. Dann hdlt der

(bx o (MY702)) (px py,0)ERZXRY’
rechtsseitige Test @, mit ¢ = t(,1m—2) (1-a), der linksseitige Test cplc mit ¢ = t(qm—2),(1-a)
und der beidseitige @ﬁ mit ¢ = t(4m—2),(1—a/2) 24 dem entsprechenden Testproblem in Definiti-
on §26.27 das Signifikanz-Niveau o € (0, 1) ein.

$26.44 Beispiel. Betrachten wir die zufilligen Messwerte der beiden Segmente des Fiirsten G. Ometry
in Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog. Dann erhalten wir die Schitzwerte 73; ~ 9.51, y5; ~ 10.49,

39~ 0.42, §§,2) ~ 1.05, sodass $%, &~ 0.74, S3131 = ,/§§1731 ~ 0.86 und damit %fx/iﬁ?’l —

Us1| = 4.5. Unter der Annahme, dass ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit unverbunden
Stichproben, und gleichen Varianzen vorliegt, hilt der beidseitige % mit ¢ = t60,(1—a/2) das Ni-
veau « ein. Fir a = 0.05 erhalten wir tgo,(1—a/2) = 2.00. Da 4.5 > 2 konnen wir die Hypothese
der Gleichheit zum Niveau o = 0.05 ablehnen. O

§26.45 (Fisher-) F-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

Lzz2

i€[m]
F = :
1 2
k > Z; 8
i€[m~+1,m+k]
0 |
heilit zentrale (Fisher-) ¥ -Verteilung mit m und k Freiheitsgra- " — d1=1, do=1
den, kurz und bezeichnen mit F,, ;. das a-Quantil 2 - g]:g gg:;
einer zentralen Fisher-F,, ;-Verteilung mit m und £ Freiheitsgra- . d1=100, d2=1
den,dh. P(F < Fpp0) = . S o d1=100, d2=100
Fiir 0 € R heift die Verteilung der Zufallsvariable o | \\K
° T T T T T
~{(Z1+ 0?2+ X 77} 0 1 2 38 4 5
i€[2,m] . .
F = F41 a2-Dichtefunktionen

Py 4

i€[m+1,m+k]

nicht-zentrale (Fisher-) ¥ -Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparame-

m,k,«

ter 9%, kurz sowie F¥ , € R fiir das a-Quantil einer nicht-zentralen Fffk -Verteilung

mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 6%, d.h. P (F < Ffj, k,a) = a. O
§26.46 Bemerkung. Sei ' ~ F, , mit & > 1, dann ist I —1 eine F') m-verteilte Zufallsvariable. Fiir
T ~ t ist T? eine F'; i-verteilte Zufallsvariable. 0

§26.47 I,, ,-Tests auf Gleichheit der Varianzen. Fiir X und Y sei ein normales Zwei-Stichproben-
Modell mit unverbunden Stichproben, also (X,Y)@® (N7, y ® N

(,UaX,O'X (“Y:U%)) HX Y ER,o0x,0y elRiru’
addquat. Dann hilt der rechisseitige Test o, mit ¢, = F(,_1) (m—1),(1-a), der linksseitige Test
Oro mit ¢ = F(,_1) (m—1),o und der beidseitige t-Test gogom mit ¢ = F, 1) m-1),(1—a/2) und

Cu = Fu_1),(m=1),a/2 2 dem entsprechenden Testproblem in Definition $20.29 das Signifikanz-
Niveau o € (0, 1) ein.
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§26.48 Beispiel. Betrachten wir die zufélligen Messwerte der abgefiillten Volumen in den 33cl bzw.
75cl Bierflaschen der Abbaye de Rochefort in Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog. Dann erhalten

(2)
wir die Schiitzwerte Ty & 32.94, T4 ~ 74.98, & ~ 0.74, s\ ~ 0.81, und damit 3% ~ 0.91.

Unter der Annahme, dass ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit unverbunden Sﬁchproben
vorliegt, hilt der beidseitige F,, y-Test b, mit ¢” = Fui41(1-a/2) und ¢, = Fui414/2 das
Niveau « ein. Fiir « = 0.05 erhalten wir F41’41,0.975 = 1.86 und F41741’.025 ~ 0.54. Da 091 €
(0.54,1.86) konnen wir die Hypothese der Gleichheit der Varianzen zum Niveau ov = 0.05 nicht
ablehnen. O
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Kapitel 6

Grenzwertsatze

§27 Konvergente Folgen von Zufallsvariablen
Im Folgenden sei (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
§27.01 Erinnerung.. Fiir eine Folge reeller Zahlen (z,,),cy existiert der Grenzwert

r= lim x, =liminfz, = limsupzx, € R
n—oo n—oo n—oo

genau dann, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
(i) 3z € R:limsup,_, |z —z,| =0;

(i) Ve e R :dn. e N:VEmeNmitk,m > n. : v, —2,] <&
(iii) Ve € RY :dn. €N sup |z — 2| := sup{|zx — 2| [k,m € Nund k,m > n.} < ¢
k,m>ne

(iv) lim sup |z — x| =0, also sup |z — x| 4 0;
=0 k. m>n k,m>=n

(v) inf,en sup |z — x| = 0.

km>=n
Eine Eigenschaft oder Beziehung wird P-fast sicher (P-f.s.) genannt, wenn sie bis auf einer P-
Nullmenge iiberall gilt. Eine reelle Zufallsvariable X auf (Q2, o7, P), kurz X € .7, besitzt den
Wertebereich R, und ist insbesondere auch eine numerische Zufallsvariable, kurz X € &7, mit

Wertebereich R. O

§27.02 Definition. Eine Folge numerischer Zufallsvariablen (X,,),cn aus of konvergiert P-fast sicher,
wenn gilt

X, =liminf X,, =limsup X,, = X* P-fis., dassheit, P(X,=X")=1.

n—00 n—o00

Wir sagen, eine Folge (X,,)nen aus o7 konvergiert P-f.s. gegen X € .7, kurz ,
wenn X = X, = X* P-f.s. gilt. O

§27.03 Bemerkung. Konvergiert P-f.s. eine Folge numerischer oder reeller Zufallsvariablen (X,,)nen

und setzen wir X := X, dann gilt offensichtlich X, m X. Dabei legt fast sichere Konvergenz
den Grenzwert bis auf Gleichheit fast iiberall eindeutig fest. Achtung, ist (X,),en insbesonde-
re eine Folge reeller Zufallsvariablen, kurz aus </, dann garantiert im Gegensatz zur nichsten
Definition §27.04 die letzte Definition §27.02 nicht, dass X, € R P-f.s. gilt. O

§27.04 Definition. Eine Folge (X, ) ey reeller Zufallsvariablen aus 7 konvergiert P-fast sicher gegen
die numerische Zufallsvariable X € 7, kurz , wenn

lim sup|X,, — X| =0 P-fs.,, dasheift P(limsup|X, —X|=0)=1

n—00 n—oo O
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§27.05 Cauchy-Kriterium. Eine Folge (X,,),en reeller Zufallsvariablen aus <7 konvergiert P-fast si-
cher genau dann, wenn

lim sup | X — X, \—mf sup | Xy — X,n| =0 P-fs,

=00 k. m>n Nk m>n

da ( sup | Xy — Xn|)nen eine monoton fallende Folge von Zufallsvariablen ist.
km>n

$27.06 Lemma. Eine Folge (X,,)nen aus o/ konvergiert P-fast sicher gegen X € <, kurz X,, Pisox ,
genau dann, wenn eine fiir alle ¢ € R gilt lim,, ., P (sup | X — X| > g) = 0.

m>n

\0
§27.07 Beweis von Lemma §27.06. In der Vorlesung. O
§27.08 Lemma. Eine Folge (X,,)nen aus <7 konvergiert P-fast sicher, genau dann, wenn fiir alle ¢ €

RY gilt lim,, o P (sup | X — Xa| > 5) =0.

mz=n

§27.09 Beweis von Lemma §27.06. In der Vorlesung. O

§27.10 Definition. Eine Folge (X,,),en reeller Zufallsvariablen in o7 konvergiert P-fast volistindig

(P-f.v.) gegen die numerische Zufallsvariable X € o, kurz @ —> Pq. wenn fiir alle ¢ € R

gilt > (P (X, — X|>¢) < oo. O

§27.11 Korollar. Konvergiert eine Folge (X,)nen aus </ P-fast vollstindig gegen X € o, also

X, LN X, dann konvergiert sie auch P-fast sicher gegen X, also X, Pl x.

§27.12 Beweis von Korollar §27.11. In der Vorlesung. O

§27.13 Lemma. Seien (X,)nen eine Folge aus </ und (e,,)nen eine Folge aus RT derart, dass die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

() D penEn < 00

(i) Y en P (| Xnp1 — Xo| > &,) < .

Dann konvergiert die Folge (X,,)nen P-fast sicher und es gilt >, | X1 — Xn| < 0o P-fis.

n€N|

§27.14 Beweis von Lemma §27.13. In der Vorlesung. O

§27.15 Definition. Eine Folge (X,,),cy reeller Zufallsvariablen aus <7 konvergiert stochastisch (oder
auch in P-Wahrscheinlichkeir), wenn fiir alle ¢ € R gilt

lim lim P(|X, — X,|>¢) =0.

n—00 M—r00

Die Folge (X, )nen konvergiert stochastisch gegen die numerische Zufallsvariable X € .7, kurz

, wenn fiir alle ¢ € R}, gilt lim,,_,o, P (|Xn - X| > e) =0. O

§27.16 Bemerkung. Definitionsgemil konvergiert eine Folge (X,,),en stochastisch gegen X genau
dann, wenn die Folge (X — X,,),en stochastisch gegen 0 konvergiert. Dabei legt stochastische

Konvergenz den Grenzwert eindeutig fest bis auf Gleichheit fast iiberall. In der Tat: Sei X, 50X
und X,, — Y, dann gilt (wegen | X — Y| < |X — X,| +|Y — X,,|) fur jedes € > 0

n—oo

P(X — Y| >¢) < P(IX — Xo| > £/2) + P([Y — X, > £/2) =% 0.

Alsoist P(|X — Y| >¢) =0. O
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§27.17 Vorbemerkung.. Nach Lemma §27.06 gilt X, P x genau dann, wenn sup,,, -, | Xy, —X| 5

0. Genauso konvergiert nach Lemma §27.08 (X,,)nen P-f.s. genau dann, wenn sup,,-,, | X, —
P

Xl — 0.
Damit konvergiert (X, ),y stochastisch (gegen X)), sodass aus P-fast sicherer Konvergenz auch
stochastische Konvergenz folgt. Die Umkehrung gilt nicht, aber der ndchste Satz gibt eine teil-
weise Umkehrung. m

§27.18 Satz. Fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz, aber nicht umgekehrt. Jede
stochastisch konvergente Folge (X,,)nen enthdilt eine fast sicher konvergente Teilfolge (X, ) en-

Fiir X,, - X gilt dann X, — X.
§27.19 Beweis von Satz §27.18. In der Vorlesung. O
§27.20 Satz von der stetigen Abbildung. Sei h : R — R eine stetige Funktion und sei (X,,)nen eine

Folge aus <7, die P-f.s. (bzw. stochastisch) gegen eine reelle Zufallsvariable X € <f konvergiert.
Dann konvergiert (h(X,,))nen auch gegen h(X) P-f.s. (bzw. stochastisch).

§27.21 Beweis von Satz §27.20. In der Vorlesung. O

§27.22 Definition. Eine Folge (X,,)nen aus % fiir ein p € R, konvergiert in £, wenn gilt

o mipaal X = Xmll g =0

Die Folge (X,,)nen konvergiert in £ gegen X € £, kurz , wenn gilt:

Tim [| X, — X = 0. .

§27.23 Bemerkung. Definitionsgemill konvergiert eine Folge (X, ),en in -Z gegen X genau dann,
wenn die Folge (X — X, )nen gegen 0 in % konvergiert. Dabei legt % Konvergenz den Grenzwert

eindeutig fest bis auf Gleichheit fast tiberall (Satz §27.26). Weiterhin gilt X, NS , so gilt fiir
n—oo

p > 1 insbesondere ||.X,||» —— || X «. O

§27.24 Korollar. Fiir ein p € @; sei (X, )nen eine in £ konvergente Folge. Dann ist auch fiir jedes
q € (0,p| die Folge (X,,)nen in £ konvergent.

§27.25 Beweis von Korollar §27.24. Die Behauptung folgt direkt aus Korollar §23.03. O
§27.26 Satz.
(i) Fiir jedes p € R, ist eine .Z-konvergente Folge (X, )nen auch stochastisch konvergent mit
P-f.s. konvergenter Teilfolge, wobei der gemeinsame Grenzwert in ., ist. Fiir X, ﬁ X gilt
also X,, E) X.
(ii) Eine £, -konvergente Folge (X, )nen konvergiert auch P-f.v., wobei der gemeinsame Grenz-
wert in L, ist. Fiir X, Ly x gilt also X, m X.

§27.27 Beweis von Satz §27.26. In der Vorlesung. O

§27.28 Beispiel (Beispiel §16.17 (b) fortgesetzt.). Sei (X,,)nen eine Folge unabhingiger und identisch-
verteilter (u.i.v.) reeller Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Setzen wir
Sn = ke Xng» 50 gilt E(S,) = 0und Var(S,,) = 3=, 72~ Dafiralle n € Nmitn > m

gilt Var(S, — S,) < Y50, . und S50 L %5 0, bildet (S,)nen eine konvergente Folge
in .%4. Nach Satz §27.26 (i) existiert also S, € .4 mit .S, N S+ und damit auch S, i Seo. O
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§27.29 Vorbemerkung.. Unter Verwendung der Markov-Ungleichung §24.07 folgt aus der .4 -Kon-
vergenz die stochastische Konvergenz, wobei die Umkehrung nicht gilt. Unter der zusitzlichen
Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit gilt dann auch die Umkehrung. O

§27.30 Definition. Eine Familie (X;);c7 numerischer Zufallsvariablen in o/ mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge 7 heilit gleichgradig integrierbar, wenn gilt

Jim sup E(|Xi[Lyxom) = 0. .

§27.31 Bemerkung. Eine integrierbare Zufallsvariable X € %, das bedeutet also E|X| < oo und so-
mit P (]X| = oo) = 0 (Lemma §20.13 (ii)), ist als Familie (X) gleichgradig integrierbar, da mit

Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz lim,, o0 E (| X|1x20y) = E(| X |Ljjxi=;) = 0

gilt. 0

§27.32 Satz. Eine Familie (X;);cz numerischer Zufallsvariablen aus of mit beliebiger nicht-leerer In-
dexmenge T ist gleichgradig integrierbar genau dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen
gelten:

(1) (X;)iez ist beschrinkt in £(), o7 ,P), dass heift, sup,.; E(]X;|) < oo,

(i) (X;)iez ist gleichgradig stetig, dass heifit,

VeeR):30. R} :VAc .o mitP(A) <5€:su£)[E(|Xi|]lA) <e.
1€

§27.33 Beweis von Satz §27.32. In der Vorlesung. O
§27.34 Bemerkung. Die Bedingung Satz §27.32 (ii) ist eine Verallgemeinerung von Lemma §21.09. o

§27.35 Proposition.
(i) Eine Familie (X;);cr aus £ mit endlicher Indexmenge T ist gleichgradig integrierbar.

(ii) Sind die Familien (X;);ez und (Y;),cy in £ gleichgradig integrierbar, dann sind auch (X,;+
Yj)iezjeg, (Xi —Y))ier jes sowie (| X;|)ier gleichgradig integrierbar.

(iii) Ist (X;)iez gleichgradig integrierbar und existiert zu jedem Y}, j € J eini € I mit |Y;| <
| X|, so ist auch (Y;);eq gleichgradig integrierbar.

(iv) Ist (X;)iez eine Familie identisch-verteilter Zufallsvariablen aus in %, dann ist (X;)icr

gleichgradig integrierbar. Im Fall T = N ist (X ,,)nen gleichgradig integrierbar.

§27.36 Beweis von Proposition §27.35. In der Vorlesung. O

§27.37 Proposition. Ist (X;);cr eine in % beschrinkte Familie fiir ein p > 1, dass bedeutet
supez || Xill.» < oo, dann ist (X;)icz gleichgradig integrierbar.

§27.38 Beweis von Proposition §27.37. In der Vorlesung. O
§27.39 Lemma. Sei (X,,)nen eine Folge in (), o7 ,P). Dann gilt X, 20 genau dann, wenn (X,,)nen
. .o . . P
gleichgradig integrierbar ist und X,, — 0.

§27.40 Beweis von Lemma §27.39. In der Vorlesung. O

§27.41 Satz. Fiir ein p € R} sei (X;,)nen eine Folge in (), o/ ,P) und X sei eine numerische Zu-

fallsvariable in <. Dann gilt X, LN genau dann, wenn (| X, |P)nen gleichgradig integrierbar
ist und X, i X.
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§27.42 Beweis von Satz §27.41. In der Vorlesung. O

§27.43 Beispiele. Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der direkten Im-
plikationen (in rot) in ?? §27.44 nicht gelten. Dazu betrachten wir Folgen (X, ),cn von reellen
Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], ,%"[ Ujo,1)), sowie p,q € R mit
P <4q.

(a) Sei X,, := 1y,,-1), dann gilt

0,1]°

(X, £ 0), da || X, |z = inf{e: P(|X,| >e) =0} = 1;

(X, 20), da | Xl =n";

(X, /5 0), da {|X,| > ¢} = [0,n"] fire € (0,1) und {|X,| > e} = 0 fiire > 1,
also P(|X,,| > ¢) = n ! fire € (0,1) und P(|X,,| > &) = 0 fiir e > 1, so dass

Yonen P Xn| >e) =3, cyn ! =oofirallee € (0,1);

(X, =5 0), da {lim sup, .. |X,| = 0} = (0, 1], also P(lim sup, _, | X,| = 0) = 1;

(b) Sei X,, := 2"/P1,, , dann gilt
7 r __ 1.
(X, 75 0). da | X,|, = 1;

(X, =% 0), da {|X,| > e} = [0,27"] fiire € (0,27/7) und {| X,| > e} = 0 fiir e > 27/,
also P(|X,,| > ) = 27" fiire € (0,2"/?) und P(|X,,| > €) = 0 fiir ¢ > 2"/, 50 dass
Yonen P Xn] >¢) <30, cn27" =1 < oofiiralle e > 0;

(c) Sei X, ;1= 2F/91 s e mitn = 28 + j fiir j € [0,2% — 1], & € Ny, dann gilt
+j (727*,(j+1)27) g

<Xn ﬁ 0)’ da ||Xn||:1% = qu/QQ*k — 1;

(Xa N 0), da ||Xn||§,¥ = 9(p/a=D)k.

(X, 225 0), da {|Xn| > e} = (527, (j + 1)27¥] fiir £ € (0,2%/9) und {|X,| > ¢} = 0
fir ¢ > 2+/9, also P(|X,,| > ¢) = 27 fiir ¢ € (0,2%9) und P(|X,,| > ¢) = 0 fiir
e > 2" sodass 30,y P(IXa| > €) = 2 keNo Zje[[O,Zk—l]] 278 = 3 pen, 1 = oo fiir
allee € (0,1);

P-f.s.

(X, /4 0), da {lim sup,,_,. | X,| = 0} = {0}, also P(lim sup,, . |X,| =0) = 0;

(X, 5 0), daP(|X,| > ¢) < 2 * firalle e > 0. g

§27.44 Skizze. Die Gegenbeispiele in Beispiele §27.43 zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der
folgenden direkten Implikationen (in rot) nicht gelten.
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inf{e > 0:P(| X, — X| >e) =0} 22250

VeeR! : ¥ P(|Xp—X|>¢) <oo
neN

Satz §27.26 Satz §27.18

l Ve €Rl : lim P(|Xpn - X|>¢e) =0
Beispiel §29.11 Korollar §29.09
T Vheo, : lim E(h(Xn)) = E(h(X))

X

ib

XII

§28 Gesetze der groBen Zahlen

In diesem Abschnitt seien stets (€2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, ),en eine Folge
reeller Zufallsvariablen in .%. Wir definieren fiir jedes n € N die Partialsumme und das arithme-
tische Mittel

Wir setzen S := 0. Da X; € & fiir jedes i € N gilt, konnen wir die zentrierte Folge (X, —
E(Xn))nen = (7S, — E(S,)})nen betrachten, das heiBt, fiir jedes n € N gilt E(X,, —
E(X,)) = 0. Wir sagen, die Folge (X,,),en erfiillt das schwache bwz. starke Gesetz der groBen
Zahlen, wenn die zentrierte Folge in P-Wahrscheinlichkeit bzw. P-fast sicher gegen 0 konver-
giert. Damit beschéftigen wir uns in diesem Abschnitt hauptsichlich mit den asymptotischen Ei-
genschaften der Folge (.S, ),,en. Wir halten fest, dass die zentrierte Folge (n™'{S,, — E(S,)})nen
genau dann konvergiert, wenn fiir jedes feste m € Ny auch die Folge (n™*{S, — E(S,)} —

n~ S — E(Sm)})nen gegen denselben Grenzwert konvergiert. Da offensichtlich

nHS —E(S) = S +E(Sm)} =1 Y (Xx — E(Xy))

ke[m+1,n]
gilt, ist das Ereignis

{Die Folge (n '{S, — E(S,)})nen ist konvergent}
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asymptotisch bzgl. (X,,),en, dass heifit wie in Definition §16.13 eingefiihrt, ein Element der
asymptotischen o-Algebra. Falls (X,,),en eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen ist, folgt
aus dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov §16.15, dass entweder mit Wahrscheinlichkeit 1 oder 0 die
Folge (n™'{S,, — E(S,)})nen konvergiert.

Gesetz der groBen Zahlen in £

§28.01 Satz. Sei (X, )nen eine Folge in %4 paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen, das heifit
Cov(X,, Xy) = 0fiirallen,m € N, n # m, mit beschrinkter Varianz, also sup,,cy Var(X,,) <
oo, dann gilt

S, — E(S, .
lim # =0 P-fs.undin %.
n—oo n
§28.02 Beweis von Satz §28.01. In der Vorlesung. 0

§28.03 Korollar. Sei (X,,)en eine Folge unabhiingiger und identisch-verteilter reeller Zufallsvaria-
blen mit X, € .2, dann gilt

_ S,
lim X,, = lim — =E(X;) P-fs.undin %.
n—oo n—oo M
§28.04 Beweis von Korollar §28.03. Die Aussage folgt direkt aus Satz §28.01. O

§28.05 Bemerkung. Wir werden zeigen, dass fiir fast-sichere Konvergenz Integrierbarkeit ausreicht. ©

Gesetz der groBen Zahlen in %

§28.06 Lemma. Seien (X,)nen und (Y,)nen zwei Folge reeller Zufallsvariablen derart, dass
Y onen P(Xn #Y,) < oo gilt, dann gilt auch ., | Xy, — Yy| < oo P-f.s. und somit

% Yoxo- Y v ™o

ken] ken]
§28.07 Beweis von Lemma §28.06. In der Vorlesung. O

§28.08 Bemerkung. Betrachten wir Folgen (X,,),en und (Y;,)nen wie in §§28.06, so erfiillt (X,)nen

das starke Gesetz der groBen Zahlen, wenn wir es fiir die Folge (Y}, ),cn zeigen konnen. O

§28.00 Lemma. Sei (X,,),en eine Folge identisch-verteilter reeller Zufallsvariablen mit X, € 4. Fiir

die Folge (Y, )nen mit Yy, := X, 1 x, <ny gilt dann X,-Y, LRLNY

§28.10 Beweis von Lemma §28.09. In der Vorlesung. 0

§28.11 Lemma. Sei (X,,)nen eine Folge unabhiingiger und identisch-verteilter positiver reeller Zufalls-
variablen mit E(X,) < oc. Fiir die Folge (X ,,)nen gilt dann X, P, E(X1).

§28.12 Beweis von Lemma §28.11. In der Vorlesung. O

§28.13 Starkes Gesetz der groBen Zahlen. Sei (X,,),cn eine Folge unabhdngiger und identisch-verteilter
reeller Zufallsvariablen. Falls X, € % ist, dann gilt

lim X, =E(X,) P-fs.undin Z.

n—oo
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§28.14 Beweis von Satz §28.13. In der Vorlesung. O

§28.15 Satz. Sei (X,,)nen eine Folge unabhdngiger und identisch-verteilter reeller Zufallsvariablen.
(i) Falls E(X,) = oo ist, also E(X;) < oo, gilt auch X, sy .
(11) Falls [E(Xl) = —0 ist’ also [E(Xif’) < 00, gilt auch YTL P-fs. ~ 0.
(iii) Falls E(]X1]) = oo ist, so gilt auch lim sup,,_, ., | X,| = co P-fs..

§28.16 Beweis von Satz §28.15. In der Vorlesung. O

§28.17 Bemerkung. Ist (X,,),cn eine Folge unabhingiger und identisch-verteilter reeller Zufallsvaria-
blen, so konvergiert also die Folge (X ,,),en P-f.s. gegen eine endlichen Grenzwert genau dann,
wenn X integrierbar ist. m

Unabhangigkeit und Konvergenz in .2 Sei (X,,)nen eine Folge in .Z. Wir suchen Be-
dingungen, sodass die zentrierte Folge (57 )nen mit S, := S, —E(Sn) = > -, (X —E(X;)) =
Zz‘e[[n]] X7, n €N, in % und P-f.s. konvergiert. Die Konvergenz in .% ist einfach.

§28.18 Satz. Sei (X,)nen eine Folge in £ paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen, das heif3t
Cov(Xy, X)) = 0 fiir alle n,m € N, n # m, mit summierbaren Varianzen ), . Var(X,) <

oo, dann existiert S, € 4 mit S,, — E(S,) N S
§28.19 Beweis von Satz §28.18. In der Vorlesung. O

§28.20 Ungleichung von Kolmogorov. Sei (X,,),cn eine Folge in £ unabhdngiger reeller Zufallsva-
riablen. Fiir alle € € R und fiir alle n € N gilt dann:

1
P (max |S, — E(Sy)] > ¢) < g\/ar(Sn).

ken]
§28.21 Beweis von Lemma §28.20. In der Vorlesung. 0
§28.22 Bemerkung. Fiir n = 1 erhalten wir die Tschebischeff Ungleichung §§24.08. O

§28.23 Satz. Sei (X,,)nen eine Folge in 4 unabhiingiger reeller Zufallsvariablen mit summierbaren
Varianzen, das heif3t, ) . Var(X,) < oo, dann existiert S, € £ mit

lim {S, —E(S,)} =95, P-fs.undin Z.
n—oo

Weiterhin gilt S, =, (X, — E(X,)) P-fs..
§28.24 Beweis von Satz §28.23. In der Vorlesung. O

§28.25 Beispiel (Beispiel §27.28 fortgesetzt.). Sei (Y, )nen €ine Folge unabhingiger reeller Zufallsvaria-
blen mit P(Y,, = 1/n) = P(Y,, = —1/n) = 1/2. Fir jedes n € N gilt dann E(Y,,) = 0 und
Var(Y,) = - und somit ), _ Var(Y,,) < oo. Nach Satz §28.23 konvergiert S, = > k] Y
in .Z (wie in Beispiel §27.28 schon gezeigt) und auch P-f.s.. O

§28.26 Ungleichung von Lévy-Ottaviani. Fiir n € N seien (X;);cp,n] unabhingige reelle Zufallsva-
riablen. Fiir alle a,b € R, gilt dann:

P( Sk] > a+b) < P (15| > b)
e A \1—l£11ﬁ[F"(|Sn—Sk|>a)'
€ln
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§28.27 Beweis von Lemma §28.26. In der Vorlesung. O

§28.28 Lévy’s Aquivalenzsatz. Sei (X)nen eine Folge unabhiingiger reeller Zufallsvariablen. Dann
sind dquivalent:
(1) (Sp)nen konvergiert fast sicher;

(i1) (Sp)nen konvergiert stochastisch.
Andernfalls ist (S,,)nen divergent mit Wahrscheinlichkeit Eins.

§28.29 Beweis von Satz §28.28. In der Vorlesung. O

§28.30 Dreireihensatz von Kolmogorov. Sei (X,,),en eine Folge unabhiingiger reeller Zufallsvaria-
blen. Dann konvergiert die Folge der Partialsummen (S,,)nen P-f.s. genau dann, wenn die fol-
genden drei Bedingungen (fiir irgendein ¢ € R und damit fiir alle) gelten:

() Ypen P (Xl > €) < o0;

(i) > ,en E(Xnlyx, <oy) konvergiert;
(lll) ZHEN \/ar(Xn]l{‘XnKs}) < Q.

§28.31 Beweis von Satz §28.30. Klenke [2012], Satz 15.50, S. 332. O

§28.32 Beispiel (Beispiel §28.25 fortgesetzt.). Sei (Y, )nen €ine Folge unabhingiger reeller Zufallsvaria-
blen mit P(Y,, = 1/n) = 1 — P(Y, = —1/n) = p € [0,1]. Fiir jedes & € N gilt dann
E(YiLliycy) = 2 und somit konvergiert Do) EVaelpvany) = (20 — 1) Xoiepy * genau
dann, wenn p = 1/2 gilt. Nach Satz §28.30 konvergiert S,, = >, c,,; Y P-f.s. also genau dann,
wenn p = 1/2 gilt. O

§29 Konvergenz in Verteilung

§29.01 Vorbemerkung. Fiir Zufallsvektoren X, X, X5, X3,... auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(92, o/, P) mit Werten in (R*, 2*) versehen wie bisher mit dem euklidischen Abstand d(x,y) =
|z — y|| fiir z,y € R¥, kurz X und (X,,),en aus 7%, sagen wir (X,,),en konvergiert gegen X
stochastisch bzw. P-fast sicher, wenn die Folge (|| X, — X/|),en der Abstinde stochastisch bzw.

[P-fast sicher gegen Null konvergiert. Wir schreiben dann ebenfalls X, B) X bzw. X, & X.
Wir halten fest, dass diese Konvergenzbegriffe direkt die Differenz X,, — X verwenden. Hiufig
interessieren wir uns nur fiir die von X,, bzw. X induzierten Verteilungen auf (R*, %*). Bemer-
kenswert hier bei ist, dass es fiir die folgende Konvergenz in Verteilung moglich ist, dass die
Zufallsvariablen X,, und X nicht auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind, da
diese nicht direkt die Differenz X,, — X verwendet.

Im Folgenden bezeichnen wir mit C;, := Cb([R{k ) die Menge aller beschrinkten, stetigen, reel-
len Funktionen auf R*. Fiir b € C, ist somit ||h]|oc := sup,cgr |h(x)| < o0, so dass fiir jedes
WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %), kurz P € W(#"), gilt C, C L. (R, #* P). O

§29.02 Definition.
(a) Eine Folge (P),en von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R¥, %) konvergiert schwach gegen
ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %%), wenn lim,, ,, E.(h) = E,(h) fiir alle h € C,

gilt. Wir schreiben kurz oder P = w-lim .

n—oo

(b) Eine Folge (X,,)nen von R*-wertigen Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen einen
R*-wertigen Zufallsvektor X, kurz , wenn lim E(h(X,)) = E(h(X)) fiir alle
n—oo
h € Cy, also P* = w-lim P*" gilt.

n—oo
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Fiir eine Folge (X,,)nen definieren wir Konvergenz in Verteilung mit einem Wahrscheinlichkeits-

mal P als Grenzwert, kurz [,¢% Oop , allgemein durch P*» 4 p. O

§29.03 Beispiel. Seien (a,)nen und (b, ),en konvergente Folgen in R bzw. R* mit Grenzwerten a € R
n— o0

und b € R, also a, =—> a und b, ——= b. Fiir jeden R*-wertigen Zufallsvektor X gilt dann

anX + b, 2 aX + b. In der Tat: fiir h € C, impliziert die Stetigkeit von &, dass h(a, X (w) +
by) =25 h(aX (w) + b) fiir alle w € Q gilt. Da ||h|ls < oo eine integrierbare Majorante ist,

n—oo

folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz E (h(a,X + b,)) —— E(h(aX + b)).

Achtung: P % P impliziert nicht P(B) “=>% P(B) fiir alle B € %*. In der Tat: setzen

wir a, = a = 0,s0 gilt 6, =: P — P := ¢, wihrend fir b, # b fur alle n € N gilt

n

R{b}) =0#1=P({b}). =

§29.04 Anmerkung. Es folgen Charakterisierungen der schwachen Konvergenz. Wir erinnern daran,
dass wir kurz h € %" fiir eine Borel-messbare Funktion h» : R* — R schreiben. Mit U/,:=
{x € R* : h ist nicht stetig in x} bezeichnen wir die Borel-messbare Menge aller Unstetigkeits-
stellen von h. Weiterhin heiBt eine Funktion f : R* — R Lipschitz-stetig, wenn ein L € R
existiert mit | f(x) — f(y)| < L|lz — y|| fiir alle z,y € R*. Ist B € %*, so bezeichnen wir mit
B den Abschluss von B, mit B das Innere und mit 0B= B \ B den Rand von B. O

§29.05 Lemma (Portmanteau). Fiir Wahrscheinlichkeitmafe P, € W(%*), n € N, sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
i P =P

(ii) Fiir jede beschrinkte Lipschitz-stetige Funktion h : R¥ — R gilt lim,, _,, E,(h) = E,(h).
(iii) Fiir jede beschrinkte Funktion h € %% mit P(Uy,) = 0 gilt lim,,_,o, E,(h) = E,(h).

(iv) Fiir jedes abgeschlossene Ereignis A € % gilt lim sup,,_,., P(A) < P(A).

(v) Fiir jedes offene Ereignis O € %" gilt lim inf, .., P(O) > P(O).

(vi) Fiir jedes Ereignis B € %* mit P(OB) = 0 gilt lim,,_,., P(B) = P(B).

§29.06 Beweis von Lemma §29.05. In der Vorlesung. O

§29.07 Satz von Slutzky. Seien X, X,, und Y,, n € N, Zufallsvektoren. Konvergiert (Y,,)nen in Ver-
teilung gegen X, also Y, D x , und konvergiert (X,, — Y, )nen Stochastisch gegen Null, also
| X, — Y, %5 0, dann konvergiert (X,,)nen in Verteilung auch gegen X, also X, 2 X,

§29.08 Beweis von Satz §29.07. In der Vorlesung. O

§29.09 Korollar. Konvergiert eine Folge (X,,)nen von Zufallsvektoren gegen einen Zufallsvektor X
stochastisch, also X,, i X, so auch in Verteilung, also X, g X, aber die Umkehrung gilt

nicht.
§29.10 Beweis von Korollar §29.09. Die Aussage folgt (mit Y,, := X)) direkt aus Satz §29.07. O
§29.11 Beispiel. Sei Z ~ N ). Setzen wir X,, := Z firn € Nund X := —Z, dann gilt X, 2>
X, wihrend fiir alle ¢ € R}, die Wahrscheinlichkeit P(|X,, — X| > ¢) = P(2|Z| > ¢) =
20 (—e/2) > 0 fir n — oo nicht gegen Null konvergiert. O

§29.12 Korollar. Eine Folge (X,,)nen von Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen eine Kon-

stante a € R¥, also X,, 2> a, genau dann, wenn limy, o P(|| X, — al| > ) = 0 fiir alle ¢ € R,
gilt.
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§29.13 Beweis von Korollar §29.12. In der Vorlesung. O

§29.14 Bemerkung. In der Situation von Korollar §29.12, sagen wir, dass (X,,),en gegen a stocha-

stisch konvergiert und wir schreiben auch kurz X, i a, selbst wenn die Zufallsvariablen nicht
tiber dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. O

§29.15 Satz von der stetigen Abbildung. Sei h : R¥ — R™ Borel-messbar mit (Borel-messbarer)
Unstetigkeitsmenge U,
(i) Seien P,P € W(%"*), n € N, Wahrscheinlichkeitmafie mit P(Uy,) = 0 und P = P. Dann
gitPoh ' =P" L P =Poh
(i) Sei (X,,)nen eine Folge Zufallsvektoren, die in Verteilung gegen einen Zufallsvektor X kon-
vergiert, also X, 2 X. Ist P(X € Uy) = 0 so konvergiert (h(X,,))nen auch gegen h(X)
in Verteilung, also h(X,) ZEN h(X).

§29.16 Beweis von Satz §29.15. Der Beweis von (i) ist eine Ubungsaufgabe, und (ii) ist nur eine Um-
formullierung von (i). m

$29.17 Korollar. Sei ((X,,,Y,))nen eine Folge von Rt wertigen Zufallsvektoren, X ein R*-wertiger
Zufallsvektor und a € R™ eine Konstante. Falls X, NS (in R¥) und Y, i a (in R™), so gilt
(X0, Y) 2 (X, a), im Fall k =m, X, + Y, 2 X + a sowie im Fallm = 1, Y, X,, 2 aX.

§29.18 Beweis von Korollar §29.17. In der Vorlesung. O

§29.19 Satz (Delta Methode). Seien (X,,)nen eine Folge reeller Zufallsvariablen, X eine reelle Zufalls-
variable, v € R eine Konstante und (a,)nen eine Folge in RY mit a, 7% o, derart dass

0

an (X, — x) 2y X. Dann gilt X, 2y & Ist weiterhin f € % differenzierbar in x, so gilt

an(f(Xn) = F(2)) = an (X, — 2)f'(2) 0
und somit auch

D

an(f(Xn) = f(z)) = f(2)Y.
§29.20 Beweis von Satz §29.19. In der Vorlesung. O
§29.21 Definition. Eine Folge (F,),cn von Verteilungsfunktionen auf R konvergiert schwach gegen eine

Verteilungsfunktion F auf R, kurz , falls fiir alle x € R \ Ur an denen F also stetig ist
(Stetigkeitspunkte von F) gilt F (z) 2= F(z). O

§29.22 Satz. Fiir reelle Zufallsvariablen sind dquivalent:
(i) Xn 2 X;
(ii) Die Verteilungsfunktionen erfiillen F*» = FX.
§29.23 Beweis von Satz §29.22. In der Vorlesung. O
§29.24 Beispiel.
(a) Sei (0y,)nen eine Folge in R}, mit o, 7% 0. Firn € N sei X,, ~ N(o,02), dann gilt
Xn 2) 50 - N(070).

(b) Seien X und X, n € N, diskrete Z-wertige Zufallsvariablen, so gilt X, L2ox genau dann,
wenn fiir die Zihldichten p' 2) i p'z) fiir alle 2 € Z gilt. Somit besagt der Poissonsche

Grenzwertsatz §04.09 Bin, ;) 2 Poi, fiir np, 72N> 0.
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(c) Sei (U;);en eine Folge unabhéngiger und identisch Uo,1j-verteilter Zufallsvariablen. Fiir je-
des n € N besitzt dann X,, := nmin,c,) U; die Verteilungsfunktion F*(z) = 1 — {(1 —
/n) vV 0}" fir z > 0. Damit folgt nminep,; U; = Exp;. Da 1 — Uy ~ Upy gilt auch

D
n(1 — max;epny U;) — Exp;.

(d) Fir 0 € R, sei (X)ien eine Folge unabhingiger und identisch Ujp,g-verteilter Zufallsvaria-

blen. Da U; := 1 — 1X; ~ Uy gilt 2(6 — maz;cpXi) = Exp. 0

§29.25 Auswahlsatz von Helly. Sei (P),cn eine Folge von Verteilungen auf (R, %) mit entsprechenden

n

Verteilungsfunktionen (F),en. Dann existiert eine Teilfolge (F, )ren und eine monoton wachsen-

ng

de und rechtsstetige Funktion F : R — [0, 1] mit [, LaiN F(x) fiir alle x € R\ U.
§29.26 Beweis von Satz §29.25. In der Vorlesung. O

§29.27 Beispiel.
(a) Sind (P )neN WahrscheinlichkeitsmafBe auf (R, %) mit Verteilungsfunktionen (F,),en, SO

folgt aus P = P nach Satz §29.22, dass () — F(z) an den Stetigkeitspunkten « von F
gerade fiir die Verteilungsfunktion F von P gilt.

(b) Fiirn € Nsei P = Up, nt1] mit Verteilungsfunktion F, so gilt F () 270 0 fiir alle z € R.
Fir P = Ny, gilt F(z) 2% 1/2 fiir alle # € R. Die Funktion F im Auswahlsatz von
Helly ist hier jeweils keine Verteilungsfunktion. m

§29.28 Definition. Eine Familie P von Wahrscheinlichkeitsmalen auf (R, A) heildt glelchgradl g straff,
wenn fiir jedes ¢ € R} ein K. € R, existiert mit suppp P([— K., K.]¢) < O

§29.29 Bemerkung.
(i) Eine Familie P von WahrscheinlichkeitsmafBien auf (R, %) mit entsprechender Familie F
von Verteilungsfunktionen ist gleichgradig straff genau dann, wenn

lim supF(z) =0 wund lim inf F(z) =1

T—00 FcF r—oo FeF
gilt. In der Tat, es geniigt zu bemerken, dass fiir y > = > 0 gilt

F(—y)+1—F(z) < P([—z,2]°) < F(—z)+1—F(x).

(ii) Jede endliche Familie P von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R, %) ist gleichgradig straff.
O

§29.30 Beispiel. Sei (P),en eine schwach konvergente Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, %),
etwa P % P, und bezeichne F die Verteilungsfunktion von P. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R
ein z € R, derart dass F(—z) < /4, F(z) > 1 — ¢/4 und F ist stetig in z und —2. Dann folgt
P([—z,2]) =25 F(z) — F(—x) > 1 — £/2. Damit existiert ein N € N mit P([—z,z]) > 1 —¢
fiir alle n > N. Weiterhin existiert auf Grund der o-Stetigkeit ein y > x mit P([—y,y]) > 1 —¢
fir alle n € [[1, N — 1]. Somit gilt P ([—y, y|¢) < ¢ fur alle n € Nund (P )¢y ist also straff. o

§29.31 Korollar. Sei (P),cn eine gleichgradig straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, 2).
Dann existiert eine Teilfolge (ny,)ren und ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R, ) derart, dass
P % P gilt.

§29.32 Beweis von Korollar §29.31. In der Vorlesung. O
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$29.33 Korollar. Fiir Wahrscheinlichkleitsmafie P> € W(#), n € N gilt B = P genau dann, wenn
jede Teilfolge (R, )ren eine schwach gegen P konvergierende Teilfolge (B, )jen, also B, 5 P,
enthdilt.

§29.34 Beweis von Korollar §29.33. In der Vorlesung. O

§30 Charakteristische Funktionen

§30.01 Vorbemerkung.. Im Folgenden bezeichnet C = {z+y | z,y € R} den Korper der komplexen
Zahlen. Fiir eine komplexe Zahl z = = 4+ 1y € C bezeichnen Re(z) = z und Im(z) = y
den Realteil bzw. den Imaginirteil von z, Z = x — (y die zu z komplex konjugierte Zahl,
und |z| = /22 + y? den Betrag von z. Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C
ist definiert durch exp(z) = exp(z)(cos(y) + ¢sin(y)) oder dquivalent durch die Potenzreihe
exp(z) = D ,en, 27/n!. Wir bezeichnen mit %c die Borel-o-Algebra iiber C, wobei wir wie
tiblich jede komplexe Zahl z = x + 1y mit (z,y) € R? identifizieren. Sei (2, <7, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Abbildung Z : 2 — C heiit komplexe Zufallsvariable, wenn sie
o/ -Pe messbar ist. Eine notwendige und hinreichende Bedingung ist, dass X = Re(Z) und
Y = Im(Z) reelle Zufallsvariablen sind. Wir sagen Z = X + .Y € 4, wemn X.Y € .4
gilt. In diesem Fall definieren wir E(Z) := E(X) + (tE(Y). Offensichtlich gilt Z € % genau
dann, wenn fiir die reelle Zufallsvariable |Z| gilt | Z| € % und insbesondere |E(Z)| < E(|Z]).
Die Erwartung E : % — C ist linear. Weiterhin, gilt fiir die komplex konjugierte Z von
Z € C, dass Z € % genau dann, wenn Z € %, und in diesem Fall E(Z) = E(Z). Wenn
weiterhin Z;, Z5 unabhingige komplexe Zufallsvariablen in .4 sind, dann gilt 717, € .4 und
E(Z17Z5) = E(Z1)E(Z3). O

§30.02 Definition.
(a) Fiir eine reelle Zufallsvariable X bezeichnet R — C mit

u i px(u) = E(e*) = E(cos(uX)) + «E(sin(uX))

die charakteristische Funktion von X.

(b) Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf (R, %) bezeichnet [y : R — C mit

u— pp(u) = / e P(dr) = / cos(uX)P(dx) + L/ sin(uX)P(dz)
R R R
die charakteristische Funktion von P. O

§30.03 Lemma. FEine charakteristische Funktion ¢ x ist gleichmdflig stetig auf R und erfiillt:
() |ox(uw)| < 1fiir jedes u € R und px(0) = 1;

(1) @axip(u) = e o (au) fiir alle u,a,b € R;

(i) p_x(u) = px(u) fiir alle u € R, sodass P*X = P~ genau dann gilt, wenn @ reell ist.
§30.04 Beweis von Lemma §30.03. In der Vorlesung. O

§30.05 Lemma. Es gilt pp,5(u) = pp(u)pp(u) fir alle w € R, somit fiir unabhdngige reelle Zufalls-
variablen X,Y also ¢ xiy(u) = ox(u)py (u) fiir alle u € R.

§30.06 Beweis von Lemma §30.05. In der Vorlesung. O

§30.07 Beispiel.
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(@) ¢p,(u) = (pe' + 1 — p) sowie ppin, , (u) = (pe'* +1—p)™;
(b) poiy (u) = eXp( (e =1));
(©) pu._, () = sin(u)/u;

—u wup ,—o?u?
(d) ox,, (u) = /2 und PN, 2 (1) = e 2, O
§30.08 Lemma. Fiirallet € R undn € N gilt
i ()] _ 4"
D D R
ke[0,n—1]
§30.09 Beweis von Lemma §30.08. In der Vorlesung. 0

§30.10 Lemma. Sei X eine reelle Zufallsvariable in %, fiir ein m € N. Dann ist px m-mal stetig
differenzierbar und fiir alle k € [0, m] und u € R gilt gog];)(u) = E((1X)"e™¥).

§30.11 Beweis von Lemma §30.10. In der Vorlesung. O

§30.12 Eindeutigkeitssatz. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R, ). Fiir a,b € R mit a < b gilt
die Inversionsformel

t e—tua _ e—Lub

1 - -
P((a.) + 3P({a}) + P((B}) = & Jim [ o (u)du
Insbesondere sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafse mit derselben charakteristischen Funktion iden-
tisch.
§30.13 Beweis von Satz §30.12. In der Vorlesung. O

§30.14 Bemerkung. Seien X und (X,,),cn reelle Zufallsvariablen mit entsprechenden charakteristi-
schen Funktion ¢x und (¢x, )nen. Da fiir jedes u € R die Abbildung = +— e"** stetig und
beschrénkt ist, folgt aus X,, = X auch ox, (1) = E(eXn) 2225 E(eX) = oy (u) fiir alle
u € R. O

§30.15 Stetigkeitssatz von Lévy. Sei (P),cy eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R, %) mit
entsprechenden charakteristischen Funktionen (p,,)nen. Existiert eine Funktion 1) : R — C,
die stetig in Null ist derart, dass p,(u) “=> () fiir alle u € R (punktweise) gilt, dann ist
Y = pp, die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies P auf (R, %), und es
gilt P = P.

§30.16 Beweis von Satz §30.15. In der Vorlesung. O

§30.17 Beispiele.
(2) Sei (pn)nen eine Folge in [0,1] mit np, “—= X\ > 0. Mit Beispiel §30.07 (a) und (b)

gilt dann punktweise PBing, ) LERECN ©poiy, . Der Stetigkeitssatz von Lévy §30.15 impliziert

daher den Poissonschen Grenzwertsatz §04.09 Bing, ;.. 2 Poi,.
(b) Fiir n € N sei S, ~ Bing,, mitp € (0,1). Dann ist S} := —Sn=mp_ gtandardisiert, dass

4/ np(1-p)

heif3t, zentriert mit Varianz Eins. Fiir ¢ := 1 — p gilt

sy (u) = (pe V™1 gem PV = (1 —?/(2n) + 70 /n)",

mit r,, ——» 0, sodass punktweise ore 2, PN+ Mit Satz §30.15 folgt so S} D, No,1)-
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(c) Sei (X,,)nen eine Folge unabhédngiger und identisch U|_1)-verteilter Zufallsvariablen. Dann

gilt E(X;) = 0 und Var(X;) = 1/3. Die standardisierte Summe S = \/%Zke[[n]] X}, hat
die charakteristische Funktion

ot - (3

\/§u—/\/ﬁ> = (1—u*/(2n) + r,/n)

mit 7, ——= (. Es folgt wiederum S 2, No,1)- O

8§31 Zentrale Grenzwertsiatze

§31.01 Erinnerung. Wie in Beispiele §04.08 (c) bezeichnet ® die Verteilungsfunktion einer Standar-
normalverteilung N g 1. )

§31.02 Zentraler Grenzwertsatz. Sei (X,,),en eine Folge unabhdngiger und identisch verteilter (u.i.v.)
reeller Zufallsvariablen in & mit 1 := E(X,) und 0 := Var(X,) € R{. Dann erfiillt die stan-
dardisierte Summe

* Xi—/L D
Sn = \/Lﬁ Z — N(O,l)'

g
i€n]

Insbesondere gilt fiir a,b € R mit a < balso P(a < S < b) === &(b) — ®(a).
§31.03 Beweis von Satz §31.02. In der Vorlesung. 0

§31.04 Bemerkung. Mit Hilfe von Korollar §29.17 gilt unter den Voraussetzungen des zentralen Grenz-
wertsatz /n[X, — ] 2 N(0,02)- O

§31.05 Definition.
(a) Fiir jedes n € N seien (X, ;) je[n Teelle Zufallsvariablen in .£. Wir nennen die Familie
(Xn.j)je[n]nen €in standardisiertes Dreiecksschema, wenn folgende Bedingungen fiir jedes
n € N erfiillt sind:

(i) Die Familie (X, ;) c[n] ist unabhingig;
(i) E(X, ;) = 0firjedes j € [n] und 3,
(b) Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) je[n],nen erflllt die Lindeberg-Bedingung, wenn

fiir jedes 0 € R, gilt, dass

\0

Var(X, ;) = 1.

Jim Y E(XELpxen) = 0.

J€[n]

(c) Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) jec[n]nen erfiillt die Lyapunov-Bedingung, wenn
fiir ein 0 € R} gilt, dass

lim » " E(|X,;*") = 0.
n—oo
j=1

§31.06 Beispiel.
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(a) Sei (Y,,)nen eine Folge unabhingiger und identisch verteilter (u.i.v.) reeller Zufallsvariablen
in Z. Setzen wir 11 := E(Y;), 0 := Var(Y;) € R} und X,,; := (V; — p)/(o/n) fiir
n € Nund j € [n], soist (X, )je[n]nen €in standardisiertes Dreiecksschema, das der
Lindeberg-Bedingung geniigt, da fiir alle 6 € R}

\0

D E(XG Lx,en) = 0 E((M = 0 Ly ssovsy) 0 0.

JE[n]

(b) Sei (Y},)nen eine Folge unabhingiger und standardisierter reeller Zufallsvariablen, die fiir
ein 0 € R}, in &4, ; beschriinkt ist, dass heiBt, sup, ey E(|V,]|*™°) < oo. Setzen wir X, ; :=
Y;/v/nfirn € Nund j € [n], soist (X, ;)je[n)nen €in standardisiertes Dreiecksschema,
das der Lyapunov-Bedingung geniigt, da

S (X ) = ST (V) < sup B(Y; ) 22 0,
jeln] jeln] Jen
(c) Wie in Beispiel §28.25 sei (Y}, ),en ein Folge unabhingiger reeller Zufallsvariablen mit
P(Y, =~-1/n) =1/2=P(Y, = 1/n) firalle n € N. Setzen wir o}, := 3, 1, Var(Y) =
Shep B2 = 0% = 72/6 und X, ; := Yj/o, fir j € [n] und n € N, so ist

(Xn,j)je[n]nen ein standardisiertes Dreiecksschema, dass der Lindeberg-Bedingung nicht
geniigt, da fiir alle § € (0,0}), also do,, < 0,,/00 < 1, gilt:

1 1 1
E [E(X?z,j]l{\xn.g|25}> = § ) 2]1{121'%5} > 2 > 2 >0
J€ln] J€ln]

§31.07 Lemma. Ein standardisiertes Dreiecksschema, das der Lyapunov-Bedingung geniigt, erfiillt
auch die Lindeberg-Bedingung.

§31.08 Beweis von Lemma §31.07. In der Vorlesung. O

§31.09 Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg (1922). Sei (X, ;)jc[n]nen €in standardisiertes Drei-
ecksschema, dass der Lindeberg-Bedingung geniigt, so gilt fiir (die Zeilensumme)

. D
Sn = Zje[[nﬂ an — N(O,l)-

§31.10 Beweis von Satz §31.09. In der Vorlesung. O

§31.11 Definition. Sei (X,,),cn eine Folge unabhingiger und identisch verteilter reeller Zufallsvaria-
blen. Fiir jedes n € N heifit das Wahrscheinlichkeitsmal3 = % Ziew dx, empirische Ver-
teilung oder empirisches Wahrscheinlichkeitsmaf3, sowie die entsprechende Verteilungsfunktion

=1 >icn] Lewoa(Xi), © € R, empirische Verteilungsfunktion. O

§31.12 Satz. Fiir alle x € R gilt lim,,_,o F(x) = F(z) P-f.s. mit F(z) = P(X, < z). Fiir alle x € R
mit F(x) € (0,1) gilt

D
Va(E (@) = F(2)) = Nog@)0-F@)-
$31.13 Beweis von Satz $31.12. Ubungsaufgabe. O

§31.14 Satz von Glivenko-Cantelli. Die empiriscvhe Verteilungsfunktion konvergiert gleichmdpfig fast
sicher gegen die wahre Verteilungsfunktion:

lim sup|E(x) — F(z)|=0 P-fs..
n—X rcR

§31.15 Beweis von Satz §31.14. In der Vorlesung. O
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§32 Statistische Inferenz: asymptotische Eigenschaften

Sei B eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf einem messbaren Raum (X', .%). Im Fol-
genden betrachten wir eine Folge (.X;);cn unabhéngiger und identisch-verteilter X'-wertiger Zu-
fallsvariablen mit identischer Randverteilung aus B. Fiir jedes n € N ist die Zufallsvariable
XM= (X /)ic[n] also addquat durch das statistische Produktexperiment (X", %™, ") beschrie-
ben. Wir schreiben kurz (X)) R". Fiir jedes # € O bezeichnet im Folgenden [, stets die
Erwartung bzgl. P". Weiterhin sei 7 : © — [" C R ein identifizierbarer abgeleiteter Parameter
und fiir jedes n € N sei 7, : X" — " ein Schitzer fiir -, also 7,, € .Z#".

§32|01 Konsistenz und asymptotische Verteilung eines Schatzers

§32.01 Definition. Die Folge von Schitzern (7, ),en fiir v heiit
(a) (schwach) konsistent, wenn 7, LN ~(0) fiir jedes 6 € O gilt;

(b) stark konsistent, wenn 7, LALN ~(0) fiir jedes 6 € O gilt;

(¢) Z-konsistent, wenn 7, ﬂ v(8) fiir jedes 0 € O gilt.
Ist 7, € Z(B") fur alle # € © und n € N, so heit 7,, asymptotisch erwartungstreu (unver-
fiilscht) wenn Biasg (7, — 7(0)) ——= 0 fiir jedes # € O gilt. O

§32.02 Sprechweise. Zum Beispiel meint ,,7,, ist konsistent “ stets, dass die Folge von Schitzern (7, ) nen

konsistent ist. O

§32.03 Beispiel. Sei (X;);en eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter reeller Zufallsvariablen
mit endlichem k-ten Moment, also (X;);en @ W, Fiir [ € [k] sind dann das empirische [-te

Moment (gl = w 2ic[n] X! und das zentrierte empmschel te Moment AN = %ZieM (X

m(l))l, unter der unreahstlschen Anahme, dass m bekannt ist, stark konszstente Schiitzer fur
das [-te Moment m") bzw. das zentrierte I-te Moment M ). In der Tat, fiir (X;);en ~ PN mit
P € W, sind (X});en und (Y})sen mit Y := X; — mY(P) Folgen unabhiingiger und identisch
verteilter reeller Zufallsvariablen in £ (P), so dass mit dem starken Gesetz der grofsen Zahlen

§28.11 gilt m) = X 25 O (P) baw. MY = VI 255 (O(p). Tst m® nicht bekannt,
so ist der Momentenschditzer N4 - =1 Zze[[n]]( — )) ein stark konsistenter Schditzer fir

das zentrierte [-te Moment MY, In der Tat, fiir (X;);en ~ PN mit P € W), gilt v — 0 4
S epr () (mO(P) =) L5, 0 Vi, wobei fiir jedes j € [1] gilt (m™ (P) —mi) =%

0 und * ZZGM v MU=9)(P). Mit dem Satz von der Stetigen Abbildung §27.20 folgt
damit auch V"~ MO(P). 0

§32.04 Beispiel. Sei (X;);en @ ( ) R Der MLS @\n = MaX;e[,] X; unterschitzt im Mittel 6 mit

Biase(gn) = —0/(n+1) (Vgl. Beispiel §26.16). Da Biasa(gn) 220 ist 6, asymptotisch

erwartungstreu. Da fiir den mittleren quadratischen Fehler MSE9(9 ) = @ +22ﬁ1 ey 0
fiir jedes 6 € O (vgl. Beispiel §26.18 (a)) gilt, ist der MLS 5,1 %-konsistent und somit auch
(schwach) konsistent ist. |

§32.05 Bemerkung. Fiir eine Folge von Schitzern (7,,)nen filr v in Z(R) gilt mit Hilfe der Bias®-
Varianz- Zerlegung (vgl. Satz §24.06) MSEy (7, )= E; (% 7(9)) =Vary(7,) + (Biasyg(7,))%
Damit ist 7, genau dann .%-konsistent, wenn Var,(7,,) —— 0 gilt und 7,, asymptotisch unver-
falscht ist. m

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 97



Kapitel 6 Grenzwertsitze §32 Statistische Inferenz: asymptotische Eigenschaften

Eine Konsistenzaussage fiir einen Schitzer 7 quantifiziert nicht, wie schnell der Schétzer kon-
vergiert. In der nidchsten Definition wird dies formalisiert.

§32.06 Definition. Sei (d,,)nen in RY mit d,, T oo. Die Folge von Schitzern (7, )nen fiir v heilt d,-
konsistent, wenn fiir jedes 6 € O die Folge (d,,(7,, — 7))nen in Verteilung konvergiert. Existiert
weiterhin ein Wahrscheinlichkeitsmall P € W(R) und ein identifizierbarer abgeleiteter Parame-
ter 7 : © — R, genannt Stdrparameter, derart, dass fiir jedes 6 € © und fiir (X;);en ~ B" gilt

%’5)(% —7(0)) L, P, so nennen wir P asymptotische Verteilung von (V) nen- O

§32.07 Bemerkung. Ist 7, ein d,-konsistenter Schitzer fiir v, dann gilt fiir jede Folge (c,,)nen in R},

mit ¢, /d, — 0, dass ¢, (3, —7(0)) 25 0 und nach Korollar §29.12 somit cn(Fn—(0)) %o
Insbesondere ist 7,, somit schwach konsistent fiir ~. O

§32.08 Beispiel. Sei (X;)icny @ (U[Nw]) Der MLS 0, — max;e[y) X; ist n-konsistent mit Storpa-

S

rameter ¢ und asymptotischer Exp, -Verteilung, da (6 — (9\71) D, Exp, (vgl. Beispiel §29.24).
O

§32.00 Beispiel. Sei (X;);en © W, (N). Fir [ € [k] ist unter Verwendung des zentralen Grenzwert-

satzes §31.02 das empirische [-te Moment = %ZiE[[n]] X! ein \/n-konsistenter Schit-

zer fiir das I-te Moment m®) mit Strparameter o; := /m@) — (m®)2 und asymptotischer
Standardnormalverteilung. Ist m® bekannt, so folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass das

zentrierte empirische l-te Moment JUASN— %ZieM (X; — mM)! ein \/n-konsistenter Schiit-

zer fiir das [-te zentrierte Moment M () mit Storparameter oy := /M) — (M ©)2 und asym-
ptotischer Standardnormalverteilung. Im realistischen Fall ist m(") unbekannt und wir betrach-
ten A= i (Xi — i) Tm Spezialfall I = 2 gilt V¥ = M — (ml — mM)2.
Da \/ﬁ(fr\z,(zl) — m) in Verteilung konvergiert, folgt mit dem Satz von der stetigen Abbildung

§29.15, dass \/ﬁ(mﬁf) — m)? 25 0 und somit auch stochastisch gegen Null konvergiert (vgl.

Korollar §29.12). Mit Hilfe des Satzes von Slutzky $29.07 schlieBen wir, dass V%, wie M\,
ein \/n-konsistenter Schitzer fiir das 2-te zentrierte Moment M ), die Varianz, mit Storparame-
ter o7 == /M® — (M®)2 und asymptotischer Standardnormalverteilung ist. Abschliessend

halten wir fest, dass damit auch die empirische Varianz §7(12) — #1771(2) ein \/n-konsistenter

Schiitzer fiir die Varianz, mit Storparameter o, := /M ® — (M®)2 und asymptotischer Stan-
dardnormalverteilung ist. O

§32|02 Asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich

§32.10 Definition. Seien ({RR,, F,}) er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden
Parameterwerte und B" eine Bereichsschitzfunktion auf (X, .#") fiir jedes n € N. Die Folge
von Bereichsfunktionen (B™),,ey hilt fiir ({ R, F, } ) er das Niveau 1-c asymptotisch ein, wenn
lim inf, o B" (7 € B") > 1 — afiiralle 3 € R ) und fiir alle § € O gilt. O

§32.11 Bemerkung. Ist B™ fiir jedes n € N ein 1-a-Konfidenzbereich, so hilt die Folge (B™),cn auch
asymptotisch das Niveau 1-« ein. Wir sagen B" ist ein asymprotischer 1-a-Konfidenzbereich,
wenn die Folge (B"),cn asymptotisch das Niveau 1-« einhilt. O

§32.12 Beispiel (Beispiel §32.08 fortgesetzt). Fiir (X;);en (U%ﬂ]) - 1st der MLS é\n = maX;e[n] X;

S
n-konsistent mit Storparameter ¢ und stetiger asymptotischer Verteilung Exp,. Da 6,, schwach
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konsistent fiir 6 ist, gilt mit dem Satz von Slutzky §29.07 auch aﬂ(ﬁ — én) D, Exp,. Sei ¢, das
a-Quantil der stetigen Verteilung Exp; . Fiir jedes 0 c [0, 00), also 0—0cR, gilt dann

> [Uol (= da = 200 = 0)) == [Bxpi)(lga,0)) = 1 ~ o

so dass [@\n + %qa, 00) ein asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen
Parameter Ry = [0, 00) und der falschen Parameter 7y = (0, 0) ist. Analog zeigen wir, dass

(0, §n + %"ql,a] und [gn + %"qa /2, §n + %"ql,a /2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die
Mengen der richtigen Parameter Ry = (0, 0] bzw. Ry = {6} mit § € R, sind. O

$32.13 Lemma. Seien (X;)ien @ B und (3, )nen eine d,,-konsistente Folge von Schiitzern fiir den ab-
geleiteten Parameter v : © — R mit Storparameter 7 : © — R, und stetiger asymptotischer
Verteilung P, das heifst, %(% —v(0)) s P. Fiira € (0, 1) bezeichne mit q,, das o-Quantil der
stetigen Verteilung P. Ist T,, ein schwach konsister Schditzer fiir T, dann sind [7,, — T q—as 00),
(—00,Yn — %qa} und [, — %ql,a /2> In — (%qa /2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die
Mengen der richtigen Parameter R, = [y,0), R, = (—00,7] bzw. R, = {7y} mity € I.

§32.14 Beweis von Lemma §32.13. In der Vorlesung. O

$32.15 Beispiel (Beispiel §32.09 forigesetzr). Sei (X;)ien @ W, und die Varianz o? : W, — R* mit
P — 02(P) = M®(P) der interessierende Parameter. Dann ist die empirische Varianz St ein
\/n-konsistenter Schitzer fiir o> mit Storparameter 7 := y/M® — (M (2)2 und asymptotischer
Standardnormalverteilung (vgl. Beispiel §32.09). In Beispiel §32.03 haben wir gezeigt, dass
17,1(4) und ‘771(2) stark konsistenter Schitzer fiir M® und M@ sind, sodass mit Hilfe des Saizes

von der Stetigen Abbildung $27.20 7 := 1/ V") — (V{¥))2 ein (stark) konsistenter Schiitzer fiir

Tn

den Storparameter 7 ist. Nach Lemma §32.13 sind [gff) — FA-a 00), (—o0, Sy %zl_a]

und [§T(L2) + %zl_a /2| somit asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fir die Mengen der richtigen
Parameter R,2 = [0?,00), Ry2 = (—00, 0% bzw. R,2 = {0} mit 0? € R". O

§32|03 Asymptotischer o-Test

§32.16 Definition. Sei {#°, 7'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
und ¢" : X — {0,1} fiir jedes n € N ein Test mit Giitefunktion S, (0) = E;(¢"), § € ©.
Fiir das Testproblem der Nullhypothese H, : 7° gegen die Alternativhypothese H; : 7'
hilt die Folge von Tests (¢"),en asymptotisch das Signifikanz-Niveau o € (0,1) ein, wenn
lim sup,,_, ., B, (0) < a fiir alle § € © mit y(6) € 77 gilt. 0

§32.17 Bemerkung. Ist ¢" fiir jedes n € N ein «a-Test, so hilt die Folge von Test (¢™),en auch asym-
ptotisch das Signifikanz-Niveau « ein. Wir sagen " ist ein asymptotischer o-Test, wenn die

Folge (¢™)nen asymptotisch das Niveau « einhilt. O

§32.18 Erinnerung.

(i) Fir v € I' sei R, und F, eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-
werte, dann bezeichnen 77" = {7 € I' | v € Ry} und 7' = {7 € T | y € F5} die
assozierte Null- bzw. Alternativhypothese der interessierende Parameter.

(i) Fiir n € N sei B" eine Bereichsschétzfunktion, dann bezeichnet (¢7).cr die assoziierte
Familie von Tests mit Ablehnbereich { " = 1} = {y & B"(X "))},
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(iii) Fiir n € N sei (¢l),er einer Familie von Tests dann bezeichnet B" die assoziierte Be-
reichsschditzfunktion mit B™ (z { el |¢t(z) = O} O

§32.19 Lemma. Seien ({R,, Fy}) er eine Familie von richtigen und falschen interessierenden Para-
meterwerte und ({ ), /' }) er die assozierte Familie von Null- und Alternativhypothesen.
Dann gilt fiir eine Familie ((¢7)jen)er von Testfolgen, dass ¢7) ein ein asymptotischer a-Test
der Nullhypothese H : %0 gegen die Alternativhypothese H, : %”71 fiir jedes v € I ist, ge-
nau dann wenn die assozierte Folge von Bereichsfunktionen (B"),en fiir ({R-, Fy})~er) ein
asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich ist.

§32.20 Beweis von Lemma §32.19. In der Vorlesung. O

§32.21 Beispiel (Beispiel §32.12 fortgesetzt) Sei (X;)ien @ (U[o 9])9€R+ Dann sind [9 + 2 oy OO 00),

(0,6, + —ql o] und [6,, + 2 " Ga/2, 0, + —q1 _a/2) asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die

Mengen der nchtlgen Parameter Ry = [0 ), Ry = (0,0] bzw. Ry = {0} mit § € RY. Fiir

t, € R} mit T = = (0, — 0, ») sind damit

(a) der rechtsseltlgen Test 1,7._, , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H, : 0 < 0,
gegen die Alternativhypothese /7 : 0, — 0 < 0;

(b) der linksseitigen Test 1,7.,, , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H : 0 > 0,
gegen die Alternativhypothese /7, : 0y — 0 > 0;

(c) der beidseitige Test 17, ., + L7, . ., fir das zweiseitige Tesiproblem der Nullhypothese
Hy : 0 = 0, gegen die Alternativhypothese H; : ) — 0 # 0
asymptotische a-Tests. O

§32.22 Lemma. Seien (X;)ien @ BY und (3, )nen eine d,,-konsistente Folge von Schitzern fiir den ab-
geleiteten Parameter -y : @ — R mit Storparameter 7 : © — R, und stetiger asymptotischer

Verteilung P, das heift, = ( T — 7(0)) L P. Fiiro € (0, 1) bezeichne q, das o-Quantil der
stetlgen Verteilung P. Ist Tn ein schwach konsister Schdtzer fiir 7, dann sind fiir v, € R mit
Ty =20 — )

(1) der rechtsseitigen Test 1,7...,, ., fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : vy <

Yo gegen die Alternativhypothese Hy : v — 7, > 0;

(i1) der linksseitigen Test 1 7., , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : v = 7,
gegen die Alternativhypothese Hy : v — 7y, < 0;

(ii1) der beidseitige Test 1,5.., .+ L., ., fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : v =, gegen die Alternativhypothese Hy : v — v, # 0
asymptotische a-Tests.

§32.23 Beweis von Lemma §32.22. In der Vorlesung. O

§32.24 Beispiel (Beispiel §32.15 fortgesetzt). Sei (X;)ien @ W und die Varianz o2 : W, — R* mit
P s 0%(P) = M®(P) der interessierende Parameter. Fiir 0 € R* mit 7 := ¥*(S{ —
02) und o-Quantil z, der Standardnormalverteilung sind der rechtsseitige Test L. ,, der

linksseitige Test 17._. , und der beidseitige Test 1;7. .., ., fiir das entsprechnende Testproblem
asymptotische a-Tests. O

§32|04 Lokations-Skalen-Modell

§32.25 Korollar. Fiir eine Folge (X;);en unabhdngiger und identisch verteilter reeller Zufallsvaria-
blen sei ein Lokations-Skalen-Modell addquat, also (X;)ien @ ( Wz)) (1.0)CRXRE Dann sind der
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empirische Mittelwert X,, und die empirische Varianz S stark konsistente Schiitzer fiir die

abgeleiteten Parameter |1 bzw. 0.

226 Beweis von Korollar §32.25. Folgt direkt aus Beispiel §32.03 mit X, = myY und 8P =
R 740N 0
—_1'n

§32.27 Beispiel.
(a) Sei (X;)ien ® (Bz'\al)pe[o - Der MLS Pn = X, fiir p ist stark konsistent.

(b) Sei (X;)ien @ (Poi}) v+ - Der MLS \, = X, ist stark konsistent fiir \.

(c) Sei (X;)jen @ (Exp))yer:. Der MLS Mo = (X )" und der korrigierter MLS X, = (-2-X )"
fiir \ sind stark konsistent. O

§32.28 Korollar. Sei (X;);en © ( N )(u,a)eRxw' Dann ist der empirische Mittelwert X,, ein /n-
konsistenter Schditzer fiir |1 mit Storparameter o und asymptotischer Standardnormalverteilung.

§32.29 Beweis von Korollar §32.28. Die Behauptung folgt direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz
§31.02. O

§32.30 Beispiel.
(a) Sei (X;)ien® ( ) pel0.1]" Der MLS p = X, fiir p ist /n-konsistent, mit Stérparameter

p(1 — p) und asymptotischer Standardnormalverteilung.

(b) Sei (X;)ien ® (Poi?) \er: - Der MLS A= X, ist /n-konsistent fiir A\, mit Stérparameter

v/ und asymptotischer Standardnormalverteilung. m

§32.31 Ausblick. Wir haben in verschiedenen statistischen Modellen die asymptotische Verteilung des
Maximum-Likelihood-Schitzers hergeleitet. In der Vorlesung Statistik I bestimmen wir Bedin-
gungen an das statistische Modell, sodass der MLS asymptotisch normalverteilt ist. 0

§32.32 Korollar. Sel( Xi)ien ® ( Wz)) (1.0)eRXRY Dann sind [ X, —le oy ), (=00, X, —i—\g/—ﬁzl_a]

und [X + le o /2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir das o-Quantil z,, der Standard-
normalverteilung und die Mengen der richtigen Parameter R, = [p, 00), R, = (—00, u] bzw.
R, = {p} mit p € R.

§32.33 Beweis von Korollar §32.32. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma §32.13. O

§32.34 Beispiel.
Xn(1-X5)

(a) Fiir (X:)ien @ (B),_jp, sind (X, — Y220y 1), (0,X, + Y=z und

(X, & 21_q/2) asymptotische 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen
Parameter [p, 1), (0, p] bzw. {p} mitp € (0, 1).

vV Xn(1-X5)

(b) Fiir (X,)ien @ (Poil), . sind [X, — X0z 00), (0,X, + YXoz ] und [X, +

NG f
%zl,a /2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen Parameter
[A,00), (0, A] bzw. {A} mit A € R, O

§32.35 Asymptotische Tests fiir den Erwartungswert. Sei (X;);en © ( PN ) (10)RXRE" Fiir p, € R

mit T* = Y2 X, — o) und a-Quantil z,, der Standardnormalverteilung sind
n Sn
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(1) der rechtsseitige Test 1,5..., , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : ji <
Lo gegen die Alternativhypothese Hy : pn — i, > 0;

(i1) der linksseitige Test 1,7._. , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : p = i,
gegen die Alternativhypothese Hy : ji — pi, < 0;

(iii) der beidseitige Test 15...., ., fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : p =
I, gegen die Alternativhypothese Hy : j1 — i, # 0
asymptotische a-Tests.

§32.36 Beweis von Korollar §32.35. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma §32.22. O

§32.37 Beispiel.
(a) Bernoulli-Schema: Fiir p, € (0,1) mit 7% := —"_ (X, — p,) sind der rechtsseiti-

VXn(1-X3)

ge Test 1., ., der linksseitige Test 1;7._. , und der beidseitige Test 1;7... _, fur das
entsprechnende Testproblem asymptotische a-Tests.

(b) Poissonverteilungsmodell: Fir A\, € R und T* = \/*/;L(Yn — \,) sind der rechtsseiti-

ge Test L;7..., . der linksseitige Test 1;7._. , und der beidseitige Test 1;7... , fir das
entsprechnende Testproblem asymptotische a-Tests. m

Zwei-Stichproben-Modell

§32.38 Vorbemerkung. Die zufilligen Geschlechter der Konsumierenden der beiden Erhebungen kon-
nen wir als Stichproben X @ ( (pi?ggm,m))px coy Und Y Q (RO, py)>)py c(0.) uffassen, dass
heif}t, sie konnen separat addquat durch ein Lokations-Skalen-Modell beschrieben werden. Da
px und py der Anteil der Konsumentinnen in der ersten bzw. zweiten Erhebung ist, ist da-
mit die zu iiberpriifende Nullhypothese Hy : px = py, der interessierende Parameter ist al-
so px — py. Es erscheint realistisch, dass X und Y unabhiingig sind, sodass X und Y ei-

nem Zwei-Stichproben-Modell mit unverbundenen Sichproben folgt. Im Folgenden nehmen wir
an, dass (X;)ien ® (B 2 ) ) ER XL und (Y;)ien © (B Uy))(w oy )ERXRE unabhingig sind.
Fiir die interessierenden Parameter ;1x und py sind dann X,und Y, \/n-konsistente Schit-
zer mit Storparameter o x bzw. oy und asymptotischer Standardnormalverteilung. Aufgrund der
Unabhingigkeit ist X,, — Y, ein \/n-konsistenter Schitzer fiir jux — py mit Storparameter
T = /0% + 0% und asymptotischer Standardnormalverteilung. Betrachten wir die Varianzen,
so sind §¢) = L3 (X — X,)? und S = LS (Y; — Y,)? konsistente Momen-

~

tenschitzer fiir 0% bzw. of, und somit ist 7,, := Sg?) + S}(/2 ) ein konsistenter Schitzer fiir den
Storparameter 7. m

§32.39 Asymptotische Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte.

Seien (X;)ien @ ( PN ) ) (.05 )RR und (Y;)ien @ ( PN ny))(wﬁy)eRxRt unabhdingig. Fiir T

\?/—f(yn — Yn) und a-Quantil z,, der Standardnormalverteilung sind

(1) der rechtsseitige Test 1,7..., , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : px <
[y gegen die Alternativhypothese Hy : jix — py > 0;

(i) der linksseitige Test 1,z._. , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : pix > iy
gegen die Alternativhypothese Hy : jux — py < 0;

(iii) der beidseitige Test 1yz. .. ., fiir das zweiseitige Tesiproblem der Nullhypothese H, :
lx = jy gegen die Alternativhypothese Hy : px — py # 0
asymptotische a-Tests.
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§32.40 Beweis von Korollar §32.39. In der Vorlesung. O

§32.41 Beispiel. Fasse die zufilligen Gesschlechter der Konsumierenden in Beispiel I im Kapitel 1
Prolog als zwei unabhingige Bernoulli-Schema auf. Dann gilt ‘/TE(Xn -Y,) N N1y mit 7 =

Vpx(1—px) + py (1 —py). Furﬁf = \?/—E(Yn—Yn) mit 7, = \/yn(l ~X,)+Y,.(1-Y,)
sind der rechtsseitige Test 1;7..., ), der linksseitige Test 1,7. . , und der beidseitige Test L7. .., .,
asymptotische a-Test fiir die entprechenden Testprobleme in Korollar §32.39. Dann erhalten wir
die Schitzwerte T19p0 = 0.699 und 7,0, = 0.389, und damit 7 ~ 0.669, so dass ?’{000 ~ 14.64.
Fiir o = 0.05 erhalten wir 2;_,/ = 1.96. Da 14.64 > 1.96 konnen wir die Hypothese der

Gleichheit der Erwartungswerte zum asymptotischen Niveau o = 0.05 ablehnen. m
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Anhang

A.1 Normalverteilung

Figure 1: Normal Curve Areas. Standard normal Area
probability in right-hand tail. For negative
values of z, areas are found by symmetry. 2
Second decimal place of z

z 0 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 4761 .4721 .4681 .4641
0.1 .4602 4562 .4522 .4483 .4443 .4404 4364 4325 .4286 .4247
0.2 4207 .4168 .4129 .4090 .4052 4013 .3974 .3936 .3897 .3859
0.3 3821 3783 3745 3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4 .3446 .3409 3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121
0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 2877 .2843 .2810 .2776
0.6 .2743 2709 2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 .2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
0.8 .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1867
0.9 .1841 1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 1357 .1335 .1314 .1292 1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 .1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985
1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
1.4 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681
1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
3.0 .00135
3.5 .000 233
4.0 .000 0317
4.5 .000 003 40
5.0 .000 000 287

Eintiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

105






Literaturverzeichnis

H. Bauer. Maf3- und Integrationstheorie. Berlin etc.: Walter de Gruyter, 2., iiberarbeitete Auflage,
1992.

J. Elstrodt. Maf3- und Integrationstheorie. Berlin: Springer, 7., iiberarbeitete und erginzte Auf-
lage, 2011.

H.-O. Georgii. Stochastik. Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Berlin:
De Gruyter, 5., iiberarbeitete und ergénzte Auflage, 2015.

A. Klenke. Wahrscheinlichkeitstheorie. Springer Spektrum, 3., iberarbeitete und erginzte Auf-
lage, 2012.

U. Krengel. Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Braunschweig: Vieweg,
8., erweiterte Auflage, 2005.

L. von Bortkewitsch. Das Gesetz der kleinen Zahlen. Leipzig: B. G. Teubner., 1898.

Eintiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 107






	Prolog
	Beispiel I: Geschlecht von Konsumierenden
	Beispiel II: Qualitätskontrolle
	Beispiel III: Anzahl
	Beispiel IV: Wartezeit
	Beispiel V: Lebensdauer
	Beispiel VI: Messfehler

	Wahrscheinlichkeitsraum
	Stichprobenraum
	Wahrscheinlichkeit
	Dynkin'scher –Satz
	Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
	Stetiger Wahrscheinlichkeitsraum
	Statistisches Modell

	Zufallsvariablen
	Zufallsvariable
	Numerische und reelle Zufallsvariablen
	Einfache Zufallsvariable
	Verteilung einer Zufallsvariablen
	Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen
	Statistische Inferenz

	Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit
	Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Bayes-Formel
	Unabhängige Ereignisse
	Unabhängige -Algebren
	Unabhängige Zufallsvariablen
	Faltung
	Multivariate Normalverteilung
	Beispiele statistischer Modelle

	Erwartungswert
	Positive numerische Zufallsvariablen
	Integrierbare Zufallsvariablen
	Variablentransformation
	[p]-integrierbare Zufallsvariablen
	Varianz, Kovarianz und Korrelation
	Hauptkomponentenanalyse
	Statistische Inferenz: endliche Stichproben Eigenschaften

	Grenzwertsätze
	Konvergente Folgen von Zufallsvariablen
	Gesetze der großen Zahlen
	Konvergenz in Verteilung
	Charakteristische Funktionen
	Zentrale Grenzwertsätze
	Statistische Inferenz: asymptotische Eigenschaften

	Anhang

