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9. Ubungsblatt

Aufgabe 33 (Unkorreliertheit und Unabhéngigkeit, 4 = 1 + 2 + 1 Punkte).

Seien (X,Y) die Koordinaten eines Punktes, der zufillig aus £ = {(z,y) € R? : 2* + ¢y* < 1}
ausgewahlt wird, d.h. der Zufallsvektor (X,Y") habe die Dichte

1
fH (@ y) = — Yeyery, (@) € R?.
(a) Berechnen Sie die Marginalverteilungen von X und Y.

(b) Berechnen Sie Var(X), Var(Y) sowie Cov(X,Y') und die Korrelation p(X,Y).
Hinweis: Verwenden Sie fiir die Berechnungen die Transformationsformel und Polar-
koordinaten (x,y) = (cos(¢),sin(¢)) bzw. x = sin(¢) fir die 2- bzw. 1-dimensionalen
Integrale.

(c) Zeigen Sie, dass X und Y nicht unabhéngig sind, obwohl sie unkorreliert sind.

Aufgabe 34 (Unkorreliertheit und Unabhéngigkeit, 4 = 2 + 1 + 1 Punkte).

In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass es zwingend notwendig ist, dass zwei Zufallsvariablen
X1, Xy gemeinsam normalverteilt sind, damit aus Cov(X7, X3) = 0 auf die Unabhéngigkeit
von X7, Xy geschlossen werden kann (vgl. Beispiel 24.14 aus dem Skript).

Sei dazu (Q2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Es sei Y ~ N(g 1) standardnormalverteilt und

V,, ~ Bing p) eine von Y unabhéngige, bernoulliverteilte Zufallsvariable mit p € (0, 1). Definiere
Z,:=(-1)"%".Y.

(a) Zeigen Sie: Z, ~ Noy) fiir alle p € (0,1).
Hinwets: Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von Z,, indem Sie den "Trick" P(A) =
P(AN{V, =0}) + P(AN{V, = 1}) benutzen.

(b) Zeigen Sie: Fiir alle p € (0,1) sind Y, Z, nicht unabhéngig.
Hinwets: Betrachten Sie die Ereignisse {Y < —1,7Z, < —1} und {Y < —1,Z, > 1}.

(c) Finden Sie p € (0, 1), so dass Y, Z, unkorreliert sind, d.h. Cov(Y, Z,) = 0.

Aufgabe 35 (Gleichmifig beste unverfilschte Tests und Konfidenzbereiche,
8 =1+1+ 2+ 1+ 2+ 1 Punkte).

Wir untersuchen eine Maschine, die Schrauben herstellt. Uns ist bekannt (und das zweifeln
wir nicht an), dass die Lénge der Schrauben im Mittel u = 5 betrdgt (Angabe in cm). Der
Hersteller behauptet, dass die Standardabweichung der Lange der Schrauben héchstens og = 0.3
cm betrigt. Wir vermuten jedoch, dass die Standardabweichung tatsachlich grofer ist. Fiir eine
statistische Untersuchung nehmen wir an, dass die Lange der Schrauben normalverteilt ist
mit Mittelwert u und Standardabweichung o. Fiir n = 10 Schrauben beobachten wir folgende
Léngen (in cm):
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(a) Sei n € N und seien Xj,..., X, s N(y02) mit o > 0. Nutzen Sie das Neyman-Pearson-
Lemma 12.13, um einen besten Test ¢* : R™ — {0, 1} fiir die einfachen Hypothesen

Hy:0=00 gegen H,:0=o0,

mit oy > 0¢ zum Niveau « € (0, 1) anzugeben.
Hinweis: Bestimmen Sie zundchst die Dichte f, der gemeinsamen Verteilung P, =
PXvXn yon X, ..., X,

(b) Zeigen Sie mittels der Technik des monotonen Likelihood-Quotienten, dass ¢* die Form

1, T(x)>c™,

besitzt, wobei T'(x) = Y i, (z; — p)?. Folgern Sie, dass ¢* ein gleichméRig bester Test ist
fiir das Testproblem
Hy:0=00 gegen H;:0 > 0.

(c) Zeigen Sie, dass ¢* sogar ein gleichméfig bester Test ist fiir das Testproblem
Hy:0<o0y gegen H;:o > oy

Ist ¢* auch ein unverfalschter Test? )
Hinweis: Definieren Sie Z,, == =5 Y. (X; — p)?. Uberlegen Sie sich, dass die Verteilung
von Z,, nicht mehr von o abhdngt. Zeigen Sie dann, dass P,(¢p* = 1) < « gilt fiir o < og.

(d) Es ist bekannt, dass Z, ~ x? (vgl. Beispiel 17.12), wobei x2 die Chi-Quadrat-Verteilung
mit n Freiheitsgraden bezeichnet. Es bezeichne 3, _, das (1 — «)-Quantil dieser Vertei-
lung. Zeigen Sie, dass ¢** = o3 - thl_a gilt.

(e) Wir driicken nun die Abhéngigkeit des Tests ¢* von o explizit aus, indem wir ihn mit ¢}
bezeichnen. Bestimmen Sie den Annahmebereich {z € R™ : ¢} (x) = 0} des Tests und
damit ein gleichméfig bestes (1 — a)-Konfidenzintervall B fiir o mittels Satz 12.33. Fiir
welche falschen Parameter wurde dieses Intervall konstruiert? Ist das Konfidenzintervall

unverfalscht?

(f) Sei nun a = 0.05. Werden Sie dem Hersteller der Maschine auf Basis unserer Beobachtun-
gen und des Tests ¢* aus (b) vorwerfen, dass die Angabe der Standardabweichung falsch
ist? Geben Sie auf Basis unserer Beobachtungen das 95%-Konfidenzintervall fiir o aus (e)
an.

Hinweis: Hier sind einige Quantile der x3-Verteilung: x3o 005 = 3-94, X70,0.05 = 18.31.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spatestens Donnerstag, den 20. Dezember 2018, 11:15 Uhr.
(Die Ubungszettelkiisten sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)
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