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4. Ubungsblatt

Aufgabe 13 (Das Bildmafi, 4 = 1.5 + 1 + 1.5 Punkte).

Seien (2, A), (X,B), (¥,C) Messrdume, X : Q@ — X eine (A, B)-messbare Abbildung und
Y : X — Y eine (B, C)-messbare Abbildung. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (0, .A).

(a) Das Bildmaf bzw. induzierte Maft von P unter X auf (X, B) ist definiert durch
P¥:B—R, PYB):=PX YB)), BecB.
Zeigen Sie: PX ist tatséichlich ein Maf auf (X, B).

(b) Zeigen Sie die Vertréglichkeit des Bildmafses mit der Komposition von Abbildungen, d.h.
zeigen Sie

(PX>Y — p(YoX)

(c) Esseinun Q = Ny = {0,1,2,3,...} und P als Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, 2%) definiert
durch
P({n}):=2"""1

Weiter sei eine (messbare) Abbildung definiert durch
X:Q—R, X(n):=n mod3.
Bestimmen Sie das induzierte Maf PX auf (X, B) := (Bild(X), 2P#)) das durch
P*(A) =P(X(4))

gegeben ist.

Aufgabe 14 (Transformation von Zufallsvariablen, 4 = 1.5 4+ 1 + 1.5 Punkte).
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine stetige verteilte Zufallsvariable.

(a) Sei X ~ Ujp ), d.h. X ist gleichverteilt auf [0, 1]. Berechnen Sie die Verteilung von Y :=
—2log(X). Welche (bekannte) Verteilung besitzt Y7

(b) Sei X ~ Exp,, d.h. X ist exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Berechnen Sie die
Verteilung von Y := aX, wobei o > 0. Welche (bekannte) Verteilung besitzt Y?

(¢) Sei X ~ Up_11), d.h. X ist gleichverteilt auf [—1, 1]. Berechnen Sie die Dichte von Y := X?.



Aufgabe 15 (Inversionsmethode, 4 = 2 + 1 + 1 Punkte).

Um Realisierungen von stetig verteilten Zufallsvariablen auf dem Computer zu erzeugen, wird
auf die Inversionsmethode zuriickgegriffen. Damit beschéftigt sich diese Aufgabe.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Ver-
teilungsfunktion F': R — [0, 1].

(a) Definiere F*(y) := inf{z € R: F(z) > y}. Zeigen Sie, dass fiir alle y € [0,1],z € R gilt:
F(y) <z ey < F(2).
Hinweis: Zeigen Sie zundchst mittels der rechtsseitigen Stetigkeit von F', dass F'(F*(y)) >
y gilt.

(b) Zeigen Sie: Ist Y ~ U|0, 1], dann hat F*(Y") dieselbe Verteilung wie X.

Nehmen Sie nun an, dass F stetig und streng monoton wachsend auf Dp := F~1((0,1)) ist.
In diesem Fall gilt offensichtlich F* = F~! auf dem offenen Intervall (0, 1), wobei F~! die
Umkehrfunktion von F': Dp — (0,1) bezeichnet.

(c) Sei A > 0. Auf ihrem Computer konnen Sie nur Realisierungen einer U[0, 1]-verteilten
Zufallsvariable Y erzeugen. Geben Sie eine Funktion G : [0, 1] — R an, so dass Sie durch
G(Y) Realisierungen einer Exp,-verteilten Zufallsvariable erhalten.

Aufgabe 16 (Gemeinsame Verteilungen, 4 = 1 4+ 1 + 2 Punkte).

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A > 0 und X,Y : Q — R zwei stetige Zufallsvaria-
blen mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsdichte

(2, y) = Ox - exp(=Ay) - L{o<asy)-
(a) Bestimmen Sie C) > 0, sodass f*?" tatséichlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.
(b) Berechnen Sie die Randdichten f* und f¥ von X bzw. Y.

(c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(X > Y) und P(2X <Y).

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spatestens Donnerstag, den 15. November 2018, 11:15 Uhr.
(Die Ubungszettelkiisten sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage der Vorlesung:
https://sip.math.uni-heidelberg.de/v1l/ews-ws18/



