Einfiihrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
Prof. Dr. Jan Johannes

Sandra Schluttenhofer

Wintersemester 2018/19

UNIVERSITAT
HEIDELBERG
ZUKUNFT
SEIT 1386

|
Y/ A
(LA |[1Ni

12. Ubungsblatt

Aufgabe 45 (Konvergenz in Verteilung, 4 = 1 + 1 + 2 Punkte).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (X, ),en eine Folge von Zufallsvariablen.

(a) Zeigen Sie: Das schwache Gesetz der grofen Zahlen folgt aus dem Zentralen Grenzwert-

satz!

(b) Fiir n € N besitze X,, die Wahrscheinlichkeitsdichte f,(z) = %2 |z["1_11)(2), z € R.
Existiert eine Zufallsvariable Z mit X, Dy 79

(c) Entscheiden Sie jeweils, ob eine Zufallsvariable Z existiert mit X, 2z , indem Sie die
Verteilungsfunktionen berechnen und deren Grenzwerte bestimmen:

> X~ Upys
» X, ~ Exp,,
> Xn ~ EXpl/n‘

Aufgabe 46 (Charakteristische Funktionen, 4 = 1 + 2 4+ 1 Punkte).

(a) Berechnen Sie die charakteristische Funktion ¢x einer auf dem Intervall [a,b], a < b,

gleichverteilten Zufallsvariable X ~ U, ).

(b) Zeigen Sie, dass fiir die charakteristischen Funktionen ¢y, ¢, zweier unabhéngiger Zu-

fallsvariablen Y, Z

py+z(t) = @y (t) - pz(t) VEER

gilt und folgern Sie:

und o_y(t)=py(t) VteR

Die Differenz zweier unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen kann nicht

U—1,1)-verteilt sein.

Hinweis: Es gilt sin(t) = 5 (exp(it) — exp(—it)).

(c) Seien Xi, X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen. Es gelte: X; + X5 hat
dieselbe Verteilung wie X;. Zeigen Sie, dass dann schon X; = 0 = X, fast sicher gilt.

Aufgabe 47 (ZGWS und empirische Vtlgsfunktion, 4 = 2 + 1 + 1 Punkte).

Sei (92, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n € N und Xj, ..., X,, : £ — R unabhéngig und
identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = u, Var(X;) = % und Verteilungsfunktion F.

Seien fir x € R

. 1 <&
Fule) =+ > 1pxe
=1

die empirische Verteilungsfunktion.



(a) Bestimmen Sie die Verteilung von n- Fj,(z) und geben Sie dann E(F,(z)) und Var(E,(z))
in Termen von n und F(z) an.

(b) Zeigen Sie, dass F, () iy F(z) gilt.

(c) Zeigen Sie, dass \/n (Fn(ac) — F(x)) N No,p@)(1-F(z)) gilt.

Aufgabe 48 (Asymptotische Konfidenzintervalle und Tests, 4 = 4 x 1 Punkte).

Sie haben eine Maschine, die bei Betétigung eines Knopfes eine (reelle) Zufallszahl X; zwischen
0 und b ausgibt. Die Generierung der Zufallszahlen ist unabhéngig voneinander und jede Zahl
zwischen 0 und b ist gleichwahrscheinlich, d.h. X; ~ U|0,b]. Sie beobachten n Ergebnisse der
Maschine, X,...,X,.

(a) Weisen Sie nach, dass b, = 2X, fir X, = %Z?:l X; ein erwartungstreuer Schéatzer fiir
den Parameter b ist. Zeigen Sie, dass b, folgendes erfiillt:

(b, — b) 5 N(0,62/3)

(b) Leiten Sie ein asymptotisches (1 — «)-Konfidenzintervall C fiir b fiir die richtigen Para-
meter Ry, = [b, 00) her.

(c) Sie wollen testen:

H():b:b() VS. H1:b>bo

Zeigen Sie, dass ein Test zum asymptotischen Niveau a durch

" ;.
¢’£lb)(X17--',Xn) = 1’ bn_ﬁql—a > bo
0, sonst

gegeben ist.

(d) Sie haben nun konkret n = 10 Realisierungen der Maschine in folgender Tabelle gegeben:

Beobachtung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wert 42.09 | 64.91 | 24.61 | 42.38 | 42.08 | 46.67 | 31.92 | 54.96 | 59.16 | 99.98

Sie vermuten, dass by = 100, sind sich aber nicht sicher, ob nicht b > by ist. Berech-
nen Sie das Intervall aus (b) und das Testergebnis aus (c). Wie lautet schlieflich Thre
Testentscheidung basierend auf den angegebenen Daten?

Hinweis: Das 95%-Quantil der Standardnormalverteilung ist gegeben durch qgg5 = 1.64.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spatestens Donnerstag, den 24. Januar 2019, 11:15 Uhr.
(Die Ubungszettelkiisten sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage der Vorlesung:
https://sip.math.uni-heidelberg.de/v1l/ews-ws18/



