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10. Ubungsblatt

Aufgabe 36 (Erwartungstreue Schitzer, 4 = 1 + 0.5 + 1 + 1.5 Punkte).
In dieser Aufgabe rekapitulieren wir Beispiel 26.16 (a) und Beispiel 26.18 (a) aus der Vorlesung.

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n € N und Xj, ..., X,, : £ — R unabhéngig und
identisch, stetig verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F*X.
Seien M; := min(Xj, ..., X,,) und My := max(Xy, ..., X,,).

(a)

Zeigen Sie, dass die Verteilungsfunktionen von M; und M, gegeben sind durch
FMiz)=1—(1—-F%)" und FM2(2) = FX(2)".

Hinweis: Finden Sie eine zu max(xy,...,x,) < z dquivalente Aussage, die Bedingungen
an die einzelnen x; stellt.

Sei X; ~ Exp, exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Welche bekannte Verteilung
besitzt M;?

Sei nun Xy ~ Uy g gleichverteilt auf [0, 0] mit Parameter 6 > 0.

» Bestimmen Sie Ey(X;) und Varg(X;).
» Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte fj;, von M, und berechnen Sie Eg(Ms).

Wir betrachten nun zwei Schétzer fiir dezn Parameter : den Momentschétzer él =2X,
und den Maximum-Likelihood-Schétzer 0y = max(Xy, ..., X, ). Zeigen Sie, dass

> 0, ein erwartungstreuer Schétzer fiir 8 ist, und dass

> ég nicht erwartungstreu ist.

Wir kénnen den Maximum-Likelihood-Schétzer korrigieren, indem wir stattdessen 65 =
”THQQ betrachten. Zeigen Sie, dass fiir n > 1

» der korrigierte Maximum-Likelihood-Schétzer 05 effizienter ist als der Momentschiit-
zer 0.

Bestimmen Sie nun fiir alle drei Schétzer den mittleren quadratischen Fehler. Welcher der
drei Schétzer ist der beste bzgl. des MSE?



Aufgabe 37 (Momente von x2- und t,-Verteilung, 4 = 2 + 1 + 1 Punkte).
(a) Sein > 2und X ~ t, t-verteilt mit n Freiheitsgraden, d.h. X besitzt die Wahrscheinlich-

- r(=41)

keitsdichte fu(z) = ¢ (14+2) 7 mit 6, := 2ok,
eitsdichte f,(z) = ¢ - mit ¢ i (3)
Zeigen Sie: E[X] = 0, Var(X) = -=5.

)
Hinweis: Verwenden Sie Symmetrie-Argumente fiir den Erwartungswert und partielle

Integration mit dem "Trick” [, 2°fx(x) dv = [yx - xfx(x) dx, um eine Gleichung der
Form E(X?) = C; + Cy - E[X?] zu erhalten. Diese kann nach E(X?) aufgeldst werden.

Fiir eine Zufallsvariable X sei nun, falls der Erwartungswert existiert, mx (t) := E(e*X), (t € R)
die momenterzeugende Funktion. Falls der Erwartungswert fiir ein ¢ € R existiert, konnen wir
den Exponentialterm in eine Potenzreihe entwickeln und erhalten

mx(t) = E(e'X) = E (Z “2?”) _ %E(X”).

Wir konnen also das k-te Moment einer Zufallsvariable X bestimmen, indem wir die k-te
Ableitung der momenterzeugenden Funktion an der Stelle 0 betrachten:
d* .
@mx(t) |t:0: ]E(X )
(b) Sei Y ~ N1y und X =Y? Zeigen Sie, dass mx(t) = (1 — 2) "2 fiir t < 3

(¢) Sei X ~ x2 Chi-Quadrat-verteilt mit n Freiheitsgraden. Berechnen Sie mx(t) fiir ¢ < 1.

Aufgabe 38 (t-Test fiir den Erwartungswert, 4 = 1.5 4+ 1.5 + 1 Punkte).

Auf der Packung eines Feuerwerks der Marke "Superbéller" steht geschrieben, dass die durch-
schnittliche Lautstiarke hochstens pg = 100 Dezibel betrigt. Wie sind skeptisch und vermuten,
dass die durchschnittliche Lautstéarke hoher ist. Dies wollen wir dem Hersteller nachweisen.
Dazu nehmen wir an, dass die Lautstirke beim Abbrennen eines Bollers normalverteilt ist
mit Erwartungswert u € R (entspricht der durchschnittlichen Lautstirke) und unbekannter
Standardabweichung ¢ > 0. Unter strenger Aufsicht ziinden wir nun n = 10 der "Superbéller"-
Feuerwerke unabhéngig voneinander an und messen folgende Lautstérken (in Dezibel):

| 112.0 | 105.2 [ 98.1 [ 108.7 | 97.2 | 102.3 | 110.1 | 100.5 | 103.3 | 99.0 |

(a) Formulieren Sie zunéchst die Hypothesen fiir das Testproblem, so dass der Fehler 1.
Art dem peinlichen Irrtum entspricht, dass wir den Hersteller zu Unrecht beschuldigen.
Fiihren Sie dann einen Student’schen ¢-Test (Satz 26.36) zum Niveau a = 0.05 durch und
formulieren Sie das Ergebnis der Testentscheidung.

(b) Sei o € (0,1). Seien X7, ..., X, = Niuo2)- Sei X, := 257" X; der Mittelwert und 5% :=
ﬁ S (Xi — X,,)? die empirische Stichprobenvarianz. Zeigen Sie, dass das Intervall

8 S
B(Xy, .., X,) = [Xn——tn, o Xty e
(X150, Xi) \/ﬁl,12 +\/ﬁ 1,1-2

ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir y ist.



(c) Geben Sie ein 95%-Konfidenzintervall fiir die durchschnittliche Lautstéarke p des Feuer-
werks "Superboller" basierend auf unseren Beobachtungen an.

Hinwets: Hier sind einige Quantile der t-Verteilung: too.9s = 1.833, t10,0.95 = 1.812, t90.975 =
2.262, t10,0.975 = 2.228.

Aufgabe 39 (t-Test auf Gleichheit der Erwartungswerte, 4 = 1 + 2 + 1 Punkte).

Laut dem Héandler eines Feuerwerkgeschafts fliegen die Raketen des Typs "Barock" mindestens
genauso hoch wie Raketen des Typs "Renaissance". Wir wollen diese Aussage tiberpriifen und
kaufen dazu 8 "Barock"- und 12 "Renaissance"-Raketen. Fiir unsere Nachforschung nehmen
wir an, dass fiir beide Typen die Flughohe normalverteilt ist mit einer mittleren Flughdhe up
("Barock") bzw. pugr ("Renaissance") und gleicher, unbekannter Standardabweichung o > 0.
Wir messen folgende Flughthen (in Metern) bei unseren Raketen:

"Barock" 39.7 | 475|374 | 46.6 | 40.2 | 48.4 | 39.0 | 37.2
"Renaissance" | 47.0 | 39.2 | 45.5 | 38.7 | 43.0 | 43.1 | 40.4 | 45.0 | 43.4 | 48.6 | 45.7 | 43.8

Fiihren Sie einen Zweistichproben ¢-Test (Satz 13.11) zum Niveau a = 0.05 durch und entschei-
den Sie, ob wir dem Héndler bzgl. der Flughdhe der beiden Raketentypen vertrauen sollten oder
nicht. Hierbei sollte der Fehler 1. Art dem peinlichen Fehler entsprechen, dem Héndler zu miss-
trauen, obwohl er Recht hat.

Hinwezs: Quantzle der t—Verteilung: t1870.95 = 1734, t1970.95 = 1729, t2070.95 = 1.725.
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Ein frohes Weihnachtsfest und einen guten Rutsch ins neue Jahr!

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spatestens Donnerstag, den 10. Januar 2019, 11:15 Uhr.
(Die Ubungszettelkiisten sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage der Vorlesung:
https://sip.math.uni-heidelberg.de/v1l/ews-ws18/



