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1. Übungsblatt

Aufgabe 1 (Elementare Eigenschaften von σ-Algebren, 4 = 1 + 1 + 1 + 1 Punkte).
Seien Ω und X nichtleere Mengen.

(a) Seien Ai, i ∈ I, (beliebig viele) σ-Algebren über Ω. Zeigen Sie, dass der Schnitt
⋂

i∈I Ai

wieder eine σ-Algebra über Ω ist.
Bemerkung: Damit ist gezeigt, dass es sich bei der in Lemma 01.06. definierten erzeugten
σ-Algebra tatsächlich um eine σ-Algebra handelt.

(b) Seien A1,A2 zwei σ-Algebren über Ω. Ist im Allgemeinen auch A1 ∪ A2 eine σ-Algebra?
Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

(c) Sei A eine σ-Algebra über Ω und f : X −→ Ω eine Abbildung. Zeigen Sie, dass
f−1(A) := {f−1(A) : A ∈ A} wieder eine σ-Algebra (die sogenannte Urbild-σ-Algebra)
über X ist.
Bemerkung: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass das Urbild bzgl. Vereinigung und
Komplement stabil ist, d.h. dass f−1(Ac) = f−1(A)c und f−1

(⋃
i∈I Ai

)
=
⋃

i∈I f
−1(Ai)

für Mengen A,Ai ⊆ Ω, i ∈ I, gilt.

(d) Sei T ⊆ Ω eine nichtleere Teilmenge und sei A eine σ-Algebra über Ω. Zeigen Sie, dass
A
∣∣
T

:= {A ∩ T : A ∈ A} eine σ-Algebra (die sogenannte Spur-σ-Algebra, vgl. 01.23.)
über T ist.
Hinweis: Anstelle eines direkten Beweises kann auch Aufgabenteil (c) mit geeignet ge-
wähltem f verwendet werden.

Aufgabe 2 (Eigenschaften von W’maßen, 4 = 1 + 1 + 1 + 1 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie, dass für A,B,An ∈ A (n ∈ N) gilt:

(a) Monotonie: A ⊆ B ⇒ P(A) ≤ P(B).

(b) Bonferroni-Ungleichung: |P(A)− P(B)| ≤ P(A4B) mit A4B = (A \B) ∪ (B \ A).

(c) Subadditivität: P (
⋃∞

n=1An) ≤
∑∞

n=1 P(An).

(d) Stetigkeit des Maßes von unten:
Gilt An ⊆ An+1 für alle n ∈ N, so folgt P (

⋃∞
n=1An) = limn→∞ P(An).

Hinweis für (c) und (d): Definieren Sie Bn := An\
(⋃n−1

k=1 Ak

)
, und drücken Sie

⋃∞
n=1An mittels

der Bn aus. Nutzen Sie dann Eigenschaft (iii) eines Wahrscheinlichkeitsmaßes.
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Aufgabe 3 (Siebformel von Poincaré und Sylvester, 4 = 2 + 2 Punkte).
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In dieser Aufgabe wollen wir eine Verallgemeinerung
der Formel P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B) (∗) beweisen und anwenden.

(a) Sei n ∈ N und seien A1, ..., An ∈ A. Zeigen Sie:

P

(
n⋃

j=1

Aj

)
=

n∑
j=1

(−1)j−1 ·
∑

{k1,...,kj}⊂{1,...,n}

P(Ak1 ∩ ... ∩ Akj)

 .

Hierbei wird in der inneren Summe über alle möglichen Indizes k1, ..., kj summiert, sodass
{k1, ..., kj} ⊆ {1, ..., n}.
Hinweis: Nutzen Sie vollständige Induktion über n ∈ N und (∗) im Induktionsschritt.

(b) Zu einer Tanzveranstaltung erscheinen n Paare bestehend aus je einem roten und grünen
Marsmenschen. Zufällig wird jedem roten Marsmensch ein grüner Marsmensch zugelost.
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein ursprüngliches Paar miteinander
tanzen wird? Berechnen Sie den Grenzwert dieser Wahrscheinlichkeit für n→∞ !
Hinweis: Nutzen Sie (a) (definieren Sie also einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum)
und wählen Sie für i = 1, ..., n: Ai = "Roter Marsmensch i tanzt mit der ursprünglichen
Begleitung zusammen".

Aufgabe 4 (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen, 4 = 1 + 1 + 1 + 1 Punkte).
Sei (R,B,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die zugehörige Verteilungsfunktion F : R −→ [0, 1]
ist durch F (x) := P((−∞, x]) für x ∈ R gegeben. Zeigen Sie, dass F folgende Eigenschaften
besitzt:

(a) F ist monoton wachsend, d.h. für alle x1, x2 ∈ R gilt: x1 ≤ x2 ⇒ F (x1) ≤ F (x2).

(b) limx→−∞ F (x) = 0 und limx→∞ F (x) = 1.

(c) F ist rechtsseitig stetig, d.h. für jede monoton fallende Folge (xn)n∈N in R mit xn ↓ x gilt
F (xn) −→ F (x).

Es kann außerdem gezeigt werden, dass F linksseitig existierende Grenzwerte besitzt, d.h. für
eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen (xn)n∈N und eine reelle Zahl x ∈ R mit xn ↑ x
gilt F (xn) −→ P(X < x).

(d) Zeigen Sie, dass F höchstens abzählbar unendlich viele Sprungstellen besitzt.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spätestens Donnerstag, den 25. Oktober 2018, 11:15 Uhr.
(Die Übungszettelkästen sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)

Homepage der Vorlesung:
https://sip.math.uni-heidelberg.de/vl/ews-ws18/
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