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1. Ubungsblatt

Aufgabe 1 (Elementare Eigenschaften von o-Algebren, 4 =1 + 1 + 1 4+ 1 Punkte).
Seien €2 und X nichtleere Mengen.

(a) Seien A;, i € I, (beliebig viele) o-Algebren iiber 2. Zeigen Sie, dass der Schnitt (., A,
wieder eine o-Algebra iiber (2 ist.
Bemerkung: Damit ist gezeigt, dass es sich bei der in Lemma 01.06. definierten erzeugten
o-Algebra tatsdchlich um eine o-Algebra handelt.

(b) Seien A, Ay zwei o-Algebren iiber Q. Ist im Allgemeinen auch A; U A; eine o-Algebra?
Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

(c) Sei A eine o-Algebra iiber 2 und f: X — Q eine Abbildung. Zeigen Sie, dass
YA :={fY(A) : A e A} wieder eine o-Algebra (die sogenannte Urbild-o-Algebra)
iiber X ist.
Bemerkung: Sie dirfen ohne Beweis verwenden, dass das Urbild bzgl. Vereinigung und
Komplement stabil ist, d.h. dass f~*(A°) = f~A)* und [~ (Uje; 4i) = Uiy fHA)
fiir Mengen A, A; CQ, 1€ 1, gilt.

(d) Sei T' C ) eine nichtleere Teilmenge und sei A eine o-Algebra iiber ). Zeigen Sie, dass
A‘T ={ANT : A€ A} eine o-Algebra (die sogenannte Spur-o-Algebra, vgl. 01.23.)
iiber T ist.

Hinweis: Anstelle eines direkten Beweises kann auch Aufgabenteil (c) mit geeignet ge-
wdahltem f verwendet werden.

Aufgabe 2 (Eigenschaften von W’maften, 4 =1 + 1 + 1 + 1 Punkte).
Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie, dass fir A, B, A,, € A (n € N) gilt:

(a) Monotonie: AC B = P(A) <P(B).
(

)
b) Bonferroni-Ungleichung: [P(A) — P(B)| < P(AAB) mit AAB = (A\ B)U (B \ A).
(c) Subadditivitat: P (|~ A,) <> 2 P(A,).

)

(d) Stetigkeit des Mafies von unten:
Gilt A,, C A, fir alle n € N, so folgt P (|J 7, A,) = lim,, o P(A,).

Hinweis fiir (¢) und (d): Definieren Sie B, := A\ ( i Ap), und driicken Sie |J;~, A, mittels

der B, aus. Nutzen Sie dann Eigenschaft (iii) eines Wahrscheinlichkeitsmafes.



Aufgabe 3 (Siebformel von Poincaré und Sylvester, 4 = 2 4+ 2 Punkte).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. In dieser Aufgabe wollen wir eine Verallgemeinerung
der Formel P(AU B) =P(A) + P(B) —P(AN B) (%) beweisen und anwenden.

(a) Sei n € N und seien Ay, ..., A, € A. Zeigen Sie:

P <O AJ) = i (—1)i1. ST P(Ay NN A)

=1 (k1 C{Lm}

Hierbei wird in der inneren Summe iiber alle moglichen Indizes £y, ..., k; summiert, sodass

{kly ceny k']} g {1, ,n}
Hinweis: Nutzen Sie vollstindige Induktion iber n € N und (%) im Induktionsschritt.

(b) Zu einer Tanzveranstaltung erscheinen n Paare bestehend aus je einem roten und griinen
Marsmenschen. Zufillig wird jedem roten Marsmensch ein griiner Marsmensch zugelost.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein urspriingliches Paar miteinander
tanzen wird? Berechnen Sie den Grenzwert dieser Wahrscheinlichkeit fiir n — oo !
Hinweis: Nutzen Sie (a) (definieren Sie also einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum)
und wdhlen Sie firi=1,....,n: A; = "Roter Marsmensch i tanzt mit der urspringlichen
Begleitung zusammen”.

Aufgabe 4 (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen, 4 =1 4+ 1 + 1 + 1 Punkte).

Sei (R, B,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die zugehorige Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1]
ist durch F(z) := P((—o0,z]) fir x € R gegeben. Zeigen Sie, dass F folgende Eigenschaften
besitzt:

(a) F' ist monoton wachsend, d.h. fiir alle z1,zs € R gilt: 27 < 29 = F(x1) < F(x9).
(b) lim, , o F(x) =0 und lim,_,, F'(z) = 1.

(c) F ist rechtsseitig stetig, d.h. fiir jede monoton fallende Folge (z,,)nen in R mit x, | z gilt

Es kann auferdem gezeigt werden, dass F' linksseitig existierende Grenzwerte besitzt, d.h. fiir
eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen (z,),eny und eine reelle Zahl x € R mit x,, 1 «
gilt F(x,) — P(X < x).

(d) Zeigen Sie, dass F' hochstens abzéhlbar unendlich viele Sprungstellen besitzt.

Abgabe:
In Zweiergruppen, bis spatestens Donnerstag, den 25. Oktober 2018, 11:15 Uhr.
(Die Ubungszettelkiisten sind im 1. OG, INF 205, vor dem Dekanat.)
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