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Kapitel 1
Prolog

Beispiel I: Geschlecht von Konsumierenden

Einem amerikanischen Produzenten eines kalorienarmen, koffeinhaltigen Erfrischungsgetrdn-
kes wurde das Gerlicht zugetragen, dass es mehr weibliche als méinnliche Konsumierende des
Getrinkes gibt. Um diesen Rumor zu iiberpriifen, hat der firmeneigene Verbraucherservice das
Geschlecht ({M,W}) von 1000 Konsumierenden des Getrinkes erhoben. Mit folgendem Resul-
tat:

WWWWMWWWMWMWWMWWWMWMWWMWMMWWWWWWWWWWWM
WWMWWWMWWWWWWMWWMWWMWWWWMMMWWWWWWMWMMW
WWMWWMWWMWWMWMWWWWWMWMWWWMMWWWWWWWMWWW
MWWWWWWWMWWWMWWMMWWWMWMMWWWWWMWWMWMWWW
WWWWWMWWWWWMWWMMWWMWWMMMWWWWWMWMWWWMMM
WWMWWWWWWWWWWWMWMWWWWWWWWMMWWMWWWWWMWW
WWMMWMWMWMWMWWWWMMWWWWMMWMWWWWWMWWWMWM
WWWWWWWWMWWWMWMWWWWWMMMMWMMWWWMWWWWWWM
WWWWWWWWMWWWWWMWMWWWWMWWWMMWWMWMWMWWWM
WWMWMWWWWMMWMWMWWMWWWWWWWMWWWMWWMWWWMW
MWMWWMMWWWWMWMWMWMMMWWMWMMWWWWWWWWWWWW
MWWWWWMWWWWMMWWMWWWWWMMMWWWMMWWWWWWMWW
MWMMWWWWWWMWWWMWMWWWWWMMWWWMWWMWMWWWWW
WMMMWWWMWWMWWMWWWWMMWWWWMWWWWMWMWWWWMW
WWMMWWMWMMWWWMWMMWMWWWWMWMMMMWWMWWWWWM
MWMWWWMWWMWMMMMMMWWWWWWWWMWWWWMWWWWWWW
WMWMMWWWMWMWWWWMMWMMWMWWMMWMMWWWWMWWWW
MWWWWMMWMMWMMWMMWWWMWWMWWWMWMWMWWWWMWM
MWWMWMWWWWWMWWWWMWWWWMWWWMWWWWWWMWWWMM
WWWMWWWWWWWMWWWWWWWMWWWWMWWWWMWWWMWWWM
MWWWWWWWMMMWWWWWMMMWWWWMMWMWWWWWWWWMWW
WWMWWWWWWWWMWWWWMWWWWWWMWWMWWMWWWWWWWW
WWWMMMWMWWWWWMWWWWMMMWWWWWWMMMMMWWWMWM
WMWMMWWMMMWWWWMWWWWMMWWWWMWWWWWWWWWWWW
WWWWWMMWWWMWWMWMWWMWMMMWMWWMWMMWWMWMMM
WWWWWWMWWMWMWWWWMWWMWWWWWMWMMWWWWWWWWW
MWWWWMWMWWWW

(Anzahl W=699)

Der amerikanische Produzent hat daraufhin entschieden, seine Produktpalette um ein koffein-
haltiges Erfrischungsgetrink ohne Zucker zu erweitern. Dabei war das Ziel, eine neue Marke
speziell fiir Mdnner zu kreieren. Zur Kontrolle des Ziels hat der firmeneigene Verbraucherser-
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Einleitung

vice wieder das Geschlecht von 1000 Konsumierenden des Getrinkes erhoben. Mit folgendem
Resultat:

MMMMMMMMWMWMWWMWMMMMMWMMWWWMMMMWWMMMMM
MMMWMWWMMMMMWWMMWMWWWWWWMMWWMMWWWWWMMM
MMMMMMMMMMMWMMMMMMWMMWMMWWWMWWMWMWWMMW
MWWWWMWMMMMWMMWWWMMMMMMWMMWMWMMMWWWMWM
WWWWMWWMMWWMMWMWMMMMMMWMMMMMMMMMWMMWW W
MWMMMWMMMWWMMMWMMMMWMMWMMMMMMMWMMMWMMM
WMMMMWMMMWWWWMMWMMWMMMWWMWMMMMMMWWMWMM
WMWWMMMWWMWWMMMWMMMMMMWMMWMWWMMWMWMMWM
WWWWMMWMMWWMWMWMMWWMMMWWMMMMWMMWMWMMW M
MMWWMMMWMWMMMMMMMWMMMMMMMMWMMWWMMMMMW W
WMMMMMMWWMWMMMWWWMMMWWWMMMWWWMMMWMMMMW
MMMWMWMMMMWMWWMWWMMMWWMWWWMMMWWMWMMMMM
WWWWMMMMWMMWMWMWMMWMMMMMWWWMMWMMMMMWW M
WMMMMWWMMMMWMMMMWMMWMMMWWMMMWMMMMWMWWM
MMMWMMWWMMWMMWMMWMWWWWMMWWMMMMWMWWMMMM
WMWMWMMMWMWWWWMWMMMWMWWWWMMMMMWMWMMMW M
MMMWMMWMMWMWWMMWMWMWMWWMMWWWMMWWMMMMMM
WMWMMWMWWWMMMWMMMWWMMWMMMWMMMMWWWMWMWM
MMMWWWMMMMWWWMWMWWMMMMMMWMWMWMMWWWWMWW
MWWMMMMWWMMWWMWMMMMWMMMMMWMMWWMMMWMMMM
MMMWMMWWMMMWWMMWWMMMMMMMMMWMMWMWMWWMMM
MWWWMMWMMMMWMWMMMMWMMMMWMWMMMWWWWWWWWW
MMWMMWMMMWMWMWMMMMMMMMMWMWMWMWWMWWWWMM
MMMMMMMMMWWWMWWWMMWMMMWMWWMMMWMMMMMMW W
WWMMMMWWWMWWWMMWMMWWWWWMWWWMMWWMWMWMW W
MMWWWMMWWMMMWMWMMWMMMMMWWMWMWMWMMMWWMM
WWWMMWMWWMMM

(Anzahl M=611)

Beispiel Il: Qualitatskontrolle

Eine Schraubenherstellerin hat einen Vertrag mit einem Klienten abgeschlossen, in dem sie sich
verpflichtet, dass in der nichsten Lieferung hochstens I von 100 Schrauben beschdidigt ist. Der
Klient hat 10.000 Beutel a je 50 Schrauben bestellt. Zur Kontrolle der Qualitét ihrer Lieferung,
zihlte die Herstellerin in 100 Beuteln der Lieferung die beschéadigten Schrauben. Mit dem fol-
genden Resultat:

02000101010020101000100000001000120100000002000021000112
00011200001040010000210010000100100200101101
(Summe=46)
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Einleitung

Beispiel Ill: Anzahl

Ein Unternehmen bietet seinen Klienten eine Telefonhotline von Montag bis Freitag zwischen
8:00 Uhr und 18:00 Uhr an. Um den Kundenservice zu verbessern, zihlt das Unternehmen eine
Woche lang die Anrufe innerhalb einer Viertelstunde. Mit dem folgenden Resultat:

181716819812151411151113812141513817161512131015151313161315131689
1110141588151381510188117161381591497131081615139141514186106149
7146141011 1613914 11131112121111915117201081224141181413111012713
11101314107161912613915102212151416131214611131061113515914121211
97131391291112191391410101110911121010131011211412108111616181312
1113131417119131111915157152051814101120191210147991278861412139
121214910711141810121112131116141011151010149141512101315158131110
121111129351313131713161391513171297139

(Summe=3348)

Beispiel IV: Wartezeit

Ein Wissenschaftler fahrt jeden Tag mit der U-Bahn in Berlin. Wéhrend drei Monaten misst er
seine tigliche Wartezeit an der U-Bahn Haltestelle. Mit dem folgenden Resultat (in Minuten):

7.44 6.21 6.03 8.08 7.07 6.33 9.00 1.28 5.92 2.38 5.89 0.09 1.59 5.57 8.56 7.01 1.54 1.21 0.99 2.30 1.00
7.828.530.182.337.817.77 9.05 6.86 3.82 1.36 7.39 2.06 0.96 2.28 3.54 4.01 7.59 7.06 7.58 6.59 1.35
8.64 1.01 8.882.27 5.96 1.25 6.45 2.45 9.02 5.83 3.80 1.95 9.28 0.29 0.73 3.67 2.74 0.17 9.32 0.02 4.76
7.498492.362.152.063.73 2.86 5.351.27 6.08 9.504.70 5.44 4.11 9.20 2.59 5.98 1.17 5.98 8.40 2.97
2.66 5.250.97 3.74 2.79 8.81

(Maximum=9.5)

Beispiel V: Lebensdauer

Eine Stadtverwaltung benutzt in ihren Gebduden 35.000 Glithlampen. Der Hersteller der Gliih-
lampen garantiert, dass die Lebensdauer der Glithlampe mindestens 1000 Stunden betrdagt. Um
diese Aussage zu iberpriifen, fiihrt die Einkaufsabteilung eine Studie mit 100 Glithlampen
durch. Mit dem folgenden Resultat (in Stunden):

2109.35 1074.86 28.83 1279.98 156.99 5019.57 1996.70 478.79 999.25 2253.01 465.35 530.50 624.27
4167.61 721.24 134.58 1292.09 174.07 504.60 83.62 2824.01 881.01 42.30227.83 156.20 13.34 1740.43
23.56 908.03 271.18 23.28 2191.34 357.66 1917.95 357.95 1281.17 183.21 98.11 700.71 820.09 739.14
23.79923.54 17.19 108.47 467.33 761.10 15.48 5635.45 2714.75 457.12 271.27 155.30 1396.21 644.90
393.85 382.58 1087.93 4547.50 1241.29 807.20 2291.24 2027.31 150.71 5031.31 811.09 1049.09 988.20
1003.60 1264.92 1488.36 1603.13 1923.11 204.41 1765.73 224.21 1011.45 587.16 888.23 1274.92
1222.33295.25631.2848.22 109.15692.58 11.14 1855.80377.98 200.43 731.42 823.03 106.78 2233.35
409.38 115.18 1542.88 112.48 1278.54 2345.72

(Mittelwert=1026.37)
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Kapitel 1 Prolog

Beispiel VI: Messfehler

Nach einem starken Sturm fiirchtet der alte Fiirst G. 6metry dass sein Schloss (siche Bild unten)
beschidigt ist. Genauer, er hat den Eindruck dass die Fassade, die vor dem Sturm ein Rechteck
war, sich in ein nicht-rechteckiges Parallelogram verformt hat.

D D
B C NS B C
A B A B
intaktes Schloss beschidigtes Schloss

Um diesen Eindruck objektiv zu iiberpriifen, entschlieBt sich der Fiirst G. Ometry die Segmente
f@ und £'B 31 mal zu messen, mit folgendem Resultat fiir das Segmente AC' (in m):

9.60 9.35 9.57 8.65 10.11 10.05 10.82 9.17 11.02 9.02 9.48 9.34 9.27 9.96 9.50 9.31 9.21 10.11 9.96
9.00 7.77 9.44 9.08 9.97 9.68 10.55 8.66 9.14 9.06 9.43 9.56
(Mittelwert=9.51)

und fiir das Segment ﬁ (in m)

10.38 11.32 9.01 9.51 10.19 10.94 10.26 10.12 10.57 9.93 12.17 11.88 10.30 11.33 10.95 10.23 8.72
10.22 11.42 11.84 10.29 11.55 8.43 9.06 9.45 9.99 10.40 11.00 12.68 9.73 11.36
(Mittelwert=10.49)

Die belgische Abbaye de Rochefort ist berithmt fiir ihr selbst gebrautes Bier. Die Monche moch-
ten in einen neuen Abfiillautomaten fiir 33cl Bierflaschen investieren. Der Hersteller des Au-
tomaten gibt eine Genauigkeit der Abfiillung von 0.8 an. Um diese Herstellerangabe zu iiber-
priifen, messen die Monche das Volumen von 42 zufillig ausgewéhlten 33cl Bierflaschen, mit
folgendem Resultat (in Zentiliter):

32.68 32.19 33.50 33.78 33.95 33.04 33.17 30.62 33.92 32.99 32.13 32.99 33.64 34.41 33.88 32.42 33.08
32.48 32.49 33.52 33.86 33.95 32.80 32.66 32.57 33.93 31.02 32.71 31.89 34.28 33.76 32.79 31.74 33.03
33.57 33.72 31.55 32.57 32.87 32.03 32.47 32.87

(Standardabweichung=0.86)

Laut Hersteller kann der Abfiillautomat mit derselben Genauigkeit auch 75c¢l Bierflaschen ab-
fiillen. Die Monche messen zusitzlich das Volumen von 42 zufillig ausgewihlten 75¢l Bierfla-
schen, mit folgendem Resultat (in Zentiliter):

75.7176.28 75.33 75.37 74.84 73.13 76.34 75.61 75.15 74.56 74.30 74.35 75.43 73.70 74.49 75.18 74.23
76.6273.2974.76 75.12 74.12 75.57 75.89 75.67 75.68 74.66 73.93 76.08 75.50 75.52 75.59 75.36 74.95
72.84 76.13 75.37 75.53 73.80 74.56 74.44 73.98

(Standardabweichung=0.9)
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Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitsraum

§01 Stichprobenraum

Ein zufilliges Experiment ist ein Experiment, in dem das Ergebnis nicht mit Sicherheit vor-
hergesagt werden kann. Um ein zufélliges Experiment mathematisch zu untersuchen, ist es
notwendig alle Versuchsausginge beschreiben zu konnen.

§01.01 Definition. Eine nicht-leere Menge € aller moglichen Ausgénge eines zufilligen Experiments
wird Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein moglicher Versuchs-
ausgang w des zufilligen Experiments, also ein Element von €2, kurz w € 2 heilit Ergebnis
(Stichprobe). m

Ein Ereignis ist typischerweise in Form einer Frage gegeben, deren Antwort nur vom Versuchs-
ausgang des zufilligen Experiments abhingt. Von Interesse ist dabei insbesondere, ob das Er-
eignis eingetreten ist (sich realisiert hat) oder eben nicht.

§01.02 Definition. Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge (2, also ein Element der Potenz-
menge 2% von . Fiir einen Versuchsausgang w € ) ist ein Ereignis A € 2% eingetreten, wenn
w € A gilt. O

§01.03 Sprechweise. Die Mengen ), Q und {w}, w € €, heiBen das (absolut) unmdgliche Ereignis,
das (absolut) sichere Ereignis bzw. ein Elementarereignis; Ereignisse A und B mit AN B = ()
nennt man unvereinbar oder unvertréglich. O

§01.04 Skizze. Die folgende Abbildung stellt drei begriffliche Ebenen der Stochastik dar.

o

9(2) . Ereignis-Systeme
29 1;1 Ereignisse
0 . Ergebnisse
A
Die Abbildung wurde auf der Grundlage von Georgii [2015, Abb.1.1, S.11] erstellt. O

Im Folgenden sei stets () eine nicht-leere Menge, und fiir A € 2% bezeichnen wir mit A¢ :=
2\ A das Komplement von A in .

$01.05 Definition. Ein Teilmengensystem 7 C 2% heiBit o-Algebra, falls gilt:

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 5



Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum 01 Stichprobenraum

(a) Q) €

(b) Fiir alle A € o7 gilt A° € o7

(c) Fiiralle 4, € & mitn € Ngilt (|J,.y4,) € <.

Das Paar wird messbarer Raum genannt und .27 wird auch als Menge der interessie-

renden Ereignisse bezeichnet. O
$01.06 Lemma. Es sei & C 2% ein System von Teilmengen von ). Dann ist

= ﬂ {o | o ist o-Algebra auf Q und & C o/}

die kleinste o-Algebra auf (), die & enthdlt. & heifit Erzeuger von o(&) und o(&) die von &
erzeugte o-Algebra auf ().

$01.07 Beweis von Lemma $01.06. Ubungsaufgabe. O

§01.08 Beispiel.

(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge (2 existieren die rriviale o-Algebra {(), 2} sowie die
Potenzmenge 2% als o-Algebren.

(b) Fiir jedes nicht-leeres A C Q gilt o({A}) = {0,9, A, A°}.
(c) Fiir eine hochstens abzéihlbar unendliche (d.h. endlich oder abzihlbar unendliche), kurz ab-

zihlbare, Indexmenge Z sei & = { A; € 2%,i € Z, paarweise disjunkt und [+ A; = Q
i€

eine Partition von ). Dann ist 0(&’) = {Lﬂjej AT C I}. O

§01.09 Bemerkung. Wie im letzten Beispiel §01.08, bezeichnen wir zur optischen Verdeutlichung die
Vereinigung paarweiser disjunkter Mengen mit dem Symbol |4 0

§01.10 Lemma. Fiir jede o-Algebra <7 auf () gilt:
(i) 0 e,
(ii) Fiir A,B € o/ sind AUB, ANB, A\ B := AN B und AAB := (A\ B)U(B\ A)

Elemente von <7 ;

(iii) Fiir eine abzdhlbare Indexmenge T und {A; :i € T} C o/ gilt (\,cr Ai € .
$01.11 Beweis von Lemma §01.10. Ubungsaufgabe. O

§01.12 Erinnerung.. Ein Folge (x,),en aus R heiBt monoton wachsend (bzw. fallend), wenn z,, <
Tpa1 (bzw. 2,41 < x,) fiir alle n € N gilt. Ist eine monotone wachsende (bzw. fallende) Folge
konvergent, etwa x = lim,,_,, &, so schreiben wir kurz z,, T = (bzw. z,, | ). O

§01.13 Definition. Sei A,, C Q fiir n € N. Die Folge (A, )nen heiBt monoton wachsend (bzw. fallend),
wenn A, C A, (bzw. A, 11 C A,) fiir alle n € N gilt. Weiterhin heilen

A, :=lim inf A,, &= U ﬂ A ::U{ﬂ{Am|m€N/\m>n}|n€N} und

n— oo

n=lm>2n

A* = lim sup A, IS ﬂ U A,,.

n—oo

n=1m>n

6 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik



01 Stichprobenraum Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

Limes inferior bzw. Limes superior der Folge (A,,),en. Die Folge (A,);en heiit konvergent,
wenn A, = A* =: A gilt. In diesem Fall schreiben wir kurz = A. O

§01.14 Bemerkung.

(i) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (A,,),cn von Teilmengen von €2 ist konver-

gent mit A := lim, oo A, = [J, Ay (bzw. A = lim,, .o A, = (), .y An). In diesem
Fall schreiben wir kurz A, T A (bzw. A, | A).

(ii) Fiir den Limes inferior bzw. superior einer Folge (A, ),en gilt

A, =liminfA, ={weQ: {neN:w¢gA,}| <oo} bzw.
n— o0
A* =limsup A, ={wel: {neN:we A} =o}

n—oo
In anderen Worten, A, ist also das Ereignis, dass schliefilich alle der A, eintreten. A*
ist hingegen das Ereignis, dass unendlich viele der A, eintreten. Insbesondere gilt A, =
lim inf A,, C lim sup A,, = A*. O
n—oo n—oo
§01.15 Lemma. Sei (), <7) ein messbarer Raum und (A, )nen eine Folge von Teilmengen aus <.
Dann gilt:

(i) lim inf A,, € & undlim sup A,, € &;

n—oo n—o00

(ii) Falls A :== lim A, existiert, dann ist A € <.

n—oo

§01.16 Beweis von Lemma §01.15. Ubungsaufgabe. O

§01.17 Definition. Es sei S ein metrischer (oder topologischer) Raum und & das System der offenen
Teilmengen von S. Dann heilt die von den offen Mengen & erzeugte o-Algebra =0(0)
die Borel-o-Algebra iiber S. Die Elemente von %g heillen Borel-Mengen. O

§01.18 Bemerkung. Hiufig sind wir an der Borel-o-Algebra := Prn Uiber R" interessiert, wobei
R™ versehen ist mit dem Euklidischen Abstand d(z,y) = ||z — y|| = />, (@ — y;)? fiir
= (23)icpn] ¥ = Wi)iepn) € RM mit [1,n] := [1,n] N N. O.

§01.19 Schreibweisen. Wirsetzen R := [0, 00), 0" := [0,00)NQ, R, := (0,00), Q) := (0,00)NQ,
Rp:= R\ {0}, sowie Q\y:= Q \ {0}. Fiir a,b € R" schrelben wir a < b, wenn a; < b; fiir
alle 7 € [1,n] gilt. Fir a < b, definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt
(a,b) == X (a;,b;) = (a1,b1) X (az,by) X -+ X (an,by,). Analog, sind [a,b], (a,b] sowie
(@, b) definiert. Weiterhin, sei (—oc, b) := X'_ (—00, b;) und analog (—oc, b| definiert. O.

$01.20 Bemerkung. Wie in §01.19 bezeichnet X,;c7 S; das Kartesische Produkt der Mengen S;, i € Z,
und fiir s € X S; bezeichnen s;, i € Z, stets die Komponenten von s = (8:)iez- O

§01.21 Satz. Die Borel-o-Algebra 98" iiber R™ wird auch erzeugt von folgenden Mengensystemen:
(a) & := {A C R"| Aist abgeschlossen}; (b) & = {A C R"| A ist kompakt};

(©) & :={(a,b)|a,b € Q" a < b}; (d) & :={[a,b]|a,b € Q",a < b};

(e) & :={(a,b]|a,be Q" a<b}; ()& :={[a,b)|a,be Q" a< b}

(2) & = {(—00,b] | b € Q"}; (h) & = {(—00,b) |b € Q"}; (1) & = {(a,0) |a € Q"} und
() é10 == {[a, 00) [a € Q"}.
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§01.22 Beweis von Satz §01.21. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. O

§01.23 Lemma. Seien (2, o7) ein messbarer Raum und B C € eine nicht-leere Teilmenge. Dann ist
JZf‘B = NB:={ANB|A € &} eine o-Algebra iiber B, die sogenannte Spur oder
Einschriinkung von <7 auf B. Des Weiteren, fiir & € 2% gilt o(&) }B = a(é"|B).

$01.24 Beweis von Lemma $01.23. Ubungsaufgabe. O

§01.25 Schreibweisen. Wir bezeichnen mit := Pg die Borel-o-Algebra iiber der kompaktifi-
zierten Zahlengerade i= [~00, 0], wobei die Mengen {—oc}, {oo} und R in R abge-
schlossen bzw. offen, also Borel-Mengen sind. Insbesondere, ist = PBr = ZNR die
Borel-o-Algebra tiber R. Weiterhin schreiben wir = AN @Jr, = ZNR" und
,%TFO =%N RTO. O.

§02 Wahrscheinlichkeit

In einem zufilligem Experiment, das durch einen messbaren Raum (2, o) beschrieben wird,
mochten wir den interessierenden Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit zu ordnen. Die folgende
Definition wurde 1933 von dem russischen Mathematiker A.N. Kolmogorov eingefiihrt.

§02.01 Definition. Sei (€2, %7) ein messbarer Raum. Eine Abbildung P : &/ — [0, 1] heiit Wahr-
scheinlichkeitsmaf3 (Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz Verteilung) auf <7, wenn sie fol-
genden Bedingungen geniigt:

(a) P(Q) =1; (normiert)
(®) P(ld,,cn An) = D nen P(Ay) fiir jede Folge (A;,)nen paarweise disjunkter (0-additiv)
Ereignisse aus <7, d.h. A,, N A,, = 0 fiir alle n, m € N mit n # m. O

Wir bezeichnen mit WV := W(</) die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf .o/ Ein Tripel
(YN bestehend aus einer Ergebnismenge (2, einer o-Algebra <7 interessierender Ereig-
nisse sowie einem Wahrscheinlichkeitsmall P auf .o/ wird Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

m

§02.02 Sprechweise. Ereignisse A, B € &/ mit P(A) = 0 und P(B) = 1 werden Nullmenge bzw.
Einsmenge genannt. O

§02.03 Beispiel. Sei (€2, /) ein messbarer Raum. Fiir A C ) bezeichnet : Q — {0,1} mit
1;'({1}) = A und 1,*({0}) = A die Indikatorfunktion auf A. Fiir jedes w € € ist das
Einpunkt-oder Diracmay s/ — {0,1} mit §,(A) := 14(w) fiir alle A € </ ein Wahr-
scheinlichkeitsmal aus WW(.2). Ist (P,,),en eine Folge von WahrscheinlichkeitsmaBe in W, so
ist auch jede Konvexkombination ZneN wy, P, mit w,, > 0,n € N, und ZneN w, = 11in W.
Die Diracmalfle bilden Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmalle. ©

§02.04 Definition. Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (€2, <7) heifit ein Element w € 2 mit {w} €
</ und P({w}) > 0 Arom. Die Wahrscheinlichkeit P({w}) wird Masse des Atoms w genannt.

§02.05 Lemma. Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (2, of) besitzt abzihlbar viele Atome.
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§02.06 Beweis von Lemma §02.05. Da es hochstens n Atome mit Masse gleich oder groBer 1/n gibt,
kann die Anzahl der Atome hochstens abzihlbar unendlich sein. O

§02.07 Schreibweisen. Fiir a,b € R schreiben wir kurz a \/ b := max{a, b} sowie a A b := min{a, b}.
O

§02.08 Lemma. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P € W(</) gilt:

(i) P(0) =0; (unmogliches Ereignis)
(ii) Fiir jedes A € of gilt P(A°) =1 —P(A);
(iii) Fiiralle A, B € < gilt (Booles Regeln)

P(A\ B) =P(A) —P(AN B),
P(AuB) =P(A) +P(B) - P(ANB),
P(AAB) =P(A) + P(B) — 2P(AN B);

fiir disjunkte A und B, d.h. AN B =0, also P(AU B) =P(A) + P(B); (additiv)
(iv) Fiirn € Nund A, ..., A, € < gilt (Poincarés Formel)
P( Uizt Ai) = Z(Z);ézg[[l,N]} (_1)‘I|_1P( MNier Ai)';
(v) Fiiralle A,B € o/ mit AC Bgilt0 <P(A) <P(B)<1 (Isotonie);
(vi) Fiir A, B € < gilt: (Bonferroni Ungleichungen)

P(A)VP(B) < P(AUB) < {P(A) + P(B)} A 1;
{P(A) +P(B) — 1} V0 < P(AN B) < P(A) AP(B);
[P(A) —P(B)| < P(AAB).

§02.09 Beweis von Lemma $02.08. Ubungsaufgabe. 0

§02.10 Proposition. Fiir jedes P € W(</) und jede Folge (A,,)nen von Teilmengen aus <f gilt:
(@) P(UpenAn) < 3o P(A): (subadditiv)
(i) Falls A, | 0, dann gilt P(A,) | 0; (o-stetig)
falls A, T A, dann gilt P(A,,) T P(A),
(iii) Falls hm A, = A, dann gilt lim P(A,AA) = 0 und somit lim P(A,) =P(A).

n—o0 n—o0

§02.11 Beweis von Proposition §02.10. (iii) in der Vorlesung und (i)-(ii) Ubungsaufgabe. ]

§02.12 Lemma. Jede normierte, additive Mengenfunktion P : o/ — |0, 1], die o-stetig ist, ist auch
o-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmaf, also P € W(<).

§02.13 Beweis von Lemma §02.12. In der Vorlesung. O

§02.14 Bemerkung. Die letzte Aussage §02.12 erlaubt eine alternative aber zu §02.01 dquivalente
Definition eines WahrscheinlichkeitsmaBes, d.h. eine Mengenfunktion P : o/ — [0, 1] ist ein
Wahrscheinlichkeitsmall wenn es (a) normiert, (b) additiv und (c) o-stetig ist. O

§02.15 Korollar (Ungleichungen von Boole). Fiir jedes P € W(</) und jede Folge (A, )nen von Teil-
mengen aus </ gilt:

ﬂA \irelglp n) <supP(A UA Z]P’(A

neN

neN neN neN
P(lim inf 4,,) < lim inf P(4,) < lim supP(4,) < P(lim sup 4,).
n—00 n—00 n—00 n—00
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$02.16 Beweis von Lemma §02.12. Ubungsaufgabe. O

§02.17 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmal P auf (R, %) wird il : R — [0,1] mit x —
F(z) := P((—o0, z]) die zugehorige Verteilungsfunktion genannt. O

§02.18 Lemma. Fiir jede Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmaf3 P € W(A) gilt:

(i) F ist monoton wachsend, d.h., fiir alle x,y € R mit v < y gilt F(x) < F(y).

(ii) F ist rechtsstetig, d.h., fiir alle x,, | x in R gilt F(z,) | F(z).

(iii) F besitzt einen linksseitigen Grenzwert, das heift fiir alle x,, T x in R gilt F(x,) T F(z—)
= P((—o0, x)).

(iv) Die Spriinge von F korrespondieren mit den Atomen von P, d.h. F(x) — F(x—) = P({z})
fiir alle x € R.

(v) Es giltlim,, . F(x) =0 undlim,_,,, F(z) = 1.

§02.19 Beweis von Lemma $02.18. Ubungsaufgabe. O

§02.20 Bemerkung. Aufgrund von Lemma §02.05 und Lemma §02.18 (iv) ist die Anzahl der Unste-
tigkeitsstellen einer Verteilungsfunktion [ abzéhlbar. O

§03 Dynkin’scher n-\-Satz

Seien (£2,.27) ein messbarer Raum und & C 2% ein Erzeuger von <7, also &/ = o(&), so
stellt sich die Frage: Ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 [P auf .27 schon eindeutig festgelegt durch
seine Werte auf &? Im Allgemeinen ist die Antwort ,,nein*“. Die Antwort ist aber ,,ja*, wenn das
Mengensystem schnittstabil ist. Dies ist eine Schlussfolgerung aus dem Dynkin’schen - \-Satz.

$03.01 Definition. Ein Teilmengensystem & aus 2 heifit

(a) N-stabil (sprich: schnittstabil) oder ein w-System, falls fiir je zwei Mengen A, B € & gilt,
dassauch AN B € &;

(b) o-N-stabil (sprich: sigma-schnittstabil), falls fiir jede Folge (A,,),en von Teilmengen aus
o/ gilt, dass auch N, ey A, € &;

(¢) U-stabil (sprich: vereinigungsstabil), falls fiir je zwei Mengen A, B € & gilt, dass auch
AUBE€E&;

(d) o-U-stabil (sprich: sigma-vereinigungsstabil), falls fiir jede Folge (A, ),en von Teilmengen
aus 7 gilt, dass auch U, cnA, € &

(e) \-stabil (sprich: differenzmengensiabil), falls je zwei Mengen A, B € & gilt, dass auch
A\ Beé&;

(f) komplementstabil, falls mit jeder Menge A € & auch A° € & gilt. m

§03.02 Bemerkung.
(i) Ein Teilmengensystem & aus 2% mit Q € &, das komplementstabil und o-U-stabil ist, ist
somit eine o-Algebra.
(ii) Fiir ein komplementstabiles Teilmengensystem & aus 2‘* folgen aus den de Morgan’schen

Regeln die Aquivalenzen von U-stabil und N-stabil als auch von o-U-stabil und o-N-stabil.
|
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$03.03 Definition. Ein Teilmengensystem & aus 2% heiBt B <SHENR oY (oder ), wenn

es folgenden Bedingungen geniigt:

() Qe 2,

(A2) Z ist komplementstabil;

(A3) fiir je abzihlbar viele, paarweise disjunkte Menge Ay, A,,... € P gilt|y~ A, € 2. ©

§03.04 Bemerkung. Die Bedingung (\2), das & komplementstabil ist; kann dquivalent ersetzt werden
durch die scheinbar stirkere Bedingung

(\y) firalle A, Be Zmit AC Bgilt B\ A€ 2.

Da jedes Dynkin-System auch (\}) erfiillt. Denn fiir A, B € ¥ mit A C B sind A und B¢
disjunkt und es gilt B\ A = (Alf) B°)° € 2. O

§03.5 Anmerkung. Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System. Die Umkehrung gilt nicht, da (\3) nur fiir
Folgen paarweise disjunkter Ereignisse gefordert ist. Zum Beispiel fiir 2 = {1,2,3,4} ist Z =
{0,{1,2},{1,4},{2,3}, {3, 4}, Q} ein Dynkin-System aber keine o-Algebra. Der Unterschied
ist allerdings nicht sehr grof3. O

§03.06 Lemma. Ein Dynkin-System 2 C 2% ist genau dann NM-stabil, wenn es eine o-Algebra ist.
§03.07 Beweis von Lemma §03.06. In der Vorlesung. O

$03.08 Korollar. Fiir ein Teilmengensystem & aus 2% ist
(e I ﬂ {2 | 2 ist Dynkin-System auf Q und & C 9}

das kleinstes Dynkin-System auf §), das & enthdlt. & heifst Erzeuger von 6(&') und 6(&) das von
& erzeugte Dynkin-System auf 2.

§03.09 Beweis von Korollar §03.08. Der Beweis §01.07 ldsst sich direkt auf Dynkin-Systeme iibertra-
gen. m

§03.10 Bemerkung. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, gilt stets (&) C o(&). m
§03.11 w-A\-Satz. Fiir jedes N-stabile & ist auch das erzeugte Dynkin-System (&) N-stabil.

§03.12 Beweis von Satz §03.11. In der Vorlesung. O
§03.13 Korollar (Dynkin’scher m-\-Satz). Fiir jedes N-stabile & gilt (&) = 6(&).

§03.14 Beweis von Korollar §03.13. ,,0 Dies ist klar nach Bemerkung §03.10.
,,C“ Nach Satz §03.11 ist das Dynkin-System §(&) N-stabil, und somit nach Lemma §03.06
auch eine o-Algebra, die definitionsgemil & enthilt. O

§03.15 Korollar. Seien & ein Dynkin-System und & C & N-stabil. Dann gilt 0(&) C 2.

§03.16 Beweis von Korollar §03.15. Fiir das erzeugte Dynkin-System (&) gilt definitionsgemif §(&") C
2. Da & N-stabil ist, folgt 0(&) = §(&) aus Korollar §03.13, also auch (&) C 2.

§03.17 Beweisstrategie.. Mochten wir zeigen, dass alle Ereignisse einer o-Algebra eine bestimmte
Eigenschaft, sagen wir (R) besitzen, so ist eine hdufig angewendete Beweisstrategie:
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(Schritt 1) Zeige, dass {A € o7 : Aerfiillt (R)} ein Dynkin-System ist;
(Schritt 2) Finde einen N-stabilen Erzeuger & von <7, d.h. ein 7-System & mit o/ = o(&);

(Schritt 3) Zeige, dass alle Elemente aus & die Eigenschaft (R) besitzen.
Nach Korollar §03.15 besitzen dann alle Ereignisse aus ./ = o (&) die Eigenschaft (R). O

§03.18 Satz (Eindeutigkeit eines Wahrscheinlichkeitsmafes). Seien (), <) ein messbarer Raum, & ein M-
stabiler Erzeuger von o/ und P, P Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf <. Falls die Einschréinkungen
IP”O@ und ]P’!(ga von P bzw. P auf & iibereinstimmen, d.h. P(E) = P(FE) fiir alle E € & gilt, dann

stimmen auch P und P iiberein, P = P.

§03.19 Beweis von Satz §03.18. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie $§03.17 mit
(R) =,P(A) =P(A)~ O

§03.20 Korollar (Eindeutigkeit der Verteilungsfunktion). IstF : R — [0, 1] monoton wachsend, rechtsste-
tig mit lim,_, o F(x) = 0 und lim,_,, F(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeits-
maf P auf (R, B) mit P((z,y]) = F(y) — F(z) fiir alle x,y € R mit x < y. Insbesondere ist F
die Verteilungsfunktion von P.

§03.21 Beweis von Korollar §03.20. Die Existenz wird in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1
gezeigt, die Eindeutigkeit folgt direkt aus Satz §03.18 mit N-stabilen & = {(—o0, z] |z € R}.
o

§04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

§04.01 Definition. Ist {2 eine abzdhlbare Menge, so wird ein Wahrscheinlichkeitsmal P auf
o = 2% diskret genannt und (), o7, P) heiBt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbil-
dung & : 2 — [0, 1] mitw — p(w) := P({w}) wird Zihldichte des WahrscheinlichkeitsmaBes
[P genannt. O

§04.02 Lemma.

(i) Ist (2, o, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist P eindeutig durch seine Zdihl-
dichte p festgelegt.

(ii) Ist andererseits ) eine abzihlbare Menge und besitzt p : Q — [0,1] die Eigenschaft
Y weaPW) =1, so wird durch A — P(A) := ) p(w) ein diskretes Wahrscheinlich-
keitsmaf3 P : 2% — [0, 1] definiert, dessen Zihldichte gerade P ist.

$04.03 Beweis von Lemma $04.02. Ubungsaufgabe. O

§04.04 Lemma. In einer Urne liegen N Kugeln mit den Aufschriften 1,2, ..., N. Es werden n Kugeln
gezogen. Dann gilt fiir die Grundmenge und die Anzahl verschiedenen Ergebnisse:

Ziehen mit Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge:
= {<ki)i6[[1,n]] | ki € [1,N],Vie[l,n]}=[1N]" || =N";

Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge fiirn < N:

Qo = {(ki)icping € [1, N]" | k1, .. ., kn paarweise verschieden}, |Q| = (Njiln)!;

Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge fiirn < N:
Q3 = {AC [LN]||A] = n}, ] = (7);
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Ziehen mit Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:
Q= {(ki)ieﬂl,n]] S [[1,]\[]]” | ki <ksy<--- K ]{;n}, Q4| — (N+:fl).

§04.05 Beweis von Lemma §04.04. In der Vorlesung. O

§04.06 Beispiel.

(a) Die Menge aller Ergebnisse im Lotto ,,6 aus 49* ist {23 mit N = 49 und n = 6, so dass es
(469) = 13983816 verschiedene Ergebnisse gibt.

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dem Horsaal keine zwei Personen am sel-
ben Tag Geburtstag haben? Nehmen wir an, dass Jahr hat 365 Tage, so ist die Menge
aller Geburtstagskombinationen fiir n € N Personen gerade 2; = [1, N]" mit N = 365.
Das Ereignis ,,keine zwei Personen haben am selben Tag Geburtstag™ entspricht {2, =

{(ki)iepng € [1,N]" | k1, ..., ky, paarweise verschieden}. Unter der Annahme einer Gleich-
verteilung folgt % = ﬁ =1-(1-+)--(1—24). Firn = 25, n = 50 und
n = 100 ergibt sich approximativ 0.431, 0.03 und 3.1 - 107, O

§04.7 Anmerkung. Sei () # Q C R abzihlbar und p eine Zihldichte auf . Das Wahrscheinlich-
keitsma3 P auf (R, %) mit P(B) = >  _,p(w)i, fir B € 2% und die zugehorige Ver-
teilungsfunktion F : R — [0,1] mit F(z)= P((—oc0,z]) = > opW)d.((—00,2]) =
Yo Lcooa)(W)P(w) =: >, p(w) fiir z € R werden diskret genannt. O

§04.08 Beispiele. Folgende Zidhldichten beschreiben hidufig auftretende diskrete Verteilungen:
(a) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz , mit |Q] < oo:

PLap, (W) = ﬁ fiir w € Q.

Betrachten wir den Wurf eines Wiirfels, so ist 2 = [1,6]. Ist der Wiirfel fair, so erhalten
wir die Zéhldichte prap, ,, (¥) = 1/6, « € [1, 6], mit der zugehdrigen Verteilungsfunktion

Frapy, () = §11.2)(2) + §12,3)(7) + gL (@) + §lus) (@) + §lpe (@) + Lr+ (@ — 6),

r eR:
1 1 -——
0.8 0.8 *
T ~—
3 06 £ 06
5
5 04 0.4
-—
0.2 I I I I 0.2
0 !

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

(b) hypergeometrische Verteilung, kurz JsRgeNERSN, mit Parametern N € N, n € [0, NT,
Ke[0,NJundQ=[0V (n+ K —N),nAK]J:

PHyp (. .y (@) = % firw e [0V (n+ K — N),n A K].

n

Ziehen wir n Kugeln aus einer Urne mit /K schwarzen und N — K weillen Kugeln, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass davon w schwarz sind, gerade durch pryp . . (w) gegeben.
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Fir N = 12, K = 8 und n = 5 erhalten wir die Ziahldichte und die zugehodrigen Vertei-

lungsfunktion:
1% 13
—
0.8+ 0.8 1
. 3
S,A 0.6 | = 06 —
5 0.4+ é 0.4
0.2+ 0.2
—
S A B :
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

w w

(¢) Bernoulli-Schema, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Lidnge n € N und
Q={0,1}"™

]pBg (w) = pzz;lwi(l — p)nizzgl Yifiir w = (wi)ie[[m]] S {O, 1}”

Im Fall n = 1, beschreibt eine Bernoulli-Verteilung, kurz E, also pp, (w) = p*(1—p)'¥

fiir w € {0, 1}, gerade den Wurf einer Miinze, wobei wir die Ergebnisse 1=, Kopf* als Er-
folg und 0=,,Zahl* als Misserfolg auffassen. Fiir B 3 (die Miinze ist nicht fair, da keine
Laplace- Verteilung vorliegt), erhalten wir die Zihldichte und die zugehorigen Verteilungs-

funktion:
14 1 -—
0.8 0.8
L . L
3
0.6 | = 0.6
3 &
2 <5
3
B4 0.4 4
0.2 1 { 02 |
0 |
0 1 0 1

w w

(d) Binomial-Verteilung, kurz [[ER. mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Liinge n € N
und ) = [[O7 n]];
n —W Lo
PBing,.p (W) = ( )pw(l —p)" ¢ firw € [0,n].

w

Die Anzahl ,,Zahl* bei 6 Wiirfen einer Miinze (wie in (¢)) kann mit einer Bin g o.7) beschrie-
ben werden, fiir die wir folgende Zihldichte und zugehorige Verteilungsfunktion erhalten:

1 1 -
-—
0.8 081
—~ 3
306 = 061 -—
£ &
£ 04 B 04t
—
0.2 021
I ] —
ISP SR N .~
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
w .
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Ziehen wir wie in (b) Kugeln aus einer Urne aber mit Zuriicklegen, so erhalten wir fiir die
Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln eine Bin, x/n)-Verteilung. Die Binomialappro-
ximation einer Hypergeometrischen Verteilung ist eine Ubungsaufgabe.

(e) geometrische Verteilung, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] und 2 = N:
PGeo, (W) = (1 - p)w_lp fiirw € N.

Werfen wir eine Miinze wie in (c) solange bis das erste Mal ,,Kopf* fillt, so kann die An-
zahl der bendtigten Wiirfe durch eine Geo 3-Verteilung beschrieben werden, fiir die wir
folgende Zihldichte und zugehorige Verteilungsfunktion erhalten:

1

0.8 0.8

)
()

0.6 1

FGeog (w

£ 04 04+

U MII

o 1 2 3

0.2

?
6

~te

® o o oy
8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
w

£ v —e

(f) Poissonverteilung, kurz , mit Parameter \ € R{O und = Ng:

w

A
PPoiy (LU) = eXp(—/\)J firw € No.

Ladislau von Bortkewitsch [1898] beschreibt die Anzahl an Todesféllen in der preufi-
schen Kavallerie durch den Schlag eines Pferdes (vgl. Beispiel §04.12) durch eine Poi g -
Verteilung, fiir die wir folgende Zidhldichte und zugehdrigen Verteilungsfunktion erhalten:

1 1%

——o o o
—
0.8 081
3
5 06 = 067
“/3 [ ] 5 P
g
g B
2 04 0.4+
0.2 02
0
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 O

w

§04.09 Poissonscher Grenzwertsatz. Es sei eine Folge von reellen Zahlen (p,,)nen aus dem Intervall
[0, 1] mit X := lim,,_, np,, > 0 gegeben. Dann gilt fiir alle w € Ny:

lim Pgin,, ., (W) = Ppoi, (W)

n—oo

§04.10 Beweis von Satz §04.09. In der Vorlesung. O

§04.11 Bemerkung. Damit kann man fiir hinreichend groBes n und np ,,mittelgroB* die Bin, ,)- Ver-
teilung durch eine Poiy-Verteilung approximieren (zur Giite der Approximation vgl. Satz 5.9 in
Krengel [2005]). Das heif3t insbesondere, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit p klein sein muss.
Die Abhingigkeit von p = p,, von n wird nur fiir die mathematische Beschreibung verwendet.
Sie ist nicht so gemeint, dass p wirklich von n abhingt. O
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§04.12 Beispiel. Ladislaus von Bortkewitsch [1898] gibt fiir 20 Jahre (1875-1894) und 10 Armeekorps
der preuBischen Kavallerie, folgende Anzahlen an Todesfillen durch den Schlag eines Pferdes
pro 20 x 10 = 200 Korpsjahr an:

Todesfille w 0 1 2 3 4 25
Anzahl Korpsjahre mit w Todesfédllen | 109 65 22 3 1 0
200Ppe;, 4, (w) 109 66 20 4 1 O

Der Parameter A der Poissonverteilung Poiy, wurde als mittlere Anzahl an Todesfillen pro
Korpsjahr gewidhlt A = (1-65+2-22+3-3+1-4)/200 = 0.61. O

§04.13 Definition. Sind p1, ..., p, Zihldichten auf €2, so heif3t
p(w):= Hlpi(wi) fir w = (w;)iepn) € 2"
i=1

die Produktzihldichte der (;)icqi,n) auf Q7. O

§04.14 Beispiel. Die Zihldichte eines Bernoulli-Schema wie Beispiele §04.08 (d) ist die Produktzihl-
dichte von n Zihldichten zu identischen Bernoulli-Verteilungen B,,. O

§04.15 Satz (Vitali (1905)). Sei ) = {0, 1}N der Ergebnisraum eines unendlich oft wiederholten Miinzwur-
fes. Fiirn € N sei T, : Q2 — ) mit

W = (wn)nEN = Tn(w) = (wla NN Wn; Wntl, - )

die Abbildung, welche das Ergebnis des n-ten Miinzwurfes umdreht. Fiir A € 2% bezeichne
T,A :={T,(w) : w € A} das Bild von A unter T,,. Dann gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmays
P auf der Potenzmenge 2%, das folgender Invarianzeigenschaft geniigt: Fiir alle A € 29 und
n € N gilt P(T,,A) = P(A). (Dies driickt die Fairness der Miinze und die Unabhcingigkeit der
Wiirfe aus.)

§04.16 Beweis von Satz §04.15. In der Vorlesung. O

§05 Stetiger Wahrscheinlichkeitsraum

§05.01 Definition. Ist ¥l : R” — R eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit [, f(z)dz = 1, so
heilt £ Wahrscheinlichkeitsdichte (kurz Dichte) auf R"™. |

§05.02 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte t auf R" erzeugt mittels

b b1 bn
P((a,b]) :/ ]"f(x)dazz/ / f(zy, ..., xn)dxy - - - day fiira,b € R", a <b,
a al an

ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafy P auf (R™, 28") und es gilt P(B) = [, f(x)dx fiir alle
B e %"

§05.03 Beweis von Satz §05.02. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. 0
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§05.04 Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsmal PP auf (R™, ") heiBt stetig, wenn eine Wahrschein-
lichkeitsdichte f auf R” mit P(B) = [, f(z)dx fiir alle B € 2" existiert. (R", ", P) wird
dann stetiger Wahrscheinlichkeitsraum genannt. O

§05.05 Lemma.
(1) Istf eine Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmaf3es P auf 98 mit Verteilungsfunktion IF, so gilt
F(x) = [*__ E(y)dy fiir alle x € R.
(i1) Ist die Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf % (schwach) differen-
zierbar, so ist t := ¥’ die zugehirige Wahrscheinlichkeitsdichte.

§05.06 Beweis von Lemma §05.05. In der Vorlesung Analysis 3. m|

§05.07 Beispiele. Folgende Wahrscheinlichkeitsdichten beschreiben hiufig auftretende stetige Vertei-
lungen auf (R, £):

(a) Gleich-/Uniformverteilung, kurz , auf G € # mit Lebesgue-MaB \(G) € RTO:

fy,(z) = ﬁﬂg(l‘) fir r € R.

Runden wir Messungen reelle Groflen auf die jeweils ndchstgelegene ganze Zahl hin auf
bzw. ab, so kann der Abrundungsfehler durch eine Gleichverteilung U5 auf dem In-
tervall [£0.5] := [-0.5,0.5] mit Dichte fy () = 1zo5(x) und Verteilungsfunktion
Fuos (@) = (x +0.5) o5 (z) + HRTO(QJ — 0.5) fir z € R beschrieben werden:

1 J—

0.8 0.8

0.6 1

0.6

j[‘:[iu 5] («"5)

Fypq(2)

0.4+

0.2

—0.5 0.5 -0.5 0.5

x x

(b) Exponentialverteilung, kurz , mit Parametern \ € ]RTO:
frxp, (¥) = Aexp(—Az)1g+ () fir z € R.

Héufig wird in Telefonzentralen die Dauer eines Telefongesprichs durch eine Exponenti-
alverteilung beschrieben. Nimmt eine Servicehotline zum Beispiel fiir die Gesprichsdauer
eine Exp, 5-Verteilung an, so besitzt diese die Dichte 'y, . () = 1.5exp(—1.52)1g+ (z)
und die zugehérige Verteilungsfunktion Fey, . (2) = (1 — exp(—1.52)) Lg+ (z) fir v € R:

1.5 1.5

1(2)

Fexp
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(¢) Normalverteilung, kurz , mit Parametern 1o € R und o2 € ]RTO:

1 .o
B (2) = s P aia(o = ) fur o € R

Die Verteilung zufilliger GréBen (z. Bsp. der jihrliche Wasserverbrauch eines Haushaltes)
kann hdufig durch eine Normalverteilung gut approximiert werden (vgl. Abschnitt §31).
Eine N 1)-Verteilung heilt Standardnormalverteilung. Wir bezeichnen mit E die Vertei-
lungsfunktion einer Standardnormalverteilung, d.h., fiir alle z € R gilt

®(2) = [N ((—00,2]) :/_Z \/127

Fir alle z € R* gilt dann ®(—z) = 1 — &(2):

exp(—3a°)dz.

0.3

4 0 z 4 z 4

Weiterhin heifit fir « € (0,1) der eindeutig bestimmte Wert M mit o« = P(z,) das
a-Quantil einer Standardnormalverteilung. Typische Werte fiir Quantile der Standardnor-
malverteilung sind tabellarisiert, siche Seite 109 im Anhang. Wir halten weiterhin fest, dass
fir @ € (0,1) und ¢o € R mit [N, ,2)]([ca, 00)) = a gilt [N(,1c0o2)]([ca,0)) > o fiir
¢ > 0 sowie [N(,1c02)]([ca, 20)) < a fiir ¢ < 0:

0.3 4 0.3
—u=0 —_ =0
—_pn=1 —p=—1
4 Ca 4 4 0 Ca 4 0
$05.08 Definition. Sind f1, ..., f, Wahrscheinlichkeitsdichten auf R, so heif3t
f(x) := Hffi(xi)ﬁir &= (2;)icqn € R"
i=1
die Produktdichte der (f;);c[1,,j auf R™. O
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§05.09 Beispiel. Die n-dimensionale Standard-Normalverteilung im R", wobei FE, die n-
dimensionale Einheitsmatrix und 0 den n-dimensionalen Nullvektor bezeichnet, ist definiert

durch die Dichte
ﬁ.N(o En ) H EN(O 1) xz 27T) n/2 eXp Z T; fur r e R"
i=1
Fiir n = 2 erhalten wir die Dichte ffN(O ) (x1,m9) = (27) L exp —% xl + ac2 ) fiir 1, x5 € R:

§06 Statistisches Modell

§06.01 Erinnerung. W(.%) bezeichnet die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf einem messba-
ren Raum (X, .%). Fir eine nicht-leere Indexmenge © wird eine Familie (Pp)pco von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen auf .% formal durch die Abbildung © — W(.Z) mit 0 — Py definiert. ©

§06.02 Definition. Sei Pg := (IPy)gco eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem messba-
rem Raum (Stichprobenraum) (X, .%). Die nicht-leere Indexmenge © wird Parametermenge
genannt. Wir bezeichnen das Tripel

als statistisches Experiment oder statistisches
Modell. Ein statistisches Experiment (X, %, Pg) heiBt addiquat fiir ein zufilliges Experiment,
wenn dieses durch den Wahrscheinlichkeitsraum (X', .%Py) fiir ein 6 € O beschrieben wird.
In diesem Fall wird der Parameter 6 € © auch wahrer Parameter genannt. O

§06.03 Sprechweise. Wir nennen ein statistisches Experiment (X, .%, Pg)

diskret, wenn der Stichprobenraum X abzihlbar und .# = 2% ist. In diesem Fall bezeichnet
) ;= (pg)eco die zur Familie Pg von diskreten Wahrscheinlichkeitsmafien gehorige
Familie von Zidhldichten;

stetig, wenn (R™, 28") der Stichprobenraum ist und fiir jeden Parameter 6§ € O ist Py ein ste-
tiges WahrscheinlichkeitsmaB auf (R", %™). In diesem Fall bezeichnet . (fy)geco die
zur Familie Pg von stetigen WahrscheinlichkeitsmaBen gehorige Familie von Wahrschein-
lichkeitsdichten. O

§06.04 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle fiir jeweils ein Ergebnis der im Kapitel
| Prolog vorgestellten Beispiele an.
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Beispiel I: Setzen wir Eins fiir das weibliche Geschlecht und Null fiir das ménnliche Geschlecht
eines Konsumierenden, so beschreiben wir das zuféllige Geschlecht eines Konsumierenden
durch ein Bernoulliverteilungsmodell ({0, 1}, 2%} (B,),ep0.1)), vel. Beispiele §04.08 (c).

Beispiel II: Die zuféllige Anzahl beschiddigter Schrauben in einem Beutel mit 50 Schrauben be-
schreiben wir durch ein Binomialverteilungsmodell ([0, 50], 2150 (Bin s ) )pefo.1]), vel.
Beispiele §04.08 (d).

Beispiel III Die zuféllige Anzahl der eingegangen Anrufe innerhalb einer Viertelstunde be-
schreiben wir durch ein Poissonverteilungsmodell (No, 2", (Poi,) AGR\%), vgl. Beispiele
§04.08 ().

Beispiel IV Die zufillige Wartezeit an der U-Bahn Haltestelle an einem Tag (in Minuten) be-
schreiben wir durch ein Uniformverteilungsmodell (R, 2, (Ujgg)) vgl. Beispiele

§05.07 (a).

Beispiel V' Die zufillige Lebensdauer einer Glithlampe (in Stunden) beschreiben wir durch ein
Exponentialverteilungsmodell (]R, A, (Exp,) AR, ), vgl. Beispiele §05.07 (b).

0

GER\ﬁ))’

Beispiel VI Die zufélligen Fehler in gemessenen Werten beschreiben wir durch ein Normalver-
teilungsmodell (R, 2, (N(N,J,Q))(Waemm), vgl. Beispiele §05.07 (c). O.

§06.1 Testen einfacher Hypothesen

§06.05 Beispiel (Binomialverteilungsmodell). Im Beispiel I im Kapitel 1 Prolog zéhlte der Verbrau-
cherservice 699 Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen. Dieses zufillige Expe-
riment ldsst sich durch ein Binomialverteilungsmodell ([0, 1000], 2191 (Bin 1000, ) pefo.1))
beschreiben (formale Begriindung in Beispiel §19.03, (a)). Zur (unrealistischen) Vereinfachung
geht der Verbraucherservice zunichst davon aus, dass {0.5,0.7} die Parametermenge ist, das
heiBt, das statistische Modell ([0, 1000], 2% (Bin1099,0.5), Bin(i000,0.7)) ) beschreibt adéquat
das zufillige Experiment. In anderen Worten, entweder ist Py = Bin(00,0.5) oder P; = Bingig00,0.7)
die wahre Verteilung. O

§06.06 Definition. Sei (X , F, (P, Pl)) ein (binires) statistisches Experiment. Die Entscheidung, ob
die Nullhypothese Hy : {Py} oder die Alternativhypothese H, : {1} vorliegt, wird (statisti-
sches) Testproblem mit einfachen Hypothesen genannt. Eine Entscheidungsfunktion &) : X —
{0, 1}, also Entscheidungen nur anhand einer Stichprobe = aus dem Stichprobenraum X', mit
dem Ereignis o~ !({1}) € .Z aller Stichproben, die zu einer Entscheidung gegen die Nullhypo-
these H,, also fiir die Alternativhypothese H, fiihren, sowie dem Ereignis o~ !({0}) € .7 aller
Stichproben, die zu einer Entscheidung fiir die Nullhypothese H fiihren, heil3t (statistischer)
Hypothesentest, kurz Test. O

§06.07 Sprechweise. Die Sprechweise Testproblem mit einfachen Hypothesen bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass sowohl die Nullhypothese als auch die Alternativhypothese jeweils einele-
mentig ist. Ublicherweise bezeichnen wir eine Entscheidung fiir die Alternativhypothese H;
als Ablehnen der Nullhypothese, wogegen eine Entscheidung fiir die Nullhypothese H nicht
Ablehnen der Nullhypothese genannt wird. Fiir einen Test ¢ bezeichnen wir das Ereignis
= ¢ '({1}) € Z aller Stichproben, die zum Ablehnen der Nullhypothese H, fiihren, als
Ablehnbereich des Tests ¢. Da wir hier nur die zwei Moglichkeiten Ablehnen oder nicht Ab-
lehnen fiir einen Test zulassen, ist » = 1 4 eine Indikatorfunktion und = o 10) € F
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das Ereignis aller Stichproben, die nicht zu einem Ablehnen der Nullhypothese fithren, genannt
Annahmebereich, wobei definitionsgemal A [+ A = X gilt. O

§06.08 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.05 fortgesetzt). Wir sind an einer Entscheidung unter Vor-
liegen der Stichprobe x = 677 aus dem Stichprobenraum X = [0, 1000] interessiert. Wir legen
vor der Erhebung der Stichprobe einen Test ¢ : [0,1000] — {0, 1} fest. Ergibt ein Auswerten
des Testes (677) = 1, so lehnen wir die Nullhypothese Hy : {Bin(iooo,0.5 } gegen die Alter-
nativhypothese H; : {Bin(logoy()j)} ab. Nimmt der Test dagegen den Wert ¢ (677) = 0 an, so
lehnen wir die Nullhypothese H, nicht ab. O

§06.09 Bemerkung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test ¢ = 1 4 eindeutig festgelegt.
Offensichtlich konnen in einem statistisches Testproblem mit einfachen Hypothesen nur zwei
Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypothese Hy : {Py} wird abgelehnt, also der Ablehn-
bereich A tritt ein, obwohl Py vorliegt, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternativ-
hypothese H; : {IP; } abgelehnt, also der Annahmebereich A€ tritt ein, obwohl IP; vorliegt. Man
beachte, dass wir fiir einen Test gefordert haben, dass der Ablehnbereich .4 und somit auch der
Annahmebereich A° messbar ist, also A € % gilt. Damit konnen wir den Ereignissen .4 und
A¢ Wahrscheinlichkeiten zuordnen. O

§06.10 Definition. Sei (X T (IP’O,IP’l)) ein (bindres) statistisches Experiment und A € % der Ab-
lehnbereich eines Tests ¢ = 1 4 der einfachen Nullhypothese Hy : {Py} gegen die einfache
Alternativhypothese H; : {IP; }. Dann bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit Po(.A) die Nullhypothese abzulehnen, sich also fiir P; zu
entscheiden, obwohl P, vorliegt;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit IP; (.A°) die Nullhypothese nicht abzulehnen, sich also fiir
Py zu entscheiden, obwohl [P; vorliegt. O

§06.11 Anmerkung. Mochten wir zwei Tests miteinander vergleichen, so erscheint es sinnvoll, die
Fehler 1. Art und 2. Art zu vergleichen. Offensichtlich wiirden wir gern einen Test finden der
sowohl den Fehler 1. Art als auch den Fehler 2. Art minimiert. Betrachten wir den konstan-
ten Test ¢ = 1y mit Ablehnbereich A = ¢~ '({1}) = X, das heiBit, wir lehnen immer die
Nullhypothese ab. Dann ist Py(.A) = 1 aber auch P;(A¢) = P;(0) = 0. Damit kénnen wir im
Allgemeinen nicht beide Fehler gleichzeitig minimieren. Es gibt verschiedene Moglichkeiten,
dieses Problem zu umgehen. Zum Beispiel konnte eine gewichtete Summe der beiden Fehler
minimiert werden. Da die beiden Fehler hdufig unterschiedliche Konsequenzen haben, betrach-
ten wir im Folgenden nur Testfunktionen, die eine Obergrenze fiir den Fehler 1. Art einhalten.
Innerhalb dieser Klasse von Tests suchen wir dann denjenigen, der den Fehler 2. Art mini-
miert. m

$06.12 Definition. Sei (X,.#,(P,Q)) ein (bindres) statistisches Experiment. Ein Test ¢ = 14 mit
Ablehnbereich A € % der einfachen Nullhypothese Hy : {Py} gegen die einfache Alternativ-
hypothese H; : {P,} hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0,1] ein (oder kurz ist ein a-Test),
wenn der Fehler 1. Art Pg(A) < « erfiillt. Ein Test ¢ = 14 mit Ablehnbereich A € .# heifit
bester Test zum Niveau o € |0, 1], falls er das Niveau v € [0, 1] einhilt und der Fehler 2. Art
Py (.ZC) eines jeden anderen a-Tests ¢ = 1 ;7 mit Ablehnbereich A € .Z nicht Kleiner ist, dass

heiBt, Py (A°) < Py (A°) gilt. O
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§06.13 Bemerkung. In der Definition eines besten a-Tests werden die Fehler 1. und 2. Art nicht sym-
metrisch einbezogen. Dies ist eine gewollte Eigenschaft, da so sicher gestellt wird, dass ein
Fehler 1. Art klein ist. Andererseits sollte somit die Festlegung der Nullhypothese und Alter-
nativhypothese dies widerspiegeln. Vereinfacht gesprochen, das Ziel ist es, die Nullhypothese
abzulehnen, da nur dann die Wahrscheinlichkeit sich zu irren, immer klein ist. O

506.14 Definition. Sei (X,.Z, (Py,[P)) ein (binires) diskretes statistisches Experiment mit entspre-
chenden Zihldichten py und p;. Jeder Test ¢ = 1 4, mit Ablehnbereich der Form

A :={z € X | p1(z) = kpo(z)}
fiir einen kritischen Wert k € R™ heiBit Neyman-Pearson-Test. O

§06.15 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.08 fortgesetzt). Wir betrachten das Testproblem der ein-
fachen Nullhypothese /| : {Bin(looop_ 5)} gegen die einfache Alternativhypothese
H - {Bin(moopﬂ} im bindren diskreten statistischen Experiment
([0, 10007, 2[0-10008 "(Bin 1000,) ) pefo.5,0.71 ) - Setzen wir p = 0.5 und ¢ = 0.7, so ist fiir einen
kritischem Wert £ € R™ ein Neyman-Pearson-Test ¢ = 1 4, gegeben durch den Ablehnbereich

1 1
Ay = {w € [0,1000] | ( 000) ¢"(1—q)'* " > k( (fo)p”(l —p)looox}

T
— { € 10,1000] | (454" (E)"™ > &}

P ) 1—-p

Da ¢ > p gilt, folgt Z?Etgg > 1 und die Funktion L, ,(z) := (Z%tg)x(ﬁ)looo’ r € R ist
somit streng monoton wachsend. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert & € R™ einen Wert
x* € [0,1000], derart dass Ay = [z*,1000] gilt, so dass jeder Neyman-Pearson-Test durch

einen Ablehnbereich dieser Form gegeben ist. O

$06.16 Neyman-Pearson Lemma. Sei (X,.7, (Po,Py)) ein (bindires) diskretes statistisches Experi-
ment. Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : {Py} gegen die einfache Al-
ternativhypothese Hy : {P,} ist jeder Neyman-Pearson-Test ¢ = 14, mit kritischem Wert
k € Rt und Ablehnbereich A, € F wie in Definition §06.14 ein bester Test zum Niveau
Po(Ax) € 10, 1].

§06.17 Beweis von Satz §06.16. In der Vorlesung. O

§06.18 Bemerkung. Variieren wir den kritischen Wert £ im Neyman-Pearson-Test ¢ = 1 4,, so d@ndert
sich auch der entsprechende Fehler 1. Art Py(.Ay). Insbesondere gilt Py(.Ax) | O fiir & — oo
und Py(A;) 1 1 fiir & — 0. Diese Anderung ist aber im Allgemeinen nicht stetig, so dass zu
einem vorgegebenen Niveau o € (0, 1) nicht immer ein kritischer Wert k,, und entsprechender
Neyman-Pearson-Test ¢ = 14, mitPy(Ay,) = a gewihlt werden kann. In diesem Fall wihlen
wir zu einem vorgegebenen Niveau « € (0, 1) den kritischen Wert

ko := arg max {k € R" ‘ a > Po(Ap)}

Offensichtlich gilt dann auch Py(Ax,) < « und der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ =
14,, mit Ablehnbereich Ay, ist ein a-Test, der aber im Allgemeinen nicht mehr ein bester
a-Test ist, wie wir in der Vorlesung Statistik I sehen werden. O
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§06.19 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.15 fortgesetzt). Fiir jedes x* € [0, 1000] ist ein Neyman-
Pearson-Test ¢ = 1, 1900) mit Ablehnbereich [x*,1000] ein bester Test zum Niveau

1000 1000

1000 1000
Bi *,1000]) = > 0.5°(1 = 0.5)!0%07 = 0.5'% )
[Bingio00,0.5) ([+*, 1000]) H( . > ( ) o\ =z
wobei der entsprechende Fehler 2. Art
— (1000
Bi 0,2°[) = 0.7°(1 — 0.7)1%%~*
[ 1H(1000,0.7)](ﬂ y L [D v ( - ) ( )

minimal ist. Zum Beispiel fiir * = 538 erhalten wir [Bin1000,0.5)] (ﬂ538, 1000]]) ~ 0.0088 und
[Bin(1000,0.7)) ([0, 537]) ~ 0 sowie fiir z* = 537 gilt [Bin(io00,0.5] ([537, 1000]) &~ 0.0105 und
[Bin(1000,0.7)] ([0, 536]) ~ 0. Sind wir an einem Test zu einem vorgegebenen Niveau v € (0, 1)
interessiert, so wihlen wir

To i= arg min {x* € [0,1000]

a = [Bin(i00,0.5)] ([[SE*, 100()]]) }

Dann ist der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, 1900] mit Ablehnbereich [z, 1000]
ein a-Test. Ein typischer Wert fiir das Niveau ist &« = 0.01, so dass mit der obigen Rechnung
To.01 = 538 und der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ = 1535 1000] den Ablehnbereich
[538,1000] besitzt. Im Beispiel I im Prolog §1 zédhlte der firmeneigene Verbraucherservice 699
Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen, so dass die Nullhypothese, der Anteil der
Konsumentinnen betrigt 50%, gegen die Alternativhypothese, der Anteil der Konsumentinnen
betrigt 70%, zum Niveau oo = 0.01 abgelehnt werden kann. Offensichtlich héingt ein Neyman-
Pearson-Test ¢ = L[+ 1000] Mit Ablehnbereich [2*, 1000] nicht von dem Parameter ¢ € (p, 1]
der Alternativhypothese ab. Damit ist der Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich [538, 1000]
auch bester Test zum Niveau a = [Bin(igoo,o.5]([538,1000]) der einfachen Nullhypothese
H, : {Bin(logwﬁ)} gegen die einfache Alternativhypothese /; : {Biﬂ(1ooo,o.55)} im binéren
diskreten statistischen Experiment ([0, 1000], 2[%19°0(Bin 1000 ) ) pef0.5,0.55; ). Man beachte,
dass der minimale Fehler 2. Art dann [Bini00,0.55)] ([0, 537]) ~ 0.213 ist, und dieser hingt
natiirlich von der Alternativhypothese ab.

Geben wir uns das Niveau o € (0, 1) vor, so kénnen wir auch zu jedem n € N im bi-
niren diskreten statistischen Experiment ([[0./ n], 2l0m] (Bill(n’p)>pe{0_570_55}) fiir das Testpro-
blem der einfachen Nullhypothese /, : {Bin(nvoig))} gegen die einfache Alternativhypothese
H;y : {Bing, 055 } den Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, , ) mit Ablehnbereich [z, ,, n], derart
dass

Tan = arg min {z* € [0,n] | & > [Bing,05)]([z*,n]) },

wihlen. Der Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, ,, ») ist dann ein a-Test, sowie der beste Test zum
Niveau [Bing, 5] ([an,n]) < . Fir & = 0.01 erhalten wir zum Beispiel die kritischen
Werte 20.01,500 = 277, 20.01,1000 = 538 und 20.01,2000 = 1053 mit entsprechendem Fehler 1. Art
[Bin(s00,0.5)] ([277,500]) ~ 0.0088, [Bin(1000,0.5] ([538, 1000]) ~ 0.0088 und

[Bin(2000,0.5] ([1053,2000]) ~ 0.0094, sowie Fehler 2. Art [Binno,0.55)]([0,276]) = 0.553,
[Bin(io00,0.55)] ([0, 537]) =~ 0.213 und [Bin(o00,0.55] ([0, 1052]) ~ 0.016, der offensichtlich
von n € N abhingt. Wir konnen uns also auch eine obere Schranke 5 € (0, 1) fiir den Fehler 2.
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Art vorgegeben, und nach dem kleinsten Wert fiir n fragen, so dass der Neyman-Pearson-Test
¢ = 1y, n) mit Ablehnbereich [z, ,, n] diese einhilt, dass heifit,

Na,p = arg min{nEN ‘ 8> B1nn055]([[0 %m[[)}

Fiir « = 0.01 und 8 = 0.01 erhalten wir 791,001 = 2170, wobei x¢ 12170 = 1140, der Fehler
1. Art [Bina179,0.5)]([1140, 2170]) & 0.0096 und der Fehler 2. Art [Bin(s170,0.55] ([0, 1139]) ~
0.00997 ist. Zusammenfassend, im Beispiel [ im Prolog §1 miisste der firmeneigene Verbrau-
cherservice mindestens 2170 Konsumierende befragen, um sicherzustellen, dass der Fehler 1.
Art und der Fehler 2. Art des entsprechenden Neyman-Pearson-Tests nicht grofler als 0.01 ist. o

§06.20 Ausblick. Betrachten wir fiir ein beliebiges p € (0,1), ¢ € (p,1] und n € N das Testpro-
blem der einfachen Nullhypothese / : {Bin(mp)} gegen die einfache Alternativhypothese
H, : {Bin(n,q)} im diskreten statistischen Experiment ([[(),n]]7 20m] (Bing,,p), Bin(w))), SO
hingt der Ablehnbereich [z*, n] mit 2* € [0, n] eines Neyman-Pearson-Tests o = 1« ) nicht
von dem Wert ¢ € (p, 1] der Alternativhypothese ab. Damit ist fiir jedes ¢ € (p, 1] ein Neyman-
Pearson-Test ¢ = 1L~ , mit Ablehnbereich [z*, n] bester Test zum Niveau [Bin, ] ([z*, n])
der einfachen Nullhypothese H, : {Bm (n.p) } gegen die einfache Alternativhypothese H; :
{Bin(n?q) } Dies erlaubt uns, das diskrete statistische Experiment ([[0./ n], 20071, (Biﬂ(n,q))qe[p,u)
zu betrachten. Fiir jedes * € [0, n] ist der Neyman-Pearson Test ¢ = I[,-,j mit Ablehn-
bereich [z*,n] dann gleichmdflig bester Test zum Niveau a = [Bing, )] ([z*,n]) der einfa-
chen Nullhypothese Hy : {Bm (n,p) } gegen die zusammengesetzte Alternativhypothese H, :
{Bin (nq) 4 € (P, 1] } da der Fehler 2. Art fiir jeden anderen Test ¢ = 1 4 zum Niveau o mit
Ablehnbereich A gleichmiBig nicht kleiner ist, dass heibt, [Bing, o ]([z*, n]%) < [Bing,q)](A°)
fiir alle ¢ € (p,1] gilt. Wir halten fest, dass diese Schlussfolgerung moglich ist, da fiir je-
des p € [0,1) und ¢ € (p,1] die Funktion L, ,(z) = (Z4=2)"(1=9)" 4 ¢ R*, streng

p/(1=p)/ \1—p
monoton wachsend ist. Bezeichnet p, die Zihldichte der Verteilung Bin, ;) fir p € [0, 1],

so gilt offensichtlich L, ,(x) = EZEQ, z € [0,n] und L,, wird Likelihood-Quotient (oder
Dichtequotient) genannt. Die Verteilungsfamilie (Bin, ,))pc[0,1) besitzt damit einen monotonen
Likelihood-Quotienten. Im Beispiel | im Prolog §1 kann also der firmeneigene Verbraucher-
service die einfache Nullhypothese, der Anteil der Konsumentinnen betrigt 50%, gegen die
zusammengesetzte Alternativhypothese, der Anteil der Konsumentinnen betréigt mehr als 50%,

zum Niveau o = 0.01 ablehnen. O
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Kapitel 3

Zufallsvariablen

§07 Zufallsvariable

§07.01 Definition. Es seien (2, &) und (S,.”) zwei messbare Rdaume. Eine Funktion X : Q — S
heiit o7 - -messbar (kurz messbar), falls =X Y) ={X19)|Se S} CF
gilt. Jede solche messbare Funktion wird ((S, .)-wertige) Zufallsvariable genannt. m

§07.02 Schreibweisen. X : (Q, &) — (§,%),{X €S} = X1(S) = {we Q| X(w) € S} und
{X=2}=X"1{2}) ={w e Q| X(w) ==z} O

§07.03 Lemma. Es seien X : Q) — S eine Abbildung und ./ eine o-Algebra auf S. Dann ist das
Teilmengensystem o(X) = X 1) eine o-Algebra auf (), die sogenannte von X erzeugte
o-Algebra.

§07.04 Beweis von Lemma §07.03. Ubungsaufgabe. O

§07.05 Bemerkung. Nach Lemma §07.03 ist X ~'(.%”) die kleinste o-Algebra auf ), sodass die Funk-
tion X : 2 — S eine Zufallsvariable ist. O

§07.06 Lemma. Es seien X : Q — S eine Abbildung und & ein Teilmengensystem aus 2°. Dann gilt
o(X7H&)) =X (a()).

§07.07 Beweis von Lemma §07.06. In der Vorlesung. O

§07.08 Lemma. Seien (2, o7) und (S,.”") zwei messbare Riume und & eine Erzeuger von ., d.h.
S = 0(&). Jede Funktion X : Q — S mit X (&) C o ist & -/ -messbar, also eine (S,.7)-
wertige Zufallsvariable.

§07.00 Beweis von Lemma §07.08. Ubungsaufgabe. O

§07.10 Korollar. Jede stetige Funktion g : S — T zwischen metrischen Raumen S und T ist Bs-PBr-
messbar, kurz Borel-messbar.

§07.11 Beweis von Korollar §07.10. In der Vorlesung. O

§07.12 Proposition. Seien (Q,.97), (S,) und (T,.7) drei messbare Riume. Sind X : Q — S
o - -messbar und h : S — T /-T -messbar, so ist die Hintereinanderausfiihrung h o X
of - T -messbar, also Y = h(X) eine (T, .7 )-wertige Zufallsvariable.

§07.13 Beweis von Proposition §07.12. In der Vorlesung. O
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807.14 Skizze.

Q) — s (5,.5)
Y = h(X) {h
(T, 7) N

§08 Numerische und reelle Zufallsvariablen

§08.01 Definition. Sei X :
(a) Falls (S,.¥) =

(Q, ) — (S,.7) eine Zufallsvariable.

(R, ) so heifit X numerische Zufallsvariable, kurz

( ) so heillt X positive numerische Zufallsvariable, kurz .
(R,

(

(

Falls (S,.Y) =
(b) Falls (S,.9) = ) so heiBt X reelle Zufallsvariable, kurz
Falls (S,.”) = (R*, #"), so heiBt X positive reelle Zufallsvarlable, kurz .
(S,7) =

(c) Falls R", %"), so heiBt X Zufallsvektor, kurz [P RCAM- =

$08.02 Bemerkung. Ist speziell X € <7, so ist X in kanonischer Weise auch in .«7. Eine detaillierte
Diskussion findet man zum Beispiel in Klenke [2012], Abschnitt 1.4. O

§08.03 Beispiel.

(a) Seien (£2,.<7) ein messbarer Raum und 14 mit A C Q die Indikatorfunktion. Dann gilt
14 € &, d.h. 1, ist eine reelle Zufallsvariable, genau dann, wenn A € o/ gilt.

(b) Sei (R", %", P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsdichte f :
R™ — R, dann ist f eine positive reelle Zufallsvariable. 0

§08.04 Lemma. Sei (2, .2/) ein messbarer Raum.

(i) Eine Funktion X : Q — R ist eine numerische Zufallsvariable genau dann, wenn fiir alle
reRgilt{X <z} =X"1[-00,1]) € &.

(i) Eine Funktion X : () — R" ist ein Zufallsvektor genau dann, wenn jede Komponente des
Vektors eine reelle Zufallsvariable ist.

§08.05 Beweis von Lemma §08.04. In der Vorlesung. O

Die Familie numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen ist stabil fiir fast alle vorstellbaren Ope-
rationen.

$08.06 Lemma. Fiir Zufallsvariablen X,Y € o gilt:
(i) Fiiralle a € R gilt aX € o (mit der Konvention 0 x oo = 0);
(i) XVY,XAY € o und insbesondere X* = XV0, X~ = (—X)* € o und|X| € o
(i) {X <Y} {XKY}{X=Y}ed

$08.07 Beweis von Lemma $08.06. Ubungsaufgabe. O
§08.08 Lemma. Es seien X1,...,X, € & und h : R" — R Borel-messbar. Dann ist

h(X1,...,X,) € ™. Insbesondere gilt also (X1,...,X,) € &" und X; + X3, X1 — Xo,
X1 X5 € o sowie, falls iiberall wohldefiniert, X1/ X5 € <.
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§08.09 Beweis von Lemma §08.08. In der Vorlesung. O

§08.10 Definition. Sei (X,,),en eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf (€, 7).
Die Folge (X, )nen heiBt (punktweise) monoton wachsend (bzw. fallend), wenn X, (w) < X,11(w)
(bzw. X, 11 (w) < X, (w)) fiir alle w € 2 und fiir alle n € N gilt. Fiir jedes w € 2 definiere

RS RSIAIN :—= sup inf X, (w) := sup {inf {X,,(w) |m e NAm >n}|n € N};

n—00 n>1 m>=n

PRSI SN . — inf sup X, (w) := inf {sup {X,,(w) |m € NAm >n}|n e N}.

Dann heiflen @ := lim inf X,, und := lim sup X,, Limes inferior bzw. Limes superior
n—00 n—00

der Folge (X, )nen. Die Folge (X,,)nen heilt konvergent, wenn X, = X* =: X gilt, d.h. der
punktweise Grenzwert existiert iiberall. In diesem Fall schreiben wir kurz Jilngmes — X
n—oo

§08.11 Bemerkung.

(i) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (X,,),n von numerischen oder reellen Zu-
fallsvariablen ist konvergent mit X := lim,,_,.. X, = sup, .y X,, (bzw. X := lim, . X, =
inf, cy X,,). In diesem Fall schreiben wir kurz X', 7 X (bzw. X, | X).

(ii) Sei (A, )nen Folge von Teilmengen aus 2. Fiir A, und A* wie in Definition §01.13 gilt
dann 14, = (14, ) =liminf 1,4, und L4+ = (14,)* = limsup L 4,. O
n—00 n—o00
$08.12 Lemma. Sei (X,,)qen eine Folge aus </. Dann gilt:
(1) sup,eny Xn € o, inf,en X, € o, X, =liminf X,, € & und X* = lim sup X,, € o ;

n—0o0 n—00
(i) Falls X := lim X,, existiert, dann ist X € < .
n—0o0
§08.13 Beweis von Lemma §08.12. Ubungsaufgabe. O

§09 Einfache Zufallsvariable

Eine reelle Zufallsvariable Y, die nur die Werte O oder 1 annimmt, wird Beispiele §04.08 (c)
entsprechend Bernoulli-Zufallsvariable genannt. Diese entspricht gerade der Indikatorfunktion
14 auf dem Ereignis A = {Y = 1},da Y = 1yy_yy gilt.

§09.01 Lemma.
(1) Seien A,B Q Q, danngllt :H.AﬂB == ILA/\ILB = ]lAILB, ]lAug == ]lA\/]lB = ]lA—i—]lB—ﬂA]lB
und 1 anp = |14 — 1g|. Insbesondere ist A C B genau dann, wenn 14 < 1p.
(11) Fiir X : Q) — Sund S - Sgllt H{XGS} = ﬂX—l(S) = ILS oX = ES(X)

§09.02 Beweis von Lemma §09.01. Ubung. O
§09.03 Definition. Eine numerische (bzw. reelle) Zufallsvariable X auf (€2, &7) heiBt einfach (elemen-

tar), falls sie nur endlich viele verschiedene numerische (bzw. reelle) Werte annimmt, d.h. fiir
X(Q) = {x;,1 € T} besitzt X eine Darstellung der Form

X = inﬂAi mit A; = X"'({z;}) ={X =z} € &,

1€L
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wobei Z endlich ist und alle z; € R (bzw. z; € R) verschieden sind. |

Einfache Zufallsvariablen erlauben numerische (bzw. reelle) Zufallsvariablen zu approximieren.
Im Folgenden bezeichnen wir fiir « € R' mit :: sup{z € Z|z < a}, d.h. fiir a < oo ist
|a| die nichstliegende nicht groBere ganze Zahl.

§09.04 Lemma. Fiir jedes X € o st (Xn)neny mit X, := (27"|2"X |) A n fiir n € N eine Folge
einfacher Zufallsvariablen aus E+, derart dass gilt
i) Xn TX;
() X, < X An, dh X,(w) < X(w) Anfiiralle w € Q;
(iii) Fiir jedes ¢ € R" gilt lim,, o, X,, = X gleichmdifig auf { X < c},
d.h. 1imy, o0 SUD (. x (w)<cp [ X (W) — Xn(w)] = 0.

§09.05 Beweis von Lemma §09.04. In der Vorlesung. O

§09.06 Beweistrategie.. Mochten wir zeigen, dass jede numerische Zufallsvariable Y eine bestimmte
Eigenschaft, sagen wir (R), besitzt, so ist eine hdufig angewendete Beweisstrategie:

(Schritt 1) Zeige, dass Bernoulli-Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) erfiillen;
(Schritt 2) Zeige, dass einfache Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) erfiillen;

(Schritt 3) Zeige, dass die Eigenschaft (R) fiir den Grenzwert einer monoton wachsenden Folge
von elementaren Zufallsvariablen gilt, sodass nach Lemma §09.04 auch positive numeri-
sche Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) besitzen;

(Schritt 4) Zeige die Eigenschaft (R) fiir Y mittels der Zerlegung Y =Y+ — Y. O
Bevor wir uns das folgende Resultat anschauen, wollen wir an Proposition §07.12 erinnern.

$09.07 Proposition. Seien (Q, ), (S,.7) zwei messbare Riume, X : (Q, ) — (S,.) messbar
undY : Q) — R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Y ist messbar bzgl. o(X) = X 1), kurz Y € o(X);

(ii) Es existiert eine messbare Funktion h : (S,.#) — (R, %), kurz h € 7, derart dass
Y = h(X) gilt.

Falls Y reelle oder beschriinkt oder positiv ist, so erbt h diese Eigenschaft.

§09.08 Beweis von Proposition §09.07. In der Vorlesung. O

§09.09 SKkizze.
X

(Q, ) (S,.7)
0 Jh c s
Y = h(X) € o(X)
(R, %) .

§10 Verteilung einer Zufallsvariablen

§10.01 Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (kurz: Verteilung) einer Zufallsvariable
X : (Q,4,P) — (S,.7) bezeichnet die Abbildung =PoX!:.7 — [0,1], dh.
fiir alle S € .7 gilt: PX(S) :=Po X 1(9) =P(X1(9)) =P({w € Q| X (w) € S}). O
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§10.02 Schreibweise. P(X € S) :=P({X € S}) =P(X71(9)),P(X =x) :=P({X = z})etc. O

§10.03 Lemma. Die Verteilung PX einer (S,.)-wertigen Zufallsvariable ist ein Wahrscheinlichkeits-
maf3 auf (S,.7), also PX € W(.7).

§10.04 Beweis von Lemma §10.03. Ubungsaufgabe. O

§10.05 Definition. Die Verteilung P~ von X, kurz , wird auch BildmaB von P unter X ge-

nannt. Mit der Verteilungsfunktion (Dichte , Zihldichte ) von X werden wir stets

die zu P gehorigen GroBen bezeichnen. X heiBt diskret-verteilte Zufallsvariable, wenn PX ein
diskretes WahrscheinlichkeitsmaB auf (S, .7) ist. Eine reelle Zufallsvariable (Zufallsvektor) X
mit stetigem BildmaB PX wird stetig-verteilt genannt. O

§10.06 Schreibweise.
(i) F¥(2) = P(X < 2)
(i1) Bei Zufallsvariablen spielt der Ausgangsraum (€2, o7, IP) hiufig keine Rolle und wird daher
dann auch nicht angegeben.

(ii1) Ist die Verteilung einer reellen Zufallsvariable X zum Beispiel eine Normalverteilung
N(u,02) (vgl. Beispiele §04.08), so schreiben wir kurz [REm 7o, O

§10.07 Definition. (S,.”)-wertige Zufallsvariablen X, i € Z heiBen identisch verteilt (kurz i.v.),
wenn fiir alle i € Z gilt PX¢ = P fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P € W(.%). O

§10.08 Dichtetransformationssatz. Sei X ein stetig-verteilter n-dimensionaler Zufallsvektor mit ste-
tiger Dichte £, sodass FX (z) = ["' -+ ["" #X(y1, ..., yn)dys - - - dys fiir jedes z € R" gilt.

o0

Sei A C R" eine offene (oder abgeschlossene) Menge mit PX (R™ \ A) = 0. Ferner sei B C R"
offen oder abgeschlossen sowie h : A — B bijektiv und stetig differenzierbar mit Ableitung h'.

Dann istY := h(X) auch stetig-verteilt mit die Dichte t* (yy) = m%ﬁir y € B und
¥ (y) = 0 fiiry € R™ \ B.

§10.09 Beweis von Satz §10.08. In der Vorlesung Analysis 3. O

§10.10 Korollar.
(1) Ist X eine reelle Zufallsvariable mit Dichte %, so besitzt Y = aX + b fiira € Ry, beR
die Dichte ¥ (y) = 1™ (a7 (y — b)).

(ii) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte £%, so be-

sitzt Y = AX + b fiir reguliires A € R™™ und b € R™Y die Dichte £¥ (y) = W.

§10.11 Beweis von Korollar §10.10. Direktes Anwenden von Satz $10.08. 0

§10.12 Beispiel.

(a) Ist Z ~ No,1), soist X = p + o7 eine N, ,2y-verteilte Zufallsvariable mit 4 € R und
o € Ryo. Ausgehend von X ~ N, ,2) erhalten wir die standardisierte Zufallsvariable
Z = (X —,u)/a ~ N(O,1)~
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Fiir a,b € R, a < b, gilt [N(,,2)]((a,0]) = P(X € (a,b]) = P(=£ < 24 < by =
) — ®(

P(Z € (%2, 524]) = [N (42, 22]) = @(2) — &%) (vel. §04.08 ©):

0.3
—~ 0.2
B
&
0}/\
050 a p b 5 -4 (a=p) 0 (b—p) 4
' x o i

(b) Fiir X ~ N1 ist S = X? eine -Verteilte Zufallsvariable, wobei die - Verteilung mit
einem Freiheitsgrad gegeben ist durch die Dichte f,2(y) = \/Lﬂy—l/ 2e Y2 1Ry (y).

(c) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler standard-normalverteilter Zufalls-
vektor wie in Beispiel §05.09, soist Y = p + AX mit € R™ und regulirem A € R(™™)
ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte

BN (1) = (2m) 72 det(2) 72 exp(— (S (2 — p), (z — p))) fiir & € R,

wobei ¥ = AA! eine symmetrische positive definite Matrix ist. Y heiBt normalverteilt mit
Vektor 1 € R™ und Matrix & € R kurz Y’ N.

(d) Der stetig-verteilte Zufallsvektor (X, Y') wird bivariat normalverteilt mit Parametern fiy, fio
R, 01,05 € ]RTO und p € (—1,1) genannt, wenn die gemeinsame Dichte durch

1

(z=pm)*
2mo1024/ 1—p?

2p(z—p1) (y— — )2
fF(X,Y)( eXp(_ 2(1—p2)¢7% ) eXp( P2((1_Hp12))(aylo./;2) ) eXp(_ 28—;’:22))05 )

T,y) =

2
gegeben ist. Setzen wir 1 = (g, pt2)" und ¥ = ( o1 Pog 2), so entspricht dies gerade

pPo102 g5
dem Fall n = 2 aus (c). Die nidchsten Graphiken stellen die Dichte fiir verschiedene Werte

der Parameter dar.

Fir sy =0=p9, 00 =1, 00 =4und p =0:
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Firpy =0=pg, 01 =1, 00 =2und p = 0:

A

Firp, =0= o, 01 =1, 09 =2und p=0,3:

A

Firpy, =0= o, 00 =1, 09 =2und p =0, 6:

A\

Firpy =0=p9, 01 =100 =2und p=20,9:
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§11 Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (€2, o7, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ((S;, .%;))icz eine Familie messba-
rer Rdume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z und fiir jedes i € Z, X; eine (S;,.%;)-
wertige Zufallsvariable.

§11.01 Definition. Fiir eine Familie (%7 ),cz von Teil-o-Algebren aus <7 mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge Z bezeichnet

N\ 2 ﬂ <f; und
= i€

die grofite o-Algebra, die in allen <7, i € Z, enthalten ist, bzw. die kleinste o-Algebra, die alle
a7, 1 € T enthilt. O

o(|J )

1€L

§11.02 Erinnerung.. Die Menge := X7 S; aller Abbildungen (s;);er : Z — Ui;ezS; sodass
s; € §; fur alle ¢ € 7 ist, heillt Produktraum oder kartesisches Produkt. Sind alle S; gleich,
etwa S; = S, dann schreiben wir := Sz, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz = ST

§11.03 Definition. Fiir jedes j € Z bezeichne II; : Sz — S; mit (s;);ez — s; die Koordinantenab-
bildung. Die Produkt-o-Algebra = ;7 auf dem Produktraum Sy ist die kleinste
o-Algebra, sodass fiir jedes j € Z die Koordinantenabbildung II; .#7-.%;-messbar ist, d.h.
1 = Qyer i = \/jeIU(Hj) = \/]EI H]_l(%) Sind alle (S;,.7;) gleich, etwa (S;,.%;) =
(S,.7), dann schreiben wir = %7, im Fall n := |Z| < oo, auch nur kurz = ST
Ist fiir jedes ¢ € Z weiterhin IP; ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (S;, .%;), dann heifit ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf Pz auf ®i€1 ; Produktmayf3, wenn fiir alle endlichen 7 C Zund S, € ./},
j e J gilt

Pr(()I'(S)) = [] Pi(S)).

JjeT JjET

In dem Fall schreiben wir Py = ®i€I P;. Sind alle IP; gleich, etwa PP; = P, dann schreiben wir
kurz Pz = PZ und im Fall n := |Z| < oo auch P; = P". O

§11.04 Lemma. Die Abbildung X = (X;)iez : Q — Sz ist o/ -Sr-messbar, also eine (Sz, 57)-
wertige Zufallsvariable.

§11.05 Beweis von Lemma §11.04. In der Vorlesung. O

§11.06 Bemerkung. Sei Z abzihlbar, fiir jedes ¢ € 7 sei S; separabler und vollstindiger metrischer
Raum (polnisch) mit Borel-o-Algebra %; und sei #s, die Borel-o-Algebra bzgl. der Produkt-
topologie auf S = X;c7 S;. Dann gilt Bs, = $Br = &), 1 %, also insbesondere HBpn = A"
(vgl. Klenke [2012] Satz 14.8). o

§11.07 Satz. Fiir jede Familie (S;,.%;,P;)icr von Wahrscheinlichkeitsrdumen mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge T existiert stets ein eindeutiges Produktmaf P = @), ., P; auf (Sz, 7).

§11.08 Beweis von Satz §11.07. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. 0
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§11.00 Definition. Das BildmaB P* := P o X! unter X := (X,);c7 auf (Sz, .%7) heiBt gemeinsame
Verteilung der Familie (X;);cz. Fiir jedes i € T wird das BildmaB PX: :=P o X, ' =P o (I, o
X)~! = PX o II; ! Randverteilung (marginale Verteilung) von X; bzgl. PX genannt. O

sl1.10Satz. SeiZ = [1,n] und X := (X1,...,X,).

(1) Sind alle X; numerische Zufallsvariablen aus o/ mit gemeinsamer Verteilungsfunktion
F¥(2) =P(X <) =P(X; <z1,..., X, <) fiirallez eR",
dann ist fiir jedes X; die Randverteilungsfunktion

FXi(z;) = FX(o0, ..., 00,2;,00,...,00) fiiralle z; € R.

(i) Ist X eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit gemeinsamer Zihldichte p~ : X?:l S, —
[0, 1], dann ist jedes X; diskret-verteilt mit Randzédhldichte

]pX"(sZ-):Z--- Z Z ---Z]px(sl,...,sn) fiir alle s; € S;.

s1€81 Si_lési_l Si+1 631'4,_1 SnE€Sn

(iii) Ist X ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte £¥ : R” — R*, dann ist
jedes X; stetig-verteilt mit Randdichte

5 () = /R- . -/Rffx(xl, oy wy)dxy, - driydr; g - doy fiir alle v; € R.

§11.11 Beweis von Satz §11.10. In der Vorlesung. O

§11.12 Beispiel.
(a) Betrachten wir den Wurf von zwei fairen Wiirfeln (mit Gleichverteilung). Dann sei X der

Absolutbetrag der Differenz der Augenzahlen und Y die Summe der Augenzahlen. Dann
ist Z = (X, Y) diskret-verteilt mit gemeinsamer Zihldichte und Randzéhldichten:

y

pZ(z,y) 12 3 456 78 9101112 | p*(x)
1 1 1 1 1 1 6
0 1603035 0303 05| 3
2 2 2 2 2 10
1 02020202020 W
2 2 2 2 8
2 2 2 6
3 00020202000/ &
2 2 4
4 00002020000/ 4
2 2
5 00000200000]| 2

Y 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

P (Y) |3 3 3 36 36 36 36 36 36 36 36 | 1

sowie gemeinsamer Verteilungsfunktion und Randverteilungsfunktionen:
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Y
FZ(z,y) | (—00,2)[2,3) [3,4) [4,5) [5,6) [6,7) [7,8) [8,9) [9,10)[10,11)[11,12)[12,00) | F¥(x)

(=00, 0) O 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 [§]
[0,1) 0 35 3 3 36 36 3 36 36 36 36 36 36
. [12) 0 L 3 4 6 7 9 10 12 1B 15 16 16
) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
2.3) 0 L 3 6 & 1L 138 16 18 21 23 2 24
) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
3,4) 0 L 3 6 10 13 17 20 24 21 29 30 30
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
u.5) 0 L 3 6 10 15 19 2 28 3 33 3 34
) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
5. 00) 0 L 3 6 10 15 2 2 30 3 3 36 36
? 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Y 1 3 6 10 15 21 26 30 33 35 36

F*(y) 0 35 3 3 36 36 36 36 36 36 3% 36

(b) Ist (X,Y) bivariat normalverteilt (vgl. Beispiel §10.12 (c)) mit Parametern py, ps € R,

01,09 € RTO und p € (—1,1) dann sind die Randverteilungen X ~ N o2y und Y ~
N(u,,02)- Die nichsten Graphiken stellen die gemeinsamen sowie die marginalen Dichten
fiir verschiedene Werte der Parameter dar.

ux=0
wy=0

_/ \ p=0

px(x)
px(x)

1

-1

-2

x py(y) x py(y)

ux=1 ux=1
uy=0
o2=1

px(x)
px(x)

o2=1 a2=1

p=0

x pv(y) x pr(y)
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px(x)
px(x)

IS
o
IS
~
IS
&
IS
o
IS
~
IS
o

px(x)
px(x)

4

2

4

6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6
x py(y) X py(y)
ux=1 =1
B ny=1 = wy=1
% o2=1 3 0; =1
ot=4 =4

p=0.6

4
4

2

2

-2

4

X py(y) x py(y)

(c) Firp € Rundo € ]RTO besitzt das Produktmal N{', ., auf (R", 2") die Dichte

HEN(MJ?)(‘%) = (27“72)711/2 eXp(_# Z(lﬁ — /L)z) fir z € R".
=1 i=1
Andererseits, seien 1, := (1,...,1)" € R" und E, € R"™™ die Einheitsmatrix, sodass

pul, = (g, ..., )" und 0?E, = Diag(c?1!) die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen
0?1 ist. Die Normalverteilung N1, ,2f,) auf (R", 2") besitzt dann die Dichte (vgl. Bei-
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spiel §10.12 (¢))

n

EN(uln,erEn)(x) = (27“72)_”/2 exp(—# Z(wz — p)?) fiir x € R,
i—1

sodass N1, +2E,) = N?

02) da sie dieselbe Dichte besitzen. O

§12 Statistische Inferenz

§12.01 Definition. Sei (X,.%,Pg) ein statistisches Experiment. Ist X eine (X, .%)-wertige Zufalls-
variable, so schreiben wir abkiirzend , wenn X ~ P, fiir ein § € O gilt. In diesem
Fall heift das statistische Experiment (X, <7, Pg) addquat fir die Zufallsvariable X . Ist (S,.¥)
ein messbarer Raum, so wird jede (S,.”)-wertige Zufallsvariable S auf (X,.%), also .#-.7-

messbare Funktion S : X — S, Beobachtung oder Statistik genannt. Wir bezeichnen mit

:= (P5)pco die durch S auf (S,.#) induzierte Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen und mit
S,.7,P2) das induzierte statistische Modell. Eine Abbildung Bl : © — I heiBt abgeleiteter
C)

oder interessierender Parameter und fiir jedes 6 € © wird QMY abgeleiteter oder interessie-
render Parameterwert genannt. Ein abgeleiteter Parameter v : © — I' heillt identifizierbar,
wenn fiir beliebige 6;, 02 € © aus v(0;) # v(02) folgt Py, # Py,. O

§12.02 Bemerkung. Hiufig benutzen wir das Symbol v sowohl fiir den abgeleiteten Parameter, also
die Abbildung © — T', als auch fiir die Elemente von I', also die Parameterwerte. O

§12.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Wir betrachten wie in Beispiel §11.12 (c) eine Familie von

Normalverteilungen (N, 2)) (10)RXRS, auf (R™, %™). Wir sagen ein R"-wertiger Spaltenvek-

tor X ist normalverteilt mit unbekannten Parametern 1 und o, wenn X @ (N(MUQ)) (1.0 CR xR+

In dieser Situation sind typischerweise R x ]RTO — R mit (4, 0) — p oder R X RQLO — R{“O mit
(u,0) — o interessierende Parameter. Andererseits sagen wir, X ist normalverteilt mit unbe-

kanntem Parameter |1 und bekanntem Parameter o, wenn X ( (i 02)) LR oder auch normal-

o n
verteilt mit unbekanntem Parameter o und bekanntem Parameter |1, wenn X (N (MUQ))UE]R\%.

In jedem dieser Fille ist das arithmetische Mittel X,, := % ¢ X, eine reelle Statistik, und
fir X ~ N7

(.02) bezeichnen wir mit ]P’zg die von X, auf (R, ) induzierte Verteilung. O

Im Folgenden seien stets (X, .7, Pg) ein statistisches Experiment, (I', %) ein messbarer Raum
und v : © — T ein identifizierbarer interessierender Parameter.

§12.1 Hypothesentest

§12.04 Definition. Sei {J#°, 71} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
also 0|4 #* = T. Fir X © Pg sagen wir, die Nullhypothese H, : " ist erfiillt, wenn
das statistische Experiment (X', # P, %0)) fiir X adidquat ist, dass heif3t, fiir ein § € © mit
v(0) € H#P gilt X ~ Py, andernfalls ist die Alternativhypothese H, : ' erfiillt. Ein Test
wie in Definition §06.06 fiir das Testproblem der Nullhypothese H, : J#° gegen die Alterna-
tivhypothese H, : #" ist somit eine ({0, 1}, 2{%1})-wertige Zufallsvariable (Statistik). Im Fall
I'=(a,b) C R mit
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(a) A = (a,7) und A = (7,,b) (bzw. H) = [7,,b) und 2! = (a,7,)) fireiny, € T
wird das Testproblem einseitig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhy-
pothese Hy : v < 7, gegen Alternativhypothese Iy : v > -, (bzw. Hy : v = 7, gegen
Hy iy <)

(b) A = {7} und ' = (a,7,) U (7, b) fiir ein 7, € I' wird das Testproblem zweisei-
tig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese H, : 7 = -, gegen
Alternativhypothese H; : v # 7,. O

§12.05 Sprechweise. Wir folgen der Konvention, dass A = {p = 1} = ¢ '({1}) der Ablehnbereich
eines Tests ¢ ist, also ¢ = 14 ist und die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn ¢ den Wert
eins annimmt. Die Messbarkeit eines Tests garantiert dabei die Messbarkeit des assoziierten
Ablehnbereiches. O

§12.06 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.03 fortgesetzt). Sei X (N” also ein normalver-

(1,02) ) pER’
teilter R™-wertiger Spaltenvektor mit unbekanntem Parameter ;¢ und bekanntem Parameter o.
Fiir y1, € R betrachten wir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H, : p < pu, gegen

die Alternativhypothese Hy : it > fi,. O

§12.07 Erinnerung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test ¢ = 1 4 eindeutig festgelegt.
Offensichtlich konnen in dieser Situation nur zwei Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypo-
these Hy : 57 wird abgelehnt, also der Ablehnbereich A tritt ein, obwohl das statistisches Ex-
periment (X', .%, P, -1 40)) addquat ist, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternativ-
hypothese H, : 7' abgelehnt, also der Annahmebereich A° tritt ein, obwohl (X, F, P, —1(1))
adédquat ist. O

§12.08 Definition. Sei {70, 71} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
und p = 14 ein Test der Nullhypothese Hy : #° gegen die Alternativhypothese H; : 7.
Dann bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit Py ({1}) = Py(¢ = 1) = Py(.A) die Nullhypothese ab-
zulehnen, sich also fiir die Alternativhypothese zu entscheiden, obwohl Py mit y(0) € 5#°
vorliegt, also die Nullhypothese addquat ist;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit Py ({0}) = Py(¢ = 0) = Pp(A°) die Nullhypothese
nicht abzulehnen, sich also fiir Nullhypothese zu entscheiden, obwohl Py mit () € J#*
vorliegt, also die Alternativhypothese addquat ist. O

Ein Test ¢ hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein, wenn fiir jedes 0 € ~~ (") der

Fehler 1. Art Py(p = 1) < « erfiillt. In diesem Fall wird ¢ kurz «-Test genannt. Ein Test ¢

heiBt gleichmiifig bester Test zum Niveau o € [0, 1], falls er das Niveau o € [0, 1] einhélt und

fiir jedes 6 € v~ 1 (") der Fehler 2. Art Py(¢ = 0) eines jeden anderen o-Tests @ nicht kleiner

ist, dass heiit, Py(p = 0) < Py(p = 0) gilt. m

§12.09 Beispiel (Binomialverteilungsmodell $06.19 forigesetzt). Betrachte fiir beliebige p, € (0,1) und
n € N erneut das einseitigen Testproblem der Nullhypothese H, : p < p, gegen die Alterna-
tivhypothese /1, : p > p, im Binomialverteilungsmodell ([[0, n], 2[[0’”H, (Bin(ﬂ,p))pe(o,l)), SO ist
[z*,n] mit * € [0,n] der Ablehnbereich eines Neyman-Pearson Tests ¢ = Lz- ,, der fiir
das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : p = p, gegen die zusammengesetzte Alter-
nativhypothese Hy : p > p, ein gleichmiBig bester Test zum Niveau a = [Bing,,,)|([z*, n])
ist (vgl. Ausblick §06.20). Wir zeigen in der Vorlesung Statistik I, dass fiir alle p < p, auch

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 37



Kapitel 3 Zufallsvariablen 12 Statistische Inferenz

gilt [Bing, )] ([2*,n]) < a. Somit ist ein Neyman-Pearson-Test ¢ = L[,+ ,; mit Ablehnbereich
[x*,n] auch ein gleichmdifig bester Test zum Niveau o = [Bln(n po)l ([z*,n]) des einseiti-
gen Testproblems. Im Beispiel I im Prolog §1 kann also der firmeneigene Verbraucherservice
die Nullhypothese, der Anteil der Konsumentinnen betrigt hochstens 50%, gegen die Alterna-
tivhypothese, der Anteil der Konsumentinnen betridgt mehr als 50%, zum Niveau o = 0.01
ablehnen. O

12.10 Definition. Sei (R”, B, (P, ]P’l)) ein (bindres) stetiges statistisches Experiment mit entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsdichten £, und f;. Jeder Test ¢ = 1 4, mit Ablehnbereich der Form

Ak = {.T c R" | ]”fl(x) 2 kﬁo((lf)} == {fl 2 kﬁo}
fiir einen kritischen Wert k € R heit Neyman-Pearson-Test. m

§12.11 Bemerkung. Da f; und f; reelle Zufallsvariablen sind, gilt A, = {ff; > kfy} € %" nach
Lemma §08.06 (iii) und Ay ist somit ein Ablehnbereich eines Tests. Mit anderen Worten ein
Neyman-Pearson-Test ist in der Tat ein Test. O

§12.12 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.06 fortgesetzt). Fir o € RTO und ft,, p1 € R mit g, < p1q
betrachte im bindren stetigen statistischen Experiment (R”, A", (N (s UZ)) ue{uo,m}) zunichst
das Testproblem der einfachen Nullhypothese / : {N Gi.02) } gegen die einfache Alternativhy-
pothese Hy : {N{\ . }. Setzen wir 7, := L3 a; fiir o € R™, so ist ein Neyman-Pearson-

Test ¢ = 1 4, fiir einen kritischem Wert k£ € Rt gegeben durch den Ablehnbereich

Ak:{.xER”’]“fN (x) = kfnn 2)(93)}

(n1,02) (1o,o
= {x e R"” } exp (# Z(L — 11o)? — ﬁ Z(% — Ml)z) > k;}
i=1 i=1

202

= {1 c R" ‘ exp (W%Z + M) > k}

Fir py > p, ist die Funktion L, ,, () := exp (”(’“ o)z 4 o ”’1)), x € R™, streng monoton
wachsend in 7,,. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert £k € R+ einen Wert c* € R derart, dass

={z e R |7, > c} = {X, > ¢} fir die reelle Statistik X,, : R* — R mit
x — T, gilt. Wir halten fest, dass in einem Normalverteilungsmodell ein Neyman-Pearson-Test
=1 (Xoser) durch einen Ablehnbereich der Form {p =1} = {X, > ¢*} firein ¢* € R

gegeben ist. Insbesondere, gilt also [N, .\ |(¢ =1) = IP’Z("U2 ([e*, 00)). O
§12.13 Neyman-Pearson Lemma. Sei (]R", A", (Py, IP’l)) ein (bindres) stetiges statistisches Experi-
ment. Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese H, : {Py} gegen die einfache Al-
ternativhypothese Hy : {Py} ist jeder Neyman-Pearson-Test ¢ = 14, mit kritischem Wert

k € Rt und Ablehnbereich A, € ¥ wie in Definition §12.10 ein bester Test zum Niveau
Po(Ax) € 10, 1].
$12.14 Beweis von Satz §12.13. Ubungsaufgabe. O

§12.15 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.12 fortgesetzt). Betrachten wir fiir o € R o (und n = 1)
im stetigen statistischen Experiment X (N, ,2)),cr mit beliebigem 1, € ]R das einseitige
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Testproblem der Nullhypothese Hy : ;1 < p, gegen die Alternativhypothese H, @ 1 > i,
so hiingt der Ablehnbereich {p. = 1} = {X > ¢*} mit ¢* € R eines Neyman-Pearson-Tests
e = I{x>c~) nicht von der Alternativhypothese ab (vgl. Beispiel §12.12), da die Verteilungs-
familie (N, 2)).er €inen monotonen Likelihood-Quotienten besitzt. Damit ist der Neyman-
Pearson-Test .« fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : pn = i, gegen die
zusammengesetzte Alternativhypothese Hy : p > i, ein gleichmiBig bester Test zum Niveau
[N(uo,GQ)](@C* = 1) = [N(Mo,02)]([0*7oo)) = [N(O,l)]([c*;uo7oo)> = ‘P(%) (vgl. Beispiel
§10.12 (a)). Dies erlaubt uns fiir jedes o € (0, 1) einen kritischen Wert ¢, € R zu bestimmen,
derart dass o = CID(_C“TW") gilt. In der Tat bezeichnet z, das a-Quantil einer Standardnor-
malverteilung (vgl. Beispiele §05.07 (¢)), also a = ®(z,), so ist ¢, = p, — 02, der gesuchte
kritische Wert. Weiterhin gilt [N, ,2)]([ca, 00)) < a fiiralle 4 < p, (vgl. Beispiele §05.07 (c)).
Somit ist ¢, = L{x>u,—0z,} fr jedes a € (0, 1) ein Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich
{X = po — 024}, der ein gleichmdfig bester Test zum Niveau « des einseitigen Testproblems
der Nullhypothese H : 1t < i, gegen die Alternativhypothese H : 1 > i, ist. O

§12.2 Schatzfunktion

§12.16 Definition. Jede Statistik gl : (X, . %) — (I',¥¢), also .% -&4-messbare Abbildung, heiit Scheitz-
Sfunktion, kurz Schdtzer, fiir den abgeleiteten Parameter 7. Fiir eine Stichprobe x € X wird
der zugehorige Schéitzwert genannt. O

§12.17 Beispiel. In einer Tombola enthilt eine Urne N € N Lose (nummeriert von 1 bis V). Um die
Gewinnchance abzuschitzen, mochte die Spielerin die Anzahl der Lose schiitzen, dazu kauft sie
sich ein Los. Wir nehmen an, dass die zuféllige Losnummer X adédquat durch ein Laplacever-
teilungsmodell (N, 2, (Lapy, yj)nven) mit zugehdriger Familie von Zahldichten (px) ven und
dem messbaren Parameterraum (N, 2V) beschrieben wird. Eine plausible Schitzmethode fiir die
Gesamtanzahl N, bei Vorliegen einer Stichprobe z € N als Schitzwert N (x) denjenigen Para-
meter N € N zu wihlen, fiir den die Wahrscheinlichkeit py () des Eintreten von x maximiert
wird, d.h.

ﬁ(x) € arg max{py(z)} = {N e N|pn(x) > py(z) fiir alle N € N}
NeN

= arg max{ 1y nj(z)} = {z}.
NeN

Die Statistik N : N — N mit z — N(z) := & wird Maximum-Likelihood-Schtzer (MLS)
genannt. O

§12.18 Erinnerung. Ist (X, .7, Pg) ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehori-
ger Familie von Zihldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten pe := (]pg)sco, S0 ist fiir jedes
6 € O die Funktion py : (X,.%) — (R, Zg+) messbar, so dass wir py im Folgenden als reelle
Statistik auffassen. O

§12.19 Definition. Sei (X,.7,Pg) ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehoriger
Familie von Zahldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten (pg)sco. Fiir jedes 6 € © betrachten
wir die reelle Statistik . X — R mit z — [L(A)](z) := pe(x) . Die (zufillige) Funktion
0 — L(0) auf © wird Likelihood-Funktion genannt. O
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§12.20 Sprechweise. In der MaBitheorie werden dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmaf3en
eingefiihrt, die als Spezialfélle die in Definition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen
Familien von Wahrscheinlichkeitsmallen umfassen. Wir bezeichnen im Folgenden daher die
in Definition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen statistischen Experimente kurz als
dominierte statistische Experimente mit Likelihood-Funktion L. O

§12.21 Definition. Seien (X,.%#,Pg) ein dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion
L und (O, .7) ein messbarer Raum. Eine Statistik 6 auf (X,.#) mit Werten in (©,.7) wird

Maximum-Likelihood-Schiitzer (MLS) fiir § genannt, wenn L(é\) = SUpgee L(0) gilt. Ist 7(@\)

eine Statistik auf (X',.%#) mit Werten in (I, ¥), so wird ~(0) Maximum-Likelihood-Schiitzer
(MLS) fiir den abgeleiteten Parameter v : © — I" genannt. m

~

§12.22 Bemerkung. Man beachte, dass L(#) = supyco L(#) meint [L(/H\(T))KI‘) = Supyeo|L(0)](x)
fiir alle x € X. Weiterhin sind weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLS ohne Weiteres
garantiert. Bei Mehrdeutigkeit wéhlt man iiblicherweise einen maximierenden Parameter 6 nach
Belieben. O

§12.23 Beispiel.
(a) Binomialverteilungsmodell, ([[0, n], 21071, (Bin(nm))pe[o,u) mit Zihldichten (]pBinwp) )pefo,1]:

n _ x
arg max {pBin<np) (3:)} = arg max { ( )pm(l —p)" ’3} = {—}
p€[0,1] 7 p€[0,1] x n

Die Statistik p: [0,n] — [0, 1] mit z — p(x) =  ist der MLS fiir p.

(b) Poissonverteilungsmodell, (Ng, 2%, (Poi}) /\ERTO) mit Produktzzhldichten (pg,;, ) AeRY,

\2iz1 Ti ”
arg max{pp,;, ()} = arg max {Hn—loe_"’\} = {% Z xl}
i=1

+ + s Tt
)\GR\O )\ER\O 1—1< v

Die Statistik A : N7 — R* mit 2+ A(z) = L 37" |z, =: 7, ist der MLS fiir \.

(¢) Uniformverteilungsmodell, (R", %™, (Uﬁ),e])eeu{\*o) mit Produktdichten (fﬁ[o,e])eem:

arg max {]“f{}m] (x)} = arg max {0% H Tjo,0 (xl)} = {lgﬁ?gﬂ xl}

96R<_0 QERTO i=1

Die Statistik 6 : R" — RT mit 2+ §(z) = max;c[, , 2, ist der MLS fiir 6.

(d) Exponentialverteilungsmodell, (R", 2", (ExpY) AGR-\'—O) mit Produktdichten (%, ) AR,

u 1
arg max {ﬁgxpk(x)} = arg max {)\” exp(—A Z Il)} = {f_}
i=1 "

+ +
AeRY, AeR{,

Die Statistik A : R® — R mit 2 — A(z) = (,,) " ist der MLS fiir A.

40 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik



12 Statistische Inferenz Kapitel 3 Zufallsvariablen

(e) Normalverteilungsmodell(R™, 28", (Nfu02)) jer), 0 € RTO, mit Produktdichten (ﬂ"ﬁ( 2)) LER:

arg max {Eﬁ(“ﬂ)(a:)} = arg max {m exp (55 Z(Iz — w)?) } ={T,}.

pER nER i1
Die Statistik i : R” — R mit x — fi(x) = 7, ist der MLS fiir p. m

§12.24 Bemerkung. Im Binomialverteilungsmodell X © (Bing, p))pejo,1) nimmt der MLS p = X/n
fiir p (vgl. Beispiel §12.23 (a)) nur Werte in p([1,n]) = {2,..., 2} an. Firr jeden Parameter
p € [0,1]\ p([0,n]) gilt somit [Bin,,»](p = p) = 0. Analog, fiir o € ]RQLO und n = 1 im
Normalverteilungsmodell X © (N(,, ,2)),er ist 1 = X der MLS fiir o (vgl. Beispiel §12.23
(e)), sodass fiir jeden Parameterwert ;1 € R gilt [N, ,2)](Z = 1) = [Ng02)]({¢}) = 0. Im
Allgemeinen konnen wir nicht davon ausgehen, dass der Schitzwert des MLS gleich dem wah-
ren Wert ist. Andererseits im Normalverteilungsmodell, gilt {u € [i — ¢,i + |} = {x €
R | pe [p)—cux)+dc}t ={n € p—cp+} fir jedes ¢ € R{, so dass dass
[Nwon)) (1 € [ — e, it c]) = [Niuo2) (1 € [0 — ¢, p+c]) = [N o2 ([t — ¢, i+ ¢]) > 0. Fiir
eine Stichprobe z ist es somit sinnvoller einen Bereich [ii(x) — ¢, fi(z) + ¢| anzugeben als nur
den Schitzwert fi(z). O

§12.3 Konfidenzbereich

§12.25 Definition. Eine Abbildung B : X — 2U heiBt Bereichsschiitzfunktion (BSF) fiir I', wenn
eAWEAY — {v € X | v € B(x)} € Z fir alle Parameterwerte v € I' gilt. Fiir jedes v € T
und 0 € © wird Py(y € B) Uberdeckungswahrscheinlichkeit von -y genannt. m

§12.26 Bemerkung. Fiir jedes v € I' sei {R.,, 7} eine Partition der Menge der interessierenden Pa-
rameterwerte [, also R, |f F, = I'. Fiir jedes § € © fassen wir R, 9) und F, ) als Menge
der ,richtigen* bzw. der ,,falschen* abgeleiteten Parameterwerte auf. Wir suchen eine BSF B,
die fiir alle § € © eine moglichst groBe Uberdeckungswahrscheinlichkeit Py (Av' € B) fiir je-
den richtigen Parameterwert 7 € R.g) besitzt, und gleichzeitig aber eine moglichst prizise
Uberdeckung besitzt, dass heilit, fiir jeden falschen Parameterwert 7 € F ) soll die Uber-
deckungswahrscheinlichkeit Py (ﬁ eB ) moglichst klein ist. Wie im Fall des Hypothesentest ist
aber ein gleichzeitiges Maximieren und Minimieren dieser Uberdeckungswahrscheinlichkeit
nicht moglich. O

§12.27 Beispiel. Im Fall I' = R sind insbesondere von Interesse
(@) Ry ={y}und F, = {y}° = (—00,7) U (7,00) = R\ {7} =: Ry;
(b) Ry = (—00,7] und F, = (—00,7]° = (7,0);
(c) Ry =[vy,00) und F, = [y,00)° = (—00,7). m

§12.28 Definition. Sei ({R., F,}),er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden
Parameterwerte I'. Fiir ein a € (0, 1) heiit eine Bereichsschitzfunktion B Konfidenzbereich
zum Niveau 1 — « fiir ({ R, Fy})er, wenn Py (3 € B) > 1 — afiiralle 3 € R () und fiir alle
6 € © gilt. In diesem Fall wird B kurz (1-«)-Konfidenzbereich (fir ({R., F,})yer) genannt.
Eine Bereichsschitzfunktion B* fiir I' heilit gleichmdfig bester Konfidenzbereich zum Niveau
1 — « fiir ({R, F,})~er, falls sie ein (1 — a)—Konfidenzbereich ist, und jeder andere (1 —

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 41



Kapitel 3 Zufallsvariablen 12 Statistische Inferenz

«)—Konfidenzbereich B (fiir ({R, F,})er) keine kleinere Uberdeckungswahrscheinlichkeit
der falschen abgeleiteten Parameterwerte besitzt, dass heifit, fiir alle ¢ € © und 7 € F,y) gilt
Py(y € B*) < Py(5 € B). =

§12.29 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachte fiir o € RTO das stetige statisti-

sche Experiment X © (N9 ,2))ser, wobei die Menge der interessierenden Parameter I' = © =
R ist. Fiir jedes ¢ € R+ 1stB R — 2% mit B(z) := (z & ¢) := (r — ¢,7 + ¢) eine BSF, da
{§ e BY =(0=+c) € ,%’ fiir jedes 6 € R gilt, mit Uberdeckungswahrschemhchkelt (N, 02)](9 €
B) = [N(agz)]((e +¢)) = <I>(9 f=bsc) (13(9 0=0=c) fiir alle 0,0 € R (vgl. Beispiel §10.12 (a)).
Interessieren wir uns nur fiir den wahren Parameter also Ry = {0} und dementsprechend
Fo = Ryg als Menge der falschen Parameterwerte. B ist dann ein (1-«)-Konfidenzbereich fiir
({{0}, R\p})ser wenn fiir alle 0 € R gilt [Ny ,2)](0 € B) = ®(£) — &(=£) > 1 — o. Wihlen
wir B = (X & 021_q/2) mit 1-a/2-Quantil 2;_,/, der Standardnormalverteilung, dass heifit
1 —a/2=®(z1-q/2) =1 = P(—21-a/2), 50 gilt [Ny ,2)](0 € B) = ®(21-a/2) — P(21-a/2) =
l-—a/2-(1-(1-a/2) =1—afiralle § € R. Damit ist (X £ 0z_,/) ein (1-a)-
Konfidenzbereich fiir den wahren Parameter 6 und die falschen Parameter R \ {#},0 € R. ©

§12.30 Definition.

(a) Ist ({R, F,})+er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Parameter-
werte T, sodeﬁmertg%”0 = {7 € F | v € Ryyund 722" = {7 € T | v € Fy} fir
v € T eine assoziierte Famzlze ({A), A} )er von Partitionen der Parametermenge T,
dabei fassen wir e%’iyo als Nullhypothese und Jff als Alternativhypothese eines Testpro-
blems auffassen.

(b) Fiir eine Bereichsschitzfunktion B definiert (¢, = 14 ) er eine assoziierte Familie von
Tests mit Ablehnbereich {¢, = 1} = A,, da definitionsgemiB A, := {y & B} € Z fur
jeden abgeleiteten Parameterwert v € I' gilt.

(¢) Fiir eine Familie (¢, = 14, ) er von Tests mit Ablehnbereich A, = {¢, = 1} € .F defi-
niert B : X — 2" mit B(z) := {y € ' | # € A, } eine assoziierte Bereichsschiitzfunktion,
dainderTat {y € B} = {r € X |y € B(x)} = {r € X | v ¢ A,} = AS € F fiir jeden
abgeleiteten Parameterwert v € I gilt. O

§12.31 Beispiel (Beispiel §12.27 forigesetzt). Im Folgenden geben wir zu typischen Familien ({R.,, 7, }) er
von Partitionen der Menge der interessierenden Parameterwerte [' = R die assoziierte Familie
({42, 7' })\er von Partitionen der interessierenden Parametermenge I' = R an.

(a) Fir R, = {7} und F, = Ry, sind 7 = {7} und 7' = R\;

(b) Fir Ry = (—o0,7]und 7, = (y,00)sind ) = {7 €' |y € R5} ={7 €' |y <7} =
[, 00) und H! = (—00,7);

(c) Fiir R, = [y,00) und F, = (—00,7) sind 7 = (—00,7] und 7' = (v, 00). O

12.32 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachten wir fiir o € RTO im stetigen
statistischen Experiment X © (N, ,2)),cr mit beliebigem s, € R das einseitige Testproblem
der Nullhypothese H, : 1 < i, also %2 = (—00, o], gegen die Alternativhypothese H; :
[ > flo, also JL = (p,,00), so ist fiir jedes o € (0,1) ein Neyman-Pearson-Test ¢, =
1{x>py—02.} Mit Ablehnbereich {¢,, =1} = {X > p, — 0z,} ein gleichmdflig bester Test
zum Niveau «. Die zu der Familie (¢, ), er assoziierte Bereichsschditzfunktion B erfiillt dann
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B(l’) - {:uo eR ‘ ZAAS {99#0 = 0}} - {Mo €eR ’ T < flo — O-Za} - (:E + OZmOO)' o

§12.33 Satz. Seien ({R.,, F}) er eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interessieren-
de Parameterwerte und ({ ), 7'} ) cr die assoziierte Familie von Partitionen in Null- und
Alternativhypothesen. Dann gilt fiir eine Familie (@) cr von Tests, dass ., ein (gleichmdifig
bester) a-Test der Nullhypothese H : %”70 gegen die Alternativhypothese H; : %ﬂl fiir jedes
v € T ist, genau dann wenn die assoziierte Bereichsschitzfunktion B fiir ({R., F,})er ein
(gleichmdflig bester) (1-a)-Konfidenzbereich ist.

§12.34 Beweis von Satz §12.33. In der Vorlesung. O

§12.35 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.32 fortgesetzt). Fiir X @ (N(, 52))ucr mit 0 € RTO ist
(X + 024, 00) der assoziierte Konfidenzbereich zu einer Familie gleichmiBig bester a-Tests
(vgl. Beispiel §12.32). Nach Satz §12.33 ist (X + 02z,,00) damit auch ein gleichmiBig be-
ster 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen Parameter R,,, = [u,,00) und der
falschen Parameter F,,, = (—00, f1,) mit 1y € R. Andererseits, ist (X + 02_,/9) ein (1-a)-
Konfidenzbereich fiir die Menge der richtigen Parameter R,,, = {11, } und der falschen Parame-
ter F,, = Ry,,, tto € R (vgl. Beispiel §12.29). Nach Satz §12.33 ist damit der assoziierte Test
¢, mit Ablehnbereich {¢,, = 1} = {1, & (X £021_0/2) = {|X — pto| = 021_4/2} ein a-Test
fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hj : ;1 = 1, gegen die Alternativhypothese

Hy:p# pho. O
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Kapitel 4
Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit

§13 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Bayes-Formel

Im Folgenden sei (€2, .o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin bezeichnen wir eine Par-
tition P als messbar, falls P C o7 gilt.

§13.01 Definition. Es seien A und B Ereignisse aus <7 mit P(B) > 0. Dann wird mit

__ P(ANB)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder unter) B bezeichnet. O

§13.02 Satz. Sei B € &/ mit P(B) > 0 und T eine abzdiihlbare Indexmenge. Dann gilt:
(i) P: o/ — [0,1] mit A — P(A) := P(A|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (2, < ). Der
Wahrscheinlichkeitsraum (B, M}B, ]P’|B) wird die Spur von (2, o/ | IP) iiber B genannt.

(ii) Es sei {B;,i € I} eine messbare Partition von B mit P(B;) > 0 fiir alle i € I. Fiir alle
A € o gilt dann die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(ANB) =Y P(B)P(AlB;).

€L

(iii) Fiir jedes A € < mit P(A) > 0 und jede messbare Partition {B;,i € I} von § mit
P(B;) > 0 fiir alle i € T gilt die Formel von Bayes:

P(B:)P(A|B;) y .
P(B;|A) = fiirallei € T.
>_ser P(B;)P(A|B;)
§13.03 Beweis von Satz §13.02. (i) Ubungsaufgabe und (i1)-(ii1) in der Vorlesung. O

§13.04 Beispiel. Am Bahnhof Siidkreuz in Berlin ist eine Videoiiberwachung installiert. Zur Evaluati-
on der Gesichtserkennungssoftware haben sich 0, 1% der tdglichen Passagiere registrieren las-
sen. Der Hersteller der Gesichtserkennungssoftware gibt an, dass 99, 9% der registrierten Per-
sonen als registriert erkannt werden, aber auch 0, 2% der nicht-registrierten Personen félschlich
als registriert erkannt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewihlter Passagier,
der als registriert erkannt wird, nicht auf der Liste der Registrierten ist, betrdgt dann nach der

. 0,00200,999 _ .
Formel von Bayes: 0.00790.99910.09990.002 — 2/3, d.h. iiber 66%. m|

§13.05 Lemma. Fiir A; € o7, i € [1,n+ 1] mit P((_, A;) > 0 gilt

n+1

ﬂ A;) JP(Ag| Ay)P(As] Ay N Ay) - n+1|ﬂA
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§13.06 Beweis von Lemma §13.05. In der Vorlesung. O

§13.07 Beispiel. Beim Ziehen aus einer Urne mit W weilen und S schwarzen Kugeln ohne Zu-
riicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge ergibt sich mit N = W + S fiir das Ergebnis
»OSW* also 1. und 2. Kugel schwarz, 3. Kugel weil3, nach der Pfadregel die Wahrscheinlich-
keit % ° % ° % Dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen die Versuchsausginge ,,SWS* und
,»WSS* (man nennt die Verteilung austauschbar). O

§13.08 Beispiel. In einem Unternechmen werden von 825/560/325 minnlichen Bewerbern in den Ab-
teilungen A/B/C jeweils 62%/63%/34% eingestellt, von 108/25/593 weiblichen Bewerbe-
rinnen hingegen 82% /68% /37%. Obwohl die Einstellungsquote in jeder Abteilung fiir Frauen
hoher war, ergibt sich nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit insgesamt eine Ein-
stellungsquote von ca. 57% fiir Minner und von ca. 45% fiir Frauen, weil letztere sich stirker
fiir Abteilung C' mit schwieriger Einstellung beworben haben. O

§14 Unabhangige Ereignisse

Im Folgenden seien (€2, <7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Z eine beliebige nicht-leere
Indexmenge.

§14.01 Definition.
(a) Zwei Ereignisse A, B € o heillen (stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz ,
wenn P(AN B) = P(A)P(B) gilt.
(b) Eine Familie (A;);cz von Ereignissen aus < mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z heif3t
(stochastisch) unabhdngig (unter P), kurz , wenn fiir jede endliche Teilmenge

T CTgiltP (s 4;) = [Les P(A)). 0

§14.02 Bemerkung.
(i) Es gilt 1l ;o7 A; genau dann, wenn L, 7 A; fiir jede endliche Teilmenge J C 7 gilt.
(i) Fur |Z| > 3 ist eine Familie (A;);c7 unabhingig, so sind die Ereignisse paarweise unab-
hingig, d.h. P(A4;, N A;) = P(A;)P(A)) fir alle ¢, j € Z miti # j, aber die Umkehrung
gilt nicht. O

§14.03 Beispiel. Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln haben die Ereignisse ,,Ist die Augensumme 7?* und
,Ist die erste Augenzahl 6?7 jeweils Wahrscheinlichkeit 1/6 unter einer Gleichverteilung. Der
Schnitt der beiden Ereignisse ist ,,Ist die erste Augenzahl 6 und die zweite Augenzahl 1?7 und
hat die Wahrscheinlichkeit 1/36, so dass die beiden Ereignisse (unter Gleichverteilung) unab-
hingig sind. O

§14.04 Lemma. Sei (A;);cr eine nicht-leere Familie von unabhdingigen Ereignissen aus <7 . Fiir A}, €
o({A:}) =10, Ay, A5,Q}, i € T, ist die Familie (A});czvon Ereignissen aus </ unabhdingig.

§14.05 Beweis von Lemma §14.04. In der Vorlesung. O

§14.06 Satz von Borel-Cantelli. Fiir eine Folge (A,,)nen von Ereignissen aus <7 gilt:
(i) Aus >,y P(A,) < oo folgt P(lim sup,,_,., A,) = 0;
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(i) Ist zusdtzlich die Folge (A, )nen unabhdngig, so folgt aus ), P (Ay) = oo dass
P(lim sup,,_,o, An) = 1.

§14.07 Beweis von Satz §14.06. In der Vorlesung. O

§14.08 Beispiel.
(a) Ist A ein Ereignis mit P(A) € (0,1), so gilt > _(P(A4,) = oo fiir A, := A, jedoch
IP’(lim SUD,, 00 An) = P(A) < 1. Damit kann also auf die Unabhingigkeit in Teil (ii) von
Satz §14.06 nicht verzichtet werden.

(b) Im unendlichen Miinzwurfexperiment bezeichne AM := {w € Q|w, = -+ = w1 = 1}
das Ereignis eines M -runs von Einsen (,,Kopf*) ab Wurf n. Dann ist die Familie (A{yM) kEN
unabhiingig (auf dem entsprechenden Miinzwurfmodell in den Ubungen) mit P(AM ) =
27M_ Aus Teil (ii) von Satz §14.06 folgt daher P(lim sup,_,., Ax,) = 1 fiir jedes M € N.
Dies impliziert P(lim sup,,_,, A2) = 1. Es gilt sogar P( ),y lim sup,,_,,, AY) = 1,
da der abzéhlbare Schnitt von Einsmengen wieder eine Einsmenge ist. O

§15 Unabhéangige -Algebren

Fiir jedes ¢ € 7 einer nicht-leeren Indexmenge Z sei .o7; C &/ eine o-Algebra. Die Definition
der Unabhingigkeit der Familie (7 );c7 von Teil-o-Algebren von o7 ist ein Spezialfall der
folgenden Definition.

§15.01 Definition. Eine Familie (&;);c7 von Teilmengensystemen aus ./ mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge Z, d.h. §; C & fiir alle i € Z, heiBt (stochastisch) unabhdingig (unter P), kurz
, wenn 1l ;.7 A; fiir alle A; € & und i € 7 gilt. O

§15.02 Erinnerung. Nach Lemma §14.04 folgt aus 1L;c7 A; dass 1L ;7 o({A;}) ist. Da {A;} ein 7-
System, also ein schnittstabiles Teilmengensystem, aus .o/ ist, ist dies ist ein Spezialfall der
nichsten Aussage, welches wir mit Hilfe des 7m-\ Satzes §03.11 zeigen. O

§15.03 Satz. Sei (&});cr eine unabhdngige Familie von m-Systemen aus </ mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge, also |l ;7 &, dann gilt I ;c7 0(&;).

§15.04 Beweis von Satz §15.03. In der Vorlesung. O

§15.05 Lemma. Fiir eine Familie (<7;);c1 von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-leerer In-
dexmenge 1 sei

&={(AilAedicT JCI |J| <o}

ieJ
Dann ist & ein m-System und \/ <, = o(&), also & ist ein schnittstabiler Erzeuger von \| <.
ieT ieT
§15.06 Beweis von Lemma §15.05. In der Vorlesung. O

§15.07 Satz. Fiir jede unabhiingige Familie (<7;);c1 von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge I, also | ;-7 <7, und jede Partition {7y, : k € K} von T ist die Familie
(Viez, i)rex von Teil-o-Algebren aus o/ unabhingig, also 1Lycxc \/ ;. ; .
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§15.08 Beweis von Satz §15.07. In der Vorlesung. O

§15.09 Definition. Sei (.47, ),cn eine Folge von Teil-o-Algebren aus .7, dann heif3t

EA =NV 2=V % =)o J{|meNrmz=n})

n=1lm>n n=1lm>n neN

die asymptotische (terminale) o-Algebra. Ein Ereignis A € <7, wird asymptotisch (terminal)
bzgl. (4, ),en genannt. O

§15.10 Beispiel. Sei (A,,)nen eine Folge von Ereignissen aus <7, dann sind A, = lim inf,_,,, A,, und
A* = lim sup,,_,, A, (vgl. Definition §01.13) asymptotische Ereignisse bzgl. (0({A.}))nen-
Setzen wir ndmlich B, := N_, A, firn € N, dann gilt B, T A, und B, € \/, .y 0({A.})
fiir jedes n > N, sodass A, € \/m>N o({A,}) fir alle N € N und damit auch A, €
Anen Vimsn 0({An}). Fiir A* geht dies analog. Insbesondere ist die asymptotische o-Algebra

Betrachte eine Folge unabhingiger Ereignisse (A, )nen, so ist auf Grund des Satzes von Borel-
Cantelli §14.06 das asymptotische Ereignis A* = lim sup,, .. A, bzgl. (6({A,}))nen entwe-
der eine Nullmenge oder eine Einsmenge. Die nichste Aussage zeigt nun, dass dies fiir jedes
asymptotische Ereignis gilt.

§15.11 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Sei (7,),cn eine Folge von unabhiingigen Teil-o-Algebren aus
/. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (7,,),en asymptotischen Ereignisses entwe-
der 0 oder 1, also

Ao C T :={Ac o |P(A) e {0,1}}.
§15.12 Beweis von Satz §15.11. In der Vorlesung. O

§15.13 Bemerkung. .7 ist _eine o-Algebra, da eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder
eine Nullmenge ist. .7 wird P-triviale o-Algebra genannt. m

§15.14 Beispiel (Beispiel §15.10 forgesetzt.). Sei (A, )nen eine Folge von unabhdngigen Ereignissen aus
/. Da A, = lim inf,,_,, A, und A* = lim sup,,_, . A, (vgl. Beispiel §15.10) asymptotische
Ereignisse bzgl. der Folge unabhéngiger o-Algebren (o (A,,))nen (vgl. Erinnerung §15.02) sind,
folgt aus Satz §15.11 P(A,) € {0,1} und P(A*) € {0,1}. O

§16 Unabhangige Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (€2, <7, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ((S;,.7;))icz eine Familie messba-
rer Rdume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge und fiir jedes i € Z, X eine (S;, .7;)-wertige
Zufallsvariable.

$16.01 Erinnerung.. b Fiir jedes i € Z ist die von X; erzeugte o-Algebra o(X;) = X; (&) =
{Xi(B)| B € .;} eine Teil-o-Algebra von 7. O

§16.02 Definition. Die Familie (X;);c7 von Zufallsvariablen heiit unabhiingig, kurz , wenn
die Familie (0(X;));ez von Teil-o-Algebren von .2/ unabhingig ist. O
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§16.03 Bemerkung. Definitionsgemdl gilt 1l ;o7 X; genau dann, wenn 1l ;.7 X; fiir jede endliche
Teilmenge J C T gilt. Weiterhin fiir jede Familie (B;), e von Ereignissen mit B; € .7},
j eJ CI, |j‘ < 00 gﬂtP(ﬂjej{Xj € BJ}) = Hjej]P)(Xj € BJ) O

§16.04 Beispiel. Ist (A;);cz eine Familie von Ereignissen, so gilt 0({4;}) = o(X;) fiir die Bernoulli-
Zufallsvariable X; := 14,, ¢ € Z. Nach Lemma §14.04 gilt damit L ;.7 A; genau dann wenn
J-I—ieI X i O

§16.05 Lemma. Seien (T;, 7;);cr eine Familie messbarer Riume und fiir jedes i € L, h; : S; — T;
eine ;- ;-messbare Funktion. Ist 11 ;7 X;, so gilt auch 11 ;7 h;(X;). Fiir jede Partition {J}, :
k € K} von T ist ((hi(X;))ieq, )kex eine Familie von unabhdngigen Zufallsvariablen, also
ke (hi(Xi))ie g,

§16.06 Beweis von Lemma §16.05. In der Vorlesung. O

§16.07 Korollar.

() Eine Familie (X;)icz numerischer Zufallsvariablen aus </ ist unabhdngig genau dann,
wenn fiir jede endliche Teilmenge J C T und fiir alle x; € R, © € J, gilt:

P((){Xi<z}) = [[P(Xi < w0).

ieJ ieJ

Fiir T = [1,n] sind also X1, ..., X, genau dann unabhdngig, wenn fiir alle x € R" gilt
F A () = [TEY @),
i=1

(i1) Diskret-verteilte Zufallsvariablen X1, . .., X,, sind genau dann unabhdngig, wenn fiir alle
se XS gilt

n

p ) (s) = [ p™(s0).

i=1

(iii) Ist X = (Xy,..., X,) ein stetig-verteilter Zufallsvektor, dann sind X1, . . . , X,, genau dann
unabhdngig, wenn fiir Lebesgue-fast alle x € R" gilt

n

¥ (z) = [ 5 ().

i=1
§16.08 Beweis von Korollar §16.07. In der Vorlesung. O

§16.09 Beispiel.
(a) Beim Wiirfelwurf mit zwei Wiirfeln sind W; : Q — [1,6] mit W;(wy,wy) = w; fiir i €
{1, 2} unabhingige Zufallsvariablen (unter Gleichverteilung). Dazu gentigt es, fiir sq, s €
[1, 6] fiir die entsprechenden Zahldichten p"(s;) = p"2(s5) = 1/6 sowie p" (51, s9) =
1/36 mit W = (W;, W5) nachzupriifen und Korollar §16.07 (ii) anzuwenden.
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(b) Sei X = |W; — Wy | und Y = W; + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe
der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W7, W5) (vgl. Beispiel §11.12
(a)). Betrachten wir die entsprechenden Zihldichten p~ und pY, so gilt zum Beispiel
pYY(1,4) =0# - 2 = p~(1) - p¥(4). Somit sind X und Y nicht unabhiingig.

(c) Fiir n € N sei die gemeinsame Verteilung von (X;);c[i,,) €in Bernoulli-Schema mit Para-
meter p € [0, 1] (vgl. Beispiele §04.08 (c)). Dann sind (X;);cp1 ] unabhidngige und iden-
tisch B,-verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen mit Randzihldichte p(z) = p*(1 — p)'~=,
z € {0,1}, da fiir die gemeinsame Zihldichte p>i=1%i(1 — p)"~2i=1® = [["_ p(x;) fiir
alle (2;)icqi,n) € {0, 1}" gilt.

(d) Sindf,...f, Dichten auf R, so erzeugt die Produktdichte f(x) = ], f;(z;) ein Produkt-
maf auf (R", ™) (vgl. Definition §11.03). Die Koordinatenabbildungen X; : R” — R
mit z — X;(x) := x;, ¢ € [1,n] sind Borel-messbar, also Zufallsvariablen. Thre Rand-
verteilung PX ist gegeben durch die Randdichte f;, ihre gemeinsame Verteilung P(X1-%Xn)
durch die gemeinsame Dichte £. Wir haben damit einen Wahrscheinlichkeitsraum konstru-
iert mit unabhingigen Zufallsvariablen (X;);c[1,,] deren Randverteilung P¥i jeweils durch
f; bestimmt ist.

(e) Betrachten wir die gemeinsame Dichte f (X.Y) eines bivariat normalverteilten Zufallsvektors

(X,Y) wie in Beispiel §10.12 (d). So sind X und Y stetig-verteilt mit Randdichten £~ und
¥ (vgl. Beispiel §11.12 (b)). Die gemeinsame Dichte f (XY) faktorisiert sich in das Produkt
der Randdichten ¥ und f*" genau dann, wenn p = 0 gilt. Somit sind X und Y genau dann
unabhéngig, wenn p = 0 gilt. O

§16.10 Erinnerung.. Nach Satz §11.07 existiert zu jeder Familie (S;, .7}, P;);ezr von Wahrscheinlich-
keitsraumen ein eindeutig bestimmtes Produktmaf} ), _; IP; auf dem zugehérigen Produktraum
Sz = Xiez S; versehen mit der Produkt-o-Algebra S7 = ), 7 Si. O

§16.11 Korollar. Fiir jede Familie (S;,.7;, P;)ic1 von Wahrscheinlichkeitsréiiumen mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge T existiert eine Familie (X;);cr unabhdngiger (S;,.%;)-wertiger Zufallsva-
riablen definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung P; und
dem Produktmafs Q. P; als gemeinsamer Verteilung auf dem Produktraum (Sz, /T).

§16.12 Beweis von Korollar §16.11. In der Vorlesung. O

§16.13 Definition. Sei (X,,),en eine Folge von (S,,,.7,)-wertigen Zufallsvariablen auf (92, o7, P).
Dann heif3t

BA =N\ oxn)=V cXn) =)ol J{o(Xn) ImeNAm >n})

n>1m>n nzlm>n neN

die asymptotische o-Algebra. Ein Ereignis A € o7 wird asymptotisch bzgl. (X,,)nen genannt,
d.h. A hingt fiir alle n > 1 nur von (X,,,)m>n ab. O

§16.14 Beispiel.
(a) Sei (X,)nen eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen X, :=
lim inf,, o, X, und X* := lim sup,,_,., X,, (vgl. Definition §08.10) messbar bzgl. @7.
In der Tat: setzen wir Y,, := sup,,>,, X,, mit Y;, | X*, so ist fiir jedes N € N die Zu-
fallsvariable X* = inf,>, Y, = inf,>y Y, messbar bzgl. \/, . o(X,), also auch bzgl.
Ans1 Vs y 0(Xy). Fiir X, geht dies analog.
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(b) Sei (X,)nen eine Folge reeller Zufallsvariablen sowie A das Ereignis, dass der Grenz-
wert lim,, 00 Yy & existiert. Setzen wir By = (,,0,on{Dopen 28 € (—&,¢)} fiir
€ € @TO und N € N, so gilt nach dem Cauchy-Kriterium A = ﬂEeQ\% Unen Bye-
Nun ist (By,.)ven monoton wachsend, By. € /.y o(Xy) fir alle N € N und fiir
jedes n € Nund alle m > n gilt \/, . o(Xz) € V., 0(Xg), so dass Uj_By. =
Bpne € Vs, 0(Xy) fur alle m > n. Folglich gilt UY_,Bn. € V., o(X}) fiir alle
n € Nund damit C, := U¥_, By, € &/x. Da &y als 0-Algebra o-N-stabil ist, folgt auch
A:mseQ% C. € dx. |

§16.15 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Sei (X,,),cn eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen auf
(Q, o7, IP). Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (X,,)nen asymptotischen Ereignisses
entweder 0 oder 1, also

Ay C T :={Aec o |P(A)e{0,1}}.
§16.16 Beweis von Korollar §16.15. Direktes Anwenden von Satz §15.11. O

§16.17 Beispiel (Beispiel §16.14 fortgesetzt).

(a) Sei (X,,)nen eine Folge unabhdngiger numerischer Zufallsvariablen auf (€2, o7, P), so sind
die Abbildungen X, := lim inf, . X, und X* := lim sup,,_, ., X,, fast sicher konstant,
das heiBt, es gibt z,,7* € R mit P(X, = z,) = 1 und P(X* = 2*) = 1. In der Tat, da
X, messbar bzgl. der asymptotischen o-Algebra ist (vgl. Beispiel §16.14 (a)), ist fiir jedes
x € R das Ereignis { X, < 2} asymptotisch bzgl. (X,,),en und also P(X, < 2) € {0,1}.
Setze

r,:=min{z € R: P(X, <z)=1} €R.
Ist x, = 0o, und also P(X, < n) =0 firalle n € N, so gilt

P(X, <o0) = lim P(X, <n)=0,

n—oQ

also P(X, = o0) = 1. Ist z, € R, so ist

P(X, < x,) = lim P(X, <z, + %) =1 und

n—oo
P(X, <z,) = lim P(X, <z, — 1) =0,
n—oo
also P(X, = x,) = 1. Ist x, = —00, so gilt P(X, > —00) = lim,,,,o P(X, > n) =0,
also auch P(X, = —oo) = 1. Fiir den Limes superior geht dies analog.

(b) Ist (X, )nen Wie in Beispiel §16.14 (b) eine Folge unabhingiger {—1, 1}-wertiger Zufalls-
variablen, so konvergiert die harmonische Reihe mit zufilligem Vorzeichen ).~ , X, k% ent-
weder mit Wahrscheinlichkeit 1 oder sie divergiert mit Wahrscheinlichkeit 1. Diese Aussa-
ge gilt fiir jede beliebige Randverteilung Px, der Zufallsvariablen X, k € N. O

§17 Faltung

§17.01 Vorbermerkung.. Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Begriff, der eng mit dem des Pro-
duktmaBes verkniipft ist, ndmlich dem der Faltung. Zur Motivation seien X, Y zwei unabhingi-
ge, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungen PX und PY auf R. GemiB Satz §11.07 hat dann das
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Paar (X,Y) die Verteilung P* X PY auf R?. Andererseits ist X +Y eine reelle Zufallsvariable,
und fiir die Borel-messbare Additionsabbildung @ : R? — R mit (z,y) — &((z,y)) =z +y
gilt X +Y = ®o (X,Y). Damit hat X + Y die Verteilung (PX @ P¥) o ! auf R. Aufgrund
der Kommutativitit der Addition ist (P¥ &) PX) o &~ auch die Verteilung von Y + X. O

$17.02 Definition. Scien P, P zwei WahrscheinlichkeitsmaBe auf (IR, 2). Dann heiBt das Wahrschein-
lichkeitsmal NS :— (P ® P) o ! auf (R, #) die Faltung von P und P O

§17.03 Satz. Es seien X ~ PX und Y ~ PV unabhiingige reelle Zufallsvariablen. Dann besitzt die
reelle Zufallsvariable X +Y die Verteilung PX+Y = PX < PY.

§17.04 Beweis von Satz §17.03. Die Aussage folgt aus der Vorbemerkung §17.01. O
§17.05 Korollar. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

§17.06 Beweis von Korollar §17.05. Die Kommutativitit folgt aus der Vorbemerkung §17.01. Die As-
soziativitit der Addition vererbt sich analog auf die Faltung. O

§17.07 Lemma (Diskreter Fall).
(i) Besitzen P und P Ziihldichten p und p auf Z, so besitzt P x P die Ziihldichte

p*Dl(z) = > plz— kD), z€Z

(i1) Besitzen P und P Zihldichten P und p auf No, so besitzt P x P die Zihldichte

[P *DJ( Z]pn— ), n € Np.

§17.08 Beweis von Lemma §17.07. In der Vorlesung. O

§17.09 Beispiel.

(a) Fiir n € N sei die gemeinsame Verteilung von (X;);c[1,,,) €in Bernoulli-Schema mit Para-
meter p € [0, 1] (vgl. Beispiele §04.08 (c)), dass heilt, (X;);c[i,n) sind unabhingige, iden-
tisch B,-verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen (vgl. Beispiel §16.09 (c)). Dann ist X; + X»
Binomial Bin, j,)-verteilt (vgl. Beispiele §04.08 (d)), da B, x B, = Bin(, ,):

ps, (0)ps, (0) = p°(1 — p)'p°(1 — p)1 =p’(1—p)*°,
ps, (1)ps, (0) + Px, (1)px,(0) = 2p' (1 — p)*~,
pe, (1)ps, (1) = p*(1 — p)*>.

[pB, * P8,)(0)
[pB, * Ps,)(1)
[pB, * PB,)(2)

Per Induktion erhalten wir )" | X; ~ Biny, ). Fiir ein Bernoulli-Schema (X;);c[1 n4m] ~
Br 4™ mit n,m € Nsind > | X; ~ Bing,,) und 37" X; ~ Bin(,,,) unabhingig
(Lemma §16.05), und ZT“”” ; ~ Bi(pm.p), als Bing, p) * Bing, ;) = Bing, 1, p)-

(b) Seien X ~ Poiy und Y ~ Poi, unabhingig mit \, ;1 € R\o’ so gilt X +Y ~ Poiyy,
(Ubungsaufgabe!). Setzt man zusitzlich Poiy := dy, so bildet (Poiy)ycr+ eine Faltungs-

halbgruppe, d.h. es gilt Poiy « Poi, = Poi,,, firalle \, u € R, O
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§17.10 Lemma (Stetiger Fall). Seien X und Y unabhdngige stetig-verteilte Zufallsvariablen mit Dichte

§17.11

X bzw. . Dann ist X + Y stetig-verteilt mit Dichte
P @) = ) = [ G- oy s eR
R

Beweis von Lemma §17.10. In der Vorlesung. O

§17.12 Beispiel. Fiir A\, p € R o definiere die Gamma-Verteilung §% iber die Dichte

§17.13 Beispiel. Fir X ~ N, ,2)und Y ~ N

§18.01

fr (z) = Fx(g)xpf1€fm]1(0m)<x>7 r € R,
mit der Gamma-Funktion T'(p) = [ t*~'e~"dt, sodass I'(n + 1) = n! firn € Nound I'(5) =

N

(a) Spezialfille sind I 1) = Exp, und I'( /5,1 /2) = X

2
1

(b) Setzt man zusitzlich I'(5 gy := d, so bildet (I'(y p))per+ fiir festes A € R\o eine Faltungs-
halbgruppe, d.h. es gilt I' ¢\ ) * Iy o) = L2 pr4p0)-

(c) Insbesondere ist die Summe von k unabhangzgen X3i-verteilten Zufallsvariablen (iquivalent
dazu die Summe der Quadrate, Z -, 47, von k unabhingigen standard-normalverteilten
Zufallsvariablen 71, . . ., Z, oder aqulvalent | Z||* eines standard-normalverteilten Zufalls-

vektors Z = (7, .. ., Zk) ~ No,,) im R¥) gemiB := I'(1/2,1/2)-verteilt (Sprechweise:
x?2-Verteilung mit k Freiheitsgraden). |

uy 02 unabhingig ist X +Y ~ N, 10 02 152).
Setzen wir N, g) := 0, so blldet (N(w,wz))tew eine Faltungshalbgruppe fiir alle 4 € R und
0_6 R*. Insbesondere, fir (Xy,...,X,) ~ Np, o2 gilt Y1 Xi ~ Ngyunoz) und folglich
Xn ~ N(uo2/n) (vgl. Beispiel §10.12 (a)). m

§18 Multivariate Normalverteilung

a1
Vorbemerkung.. Im Folgenden fassen wir ¢ € R"™ als Spaltenvektoren a = ( :
an
bezeichnen mit (-, -) das Standardskalarprodukt auf R", dass heiBt, (a,b) = > ., a;b; = b'a
fiir alle a, b € R".
Sei X ein R"-wertiger Zufallsvektor mit Dichte f~. Fiir b € R™ und regulirem A € R,
also det(A) # 0, besitzt nach dem Dichtetransformationssatz §10.08 dann der R™-wertige

) auf. Wir

X —
Zufallsvektor Y = AX + b die Dichte ¥ (y) = % Sind insbesondere die Kom-
ponenten X1, ..., X, von X unabhingig und ist A eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen
Cl,...,Cn, Kurz 4 = Diag(cy, ..., ¢,),mite; € Ry, ¢ € [1,n], dann giltdet(A) =[], ¢; # 0

Cle + bl

i=1 \c

undY = Az +b = ( : ) besitzt die Dichte ¥ (y) = [, = ﬂFX ( %). In Beispiel
cnXn + by

§10.12 (c) haben wir weiterhin auf (R"”, ") die multivariate Normalverteilung N, ;) mit Vek-

tor 1 € R™ und positiv definiter, also symmetrischer und regulirer, Matrix > € R" iiber ihre

Dichte fy,, ,, eingefiihrt. Im Fall einer nicht reguldren Matrix 3 wird eine Normalverteilung
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degeneriert genannt. Im Folgenden werden wir einen allgemeineren Zugang betrachten, der
es erlaubt, auch degenerierte Normalverteilungen einzufiihren, die nicht iiber eine Lebesgue-
Dichte auf R" definiert werden konnen. O

§18.02 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines R™-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen (X, c) fiir alle ¢ € R".

§18.03 Beweis von Satz §18.02. Die Aussage kann zum Beispiel unter Zuhilfenahme von multivaria-
ten charakteristischen Funktionen (zum Beispiel Satz 15.5 in Klenke [2012]) gezeigt werden. O

§18.04 Korollar. Die Koordinaten eines R"-wertigen Zufallsvektors X sind genau dann unabhdngig
und identisch (standardnormal) N o 1)-verteilt, wenn fiir jedes c € R" die reelle Zufallsvariable
(X, c) eine N(q,(c.c)-Verteilung besitzt, dass heift, fiir ¢ # 0 ist (X, c) stetig verteilt mit Dichte

X,c _ _ 2
ﬁ< >(y) - fN(O,(C,c))(y) - 2;<C’c> exp ( o 2<i,c>)’ ye R.
§18.05 Beweis von Korollar §18.04. In der Vorlesung. O

§18.06 Definition. Ein R"-wertiger Zufallsvektor X besitzt eine multivariate Normalverteilung

mit ;1 € R™ und positiv semi-definiter Matrix ¥ € R, falls fiir alle ¢ € R" die re-
elle Zufallsvariable (X, c) eine N((ue),(5c,c)- Verteilung besitzt. Das ProduktmaBB N g,) =
®?:1 N,y = NT(lo,1) heillt insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei
F,, die n-dimensionale Einheitsmatrix ist. O

§18.07 Vorbemerkung.. Fiir eine Matrix A € R™m) mit Spaltenvektoren a,, . . ., e, bezeichnet
Bild(A) = (de1,. ., Gem) € R" die lineare Hiille der Spaltenvektoren, also das Bild der li-
nearen Abbildung R™ — R™ mit x +— Ax. Fiir einen linearen Unterraum I/ C R"™ bezeichnet
R" = U @ U™ die direkte orthogonale Summe, dass heif}t, 2/ und U L sind orthogonal, also fiir
alle w € Y und v € V gilt (u,v) = 0, und jedes Element x € R™ hat eine eindeutige Darstel-
lung z = v + v mitw € U und v € U+. Wir bezeichnen mit II;; die Darstellungsmatrix der
orthogonalen Projektion von R" in U/, also U & U+ — U mit x = u + v — u = [yx. Eine
Matrix U € R heiBt partielle Isometrie, falls UU* = i) und U'U = Tggae). O

§18.08 Lemma. Seien X ~ N(o g,,) undY ~ N g,), dann gelten die folgenden Aussagen
() Falls A € R™™ ynd B € R™%) mit AA* = BB gilt, dann sind die R"-wertigen Zufalls-
vektoren AX und BY identisch verteilt.

(i) Falls U € R™™) eine partielle Isometrie ist, dann gilt UX ~ N(OvnBild(U))’

(iii) Falls A € R"™™ und B € R(™®) mit A'B = 0. Dann sind Mpia) X ~ No gy wnd
Hgia(p) X ~ Nio115,4(5,) Unabhingig.

§18.09 Beweis von Lemma §18.08. In der Vorlesung. O

§18.10 Korollar. Sei X ~ N,z mit 1 = (- )t € R" und ¥ = (;;) € R™™ positiv semi-
definit, dann gelten die folgenden Aussagen:
() Fiiralle i € [1,n] gilt X; ~ N, .-
(ii) Fiir alle i,j € [1,n] mit i # j sind die Koordinaten X; und X; von X genau dann
unabhiingig, wenn %;; = 0 gilt.
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(iii) Fiir A € R und b € R™ gilt Y = AX 4 b ~ N(a,4b, 4541
(iv) Ist X positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte

1 1, "
flz) = ) P (dct )12 exp{—§<2 (x—u),(m—,u))}, x € R".
§18.11 Beweis von Korollar §18.10. Ubungsaufgabe. O

§19 Beispiele statistischer Modelle

§19.01 Definition. Sei (X,.7,Pg) ein addquates statistisches Experiment fiir eine (X, .%)-wertige
Zufallsvariable X und sei (X;);ez eine Familie von (X, .7 )-wertige Zufallsvariablen mit nicht-
leerer abzdhlbarer Indexmenge Z. (X;);c7r werden unabhiingige und identisch-verteilte (u.i.v.)
Kopien von X genannt, wenn fiir 6 € © mit X ~ Py das Produktmal3 IP% = ®i€I Py auf
dem Produktraum (X%, .#7) die gemeinsame Verteilung von (X;);cz ist. In diesem Fall ist
das statistische Produktexperiment (X%, ZZ PE) also addquat fiir (X;)icz. (X%, F%,PL) wird
auch addquates statistisches u.i.v. Modell fiir (X;);c7 genannt. O

§19.02 Schreibweise. [ROPEASH =S und im Fall Z = [1, n] auch [ROPEISISRLY. O

§19.03 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle fiir die im Kapitel 1 Prolog vorgestellten

Beispiele an.

(a) Beispiel I: Setzen wir Eins fiir das weibliche Geschlecht und Null fiir das minnliche Ge-
schlecht eines Konsumierenden, so beschreiben wir das Geschlecht der n = 1000 befragten
Konsumierenden als Stichprobe eines Bernoulli-Schemas ({0,1}", 211" (Bern(, ) )pe(o.1))
vgl. Beispiele §04.08 (c). Sei (X;)icpi,n] © (Bern, p))peo1]- Nach Beispiel §17.09 (a) ist
dann ein Binomialverteilungsmodell ([0,n], 21" (Bin, ,))peo.1]) ein addquates statisti-
sches Experiment fiir die Anzahl > X, der Konsumentinnen unter den befragten Kon-
sumierenden.

(b) Beispiel II: Die zufillige Anzahl beschéddigter Schrauben in den n = 100 Beuteln mit 50
Schrauben beschreiben wir wie in Beispiele §04.08 (d) durch ein Binomialverteilungsmo-
dell ([0,50]", 2151 (Binfy ) )pefo.1))- Sei (Xi)ieqing @ (Binfsg ) )pejo,1)- Nach Beispiel
§17.09 (a) ist dann ein Binomialverteilungsmodell ([0, 50n], 215" (Binon, ) )pepo,1)) ein
adiquates statistisches Experiment fiir die Gesamtanzahl ) ., X; an beschédigten Schrau-
ben.

(c) Beispiel IlI: Die n = 280 zufilligen Anzahlen eingegangener Anrufe innerhalb einer
Woche beschreiben wir durch ein Poissonverieilungsmodell (Njj,2"6, (Poily) A€]R\+0), vgl.

Beispiele §04.08 (f). Sei (X;)icpn) © <POii\Z))\€R<rO' Nach Beispiel §17.09 (a) ist dann ein
Poissonverteilungsmodell (NO, 2No (Poiy,y ) /\GR\%) ein addquates statistisches Experiment
fur die Gesamtanzahl ) ' | X; eingegangener Anrufe.

(d) Beispiel IV: Die zufdlligen Wartezeiten an der U-Bahn Haltestelle an den n = 90 Tag
(in Minuten) beschreiben wir durch ein Uniformverteilungsmodell (R”, B, (Uﬁw] ) 9611%\*0) ,

vgl. Beispiele §05.07 (a). Sei (X;)icpn) © (Ufg’e})geR\t}. Bezeichne fiir § € ]Ri’o mit Py
das stetige Wahrscheinlichkeitsma$3 auf (R,.%) mit Wahrscheinlichkeitsdichte fp(z) =
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(e)

)

n—1
9n
dquat fiir die maximale Wartezeit max;e[y ) X;.

Liog(z), x € R. Das stetige statistisches Experiment (R, 2, (Py) eeR\t)) ist dann ad-

Beispiel V: Die zufillige Lebensdauer der n = 100 Glithlampen (in Stunden) beschreiben
wir durch ein Exponentialverteilungsmodell (R” A", (Expy) AERY, ) vgl. Beispiele §05.07

(b). Sei (X;)icpn © (Exp/\)/\eR\%. Nach Beispiel §17.12 ist dann ein Gammaverteilungs-
modell (R, B, (T (n)) ezt ) ein adidquates statistisches Experiment fiir die kumulierte Le-
bensdauer ) ", X der Glithlampen.

Beispiel VI: Die zufilligen Messwerte beschreiben wir durch ein Normalverteilungsmo-
dell (R", 5", (N{, 2)) (0 )ERXW) vgl. Beispiele §05.07 (c). Ein Normalverteilungsmo-

dell (R B, (Nnp, n02)>(u,a2)eRxR\+) ist dann nach Beispiel §17.13 ein addquates statisti-

sches Experiment fiir den kumulierten Messwert » " | X; und nach Beispiel §10.12 (a) ist
(R, B, (N, 02 /), o7)ERXRY, ) addquat fiir den mittleren Messwert £ 37" | X; = X,,. 0.
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Kapitel 5

Erwartungswert

§20 Positive numerische Zufallsvariablen

§20.01 Satz. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf einem messbarem Raum (2, of) existiert ein
eindeutig bestimmtes Funktional .7 S R derart, dass die folgenden Bedingungen

erfiillt sind:

(i) Fiiralle X,Y € & unda,b € R' gilt E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y); (linear)
(i) Fiir alle (X, )nen T X in Al git E(X,) T E(X); (o-stetig)
(iii) Fiir jedes A € o7 gilt E(1,) =P(A). (normiert)

Das Funktional E wird Erwartung bzgl. P genannt und fiir jedes X € o heifst PAGY der
Erwartungswert von X.

§20.02 Beweis von Satz §20.01. Der Satz fasst die Hauptaussage dieses Abschnittes zusammen, der
Beweis der Aussage erfolgt in mehreren Schritten. Wir zeigen zuerst in Satz §20.05 die Eindeu-

tigkeitsaussage, und geben dann in Definition §20.07 ein Funktional E:o —R explizit
an, fiir das wir in mehreren Schritten die Bedingungen (i)-(iii) nachweisen. Zusammenfassend
zeigen wir damit dann in Satz §20.11 auch die Existenzaussage. O

§20.03 Schreibweise. Wenn es uns wichtig ist, den Stichprobenraum und das Wahrscheinlichkeitsmal}
zu betonen, so schreiben wir auch

E(X) = Ep(X) = | XdP = /‘X(w)P(dw) sowie

JQ

E(XIIA)/ILA(;U)X(w)]P)(dw)/XdP firA e «.

Die Begriindung fiir diese Schreibweise wird in der Malitheorie gegeben, in der gezeigt wird,
dass der Erwartungswert von X gerade das Lebesgue-Integral von X bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsmales PP ist. O

§20.04 Bemerkung. Der Beweis der nichsten Aussage wendet die Beweisstrategie §09.06 an. O
§20.05 Eindeutigkeitssatz. Die Erwartung ist eindeutig bestimmt.
§20.06 Beweis von Satz §20.05. In der Vorlesung. O

Eine Partition P := {A;|i € Z} C & von 2 nennen wir endlich, wenn die nicht-leere In-
dexmenge Z endlich ist. Fiir jedes A € P gilt also () # A € .o/. Fiir den weiteren Verlauf sei
P = {P C o | P endliche Partition von 2}.
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$20.07 Definition. Sei [} : 7" — R mit

X — E(X) := sup { > (inf X(w))]P’(A)}.

Per | icp, WA
P(A)>0
m
§20.08 Erinnerung. Fir X,Y € &/ mit X (w) < Y(w) fur alle w € Q schreiben wir X < V. O
$§20.09 Lemma.
(i) Sei{Bj,|j € J} € & eine endliche, messbare Partition von ) und
sei X =) jes %jlp; eine einfache Zufallsvariable aus . Dann gilt
E(X) =) =,P(B)).
JjeJ
Insbesondere, erfiillt E also die Bedingung Satz §20.01 (iii). (normiert)
(i) Fiiralle X,Y € & mit X <Y gilt E(X) < E(Y). (monoton)
(iii) Fiir alle (X, )nen T X in " gilt IE(X”) 0 IE(X) (monotone Konvergenz, o-stetig)
E erfiillt also die Bedingung Satz §20.01 (ii).
(iv) Fiiralle X,Y € &' unda,be R gilt E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y). (linear)
E erfiillt die Bedingung Satz §20.01 (1).
§20.10 Beweis von Lemma §20.09. In der Vorlesung. O

$20.11 Existenzsatz. Das Funktional E o7 =R wiein Definition §20.07 ist eine Erwartung bzgl.
P, dass heif3t, es erfiillt die Bedingungen (i)-(iii) aus Satz §20.01.

§20.12 Beweis von Satz §20.11. Die Aussage folgt direkt aus Lemma §20.09 (1), (iii) und (iv). O

Damit haben wir Satz §20.01 nachgewiesen, so dass die Erwartung [ eindeutig ist und durch
die explizite Form in Definition §20.07 gegeben ist.

Weitere Eigenschaften
§20.13 Lemma.
(i) Fiir X € o ist P(X = 0) = 1 genau dann wenn E(X) = 0.
(i) Sei X € &/ mit E(X) < co. Dann gilt P(X = +00) = 0. (endlich)

(iii) Fiir X,Y € o gilt P(X < Y) = 1 genau dann, wenn E(X1,) < E(Y'1,) fiir alle
A € o gilt. Insbesondere, aus P(X <Y) =1 folgt E(X) < E(Y).

(iv) Fiir XY € o gilt P(X =Y) = 1 genau dann, wenn E(X14) = E(Y1,) fiir alle
A e o gilt.

§20.14 Beweis von Lemma §20.13. In der Vorlesung. 0
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§20.15 Schreibweise. Fiir P(X = 0) = 1 schreiben wir auch kurz X = 0 P-f.s. (Sprechweise: P’
fast sicher), oder X = 0 [P-f.ii. (Sprechweise: P fast iiberall). Fir P(X = oo) = 0 schrei-
ben wir auch X' < oo [P-fis.. Falls P aus dem Kontext klar ist, wird dies hédufig auch einfach
weggelassen. O

§20.16 Lemma von Fatou. Fiir jede Folge (X,,)ncn aus A gilt

E(lim inf X,,) < lim inf E(X,).

n—oo n—oo

§20.17 Beweis von Lemma §20.16. In der Vorlesung. 0

§20.18 Beispiel. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (R, %, Uy ;) betrachte fiir n € N die reelle Zu-
fallsvariable X,, := nl(g1/y). Fir jedes n € N gilt dann E(X,) = nUg1((0,2]) = 1 und
somit lim inf, , E(X,,) = 1. Andererseits, fiir jedes w € R ist lim,_,, X, (w) = 0, sodass
E(lim inf, o X,) = 0 < 1lim inf,_, E(X,) gilt. O

§20.19 Lemma. Fiir jede Folge (X,,)nen aus o gilt Y cnXn € " und

E(an) =Y E(X,).

neN neN

§20.20 Beweis von Lemma §20.19. Ubungsaufgabe unter Verwendung von Satz §20.01 (i) (linear) und
(i1) (monotone Konvergenz). O

§20.21 Lemma. Eine Familie (<;);c1 von Teil-o-Algebren aus </ mit beliebiger nicht-leerer Index-
menge T ist unabhdingig, also 1l ;.7 <7;, genau dann, wenn fiir jede Familie (X;);cz positiver
+

7

numerischer Zufallsvariablen mit X; € o
J C IgiltE(Hjej Xj) = HjejE(Xj)‘

1 € Z, und jede endliche nicht-leere Teilmenge

§20.22 Beweis von Lemma §20.21. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie §09.06. o

§21 Integrierbare Zufallsvariablen

$21.01 Vorbemerkung. Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € .o/ eine numerische
Zufallsvariable. Dann definieren wir den Erwartungswert von X mit Hilfe der Zerlegung von
X = X" — X" in die positiven numerischen Zufallsvariablen X * = X VV0und X~ = (—X)V0

aus o . Zur Erinnerung, es gil: 0 < X7, 0 < X, | X[ =Xt + X sowie XX~ =0. o

§21.02 Definition. Sei X € < eine numerische Zufallsvariable.
(a) Ist hochstens einer der beiden Erwartungswerte E(X ™) und E(X ™) nicht endlich, dass
heit, E(XT)AE(X ™) < oo, so definiert A®QR := E (X ) —E(X ) den Erwartungswert
von X mit den iiblichen Konventionen oo + 2 = oo und —oo + & = —oo fiir alle z € R.
Der Erwartungswert von X ist nicht definiert, wenn E(X ) = E(X ) = oo gilt.

(b) Falls E(|X]) < oo, also falls E(X ') < oo und E(X ™) < oo, gilt, dann heiBt X integrier-
bar. Die Menge aller integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen wir mit

= AP) = A, o, P):={X € & |E(]X]) < 00} 0

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 59



Kapitel 5 Erwartungswert 21 Integrierbare Zufallsvariablen

§21.03 Bemerkung. Sei X € 7. Auf Grund der Endlichkeit in Lemma §20.13 (ii) gilt somit auch
P(]X| < oo) = 1, das heiBit, X ist fast sicher gleich einer reellen Zufallsvariablen. Wie in
Schreibweise §20.03 schreiben wir den Erwartungswert von X auch als Lebesgue Integral von
X bzgl. des WahrscheinlichkeitsmaBes [P, dass heift, E (X fQ ). In der MaBtheo-
rie werden weiterhin die folgenden zwei Darstellungen gezelgt

(i) SeiP ein sretiges Wahrscheinlichkeitsmal auf R™ mit Dichte f. Dann gilt X € £ (R", #",
genau dann, wenn |, | X (w)|f(w)dw < co. In diesem Fall ist

E(X) = 477 X(w)ff(w)dw.

(i1) Sei P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit Zdhldichte p. Dann gilt X € %} genau
dann wenn >, [ X (w)|p(w) < oo. In diesem Fall ist

E(X) = 3 X(w)pw).

wen .
§21.04 Proposition. % ist ein Vektorraum. Fiir das Funktional E : £, — R mit X — E(X) gilt:
(i) Fiiralle X,Y € £ und a,b € R gilt E(aX +bY') = aE(X) + bE(Y); (linear)
(i) Fiiralle X € £y mit X > 0 gilt E(X) > 0; (positiv)
(iii) Fiir alle X € A gilt |[E(X)| < E(|X]);
(iv) Fiiralle X, Y € £ mit X <Y gilt E(X) < E(Y); (monoton)

(v) Fiiralle X € o/ mitsup,,cq | X (w)| < oo gilt X € Z,. In diesem Fall heifit X beschrinkt.
(vi) Seien X € LundY € o mitP(X =Y) =1,dann gilt Y € £, und E(X) = E(Y).
(vii) Falls X, Y € £ unabhiingig sind, so gilt XY € £ und E(XY) = E(X)E(Y).

§21.05 Beweis von Proposition §21.04. In der Vorlesung sowie (ii)-(vi) Ubungsaufgabe, wobei fiir (vi)
zuerst gezeigt werden sollte, dass E(|X — Y|) = 0 gilt. O

§21.06 Beispiel.
(a) Sei (Xi)iepn) ~ By, n € N, p € [0,1], ein Bernoulli-Schema. Fiir jedes i € [1,n] ist
X; ~B,mit P(X; =1) = pund P(X; = 0) = 1 — p, sodass X; € £ mit E(X;) = p.
Da X = Y7 X; ~ Bing,,) (vgl. Beispiel §17.09 (a)) ist auch X € £ mit E(X) =
> E(X;) = np. Da der Erwartungswert nur von der Verteilung abhingt, sagt man zum
Beispiel, dass die Biny, ,)-Verteilung den Erwartungswert np besitzt.

(b) Sei X ~ Poiy mit A € RTO und Zihldichte ppoi, (k) =
§04.08 (). Dann ist X € %} mit

= XAk € Ny (vgl. Beispiele

X) = Zk]pPou\ Z )\k‘_ Z A 1)16 )\Z]pPoiA (lf)
k=0 k=1 k=0
(c) Fir Z ~ N1 gilt Z € %, und auf Grund der symmetrischen Dichte E(Z) = 0. O
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Weitere Eigenschaften
§21.07 Lemma. Fiir X € £, ist P(X = 0) = 1 genau dann wenn E(X 1 4) = 0 fiir alle A € <f gilt.
§21.08 Beweis von Lemma §21.07. In der Vorlesung. O
§21.09 Lemma (Stetigkeit). Sei X € 4. Dann gilt

Ve eRYE

h 30 ER)) 1 VAed  P(A) <d. = E(IX[14) <e.

\0
Insbesondere, fiir alle (A,)nen aus &7 mit lim,,_,, P(A,,) = 0 gilt lim,, .. E(|X|14,) = 0.
§21.10 Beweis von Lemma §21.09. In der Vorlesung. O

§21.11 Erinnerung. Eine Funktion ¢ : R — R heillt konvex, wenn

oAz + (1= N)y) < Ao(z) + (1 — N)o(y)
fiir alle z, y € R und fiir alle \ € [0, 1] gilt. O

§21.12 Ungleichung von Jensen. Seien X € £ und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit ¢(X) €
4. Dann gilt o (E(X)) < E(o(X)).

§21.13 Beweis von Satz §21.12. In der Vorlesung. O

§21.14 Beispiel. Firp,q € R\+0 mit p < ¢ seien | X|?, | X|? € Z;. Da ¢(x) = |x|7/? konvex ist, folgt
aus §21.12 die Ungleichung von Lyapounov E(| X |P) < (E(|X|q))p/q. O

Konvergenzsitze

§21.15 Satz von der monotonen Konvergenz. Sei (X,,),cn eine Folge aus £, derart dass:
(M1) (X)) nen ist monoton wachsend (fallend), also X,, T X (bzw. X,, | X) fiir ein X € /;

(M2) (|E(X,)|)nen ist beschrinkt, dass heifst, sup,,cy |E(X,,)| < oc.
Dann gilt X € £, und E(X,,) T E(X) (bzw. E(X,,) L E(X)).

§21.16 Beweis von Satz §21.15. In der Vorlesung. O

§21.17 Satz von der dominierten Konvergenz. Sei (X,,),cn eine Folge aus £, derart, dass gelten:
(D1) (X )nen ist (punktweise) konvergent, also lim,,_,o. X,, = X fiir ein X € o/ ;
(D2) Es existiert Y € £ mit sup, oy | X,| <Y, also sup, oy | X,| € 4.
Dann gilt X € 2, lim,, . E(|X — X,,|) = 0 und lim,,_,, E(X,,) = E(X).

§21.18 Beweis von Satz §21.17. In der Vorlesung. O

§21.19 Satz von der konvergenten Reihe. Sei (X,,),en eine Folge aus 24 mit ), . E(|X,|) < oc.
Dann gilt:

(i) Die Reihe Y,y X, konvergiert absolut fast sicher, dass heifst, P( > _|X,| < 00) = 1;
(i) 3, Xo € L und
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(i) E(Y,cnXn) = 2oy E(Xn).

$21.20 Beweis von Satz §21.19. Ubungsaufgabe. Hinweis: Benutzen Sie Lemma §20.19 und die End-
lichkeitsaussage aus Lemma §20.13 (ii) um zu zeigen, dass Y := > | X,| < oo P-f:s., und
dass Y € 7. AnschlieBend wenden Sie den Beweis §21.18 von der dominierten Konvergenz
auf die Folge der Partialsummen an. O

§21.21 Bemerkung. Die Reihe ) _ X, bleibt nicht definiert auf dem Ereignis {} .\ |Xn| = oo}.
Da die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses Null ist, hat es keinen Einfluss auf den Wert von
E ( D neN Xn) (vgl. Proposition §21.04 (vi)). O

§22 Variablentransformation

§22.01 Satz. Sei X eine (S,.7)-wertige Zufallsvariable auf (0, </ ,P), sei PX =P o X' die Vertei-
lung von X auf (S,.7) und sei h € . eine numerische Zufallsvariable auf (S,.7).

(i) Fiirh >0, also h € 7", gilt
/h(X)dP = Ep(h(X)) = Epx(h) = / hdP~ . (22.1)
Q S
(i) h(X) € LA (Q, o, P) gilt genau dann, wenn h € £, (S,.,PX). In diesem Fall ist (22.1)
ebenfalls erfiillt.

§22.02 SKkizze.
X

(Q, ) (S,.7)
\ Jh € 4 (PY)
h(X) € Z(P)
(R, %) .

§22.03 Bemerkung. Analog zu Bemerkung §21.03 werden in der MaRtheorie weiterhin die folgenden
zwei Darstellungen gezeigt:

(i) Sei X ein stetig-verteilter Zufallsvektor im R mit Dichte ¥ und sei h : R” — R Borel-
messbar. Dann gilt h € % (R", 2", PX) genau dann wenn [, |/(2)|" (2)dr < oc. In
diesem Fall ist

E(h(X)) = /ﬂ;” h(2)t* (x)dz.

(i) Seien X eine diskret-verteilte X := X (Q)-wertige Zufallsvariable mit Zahldichte p* und
h:X — R,sogilth € 4 (X, 2% PY) genau dann wenn > . |2(x)[p™(2) < co. In
diesem Fall ist

E(h(X)) =Y h(z)p*(z).

§22.04 Beispiel.
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(a) Sei X = |[W;—Ws|undY = W;+W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe der
Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W5, Ws) ~ LapELG]] (vgl. Beispiel
§11.12 (a)). Dann gilt

E (W, — Wal) = Zﬁ%ﬁ%zizm%ﬂ%—m

(i,5)€[1,6]° i=1j=1

: 10 8 6 4 2 _ 35
oder alternativ E(X) = 05 + 143 + 24 + 3% + 4 + 52 = 33 Weiterhin erhalten wir

18"
E(Y)=7E(XY) = 21485, ]E(X2) =3 und E(Y?) = 2.

(b) Sei X ~ Poiy mit\ € R\o und Zihldichte ppo;, (k) = ’,\C—Te_’\, k € Ny (vgl. Beispiel §21.06
(b)). Dann gilt

E(X(X=1)) =Y k(k—=)proi, (k) =AY age > = XD proiy (k) =
k=0 k=2 k=0

und somit E(X?) = E(X (X — 1))+ E(X) =\ + A
(c) Fiir Z ~ N 1y gilt mit partieller Integration unter Benutzung von 1"["{\1(071) (2) = —2fn,,, (2)
sowie 0 = E(Z) = [ 2fx,, (2)dz

E(Z?) :/Z%EN(OJ)(Z) = _/Z]T{\I(O 1)(z)dz:/ffN(ovl)(z)dz: 1.
R R ’ R

Alternativ, daY = Z2 ~ x3 giltauch E(Z?) = |7 y(2my)2e ¥/ 2dy = 1.

(d) Betrachten wir wie in Beispiel §10.12 (d) einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor
(Z1, Z5) mit Parametern 1y = 0 = py, 01 = 1 = oo und p € (—1,1), dann gilt Z; ~ N 1)
und Z3 ~ Ng,1) (vgl. Beispiel §11.12 (b)). Weiterhin fiir Z ~ N 1) ist V = /1 — P27 ~
Nio,(1—p2)) (vgl. Beispiel §10.12 (a)) mit Dichte V' (v) = \/ﬁ exp(—2(1+2,)2)) und

_ — 2 — — v = | —— — ey
—«1pM@—WW—Aﬁ@W_Awm$WMZUﬁW'

Somit gilt, unter Verwendung der gemeinsamem Dichte f (Z1.72) yon (Z1, Z3) und der Sub-
stitution von zy — pz; durch v,

E(Z1(Zy — pZy)) = / / 21z — p2 )EZ022) (1 20)dzdzy
R JR

1—p%)z z Z z z
= rexp( ( p)l) (—;(flp (—(2?1 ppé) )dzadzy

— /zlff 1(z1)/vffv(v)dvdz1 =E(Z)E(V) = 0.
R R
Folglich gilt E(Z, Z,) = B(Z,(Zy — pZy)) + pE(Z}) = p, daE(Z?) = 1 nach (b). O

$22.05 Proposition. Sei X € o, dann gilt E(X) = [;"P(X > y)dy.

§22.06 Beweis von Proposition §22.05. Ubungsaufgabe. O
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§23 7, -integrierbare Zufallsvariablen
Sei (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

$23.01 Definition. Sei X € .7 eine numerische Zufallsvariable.
(a) Firp e ET@ definiere

1X || 2, (E(|X|p))l/p , firp e RY,
inf {z € RT : P(|X|>x) =0} , fiirp=ooc.

X heilt .Z,-integrierbar, wenn || X|| &, < oco. Die Menge aller .Z,-integrierbaren Zufalls-
variablen bezeichnen wir mit Bl := %, (P) = £,(Q, &/, P) = {X € & || X||g <

(b) Fir X € ., und p € N heiit E(X?) das p-te Moment von X; fir X € £, und p € RTO
heiit E(| X |?) das p-te absolute Moment von X. O

§23.02 Bemerkung.
(i) Fiir p = 1 stimmt die letzte Definition mit Definition §21.02 (b) iiberein.

(ii) Fiirp € R{ gilt X € %, genau dann, wenn |X|P € & gilt.
\0 P

(iii) Fir p = oo gilt P(|X| > || X|#.) = 0, da die Funktion 2 + P(|X| > z) rechtsstetig
ist. O

§23.03 Korollar. Fiirp,q € Rto mitp < qund X € £, gilt || X|| ¢, < || X||.g, und somit £, C £,
§23.04 Beweis von Korollar §23.03. In der Vorlesung. 0

§23.05 Lemma. Seien X € o/ und p € ETO'
() [| X%, = 0 gilt genau dann, wenn P(X = 0) = 1 gilt;
(i) Fiira € R gilt ||aX|| ¢, = |a|| X | 2,
(iii) [[1]lg, = 1;
(iv) Fiir X € £, gilt P(|X| < 00) = 1;
(V) FiirY € & mitP(X =Y) = 1gilt | X|| ¢, = ||Y] 2,

$23.06 Beweis von Lemma §23.05. Ubungsaufgabe. O
$23.07 Holder Ungleichung. Seien X,Y € o/ und p,q € [1, o] mit % + % = 1. Dann gilt:

E(XY]) <[ X2 Y]z,
§23.08 Beweis von Satz §23.07. In der Vorlesung. O
§23.09 Cauchy-Schwarz Ungleichung. Fiir X,Y € % gilt XY € £, und

EXY)]? <XV 1% =E(XPE(Y]).

§23.10 Beweis von Satz §23.09. Die Aussage folgt direkt aus Satz §23.07. O

64 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik



24 Varianz, Kovarianz und Korrelation Kapitel 5 Erwartungswert

§23.11 Minkowski Ungleichung. Fiir X,Y € £, mitp € [1,00] gilt X +Y € £, und
X+ Ve <[[Xlg + Yz
§23.12 Beweis von Satz §23.11. In der Vorlesung. O

§23.13 Bemerkung. Fiir p € [1,00] ist ||-|| &, eine Pseudonorm auf .%),, das heift fiir X, Y € %, und
a € R gilt:

() [[aX] 2 = |al||X]|.» (Lemma §23.05 (ii))
(i) | X +Y| 2 < || X[z + [|Y]% (Minkowski-Ungleichung §23.11)
(iii) || X%, > 0 fiir alle X und || X]|, = 0, falls X = 0 P-fs.. (Lemma §23.05 (i) g

§24 Varianz, Kovarianz und Korrelation

§24.01 Erinnerung.. Fir XY € % folgt aus §23.07, dass X, Y, XY € % sind. O

§24.02 Definition. Fiir Zufallsvariablen X,Y € .% bezeichnet

U BB = E({X —EX)HY —E(Y)}) =E(XY) —E(X)E(Y)

die Kovarianz zwischen X und Y.

\ENREN .= Cov(X, X) =E{X-E(X)}?*) =E(X?)—{E(X)}* und BI®E) = \/Var(X)
heifit die Varianz bzw. Standardabweichung (standard deviation) von X .

§24.03 Lemma. Seien X,Y,Z € £ und a,b € R.

(i) Es gilt Var(X) = 0 genau dann, wenn P(X = E(X)) = 1, also wenn eine Konstante
¢ € Rmit X = cP-£f.s. existiert;

(i) Cov : & x £ — R ist eine positiv semi-definite, symmetrische Bilinearform, dass heif3t

(a) Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (symmetrisch)
(b) Cov(aX 4+0bY,Z) =aCov(X,Z)+ bCov(Y, Z) (linear)
(c) Cov(X,X) >0 (positiv semi-definit)

und es gilt weiterhin Cov(a, X)) = 0.
(iii) Var : % — R ist die von Cov induzierte quadratische Form, sodass
(a) Var(aX +b) = a® Var(X)
(b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y)
gelten.

§24.04 Beweis von Lemma §24.03. Ubung O

§24.05 Beispiel (Beispiel §22.04 fortgesetzt.).
(a) Sei X ~ Poiy mit A € R{;. Dann gilt E(X) = A und E(X?) = A* + X (vgl. Beispiel
§22.04 (b)), sodass Var(X) = E(X?) — (E(X))? = A2 + X — A% = A gilt.
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(b) Fiir Z ~ No 1y gilt E(Z) = 0und E(Z?) = 1 (vgl. Beispiel §22.04 (c)), so dass Var(Z) =
E(Z?) — (E(Z))* = L. Fir gy € Rund 0 € R{ist X = p+0Z ~ Ny, 52) (vgl. Beispiel
§10.12 (a)), sodass E(X) = 0E(Z) + p = pund Var(X) = 02 Var(Z) = o? gilt.

(c) Betrachten wir wie in Beispiel §10.12 (d) einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor
(X,Y) mit Parametern 1, 2 € R, 01,09 € RTO und p € (—1,1), dann gilt X ~ N .02)
und Y ~ N, ,2) (vgl. Beispiel §11.12 (b)), sowie Z; := o (X — ) ~ N(o,1) und Z; :=
05 '(Y — pis) ~ No,1y (vgl. Beispiel §10.12 (a)). Der Zufallsvektor (Z;, Zs) ist ebenfalls
bivariat normalverteilt mit Parametern p; = 0 = pg, 09 = 1 = oo und E(Z,2,) = p €
(—1,1) (vgl. Beispiel §22.04 (d)). Insbesondere, gilt damit Cov (X, Y) = E({ X —pu; }{Y —
po}) = E({o1Z1H{o222}) = a109p. O

§24.06 Beste konstante Vorhersage. Fiir Y € % und a € R heifst E(Y — a) Bias und es gilt die
Bias*-Varianz-Zerlegung

E(Y —al?) = [E(Y) — al® + Var(Y).

Die Abbildung a — E(|Y — a|?) nimmt ihr Minimum auf R genau bei a* = E(Y') an, sodass
miﬂrg1E(|Y —a®) =Var(Y) und {E(Y)}=arg minE(]Y — al?)
a€ acR

gilt und a* = E(Y') beste konstante Vorhersage von'Y genannt wird. O

§24.07 Markov Ungleichung. Fiir Y € " und p,E € ]RTO gilt Py~ < Y?P, sodass Proposition
§21.04 (iv) impliziert P(Y > ¢) < e PE(Y?). O

§24.08 Tschebischeff Ungleichung. Fiir X € % und ¢ € R{O impliziert das Anwenden von Satz
§24.07 auf Y = | X — E(X)|, dass P(|X —E(X)| > ¢) < e ?Var(X). O

§24.00 Bemerkung. Der Erwartungswert ;1 := E(X) und die Varianz 0% := Var(X) sind KenngréBen
der von X induzierten Verteilung PX, insbesondere hiingen diese nicht direkt von X sondern
nur von P¥ ab. Dies erkldrt auch, warum in der Statistik der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, <7, IP)
hiufig nicht angegeben wird, da die Beobachtung von X nur Riickschliisse auf die Verteilung
von X erlaubt. Betrachten wir die Varianz, so ist diese eine Mal3 der Streuung von X um seinen
Erwartungswert, da nach §24.08 P(|X — u| > ko) < % fiir alle £ € N gilt. Damit erhalten wir
zum Beispiel P(|X — u| > o) < 1, P(|X — p| > 20) < 0,25 sowie P(|X — u| > 30) <0, 12.
Die Abschitzung §24.08 ist sehr grob, da sie fiir alle Zufallsvariablen in %, gilt. Kennt man
die Verteilung von X, so kann man die Wahrscheinlichkeit genau ausrechnen. Zum Beispiel fiir
X ~ N2, gilt P(IX — p| < ko) = ®(k) — &(—k) = 2®(k) — 1 (vgl. Beispiel §10.12
(a)), sodass P(|X — pu| > ko) = 2 — 2®(k) und insbesondere P(|X — u| > o) = 0,32,
P(|X — u| = 20) = 0,04 sowie P(| X — p| > 30) ~ 0, 0026. O

§24.10 Erinnerung.. Fir XY € % gilt| Cov(X,Y)| < std(X) std(Y') durch Anwenden der Cauchy-
Schwarz Ungleichung §23.09. O

§24.11 Definition. Fiir XY € % mit std(X) > 0 und std(Y") > 0 bezeichnet

Cov(X,Y)
)OSl — ——————— < |—1,1
S sy € LY
die Korrelation zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y) = 0 gilt, heifien X und Y unkorreliert.
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§24.12 Korollar.

@
(ii)

Fiir unkorrellierte Zufallsvariablen X,Y € %, gilt Var(X +Y') = Var(X) + Var(Y).
Unabhiingige Zufallsvariablen XY € £ sind unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht.

§24.13 Beweis von Korollar §24.12. Die Aussage (i) folgt aus Lemma §24.03 (iii) (b) und die Aussage
(i1) direkt aus Proposition §21.04 (vii) und Beispiel §24.14. O

§24.14 Beispiel.

(a)

(b)

()

Sei (Xi)iepn) ~ By, n € N, p € [0,1], ein Bernoulli-Schema. Fiir jedes i € [1,n] ist
X;~B,mitP(X; =1) =pund P(X; = 0) =1 — p, sodass X; € % mit E(X?) =p
und Var(X;) = p(1 —p). Da X = > | X; ~ Bing,,) (vgl. Beispiel §17.09 (a)) und
Ao Xiistauch X € % mit Var(X) = " | Var(X;) = np(1—p). ImFall p € {0, 1}
gilt also Var(X) = 0 sowie stets Var(X) < n/4. Die relative Hdufigkeit von Erfolgen
p:= X/n erfiillt E(p) = p und Var(p) = % < £

Sei X = |[W;—Ws|und Y = W+ W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe der
Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W5, Ws) ~ Lapﬁmﬂ (vgl. Beispiel
§11.12 (a)). Dann sind X und Y nicht unabhéngig (vgl. Beispiel §16.09 (b)), aber X und Y’
sind unkorreliert, da Cov(X,Y) =E(XY)-E(X)E(Y) = 22 — 2.7 = 0 (vgl. Beispiel
§22.04 (a)).

Sei (X, Y") bivariat normalverteilt wie in Beispiel §10.12 (d) mit Parametern p1, s € R,
01,09 € R{jund p € (—1,1). Dann giltstd(X) = o1 und std(Y") = o sowie Cov(X,Y) =
o109p (vgl. Beispiel §24.05 (b) bzw. (c¢)) und somit (X,Y) = p. Da X und Y genau
dann unabhingig sind, wenn p = 0 gilt (vgl. Beispiel §16.09 (e)), sind also X und Y
genau dann unabhingig, wenn sie unkorreliert sind. Achrung, es ist natiirlich moglich,
dass X ~ N, .2 und Y ~ N, ) unkorreliert sind, aber der Vektor (X,Y") nicht
bivariat normalverteilt ist. Betrachte dazu zwei unabhingige Zufallsvariablen X und V/,
wobei X ~ Ng) und V ist eine Rademacher-Zufallsvariable, d.h. V' € {—1,1} mit
P(V = —1) = 1/2 = P(V = 1). Es ist nun leicht zu zeigen, dass die Zufallsvariablen
Y := VX und X unkorreliert sind und dass Y ~ Nq 1) (Ubung!). Die Zufallsvariablen X
und Y sind somit standardnormalverteilt und unkorreliert, aber ihre gemeinsame Verteilung
ist keine Normalverteilung (warum?). Die ndchsten Graphiken zeigen 5000 Realisierungen
von (X, Y) (in griin) und zum Vergleich 5000 Realisierungen einer bivariaten Standardnor-
malverteilung.

O

§24.15 Vorbemerkung.. Seien X, Y € %, Zufallsvariablen. Welche affine Funktion a X +b mita, b €
R von X sagt Y am Besten vorher, im Sinne, dass der mittlere quadratische Vorhersagefehler
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(Mean Squared Prediction Error, kurz MSPE) E(|Y —{aX +b}|?) minimal ist? Ist Var(X) = 0,
so befinden wir uns im Fall der besten konstanten Vorhersage §24.06, sodass wir im Folgenden
Var(X) > 0 annehmen und mit

Lx:={aX +b|abeR} C %
die Menge der Zufallsvariablen, die affine Funktionen von X sind, bezeichnen. O

§24.16 Beste lineare Vorhersage. Seien X,Y € %, mit Var(X) > 0. Fiir jedes Z = aX +b € Ly
gilt die Bias®+Varianz-Zerlegung

E(|Y — Z|?) = [E(Y) —E(Z)]2+ Var(Y — Z) = [E(Y) — aE(X) — b2 + Var(Y — aX).

Da fiir a* = C{’,V—ég)/) gilt Cov(Y —a* X, X) = Cov(Y, X) — a* Var(X) = 0, folgt
Var(Y — aX) =Var (Y —a*X + (" — a)X) = Var(Y — " X) + (a* — a)” Var(X);
Var(Y — a*X) = Var(Y) + (a*)?* Var(X) — 2 Cov(Y, a*X)

Cov(X,Y)?

= Var(Y) — Var(X)

= Var(Y)(1 — P*(X,Y)).
Fiirb* :=E(Y) — a*'E(X) und Z* = a* X + b* gilt somit
E(Y — Z*) = Var(Y —aX) > Var(Y —a*X) = E(]Y — Z*]?)

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn a = a* und b = b* gilt. Zusammenfassend nimmt die
Abbildung Z — E(|Y — Z|*) damit ihr Minimum auf Lx genau bei Z* an, sodass

E(Y — Z|?) = E(]Y — Z**) = Var(Y)(1 — P*(X,Y))

ZeLx
und {E(Y) + S (x E(X))} — {Z*} = arg minE(]Y — Z])
ZeLx
gilt. Z* = a* X + b* wird beste lineare Vorhersage von'Y durch X genannt. O

§24.17 Bemerkung. Damingcy, E(|Y—Z|?) = Var(Y)(1—p%(X,Y)) gilt, interpretiert man p( X, Y")
auch als MaB fiir die Stdrke der linearen Abhingigkeit zwischen X und Y. Zur Erinnerung
pP(X,Y) € [-1,1] und im Extremfall | 2(X,Y")| = 1 gilt somit E(|Y — Z*|?) = 0 fiir die beste
lineare Vorhersage Z* = a* X + b* von Y, also Y = a*X + b* P-f.s. nach Lemma §20.13 (1),
sodass bis auf einer Nullmenge Y gerade gleich einer affinen Funktion von X ist. m

§25 Hauptkomponentenanalyse

§25.01 Erinnerung. Im Folgenden fassen wir wieder Vektoren als Spaltenvektoren auf, dass heif3t
a = (ay---a,)" € R" Wir bezeichnen mit ||-|| die vom Standardskalarprodukt (-,-) auf R”
induzierte Norm, dass heiBt, ||a|| = \/(a,a) = Vala = (3, a?)"/*fiiralle a € R". Weiterhin
setzen wir |a| := > |a;]. O

§25.02 Definition. Sei X = (X --- X,,)" ein Zufallsvektor (aufgefasst als Spaltenvektor).
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(a) Falls | X|:=5""|X;| € A, als0 Xy,...,X, € 4, kurz X € .2, dann heilit

Erwartungswertvektor von X.

(b) Falls || X||?:=>"" | Xi|? € L, also X1,..., X, € %, kurz X € %, dann heiBt

Cov(X) = (COV(Xi>Xj))i,jeu1,n]] = (E({Xi —E(X)HX; - IE(X]-)})) .
= E((X —E(X))(X —E(X))") = E(XX") - E(X)(E(X))" € R™"
Kovarianzmatrix von X. ]

§25.03 Bemerkung. Fiir die Kovarianzmatrix ¥ := Cov(X) eines R"-wertigen Zufallsvektors X,
falls sie existiert, gilt Cov((a, X), (X, b)) = > i_; > 7| a;ib; Cov(X;, X;) = b'Sa = (Xa,b)
fur alle a,b € R”. Insbesondere ist 3 symmetrisch, da Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;) fiir alle
i,j € [1,n], und positiv semidefinit, da fiir alle ¢ € R™ gilt (3¢, c¢) = Var({X,c)) > 0. O

§25.04 Lemma. Sei X ein R™-wertiger Zufallsvektor in %,. Fiir alle b € R"™ und A € R™™) ist dann
Y = AX + b ein R"-wertiger Zufallsvektor in £,. Bezeichnen wir weiterhin mit j := E(X) €
R™ und Y. := Cov(X) € R™™) den Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix von X,
dann gilt E(Y') = Ap+ bund Cov(Y) = AX AL

§25.05 Beweis von Lemma §25.04. In der Vorlesung. O

§25.06 Bemerkung. Ist X ein R™-wertiger Zufallsvektor in %5 mit p := E(X) € R™ und ¥ :=
Cov(X) € Rm™) Dann gilt E((X,a)) = (u,a) und Cov({(a, X), (X,b))) = (Xa,b) fiir alle
a,b e R™ O

§25.07 Beispiel. Fir X ~ N, v, ist u = E(X) € R" der Erwartungswertvektor und ¥ = Cov(X) €
R(™*") die Kovarianzmatrix von X. O

§25.08 Erinnerung. Sei X eine positiv semidefinite Matrix. Da > symmetrisch ist, ist > insbesondere
diagonalisierbar, also, dhnlich zu einer Diagonalmatrix Diag()\) mit reellen Diagonaleintrigen
A = (A\i)iep,n]> genannt Eigenwerte von . Es existiert also eine orthogonale Matrix U, also
U'U = E, = UU!, deren Spalten (Ui)iep1,n]> genannt Eigenvektoren, eine Orthonormalbasis des
R™ bilden, derart dass U*>U = Diag(\) gilt. Da ¥ positiv semidefinit ist, sind alle Eigenwerte
positiv, also \; € R*, i € [1,n]. Im Folgenden nehmen wir an, dass die orthogonale Matrix
U so gewihlt ist, dass die Eigenwerte der Grofle nach angeordnet sind, dass heifit \; > Ay >
co A = 0 gilt. m|

§25.09 Definition. Sei X ein R"-wertiger Zufallsvektor in %, mit positiv semidefiniter Kovarianzma-
trix Cov(X) = X € R(™") Weiterhin seien Ay > Ao = -+ > \, > 0 die der GroBe nach ge-

ordneten Eigenwerte der Matrix X und ug, . .., u, € R" die zugehorigen Eigenvektoren. Dann
heiBen wy, ..., u, Hauptachsen von % und die reellen Zufallsvariablen (X, u;),..., (X, u,)
Hauptkomponenten von X . O
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§25.10 Lemma. Seien uy,...,u, € R"™ Hauptachsen zu den der Grofie nach angeordneten Eigen-
werte A\ = Xy = - = N, = 0 der Kovarianzmatrix ¥ = Cov(X) eines R"-wertigen Zu-
fallsvektors X in £. Dann sind die Hauptkomponenten ((X,u;))ic1,n) unkorreliert. Es gilt
Cov((X, u), (X, u;)) = (Bus,uj) = Nlg—z, also insbesondere Var((X, u;)) = N, fiir alle
i,7 € [1,n], und somit Var({(X,uq)) = Var((X, ug)) = - - - = Var({X, u,)).

§25.11 Beweis von Lemma §25.10. Direktes Anwenden der Definition. |

§25.12 Beispiel. Seien X ~ N, v, A = ()‘i)ie[[l,n]] die Eigenwerte von X und die Hauptachsen
(4;)iep,n) von X die Spalten der orthogonaler Matrix U. Dann gilt U'X ~ Ny, piag(x)) und
die Hauptkomponenten ((X, u;) )ic[1,,] sind somit unabhingig. O

$25.13 Definition. Seien X und Y ein R¥-wertiger bzw. R"-wertiger Zufallsvektor in .%. Fiir A* €
R™*) und b* € R" heiBt Z* = A*X + b* eine lineare Vorhersage von Y durch X. Z* wird
beste lineare Vorhersage von Y durch X genannt, wenn fiir alle A € R(™* und b € R” gilt
E||Y — Z*||? < E||Y — (AX +b)|* m

Die folgenden Ausfiihrungen in §25.14-§25.19 erlauben das zentrale Resultat der Hauptkompo-
nentenanalyse im Satz §25.20 zu beweisen, sind fiir diese Vorlesung aber nur weiterfiihrendes
Material.

§25.14 Bemerkung. Fiir eine Matrix A € R(™*) heift eine Matrix € R&") Moore-Penrose In-
verse von A, wenn AATA = A, ATAAT = AT und AA" sowie AT A symmetrisch sind.
Die Moore-Penrose Inverse ist eindeutig festgelegt. Ist B € R" positiv semidefinit, so dass
U'BU = Diag() fiir eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix Diag()) mit reellen

Diagonaleintrigen A = (););e[1,n)- Setzen wir At = (A7 )ieqi,ng mit A7 = A7 1I[LR\+O(/\1-), dass

heiBt fiir A; € RY; ist A" = A" und ansonsten A\ = 0. Dann ist B¥ = U Diag(A\")U" die
Moore-Penrose Inverse von B. Allgemein ist A = (A*A)TA* € R* ™ die Moore-Penrose
Inverse von A € R(WF), 0

$25.15 Lemma. Seien X und Y ein RF-wertiger bzw. R™-wertiger Zufallsvektor in %,. Setzten wir
Cov(YV, X) :=E(Y —E(Y))(X —E(X))") dann ist Z* = E(Y) + Cov(Y, X) Cov(X)" (X —
E(X)) die beste lineare Vorhersage von' Y durch X. Der Fehler ¢ :== Y — Z* und AX fiir
beliebiges A € R™F) sind unkorreliert, also Cov(e, AX) = 0. Es gilt Cov(c) = Cov(Y) —
Cov(Y, X)Cov(X)T Cov(X,Y) und E(e) = 0.

§25.16 Beweis von Lemma §25.15. Sei Z* = A*X + b*, also A* = Cov(Y, X ) Cov(X)" und b* =
E(Y) — Cov(Y, X) Cov(X)TE(X). Dann gilt

Cov(Y — Z°, AX) = E((Y — Z*)X") A
=E(Y —E(Y))X")A" — Cov(Y, X) Cov(X)TE((X — E(X))X")A*
= Cov(Y, X)(E, — Cov(X)* Cov(X))A" = 0.

Die letzte Gleichheit ist klar, falls Cov(.X) reguldr ist, ansonsten ist diese aufwendiger zu zei-
gen. (Wir nutzen aus, dass E,, — Cov(X )™ Cov(X) eine Projektionsmatrix auf das orthogonale
Komplement des Bildes von Cov(X), und zeigen dass fiir jedes darin enthaltene Elemente v
gilt v’ X = v'E(X) und somit Cov (Y, X)v = 0.) Fiir jede lineare Vorhersage Z = AX + b von
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Y durch X gilt dann Cov(Y — Z*, Z* — Z) = Cov(Y — Z*, (A* — A)X) = 0 und somit

Cov(Y—Z) = Cov(Y—=Z")+Cov(Z*—Z)+Cov(Y = 2%, Z*—Z)+Cov(Z* - Z,Y —Z*)

= Cov(Y —Z") + (A" — A) Cov(X) (A" — A)
damit ist die Matrix Cov(Y — Z) — Cov(Y — Z*) positiv semidefinit, und wir schreiben kurz
Cov(Y —Z) > Cov(Y — Z*) und halten fest, dass Spur(Cov(Y — Z)) > Spur(Cov(Y — Z%)).
Wir benutzen weiterhin E||Y — Z||*> = Spur(Cov(Y — Z)) und schlieBen E||Y — Z|]? =
Spur(Cov(Y — Z)) = Spur(Cov(Y — Z*)) = E||Y — Z*||?, was zu zeigen war. O

$25.17 Korollar. Sei Y ein R™-wertiger Zufallsvektor in £ und X = AY fiir ein A € R%*™. Dann
ist Z* = E(Y) + Cov(Y)A(ACov(Y)A) " (X — E(X)) eine beste lineare Vorhersage von
Y durch X = AY. Der Fehler ¢ := Y — Z* und Z* sind unkorreliert. Es gilt E(¢) = 0 und
Cov(e) = Cov(Y) — Cov(Y)A*(ACov(Y)A")TACov(Y).

§25.18 Beweis von Korollar §25.17. Folgt direkt aus Lemma §25.15. 0

§25.19 Bemerkung. Seien die Spalten u4, ..., u, € R" der orthogonalen Matrix U Hauptachsen der
Kovarianzmatrix ¥ = Cov(Y") eines R"-wertigen Zufallsvektors Y. Fiir p := E(Y") gilt dann
Y —p=UUY —p) =37 (Y — p,u;)u;. Bezeichnet (v;) e, eine beliebige Orthonor-
malbasis des R", so gilt

BIY - pl? = STE(Y - p,u)?) ZVar (o) = 3 (S0p0)
=1

7=1
n

= Spur(X) = Z)\j.

j=1
Im Folgenden nehmen wir an, dass Y zentriert ist, dass heit, 4 = 0. Fir £ € [1,n] sei Uy €
R™*) die Matrix mit den Spalten w1, .. ., ug. Fiir Zg,) := Uy U = ZZ (Y, w;)u; gilt dann
EllY — Zwll? = > E(Y, u))? ) = > k+1)‘ Welterhm ist k > rg(Cov(Y)) =: k7,
so gilt \; = O fiir jedes [ € ]k*, k] und somit (Y,u;) = 0 P-f.s. (da Var((Y,w)) = \),
so dass in diesem Fall Z,) = S (Y u)u, = S (Y u)u; = Z ) P-f.s. gilt. Sei also
k € [1,rg(Cov(Y))]. Betrachten wir den R*-wertigen Zufallsvektor X ;) = Ufk)Y der ersten
k Hauptkomponenten von Y, so gilt U(tk) Cov(Y)Uwy = Diag(Ak)) mit Ay := (Xi)icp1,4]> also
(Ul Cov(Y)Uny)* = Diag(A)) und

Z(*k) = COV(Y)UEfk)(U(k) COV(Y)U( ))+X (k) = (COV( )U(tk) Diag(A(l))Uf )Y

= UnULY = Zu

ist die beste lineare Vorhersage von Y durch X ). O

§25.20 Satz. Sei Y ein zentrierter R™-wertiger Zufallsvektor in £, mit Hauptachsen (u;)ic[1,n] von
¥ = Cov(Y). Fiir k € [1,rg(Cov(Y))] sei Uy € R"™¥) die Matrix mit den Spalten uy, . . ., ug
und sei Xy = U, (tk)Y der R*-wertige Zufallsvektor der ersten k Hauptkomponenten ((Y, u;))ic[1 4|
von Y. Bezeichne mit Z;, := Ug)Uf,)Y = Z?:1<Y7 u;)u; die beste lineare Vorhersage von'Y
durch X . Fiir jedes A € R*™ bezeichne 7% die beste lineare Vorhersage von'Y durch AY,
dann gilt E|Y — Z; H = minycpen E||Y — Z4||% Damit ist 2y, die beste lineare Vorhersage
von Y unter allen lmearen Vorhersagen von'Y durch AY mit A € R%*:m),
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§25.21 Beweis von Satz §25.20. (i) Nach Korollar §25.17 ist Z% = LA (AXA")TAY die beste li-
neare Vorhersage von Y durch AY fiir A € R*™) mit mittlerem quadratischen Vorhersa-
gefehler

E|Y — Z4||* = Spur(X — TAY (AT AT AY)
Wir bestimmen fiir min 4cge E||Y — Z4||> = Spur(X) — max 4 Spur(Z A (AL AY)TAY)
eine untere Schranke.
(i) Fir B = SY2A% ist B(B'B)*B* = Ilpjq(p) die Darstellungsmatrix der orthogonalen
Projektion auf V := Bild(B) und es gilt

Spur(SAN(AZAYTAY) = Spur(SY2B(B'B)* B'%'/?)
== Spur(ZB(BtB)+Bt) == Spur(HBﬂd(B)EHBﬂd(B)).
(iii) Darg(B) < kist Bild(B) € %, := {V | V Unterraum von R" mit dim(V) < k}, so dass
min E|Y — Z3||? = Spur(%) — ax Spur(Igiace X1gias) )

AERFk:n Rk:n
= ur(2) — max Spur(II,,>1I1I
Sp 1"( ) VEE}I/;C Sp 1"( v V)

(iv) Fiir beliebige ONB (v;)}_, von V € ¥ gilt Spur(ITyXIly) = S0 (Sv;, v;), somit ent-
spricht dem Maximieren iiber alle Unterraum mit Dimension hochstens k& gerade dem Ma-
ximieren iiber alle Orthonormalsystemen mit maximal k£ Elementen. Wir kdnnen nun per
Induktion iiber k zeigen, dass maxy Spur(IlyXTly) = S5 (Sug, w) = 55 A

(v) Insgesamt also
k

in E||lY —Z%|?> > S ) — \i = i
[nin E| 412 > Spur(D) z; Z;k;l

(vi) Die Behauptung folgt dann aus E|[Y" — Z¢ [|* = 270, | E((Y,u;)?) = 30, ) i O

§25.22 Bemerkung. Das letzte Resultat ist die Grundlage fiir eine Vielzahl an Methoden zur Analyse
von sehr groBen Datensitzen. Betrachten wir die beste lineare Vorhersage Z,) von Y durch die
ersten k& Hauptkomponenten ((Y, u;) )icp,5) von Y, so ist der mittlere Vorhersagefehler gera-
de 377", ., Var((Y,u;)). Wihlen wir also die ersten k& Hauptkomponenten so konnen wir nur
> i1 Yar((Y,u;)) der gesamten Variabilitat )" | Var((Y,u,)) nicht erkldren. Der erklirte

Loy Var((You))
>ty Var((Yous))
dungen geniigen nur wenige (zwei oder drei) Hauptkomponenten, um relativ 90% oder mehr

der gesamten Variabilitit zu erkliren. m

Anteil wird typischerweise relativ angegeben, also € [0,1]. In vielen Anwen-

§26 Statistische Inferenz: endliche Stichproben Eigenschaften

Seien Pg eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem messbaren Raum (X', .%) und
v © — ' C R ein identifizierbarer abgeleiteter Parameter. Fiir n € N betrachten wir im
Folgenden unabhiéngige und identisch-verteilte X-wertige Zufallsvariablen X, i € [1, n], mit
identischer Verteilung aus Pg. Mit anderen Worten, die Zufallsvariable X = (X I-),Ae[[]ﬂﬂ ist
addquat durch das statistische Produktexperiment (X",.%#", [P{) beschrieben. Wir schreiben

kurz X ) P}. Fiir jedes 0 € © bezeichnet im Folgenden £} stets die Erwartung bzgl. Pj.
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§26.1 GleichmaBig bester unverfalschter Test

§26.01 Definition. Sei {#°, 7'} eine Partition der interessierenden Parameter und o : X™ — {0,1}
ein Test, also ¢ € .Z", der Nullhypothese H : #° gegen die Alternativhypothese H; : .

Die Abbildung 1 © — [0,1] mit 0 — B,(0) := Ef(¢) heilit Giitefunktion und ihre Werte
f3,(0) werden unter der Alternativhypothese, also § € © mit y(0) € 1, kurz 6 € v 1 ("),
Macht von ¢ genannt. Der Test ¢ heilt unverfdlscht zum Niveau « € [0, 1], kurz unverfilschter
a-Test, wenn ¢ das Niveau « einhilt und seine Macht nicht kleiner als « ist, also 3,(0) > «

fiir alle 0 € ~1(2#"). Ein Test o heiBt gleichmdifig bester unverfiilschter Test zum Niveau

a € [0,1], falls er ein unverfilschter a-Test ist und fiir jedes § € v~ !(.#) die Macht 35(6)

eines jeden anderen unverfilschten a-Tests ¢ nicht groBer ist, dass heifit, 5,(0) > B5(0) gilt.

O

§26.02 Bemerkung. Ein Test o der Nullhypothese H : 7#° gegen die Alternativhypothese H, : 5!
hilt somit das Signifikanzniveau a € [0, 1] ein, falls fiir die assoziierte Giitefunktion 5,(6) < «
fiir alle 6 € v~ (#7) gilt. o

§26.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell $12.12). Im stetigen statistischen Modell X & (NE‘M)) ek be-
trachte fiir beliebiges p, € R das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1 < pi,, also
H,) = (=00, 11,), gegen die Alternativhypothese H, : j1 > i, also ) = (pio,00). Zur
Erinnerung, da die Verteilungsfamilie (N, ;) er einen monotonen Likelihood-Quotienten be-
sitzt (Beispiel §12.12), ist fiir jedes ¢ € R der Neyman-Pearson-Test . mit Ablehnbereich
{ve =1} = {X,, > c} ein gleichmiBig bester Test zum Niveau 3, (11,) = [N?Mo,l)](yn > ¢)
fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : p = p, gegen die zusammengesetz-
te Alternativhypothese Hy : 1 > p,. Da X, ~ Nuo,1/m) fir X~ N’(luo’l) (vgl. Beispiel
§17.13) erhalten wir (3, (10) = ®(v/n(—c + p,)) (vgl. Beispiel §10.12 (a)). Fir o € (0, 1)
und kritischen Wert ¢, = i, + 21_o/+/n mit a-Quantil z, einer Standardnormalverteilung gilt
dann S, (t,) = aund B, (n) < o fiiralle o < p1, (vgl. §05.07 (c)). Somit ist fiir jedes
a € (0, 1) der Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich {/n(X,, — it,) = 21_o} €in gleichmdi-
Pig bester Test zum Niveau « des einseitigen Testproblems der Nullhypothese Hy : p < pi,
gegen die Alternativhypothese 1y : 1 > p,. In der folgenden Graphik sind fiir n = 1,
o = 100 und o = 0.05 die Giitefunktionen des Test ¢ fiir die verschieden Werte ¢ = 1
(blau), c = 1.69 =~ 2;_,, (rot), c = 2.33 (griin) und ¢ = 3 (griin) dargestellt.

G(m)
0.6 08

04

0.2

0.0

Fir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : y1 = 1, gegen die Alternativhypothe-
se Hy : u # p, ist jeder Test ¢. mit Ablehnbereich {p. = 1} = {/n|X, — 1| = ¢} mit
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C = 21_q/2 €in a-Test. In der folgenden Graphik sind fiir n = 1, 1, = 100 und o = 0.05 die
Giitefunktionen des Test ¢, fiir die verschieden Werte ¢ = 1 (blau), ¢ = 1.96 ~ z;_,/3 (rot),
¢ = 2.58 (griin) und ¢ = 3 (griin) dargestellt.

G(m)
06 0.8 1.0

04

0.2

0.0

T T T
90 95 100 105 110

m

Fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1 = i, gegen die Alternativhypothese
Hy @ # po ist der zweiseitige Test © = 1y /nix—po|>2,_. 1o} kein gleichmiBig bester a Test, da
der Test ¢ = 1y /m(x—p,)>2 .} fUr das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1 < fio
gegen die Alternativhypothese H; : i > pu, auch ein a-Test fiir das zweiseitige Testproblem
ist und fiir alle > p, eine groBere Macht besitzt. In der folgenden Graphik sind fiir n = 1,
1o = 100 und v = 0.05 die Giitefunktionen des zweiseitigen Tests ¢ (rot) und des einseitigen
Tests ¢ (blau) dargestellt.

1.0

G(m)

0.2

0.0

m

Offensichtlich ist die Macht des einseitigen Tests ¢ fiir alle Parameterwerte 11 < (i, kleiner als
«, so dass ¢ kein unverfilschter Test fiir das zweiseitige Testproblem ist. In der Vorlesung Sta-
tistik I zeigen wir, dass der zweiseitige Test ¢ optimal in der Klasse aller unverfilschten a-Test
fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese H, : ;1 = i, gegen die Alternativhypothese

Hy:p # p, ist. 0

§26.2 GleichmaBig bester unverfalschter Konfidenzbereich

§26.04 Definition. Seien ({RR., F,}) er eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interes-
sierende Parameterwerte und B eine Bereichsschitzfunktion auf (X", .#"), also {y € B} €
" fiir alle v € I'. Die Bereichsschitzfunktion B heifit unverfilscht zum Niveau 1-«, kurz
unverfilschter 1-a-Konfidenzbereich, wenn B das Niveau 1-« einhdltund Pj(y € B) < 1 —«
fiir alle 7 € F,(9) und fiir alle 6 € O gilt. O
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§26.05 Erinnerung.
(1) Fir v € I' sei R, und F, eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-
werte, dann bezeichnen 772" = {7 € I' | y € Ry} und /7' = {7 € I' | y € F5} die
assoziierte Null- bzw. Alternativhypothese der interessierende Parameter.

(ii) Zu einer Bereichsschitzfunktion B bezeichnet (. ). cr die assoziierte Familie von Tests
mit Ablehnbereich {p., = 1} = {7 ¢ B}.

(iii) Zu einer (¢ ) er Familie von Tests bezeichnet B die assoziierte Bereichsschitzfunktion
mit B(z) :={y eI | ¢,(z) =0}. O

§26.06 Lemma. Seien ({R.,, F,})~er eine Familie von richtigen und falschen interessierenden Para-
meterwerte und ({ ), /' }) er die assoziierte Familie von Null- und Alternativhypothesen.
Dann ist @, ein (gleichmdif3ig bester) unverfiilschter o-Test der Nullhypothese H : ,%”70 ge-
gen die Alternativhypothese H; : 1%”71 fiir jedes v € T, genau dann wenn die zu () er as-
soziierte Bereichsschitzfunktion B fiir ({ R, Fy})er ein (gleichmdfiig bester) unverfilschter
1-a-Konfidenzbereich ist.

§26.07 Beweis von Lemma §26.06. In der Vorlesung. 0

§26.08 Beispiel (Normalverteilungsmodell §26.03). Im stetigen statistischen Modell X © (Na’l) ) uer sind
fiir beliebiges 1, € R und a-Quantil z, der Standardnormalverteilung der rechtsseitige Test
Ol = L (X j)oe . der linksseitige Test oL = L (%)<= .y und der beidsei-
tige Test 9921_”/2 = l{ﬁlfwuo\%ka/z} = 99;1_(,/2 + cplzl_a/z fiir das entsprechende Testproblem
gleichmiBig beste unverfilschte a-Tests. Damit sind fiir die Familie ({ R, F,})er der richti-
gen und falschen Parameter
(a) mit R, = [u, 00) und F,, = (—oo, i) der rechtsseitige KB (X,, — 21 _,/y/n, 00);

(b) mit R, = (—o0, u] und F,, = (11, 00) der linksseitige KB (—00, X,, + 21_,/y/1);
(¢) mit R, = {p} und F,, = R, der beidseitige KB (X, £ 21_,/2//1)
gleichméaBig beste unverfilschte 1-a-Konfidenzbereiche. O

§26.3 Beste erwartungstreue Schatzfunktion

§26.09 Definition. Sei 7 eine Schitzfunktion, also 7 € #", fiir den Parameter v. Ist 7 € £ (P})
fiir jedes 6 € O, so wird JSIEEHE@IN:-— E (7 — v(0)) Verzerrung oder Bias von 7 genannt. Der
Schitzer heiit erwartungstreu oder unverfiilscht, wenn Biasy(7) = 0 fiir alle § € O gilt. 7

iiberschiitzt (bzw. unterschditzt) im Mittel v, wenn Biasy(7) > 0 (bzw. Biasy(7) < 0) fiir alle
0 € O gilt.

§26.10 Definition. Fiir £ € N sei W, die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, %) mit end-
lichem k-ten absolutem Moment, also Ep(| X |¥) < oo fiir alle P € W), und fiir n € N sei
Wi = {P" | P € W} die Menge aller ProduktmaBe P" auf (R", ") mit identischen Rand-
verteilungen aus Wj. Fiir [ € [1, k] heifien die abgeleiteten Parameter : Wi — R mit
P — m®(P) := Ep(X") und JUE : Wi — R mit P s MO(P) := Ep((X — m®(P))*) das
[-te Moment bzw. das [-te zentrierte Moment von PP O

§26.11 Bemerkung. Die Momente sind identifizierbare abgeleitete Parameter und damit zum Bei-
spiel auch (m®),cp 4 : Wi, — R¥, aber die Abbildung (m");c[1 4 ist nicht injektiv. Nehmen
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wir zum Beispiel zusitzlich an, dass X normalverteilt ist, also X ( ?ﬂ 02)) (0)eRxR+> SO ist
m) =y und M? = 2. Die Parametrisierung (m™), M) ist somit bijektiv, aber m ") oder
M) allein sind nicht bijektiv. O

§26.12 Definition. Ist (R™, 2", W}') ein addquates statistisches Experiment fir X = (X;)icpin],
so werden fiir [ € [1,k] die reellen Statistiken und PR auf (R™, ™) mit W =
m(X) = L3> X! und MY = ML(X) = LS (Xs — mW)! empirisches Moment bzw.
zentriertes empirisches Moment der Ordnung [ genannt. m

§26.13 Bemerkung. Die Statistik ]\/4\79) verwendet den wahren Wert m(®) und ist somit nur unter der
unrealistischen Annahme, dass m(Y bekannt ist, ein Schitzer fiir M©®. Auf Grund der Li-
nearitdt der Erwartung sind M und M erwartungstreue Schitzer fir m® bzw. M®. In
der Tat, fir X ~ P mit mY(P) = Ep(X!) sowie M(l)(IP’) = Ep((X; — mO(P))) gilt
Biasp () = Ep (ﬁ@g) —mO(P)) =137 {Ep(X!) — mD(P)} = 0 sowie Biasp (M) =
Ep (M — MO(P)) = LS (B (X, — mD(P)) — MO(P)} = 0. Ist m™® nicht bekannt,
und somit ]\7 O als Schitzfunktion nicht mehr verwendbar, so betrachtet man iiblicherweise
die Statistik V,\" = LI (X — m\)). Die Statistik V,\" erhalten wir durch das Erset-
zen des Erwartungswertes m(!)(P) = Ep(X) =: u durch das empirischen Moment m(®) =
X, diese Vorgehensweise wird hiufig Momentenmethode genannt. Im Spezialfall [ = 2 ist
M@ (P) = Ep(X — p)? =: o2 gerade die Varianz von X . Mit Hilfe elementarer Umformungen
gilt V¥ = M — (i) —m®)2 = LS (X, —1)>— (X, — )% Da X = (X, )ic[1.n) unabhiin-
gig und identisch verteilt sind, sind die Zufallsvariablen Y; := %(XZ — ), i € [1,n], zentriert
und unabhingig, sodass aus Lemma §24.03 (iii) folgt Ep((X,, — p)?) = Val']p(zz Yi) =

S Varp(V;) = 537 Varp(X;) = 2. Damit erhalten wir EP(Vn N = Ep(MP) —
Ep (X, —p)?) = 0?—10% = 22152, also B1as]p( VP —0?) = sodass der Schiitzer V,\?
im Mittel die Varianz o unterschatzt. Folglich ist [ Vn = =3 (X;—X,)%ein
erwartungstreuer Schitzer fiir o2. O
§26.14 Definition. Fiir X & W heilen m Y =X, und [ = Ll " (Xi — X,.)% empirischer

Mittelwert bzw. empirische Varianz. Wir schreiben abkiirzend :: S, m

§26.15 Definition. Seien 7,7 € % (IP}) fiir jedes 6 € © zwei erwartungstreue Schitzfunktionen fiir
v. 7 heiBt (relativ) effizienter als 7, wenn Varg(7) < Vary(7) fir alle # € © gilt und ein
6 € © mit Vary(y) < Vary(7) existiert. 7 wird (absolut) effizient genannt, falls es keinen
erwartungstreuen Schitzer gibt, der (relativ) effizienter als 7 ist. O

§26.16 Beispiel (§19.03 (d) fortgesetzt). Sei X @ (U7, 0.6] )o e, SO gilt Ey(X;) = 0/2 und Vary(X;) =
6?/12 (nachrechnen!). Wenden wir die Momentenmethode an, so erhalten wir den Schétzer
0, = 2X,, fiir . Andererseits haben wir in Beispiel §12.23 (c) gezeigt, dass 92 max;e[i,n] Xi

der MLS fiir 6 ist. Offensichtlich ist 01 ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6. Andererseits nach
Beispiel §19.03 (d) ist 92 eine stetig-verteilte Zufallsvariable mit Dichte fy(z) = "% ]1[0 o)(),

z € R, sodass Ey(fy) = =2 0 und Biase(é\g) = —9/ (n + 1) gilt. Damit unterschitzt der
MLS 62 im Mittel 6. Der korrlglerte MLS 9 = ol maxze[[l n] X ist folglich erwartungstreu.
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Fiir n > 1 ist der korrigierter MLS 63 effizienter als der Momentenschitzer 91 2X no da
Varg(fs) = n(n amr? < < 07 = Varg(6,) fiir n > 1 gilt (nachrechnen!). Fiir n = 1 ist 6; =

2X, = 03. In der Vorlesung Statistik I wird gezeigt, dass 93 (absolut) effizient ist. m

§26.17 Definition. Seien 7,7 Schitzfunktionen fiir 7. Ist ¥ € %(Py) fiir jedes § € O, so wird
W@ — 7 (|7 — v(0)|?) mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error) von 5
genannt. 7 heifit besser bzgl. des MSE als 7, wenn MSE(7) < MSEy(7) fiir alle § € © gilt
und ein § € © mit MSE,(7) < MSE,(7) existiert. O

§26.18 Beispiel.
(a) Fir X @ (Uj 0 9])9@1@ und n > 1 ist bzgl. des MSE der korrigierter Maximum-Likelihood-

Schitzer (MLS) 9 "“ maxe[1,n) X; besser als der MLS 92 = maXe[,,) Xi- In der

Tat es gilt MSE9(§3) = (g = < @ +22)9(2n T = MSEQ(QZ) Weiterhin ist der MLS 92 =
max;e[i,n] Xi besser bzgl. des MSE als der Momentenschétzer «91 =2X,,da MSEQ(QQ)
% MSEg(Ql) gilt (nachrechnen!).

(b) Fir X @( UQ))(“,Q)@RX]R\+0 und n > 1 ist die empirische Varianz §§L2) ein (absolut)

effizienter Schatzer fiir 02 (Vorlesung Statistik I) aber bzgl des MSE ist der Schitzer V,\?
fiir o2 besser als S, da MSE,, ,(V}{?)) = lot < 20 = MSE, (52, 0

§26.4 Lokations-Skalen-Modell

§26.19 Definition. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X ist ein Lokations-Skalen-Modell adiquat,
wenn X © Wy gilt, also die Koordinaten von X unabhingige und identisch verteilte (u.i.v.)
reelle Zufallsvariablen mit identischer Randverteilung aus W, sind. Wir betrachten die iden-
tifizierbaren Parameter 11 : W, — R mit P — p(P) := Ep(X) und 02 : Wy — R mit
P — o*(P) := Varp(X), und schreiben abkiirzend X @ (R " 02)>(u o)ERXRF Wird die Va-

rianz o2 bzw. der Erwartungswert 4 als bekannt vorausgesetzt, so schreiben wir abkiirzend
X@( #02) bzw. X@( ”02)02€R+. O

§26.20 Bemerkung. Wir fassen unter B} . alle P" € W3 mit 4 = p(P) und o = o(PP) zusammen
und die abkiirzende Schreibweise X 73“ 02) 1st so zu verstehen, dass es ein P € 73“ 02) gibt
mit X ~ P. O

§26.21 Beispiel.
(a) Bernoulli-Schema: X @ (Bﬁ)pe[o,u» dann gilt E,(X;) = p und Var,(X;) = p — p?, also
gilt auch X © (73(;@_ pg))p 0.1’ Der MLS und Momentenschitzer p = X, fiir p ist erwar-
tungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).
(b) Binomialverteilungsmodell: X @ (Bin”50 p)) dann gilt E,(X;) = 50p und Var,(X;) =
50p(1 — p), also gilt auch X @ (Piy,501-p))) peo.y DT MLS und Momentenschitzer

p=X, /50 fiir p ist erwartungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).
(c) Poissonverteilungsmodell: X @ (Poi}) dann gilt Ey(X;) = A und Vary(X;) = ),

also gilt auch X ® ( I\, A))

p€el0,1]’

,\eR+ >

ARy, Der MLS und Momentenschiitzer A — X, fir \ ist er-
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wartungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

(d) Exponentialverteilungsmodell: X @ (Expﬁ)/\eR\%, dann gilt E)(X;) = 1/Aund Var,(X;) =
1/X%, also X @ (Ri)n1/x)) AR Der MLS und Momentenschitzer A = (X,,)~! iiber-
schitzt im Mittel A mit BlasA( ) = A/(n — 1), der korrigierter MLS Do = (-2 X,,) "t ist

n—1
erwartungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I). O

§26.22 Erinnerung. In einem Lokations-Skalen-Modell X ( ist das empirische

(i, 02)) (1, a)GRxR+
Mittel X, ein erwartungstreuer Schiitzer fiir ;2 und die empirische Varianz 5\ ein erwartungs-
treuer Schitzer fiir o2. Die folgenden Tests basieren nun auf den Statistiken ‘{(X n — /1) mit

S, = 1/5%
annahme in Abschnitt §26.5 herleiten. 0

§26.23 Testen des Erwartungswert. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein Lokations-Skalen-
Modell, also X @ (R}, 2)) (no)crxr+ Addquat. Fiir y, € Rund ¢ € RY, betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test ¢!, := 1 (Vi (Rn—pio)>cBn} fiir das einseitige Testproblem der Nullhy-
pothese Hy : ;1 < p, gegen die Alternativhypothese f; : p1 — p, > 0;

(b) den linksseitigen Test gaf: =1 (Vi (i) <—cBn} fiir das einseitige Testproblem der Nullhy-

pothese Hy : pn > 1, gegen die Alternativhypothese Hy : 1 — p, < 0;

(c) den beidseitigen Test ¢° := 1 (/A Fn—po]>c8n} fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhy-
pothese Hy : ;1 = p, gegen die Alternativhypothese Hy : 1 — i, # 0. m

§26.24 Testen der Varianz. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein Lokations-Skalen-Modell,
. . 2
also X ® ( " Ug)) (1,0)ERXR, adédquat. Fiir 07 € ]R oundc’ ¢, € R , betrachten wir

(a) denrechtsseitigen Test p;, = 1 fiir das einseitige Testproblem der Nullhy-

{(n—1)8% Jo2>cu}
pothese Hj : 0 < o, gegen die Alternativhypothese Hy : o /0, > 1;

(b) den linksseitigen Test ', := 1 fiir das einseitige Testproblem der Nullhy-

{(n—1)5;? Jo3<c)
pothese Hy : o > o, gegen die Alternativhypothese H, : 0/0, < 1;

(c) den beidseitigen Test gpco’Cu =1 fiir das zweiseitige Test-

(18P <002t T L (018D 50,02)
problem der Nullhypothese H, : 0 = o, gegen die Alternativhypothese H, : /0, # 1. O

§26.25 Bemerkung. Mochten wir sicher stellen, dass die in Definition §26.23 (bzw. Definition §26.24)
angegebenen Tests ein vorgegebenes Signifikanz-Niveau o € (0, 1) einhalten, so miissen wir
den kritischen Wert ¢ € R o (bzw. ¢’ ¢, € R\O) entsprechend wihlen. Dies ist aber nur moglich,

wenn die Verteilung der standardlslerten Statistik ‘§f (X n— o) (bzw. "021 ST(LQ)) unter der Null-
hypothese bekannt ist, wie es zum Beispiel im normalen Lokations-Skalen-Modell (Abschnitt
§26.5) der Fall ist. Die angegebenen Tests konnen wir direkt benutzen (vgl. Satz §12.33) um
einseitige bzw. zweiseitige Konfidenzbereiche fur den Erwartungswert i (bzw. 0?) anzugeben.
Zum Beispiel ist (Ynicgn /v/n) (bzw. ((n— ) / Cu, (N— 1) / ¢,)) der assoziierte zweisei-
tige Konfidenzbereich. In Kapitel 6 untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Verteilung
von X, sowie :5”\7(12), also wenn n — oo. Diese Resultate erlauben dann, den kritischen Wert ¢
so zu wihlen, dass zu mindesten asymptotisch, also fiir n — oo, dass das Signifikanzniveau
eingehalten wird. 0
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Zwei-Stichproben-Modell

$26.26 Vorbemerkung. Die zufilligen Messwerte der beiden Segmente des Fiirsten G. Ometry in
Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog kénnen wir als Stichproben X @ (P3!

“Xvax))(ﬂx,UX)GRXRTO
31 .
und Y ® (Pwﬂy)) p——— auffassen, dass heif3t, sie konnen separat addquat durch ein

Lokations-Skalen-Modell beschrieben werden. Fiir pxy = /ﬁ und py = ﬁ ist damit die zu
iberpriifende Nullhypothese Hy : x = py, der interessierende Parameter also px — py. Es
erscheint realistisch, dass X und Y unabhingig sind. In diesem Fall sprechen wir von einem
Zwei-Stichproben-Modell mit unverbundenen Stichproben. Im Folgenden nehmen wir an, dass
X und Y unabhingig sind, aber dieselbe Varianz besitzen, dass heift, der Zufallsvektor (X, Y")
ist addquat durch das statistische Modell (R™*™, "™ (P(HX o2 ® R 02)) (ux,uy,a)eR2xR\+o)

beschrieben. Die Situation verschiedener Varianzen wird Behrens-Fischer Problem genannt,
welches noch immer ungeldst ist. Fiir die interessierenden Parameter ;o x und py sind dann
X, bzw. Y, erwartungstreue Momentenschitzer (Beispiel §26.21). Betrachten wir die Vari-
anz 02, so sind 5% := L3 (X; — X,)? und S = 4 ZZL(Y‘ — 7 m)? unabhingige

erwartungstreue Momentenschiitzer fiir o2, und somit ist der Schétzer = - +71”_2 [(n —

1)§§?)_+ (m — 1)5”)] ebenfalls erwartungstreu. Es ist nun nahe liegend basierend auf der Sta-
tistik X,, — Y, fiir den interessierenden Parameter 1y — iy zum Beispiel einen zweiseitigen

Konfidenzbereich der Form [X,, — Y, £ c¥ "+m Smm | mit =1/ §ff+>m anzugeben und

somit {0 # [X,, — Y, £ 22 Sn+m]} als Ablehnberelch des assoziierten zweiseitigen Tests
der Nullhypothese Hy : px — uy = 0 gegen die Alternativhypothese Hy : ux — py # 0 zu
betrachten. O

§26.27 Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte. Fiir zwei Zufallsvektoren X und Y mit derselben
Varianz der Randverteilungen, sei ein Zwei-Stichproben-Modell mit unverbunden Stichproben,
also (X, Y)® (73( 02 O addquat. Fiir c € ]RTO betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test ¢, == 1 _ ;e fiir das einseitige Testproblem der
{Xn=Ymze" 720 Snm}

Nullhypothese Hj : 1x < py gegen die Alternativhypothese H : px — py > 0;

By o )) (1x py ,0)ER? ><R\+O ’

(b) den linksseitigen Test !, := 1 _ _ N fiir das einseitige Testproblem der
{anym<*CWSn+m}

Nullhypothese Hy : pux > py gegen die Alternativhypothese Hy : uyx — py < 0;

(c) den beidseitigen Test ° := 1 N fiir das zweiseitige Testproblem der
{Xn— Ym\>0ﬁ ntm
Nullhypothese Hj : 1x = py gegen die Alternativhypothese Hy : ux — py # 0. O

§26.28 Vorbemerkung. Analog beschreiben wir die zufilligen Messwerte der abgefiillten Volumen in
den 33cl bzw. 75cl Bierflaschen der Abbaye de Rochefort in Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog
als Zwei-Stichproben-Modell mit unverbundenen Stichproben, also (R"*™ Z"*™, (Pm 2)®

/J'XaUX

(/TY’Uy))MX#YeR B ). Die Varianz 0% bzw. 0% kann als MaB der Genauigkeit der Ab-

fiillanlage interpretiert werden, so dass die Nullhypothese Hy : 0% = o2 abzulehnen ist, wenn
die Abfiillanlage nicht dieselbe Genauigkeit fiir die kleinen und groen Bierflaschen besitzt. Es
ist nun nahe liegend, mit Hilfe der Statistik §§(2) / 5'\3(/2 ) fiir den interessierenden Parameter o x/0y
Konfidenzbereiche bzw. Tests zu konstruieren. m
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§26.29 Tests auf Gleichheit der Varianzen. Fiir X und Y sei ein Zwei-Stichproben-Modell mit un-
verbunden Stichproben, also (X,Y)® (P" 2y @ B addquat. Fiir

(kx,0% MYJ%))MX,MY ER,ox,0y ERTO ’
°,cy € RTO betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test o, =1 fiir das einseitige Testproblem der Nullhypo-

{18 >eu}
these Hy : ox < oy gegen die Alternativhypothese H; : ox /oy > 1;

(b) den linksseitigen Test ., = 1 fiir das einseitige Testproblem der Nullhypo-

{89 /89 <eo}
these Hy : ox > oy gegen die Alternativhypothese H; : ox /oy < 1;

(c) den beidseitigen Test ngo’Cu =1 fiir das zweiseitige Testpro-

(32 /5D <oy T ﬂ{§§§> /83 >eu)
blem der Nullhypothese Hy : ox = oy gegen die Alternativhypothese H, : ox /oy # 1. O

§26.30 Anmerkung. Betrachten wir zum Beispiel den Verbrauch verschiedener Motorrdader vor und
nach einem Motortuning, so werden immer zwei Ergebnisse an einem Objekt gemessen. Be-
schreiben wir diese Situation durch ein Zwei-Stichproben-Modell mit X & (73” +

(hx,0%) ) nx€Ro xR
(Verbrauch vor dem Tuning) und Y (73(” + (Verbrauch nach dem Tuning) so

#Yao'?/)).UYER,UYR\O
ist es unrealistisch anzunehmen, dass die Stichproben unabhingig sind. Ist der interessierende
Parameter die Differenz des mittleren Verbrauchs px — py, so betrachten wir die Differenz
der Beobachtungen X — Y := (X; — Yi)ie[u,n]], die dann addquat durch ein Lokations-Skalen-
Modell X — Y ©® (73(” R beschrieben wird. Mochten wir Gleichheit px = py der

w,02) ) HERoE
Erwartungswerte testen, also gleicher mittlerer Verbrauch vor und nach dem Tuning, so kénnen
wir nun fiir die Differenz X — Y direkt die Nullhypothese Hj : 1 = 0 mit Hilfe der Definition
§26.23 testen. O

§26.5 Normales Lokations-Skalen-Modell

Im Folgenden sind (Z;);c[o,m+x] Unabhingige und identisch standardnormalverteilte Zufallsva-

riablen, also (Z;)icfo,m+k] ~ N%(H))Hk

§26.31 y2-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

k
Q=) Z
=1

heiBt (zentrale) x>-Verteilung mit k Freiheitsgraden (vgl. Bei-
spiel §17.12 (c)), kurz . Fiir o € (0, 1) bezeichnen wir
weiterhin den Wert xj , € Rfo als a-Quantil einer (zentralen)

6 8

x*-Verteilung mit k Freiheitsgraden, falls P(Q < x3,) = « gilt. 2 Xi-D;Chtefunktionen
Fiir 0 € R heifit die Verteilung der Zufallsvariable

k
Q= (Z1+0)°+> 2

1=2

nicht-zentrale x?2-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichitzentralititsparameter 6%, kurz

Q ~ x3(6?)
Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 6%, d.h. P(Q < x3 ,(6?)) = a. O

sowie xj ,(0%) € RTO fiir das a-Quantil einer nicht-zentralen 2-Verteilung mit &
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§26.32 Korollar. Sei Q ~ x2 und W ~ x2(6?%), dann gilt E(Q) = k, Var(Q) = 2k und E(W) = 6% +
k. Fiir Z ~ N?é,l)’ v e R™und A € R™? mitrg(A) = p gelten auferdem: (i) ||Ipgnaa)Z|* ~
X; und (if) || Z +v||* ~ Xz, ([0]%).

§26.33 Beweis von Korollar §26.32. In der Vorlesung. O

§26.34 (Student-) t-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

Zo

k
Jisz

heilit (Student-) t-Verteilung mit k Freiheitsgraden, kurz
, und t , € R bezeichnet das a-Quantil einer Student-
t-Verteilung mit k-Freiheitsgraden, d.h. P(T" < ty,) = o tx-Dichtefunktionen

T :=

§26.35 Bemerkung. Die Student-t;-Verteilung mit einem (k = 1) Freiheitsgrad entspricht gerade der
Cauchy-Verteilung. Fiir jedes £ € N besitzt die t;-Verteilung endliche Momente nur bis zur
Ordnung p < k (sie ist heavy-tailed). Insbesondere, ist 7" ~ t; so gilt E(7") = 0 fir & > 1,

sowie Var(T) = k/(k — 2) fur k > 2. O
§26.36 Korollar. Fiir X ~ N?Mﬂz) sind \/Tﬁ(yn — H,) ~ N(O,l) und (no——Ql) §7(12) ~ X?L—l unabhanglg’ SO
dass fn = \g/_ﬁ(yn — ) ~ ty_q mit §n = /5P gilt.
§26.37 Beweis von Korollar §26.36. In der Vorlesung. O

§26.38 t-Tests fiir den Erwartungswert.. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein normales

Lokations-Skalen-Modell addquat, also X @ ( ’(1#’02)) (hio)ERXRY,’ Dann hdlt der rechtsseitige

Test @, mit ¢ = t(,_1),(1—a), der linksseitige Test gof: mit ¢ = t(,_1),(1-a) und der beidseitige 4,02

mit ¢ = t(,_1),(1—a/2) 2u dem entsprechenden Testproblem in Definition $26.23 das Signifikanz-
Niveau o € (0, 1) ein.

§26.39 Bemerkung. In der Vorlesung Statistik I zeigen wir, dass diese Tests auch gleichmifBig beste
unverfilschte Test sind. O

§26.40 x2-Tests fiir die Varianz.. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein normales Lokations-

Skalen-Modell addquat, also X (N’&WQ)) (1.0) R, Dann hdilt der rechtsseitige Test o,

), (1—a)? der linksseitige Test ©., mit c° = X%n—l) ., und der beidseitige Test gogo,cql

mit ¢, = X%n—l

mit ¢ = X%’n—l),(l—(x /2) und ¢, = X%n—l),a /o 2U dem entsprechenden Testproblem in Definition
§26.24 das Signifikanz-Niveau o € (0, 1) ein.

Zweistichproben Problem

$26.41 Korollar. Fiir (X,Y) ~ Nf o @ NI, sind 2 (X, = Vo — (px — 1)) ~ Nog

N (/J'X’U2 . R \/m N
und (n +m — 2)57(527% = %Sg?) + (";—;1)53(/2) ~ X2im_o unabhingig, so dass T, ,, =
§ﬂ% (Xp =Y — (x — pty)) ~ tpsm—o mit §n+m = §T(izm gilt.
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§26.42 Beweis von Korollar §26.41. In der Vorlesung. O

§26.43 t-Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte. Fiir zwei Zufallsvektoren X und Y mit dersel-
ben Varianz der Randverteilungen, sei ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit unverbun-

den Stichproben, also (X,Y) @ (N7, QN addquat. Dann halt der

(nx,02%) (NY?UQ))(,U,X,My,O')ER2><R¢O’
rechtsseitige Test o, mit ¢ = t(,1m—2),(1—a), der linksseitige Test golc mit ¢ = t(pym—2),(1—a) Und

der beidseitige gog mit ¢ = t(pem—2),(1—a/2) 2u dem entsprechenden Testproblem in Definition
§26.27 das Signifikanz-Niveau o € (0, 1) ein.

$26.44 Beispiel. Betrachten wir die zufilligen Messwerte der beiden Segmente des Fiirsten G. Ometry
in Beispiel VIim Kapitel I Prolog. Dann erhalten wir die Schitzwerte 73, ~ 9.51, y5; ~ 10.49,

57 &~ 042, 5P ~ 1.05, sodass 5%, ~ 0.74, S0 = /5% ~ 0.86 und damit ggi|fgl —
Ys1| &~ 4.5. Unter der Annahme, dass ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit unverbunden
Stichproben, und gleichen Varianzen vorliegt, hilt der beidseitige ¢} mit ¢ = t(60),(1—a/2) das
Niveau « ein. Fir a = 0.05 erhalten wir t0),(1—a/2) = 2.00. Da 4.5 > 2 konnen wir die

Hypothese der Gleichheit zum Niveau o = 0.05 ablehnen. O

§26.45 (Fisher-) F-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

o
N
1 X 2
1]
m Z ZZ ]
b ~ — di=1, d2=1
=— o — d1=2,d2-1
1 ) - — d1=5,d2=2
_Z ) Z; d1=100, d2=1
i=m+ 2 \ d1=100, d2=100
heiit zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgra- o || “w=wm——_
den, kurz und bezeichnen mit F,, ;. , das a-Quantil R B B B
o 1 2 3 4 5

einer zentralen Fisher-I',, ;- Verteilung mit m und £ Freiheitsgra-
den, d.h. P(F < Fipa) = . F41.42-Dichtefunktionen

Fiir € R heifit die Verteilung der Zufallsvariable

w2+ 0)* + 3 72}
F = =2

nicht-zentrale (Fisher-) F-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititspara-

2 62 62
meter 0%, kurz FNSNEN ok

A sowie I € R fiir das a-Quantil einer nicht-zentralen Fffk-

Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 62, d.h. P ( F < F% ) =

m,k,«
Q. |

§26.46 Bemerkung. Sei F' ~ F, ; mit k& > 1, dann ist F~! eine F') m-verteilte Zufallsvariable. Fiir
T ~ t; ist T? eine F'; p-verteilte Zufallsvariable. O

§26.47 I, ,-Tests auf Gleichheit der Varianzen. Fiir X und Y sei ein normales Zwei-Stichproben-
Modell mit unverbunden Stichproben, also (X,Y)@® (N7, , @ N™

(kx,0%) (uyvl’%))uxyuy€R7UX7ﬂy€R\+O’

adiiquat. Dann hiilt der rechtsseitige Test @, mit ¢, = F(,_1) (m—1),(1-a), der linksseitige Test
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Oro mit ¢ = F(,,_1) (m—1),o und der beidseitige t-Test gogo’cu mit ¢ = F 1) (m-1),(1-a/2) und
Cu = Fn1),(m—1),a/2 2Zu dem entsprechenden Testproblem in Definition §26.29 das Signifikanz-
Niveau v € (0, 1) ein.

§26.48 Beispiel. Betrachten wir die zufélligen Messwerte der abgefiillten Volumen in den 33cl bzw.
75cl Bierflaschen der Abbaye de Rochefort in Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog. Dann erhalten

(2)
wir die Schiitzwerte Ty ~ 32.94, T4 ~ 74.98, 5% ~ 0.74, s\ ~ 0.81, und damit % ~ 0.91.

Unter der Annahme, dass ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit unverbunden S{ichproben
vorliegt, hilt der beidseitige I, ;-Test 4,02070“ mit ¢ = Fyy41,(1-a/2) und ¢, = Fy414/2 das
Niveau « ein. Fir o« = 0.05 erhalten wir F4174170,975 = 1.86 und F41’417.025 ~ 0.54. Da 0.91 €
(0.54,1.86) konnen wir die Hypothese der Gleichheit der Varianzen zum Niveau o = 0.05 nicht
ablehnen. O
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Kapitel 6
Grenzwertsatze

§27 Konvergente Folgen von Zufallsvariablen

Im Folgenden sei (€2, .o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

§27.01 Erinnerung.. Fiir eine Folge reeller Zahlen (z,,),cn existiert der Grenzwert

r = lim z, = lim infz,, = lim supz, € R
n—o0 n—oo n—oo

genau dann, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) 3z € R:limsup,_,, |r — z,| = 0;

(i) VsG]RTO:EIn‘E eEN:VEkmeNmitk,m>n.:|ry —xn <&

(iii) Ve € RTO :dn.eN: kilgzls |2, — x| = sup{|zx — 2| | k,m € Nund k,m > n.} <&

(iv) lim sup |zx — x| = 0,also sup |zx — x| 4 0;
=Xk m>n k,m>n
(v) inf,ey sup |z — x| = 0.
k,m>n
Eine Eigenschaft oder Beziehung wird P-fast sicher (IP-f.s.) genannt, wenn sie bis auf einer [P-
Nullmenge iiberall gilt. Eine reelle Zufallsvariable X auf (2, o7, P), kurz X € <7, besitzt den

Wertebereich R, und ist insbesondere auch eine numerische Zufallsvariable, kurz X € <7, mit

Wertebereich R. -
§27.02 Definition. Eine Folge numerischer Zufallsvariablen (X, ),cy in of konvergiert P-fast sicher,
wenn gilt
X, = lim inf X,, = lim sup X,, = X* P-fis., dassheit, P(X,=X")=1.

n—00 n—00

Wir sagen, die Folge (X, )nen in .27 konvergiert P-f.s. gegen X € o7, kurz , wenn
X =X, = X* P-A£.s. gilt. O

§27.03 Bemerkung. Konvergiert P-f.s. eine Folge numerischer oder reeller Zufallsvariablen (X,),en

und setzen wir X := X,, dann gilt offensichtlich X, P15 X, Dabei legt fast sichere Kon-

vergenz den Grenzwert bis auf Gleichheit fast tiberall eindeutig fest. Achtung, ist (X,,),en
insbesondere eine Folge reeller Zufallsvariablen, also in .2/, dann garantiert im Gegensatz zur
nichsten Definition §27.04 die letzte Definition §27.02 nicht, dass X, € R P-f.s. gilt. O

§27.04 Definition. Eine Folge (X,,),cn reeller Zufallsvariablen in <7 konvergiert P-fast sicher gegen
die numerische Zufallsvariable X € <, kurz , wenn

lim sup| X, — X| =0 P-fs., dasheift P(limsup|X, —X|=0)=1.

n—oo n—oo
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O

§27.05 Cauchy-Kriterium. Eine Folge (X,,)nen reeller Zufallsvariablen in <f konvergiert P-fast si-
cher genau dann, wenn

lim sup Xy — X, = inf sup | Xz — X, =0 P-fs,

n—o0 km>n neN k,m>n

da ( sup | Xy — Xn|)nen eine monoton fallende Folge von Zufallsvariablen ist.
km>n

$27.06 Lemma. Eine Folge (X, )nen in < konvergiert P-fast sicher gegen X € o, kurz X, s, X,
genau dann, wenn eine fiir alle ¢ € R\ﬁ) gilt lim,, o P(sup [X,, — X| > ¢) = 0.

m>=n

§27.07 Beweis von Lemma §27.06. In der Vorlesung. O

§27.08 Lemma. Eine Folge (X, )nen in &/ konvergiert P-fast sicher, genau dann, wenn fiir alle ¢ €
RY, gilt limy, oo P(sup | X, — X,,| > €) = 0.

\O m>=n
§27.09 Beweis von Lemma §27.06. In der Vorlesung. O

§27.10 Definition. Eine Folge (X,,),cn reeller Zufallsvariablen in <7 konvergiert P-fast vollstindig

(P-f.v.) gegen die numerische Zufallsvariable X € o kurz , wenn fiiralle e € RTO
gilt 3o, (P(|X, — X| > ¢) < . O

$27.11 Korollar. Konvergiert eine Folge (X, )nen in &/ P-fast volistindig gegen X € </, also X, P-f.v.
X, dann konvergiert sie auch P-fast sicher gegen X, also X, Pfs. y

§27.12 Beweis von Korollar §27.11. In der Vorlesung. O
§27.13 Lemma. Seien (X,,)nen eine Folge in o7 und (£,,)nen eine Folge in R™ derart, dass die folgen-
den beiden Bedingungen erfiillt sind:
() Sern < 005

(i) Y en P (| Xns1 — Xu| > €,) < o0

Dann konvergiert die Folge (X,,)nen P-fast sicher und es gilt > | Xn11 — X,| < 0o P-fis.

n€N|

§27.14 Beweis von Lemma §27.13. In der Vorlesung. O

§27.15 Definition. Eine Folge (X,,),cn reeller Zufallsvariablen in .o/ konvergiert stochastisch (oder
auch in P-Wahrscheinlichkeit), wenn fiir alle ¢ € R\ﬁ) gilt

lim lim P(|X, — X,|>¢) =0.

n—o0 m—oQ

Die Folge (X,,)nen konvergiert stochastisch gegen die numerische Zufallsvariable X € o, kurz

, wenn fiir alle € € ]RTD gilt lim,, IP’(|Xn - X| > 5) =0. O

§27.16 Bemerkung. Definitionsgemill konvergiert eine Folge (X,,),en stochastisch gegen X genau
dann, wenn die Folge (X — X,,),en stochastisch gegen 0 konvergiert. Dabei legt stochastische
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Konvergenz den Grenzwert eindeutig fest bis auf Gleichheit fast iiberall. In der Tat: Sei X, EiN
X und X,, 5 Y, dann gilt (wegen | X — Y| < | X — X,| + |Y — X,.|) fiir jedes £ > 0

P(|X —Y|>e) <P(X — X,| >¢/2) + P(JY — X,,| > /2) 2= 0.
Alsoist P(|X — Y| > ¢) = 0. O

$27.17 Vorbemerkung.. Nach §27.06 gilt X,, —> X genau dann, wenn SUP, sy [ X — X 50

Genauso konvergiert nach §27.08 (X, )nen P-f.s. genau dann, wenn sup,,,,, | Xn — X, | o
Damit konvergiert (X, ),en stochastisch (gegen X)), sodass aus P-fast sicherer Konvergenz auch
stochastische Konvergenz folgt. Die Umkehrung gilt nicht, aber der nichste Satz gibt eine teil-
weise Umkehrung. O

§27.18 Satz. Fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz, aber nicht umgekehrt. Jede
stochastisch konvergente Folge (X,,),en enthdilt eine fast sicher konvergente Teilfolge (X, ) en.

Fiir X,, & X gilt dann X,,, —=> X.
§27.19 Beweis von Satz §27.18. In der Vorlesung. O

§27.20 Satz von der stetigen Abbildung. Sei h : R — R eine stetige Funktion und sei (X,,)nen eine
Folge in of, die P-f.s. (bzw. stochastisch) gegen eine reelle Zufallsvariable X € of konvergiert.
Dann konvergiert (h(X,,))nen auch gegen h(X) P-f.s. (bzw. stochastisch).

§27.21 Beweis von Satz §27.20. In der Vorlesung. O
§27.22 Definition. Eine Folge (X,,)nen in %, fiir ein p € ETO konvergiert in £, wenn gilt

lim lim [ X, — X,,[|¢ = 0.

n—0o0 Mm—0o0

. o Z o .
Die Folge (X, )nen konvergiert in 2, gegen X € 2, kurz , wenn gilt:

lim || X,, — X[z, = 0.
n—o00 O

§27.23 Bemerkung. Definitionsgemi8 konvergiert eine Folge (X, ),en in £, gegen X genau dann,
wenn die Folge (X — X, ),en gegen 0 in .7, konvergiert. Dabei legt £, Konvergenz den Grenz-

wert eindeutig fest bis auf Gleichheit fast {iberall (Satz §27.26). Weiterhin gilt X,, —> X, so
n—oo

gilt fiir p > 1 insbesondere || X, || ¢, —— || X, O

§27.24 Korollar. Fiir einp € @\2 sei (X, )nen eine in £, konvergente Folge. Dann ist auch fiir jedes
q € (0, p| die Folge (X,,)nen in £, konvergent.
§27.25 Beweis von Korollar §27.24. Die Behauptung folgt direkt aus Korollar §23.03. O
§27.26 Satz.
(1) Fiir jedes p € RQLO ist eine Z,,-konvergente Folge (X,,)nen auch stochastisch konvergent mit

%
P-f.s. konvergenter Teilfolge, wobei der gemeinsame Grenzwert in %, ist. Fiir X,, — X
gilt also X, 5 X
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(ii) Eine Z,-konvergente Folge (X,,)nen konvergiert auch P-f.v., wobei der gemeinsame Grenz-

wert in L, ist. Fiir X, EEND ¢ gilt also X, Povy x
§27.27 Beweis von Satz §27.26. In der Vorlesung. .

§27.28 Beispiel (Beispiel §16.17 (b) forigesetzt.). Sei (X, )nen eine Folge unabhédngiger und identisch-
verteilter (u.i.v.) reeller Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Setzen wir
Sn = p_1 Xig, 0 gilt E(S,) = 0und Var(S,) = 3"}, . Dafirallen € Nmitn > m gilt
Var(S, — Sm) < Yope,, s und Y50 L 225 0, bildet (S,,),en eine konvergente Folge in

%,. Nach Satz §27.26 (i) existiert also S, € % mit S,, LN Ss und damit auch S,, L Seo. O

§27.29 Vorbemerkung.. Unter Verwendung der Markov-Ungleichung §24.07 folgt aus der .Z,-Kon-
vergenz die stochastische Konvergenz, wobei die Umkehrung nicht gilt. Unter der zusétzlichen
Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit gilt dann auch die Umkehrung. O

$27.30 Definition. Eine Familie (X;);cz numerischer Zufallsvariablen in ./ mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge 7 heilit gleichgradig integrierbar, wenn gilt

lim sup E (| X;|Ljx;j>n}) = 0.

n—oo el O

§27.31 Bemerkung. Eine integrierbare Zufallsvariable X € .7}, das bedeutet also E|X| < oo und
somit P(|X| = oo) = 0 (§20.13 (ii)), ist als Familie (X) gleichgradig integrierbar, da mit Hilfe
des Satzes von der dominierten Konvergenz lim,, o0 E (| X |1{jxj5n}) = E(|X[1{x=0c}) = 0
gilt. 0

$27.32 Satz. Eine Familie (X;)iez numerischer Zufallsvariablen in </ mit beliebiger nicht-leerer In-
dexmenge 1 ist gleichgradig integrierbar genau dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen
gelten:

(1) (X,)ier ist beschrankt in £ (S2, o7 ,IP), dass heifst, sup;c7 E(].X;|) < oo,
(i) (X;)iez ist gleichgradig stetig, dass heifst,
Vee RTO 134 € Rto :VA€e o mitP(A) <6, :supE(|X;[14) <e.

i€
§27.33 Beweis von Satz §27.32. In der Vorlesung. O

§27.34 Bemerkung. Die Bedingung §27.32 (ii) ist eine Verallgemeinerung von Lemma §21.09. O

§27.35 Proposition.
(i) Eine Familie (X;);cz in £ mit endlicher Indexmenge T ist gleichgradig integrierbar.
(ii) Sind die Familien (X;);ez und (Y;)jcq in £ gleichgradig integrierbar, dann sind auch
(Xi +Y))iezjeq, (Xi —Y))iez jeg sowie (| X;|)ier gleichgradig integrierbar.
(iil) Ist (X;)iez gleichgradig integrierbar und existiert zu jedem Y;, j € J ein i € I mit
\Y;| < | X5, so ist auch (Y;) e gleichgradig integrierbar.

(iv) Ist (X,)iez in L) eine Familie identisch-verteilter Zufallsvariablen, dann ist (X;);cr gleich-
gradig integrierbar.
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§27.36 Beweis von Proposition §27.35. In der Vorlesung. O

§27.37 Proposition. Ist (X;);cz eine in £, beschrinkte Familie fiir ein p > 1, dass bedeutet
sup;ez|| Xil|», < 00, dann ist (X;)iczr gleichgradig integrierbar.

§27.38 Beweis von Proposition §27.37. In der Vorlesung. O

§27.39 Lemma. Sei (X,,),en eine Folge in £ (X2, o/, P). Dann gilt X, 2,00 genau dann, wenn
(Xn)nen gleichgradig integrierbar ist und X, %o

§27.40 Beweis von Lemma §27.39. In der Vorlesung. O

§27.41 Satz. Fiir ein p € R\o sei (X,)nen eine Folge in Z£,(S), o/ ,P) und X sei eine numerische

Zufallsvariable in <. Dann gilt X, N genau dann, wenn (| X,,|P),en gleichgradig inte-
grierbar ist und X, 5 ox.

§27.42 Beweis von Satz §27.41. In der Vorlesung. O

§27.43 Beispiele. Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der direkten Im-
plikationen (in rot) in §27.44 nicht gelten. Dazu betrachten wir Folgen (X,,),cn von reellen
Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], 2| 0]’ Ujo,1)), sowie p,q € R\O mit
P <q.

(a) Sei X, := 1jp,-1), dann gilt

(X, 7& 0), da || X, |l = inf{e : P(|X,| >¢) =0} = 1;
(X, 5 0), da [ Xall%, =n%

B-f.v.

(X, /= 0), da {|X,| > e} = [0,n7!] fire € (0,1) und {|X,,| > e} = 0 fire > 1,
also P(|X,,| > ¢) = n~!fire € (0,1) und P(|X,,| > ¢) = 0 fiire > 1, so dass
Sonen P(1Xn| > ) =3, cyn !t = oo firallee € (0,1);

(X, =5 0), da {lim sup,,_,. | X,| = 0} = (0,1], also P(lim sup, _,_ | X,| =0) = 1;

(b) Sei X,, := 2"/P1(5-n), dann gilt

(X, 7% 0), da | X[, =1

(X, = 0), da{|X,| > e} = [0,27" fire € (0,277) und {|X,| > e} = 0 fiire > 27/7,
also P(| X,,| > ¢) = 27" fiire € (0,2"?) und P(|X,,| > ¢) = 0 fiir ¢ > 2"/7, so dass

Yonen P Xn| >€) <D ,en2™" =1 < ocofiir alle e > 0;
(c) Sei Xoyj i=2M9T 9k (j11y9-1 mit n = 2% + j fiir j € [0,2% — 1], k € Ny, dann gilt

(X, £5 0), da || X, |2, = 2002k = 1;

(X, 2% 0), da | Xl = 2Dk,

B-f.v.

(X, A~ 0), da{|X,| > ¢} = (j27%, (5 + 1)27¥] fiir e € (0,2¥/%) und {|X,,| > e} =0
fir ¢ > 274, also P(|X,| > &) = 27 fiir ¢ € (0,2%9) und P(|X,,| > ) = O fiir

e > 2" sodass Y, (P(|X,] > ¢) = > keNo 22 ok = = > en, | = oo fiir alle
€ (0,1);
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(X, £ 0), da {lim sup,_,_ |X,| = 0} = {0}, also P(lim sup, .. | X,| = 0) = 0;
(X, 5 0), daP(|X,| >¢) <27 fiiralle £ > 0. O

§27.44 Skizze. Die Gegenbeispiele in Beispiele §27.43 zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der
folgenden direkten Implikationen (in rot) nicht gelten.

inf{e > 0:P(|X, — X| >e) =0} 2220

Ve eRT

\0 > P(1Xn — X| >€) < oo
neN

P(lim sup| X, — X|=0)=1
n— o0

Ve e RT

N nlexP(|Xn —X|[>¢e)=0

§28 Gesetze der groBen Zahlen

In diesem Abschnitt seien stets (2, .o, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,),¢cy eine Fol-
ge reeller Zufallsvariablen in .Z;. Wir definieren fiir jedes n € N die Partialsumme und das
arithmetische Mittel

= zn:Xi und X, =n"1S,.

i=1

Wir setzen Sy := 0. Da X; € £ fiir jedes i € N gilt, konnen wir die zentrierte Folge
(Xy — E(X,)nen = (n7HS, — E(S,)})nen betrachten, das heiBt, fiir jedes n € N gilt
E(X, — E(X,)) = 0. Wir sagen, die Folge (X,,),en erfiillt das schwache bwz. starke Ge-
setz der grofen Zahlen, wenn die zentrierte Folge in P-Wahrscheinlichkeit bzw. P-fast sicher
gegen 0 konvergiert. Damit beschéftigen wir uns in diesem Abschnitt hauptsdchlich mit den
asymptotischen Eigenschaften der Folge (S,,),en. Wir halten fest, dass die zentrierte Folge
(n=S, — E(S,)})nen genau dann konvergiert, wenn fiir jedes feste m € Ny auch die Fol-

e (nYS, —E(S,)} — n{S,, — E(Sim)})nen gegen denselben Grenzwert konvergiert. Da
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offensichtlich

n

n" S —E(Sy) — Sm +E(Sa)} =1 Y (Xi — E(Xy))

k=m+1

gilt, ist das Ereignis
{Die Folge (n '{S, — E(S,)})nen ist konvergent}

asymptotisch bzgl. (X,,),en, dass heiit wie in Definition §16.13 eingefiihrt, ein Element der
asymptotischen o-Algebra. Falls (X,,),cn eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen ist, folgt
aus dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov §16.15, dass entweder mit Wahrscheinlichkeit 1 oder 0
die Folge (n~'{S,, — E(S,)})nen konvergiert.

Gesetz der groBen Zahlen in .%,

§28.01 Satz. Sei (X, )nen eine Folge in % paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen, das heifit
Cov(X,, X;n) = 0fiirallen, m € N, n # m, mit beschrinkter Varianz, also sup,,cy Var(X,,) <
oo, dann gilt

Sn - E Sn .
lim # =0 P-fs.undin %.
n—00 n
§28.02 Beweis von Satz §28.01. In der Vorlesung. O

§28.03 Korollar. Sei (X,,),en eine Folge unabhdngiger und identisch-verteilter reeller Zufallsvaria-
blen mit X1 € %, dann gilt

lim X, = lim & =E(X;) P-fs.undin %,.

n—00 n—oo M

§28.04 Beweis von Korollar §28.03. Die Aussage folgt direkt aus Satz §28.01. O

§28.05 Bemerkung. Wir werden zeigen, dass fiir fast-sichere Konvergenz Integrierbarkeit ausreicht.
O

Gesetz der groBBen Zahlen in ¥,

§28.06 Lemma. Seien (X, )neny und (Y, )nen zwei Folge reeller Zufallsvariablen derart, dass
Y onen P(Xy #Y)) < oo gilt, dann gilt auch ), | X, — Yy| < 0o P-f.s. und somit

1 [ & P-fs.
(3w 3w e
k=1 k=1
§28.07 Beweis von Lemma §28.06. In der Vorlesung. 0

§28.08 Bemerkung. Betrachten wir Folgen (X,,),en und (Y7,),eny Wie in §28.06, so erfiillt (X,,),en
das starke Gesetz der groen Zahlen, wenn wir es fiir die Folge (Y},),cn zeigen konnen. O

§28.00 Lemma. Sei (X,,)nen eine Folge identisch-verteilter reeller Zufallsvariablen mit X, € 4.

Fiir die Folge (Yy,)nen mit Y, = X, 1 |x,|<n} gilt dann X,-Y, Biso,
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§28.10 Beweis von Lemma §28.09. In der Vorlesung. O

§28.11 Lemma. Sei (X,,),en eine Folge unabhiingiger und identisch-verteilter positiver reeller Zu-
fallsvariablen mit E(X,) < oo. Fiir die Folge (X ,)nen gilt dann X, s, E(X)).

§28.12 Beweis von Satz §28.13. In der Vorlesung. O

§28.13 Starkes Gesetz der groBien Zahlen. Sei (X,,),cn eine Folge unabhiingiger und identisch-
verteilter reeller Zufallsvariablen. Falls X, € &, ist, dann gilt

lim X, = E(X,) P-fs.undin 4.

n—o0
§28.14 Beweis von Satz §28.13. In der Vorlesung. O

§28.15 Satz. Sei (X,,)nen eine Folge unabhdngiger und identisch-verteilter reeller Zufallsvariablen.
(i) Falls E(X,) = oo ist, also E(X| ) < oo, gilt auch X, B .
(ii) Falls E(X,) = —occ ist, also E(X;") < oo, gilt auch X, sy .
(iii) Falls E(|X,|) = oo ist, so gilt auch lim sup,, . |X,| = co P-fs..
§28.16 Beweis von Satz §28.15. In der Vorlesung. O

§28.17 Bemerkung. Ist (X,,),en eine Folge unabhingiger und identisch-verteilter reeller Zufallsva-

riablen, so konvergiert also die Folge (X, ),eny P-f.s. gegen eine endlichen Grenzwert genau
dann, wenn X integrierbar ist. O

Unabhangigkeit und Konvergenz in %,

Sei (X,,)nen eine Folge in .%. Wir suchen Bedingungen, sodass die zentrierte Folge (.S, ) en
mit S, := S, —E(S,) = > (X; —E(X;)) = >, X;,n € N, in % und P-f.s. konvergiert.
Die Konvergenz in .% ist einfach.

§28.18 Satz. Sei (X, )nen eine Folge in %> paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen, das heifst
Cov(X,, Xm) = 0 fiir alle nym € N, n # m, mit summierbaren Varianzen, das heif’t,

> en Var(X,) < oo, dann existiert S., € % mit S, — E(S,,) 2, So..
§28.19 Beweis von Satz §28.18. In der Vorlesung. O

§28.20 Ungleichung von Kolmogorov. Sei (X,,),cn eine Folge in %> unabhiingiger reeller Zufalls-
variablen. Fiir alle € € R\ﬁ) und fiir alle n € N gilt dann:

1
P( max [Sy —E(Sk)| > ¢) < EVar(Sn).

ke[1,n]
§28.21 Beweis von Lemma §28.20. In der Vorlesung. |
§28.22 Bemerkung. Fiir n = 1 erhalten wir die Tschebischeff Ungleichung §24.08. O
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§28.23 Satz. Sei (X,,)nen eine Folge in £, unabhiingiger reeller Zufallsvariablen mit summierbaren

Varianzen, dss heifit, >, Var(X,,) < oo, dann existiert S., € £, mit

lim {S, —E(S,)} = S

(e}
n—o0

P-f.s. und in %,.

Weiterhin gilt So, = >, (X, — E(X,,)) P-fss..
§28.24 Beweis von Satz §28.23. In der Vorlesung. O

§28.25 Beispiel (Beispiel §27.28 fortgesetzt.). Sei (Y;,)nen eine Folge unabhingiger reeller Zufallsvaria-
blen mit P(Y,, = 1/n) = P(Y,, = —1/n) = 1/2. Fiir jedes n € N gilt dann E(Y,,) = 0 und
Var(Y,) = - und somit ), _ Var(Y;,) < oco. Nach Satz §28.23 konvergiert S, = >_,_, Y} in
%, (wie in Beispiel §27.28 schon gezeigt) und auch P-f.s.. O

§28.26 Ungleichung von Lévy-Ottaviani. Fiir n € N seien (X;);cp1,,] unabhdngige reelle Zufallsva-
riablen. Fiir alle a,b € RTO gilt dann:

P(]S,| = b
P( max [Sy| = a+b) < (15 > b) .
ke[1,n] 1 — max ]P’(|Sn — S| > a)
ke[l,n]
§28.27 Beweis von Lemma §28.26. In der Vorlesung. O

§28.28 Lévy’s Aquivalenzsatz. Sei (Xn)nen eine Folge unabhdngiger reeller Zufallsvariablen. Dann
sind dquivalent:

(i) (Sn)nen konvergiert fast sicher;

(i) (Sp)nen konvergiert stochastisch.
Andernfalls ist (S,)nen divergent mit Wahrscheinlichkeit Eins.

§28.29 Beweis von Satz §28.28. In der Vorlesung. O

§28.30 Dreireihensatz von Kolmogorov. Sei (X,,),cn eine Folge unabhiingiger reeller Zufallsvaria-
blen. Dann konvergiert die Folge der Partialsummen (S,,),cn P-f.s. genau dann, wenn die fol-
genden drei Bedingungen (fiir irgendein ¢ € RQLO und damit fiir alle) gelten:

1) Y en P X0 > €) < ooy
(i) D, ey E(Xn1qix, <)) konvergiert;
(111) ZnEN Var(XnﬂﬂXnKa}) < Q.

§28.31 Beweis von Satz §28.30. Klenke [2012], Satz 15.50, S. 332. O

§28.32 Beispiel (Beispiel §28.25 fortgesetzt.). Sei (Y, )nen eine Folge unabhéngiger reeller Zufallsva-
riablen mit P(Y,, = 1/n) = 1 —P(Y,, = —1/n) = p € [0,1]. Fir jedes k£ € N gilt dann
E(Yil{p<3) = 2 und somit konvergiert > | E(Yil{y<13) = (20 — 1) >j_, + genau
dann, wenn p = 1/2 gilt. Nach Satz §28.30 konvergiert S, = > __, Y, P-f.s. also genau dann,
wenn p = 1/2 gilt. O
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§29 Konvergenz in Verteilung

§29.01 Vorbemerkung. Fiir Zufallsvektoren X, X, X5, X3, ... auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(92, o7, P) mit Werten in (R*, 2*) versehen wie bisher mit dem euklidischen Abstand d(z,y) =
|z — y|| fir z,y € R¥, kurz X und (X,,),cn aus o7*, sagen wir (X,,),en konvergiert gegen X
stochastisch bzw. P-fast sicher, wenn die Folge (|| X, — X || )en der Abstinde stochastisch bzw.
[P-fast sicher gegen Null konvergiert. Wir schreiben dann ebenfalls X, 5 X bzw. Xn EREN
X. Wir halten fest, dass diese Konvergenzbegriffe direkt die Differenz X,, — X verwenden.
Hiufig interessieren wir uns nur fiir die von X,, bzw. X induzierten Verteilungen auf (R*, %*).
Bemerkenswert hier bei ist, dass es fiir die folgende Konvergenz in Verteilung méglich ist, dass
die Zufallsvariablen X, und X nicht auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind,
da diese nicht direkt die Differenz X,, — X verwendet.

Im Folgenden bezeichnen wir mit C, := C,(R*) die Menge aller beschriinkten, stetigen, reellen

Funktionen auf R*. Fiir h € C, ist somit ||A||o = sup,cps [h(z)] < o0, so dass fiir jedes
WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %), kurz P € W(%"), gilt C, C L (R*, B P). O
§29.02 Definition.

(a) Eine Folge (P,),cn von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R*, %) konvergiert schwach ge-
gen ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R*, %*), wenn lim,,_,, Ep, (k) = Ep(h) fiir alle

h € C, gilt. Wir schreiben kurz oder P = w-limP,,.

n—oo

(b) Eine Folge (X,,),cn von R*-wertigen Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen einen
R*-wertigen Zufallsvektor X, kurz , wenn lim E(h(X,)) = E(h(X)) fiir alle
n—oo
h € Cy, also PX = w-lim PX» gilt.

n—oo
Fiir eine Folge (X,,),en definieren wir Konvergenz in Verteilung mit einem Wahrscheinlich-
keitsmal} P als Grenzwert, kurz , allgemein durch P*» 4 P ]

$29.03 Beispiel. Seien (a,)nen und (b,,),en konvergente Folgen in R bzw. R* mit Grenzwerten a € R
und b € R*, also a, — a und b,, —= b. Fiir jeden R¥-wertigen Zufallsvektor X gilt dann

apX + by, Ly 4X + b. In der Tat: fiir h € Cy impliziert die Stetigkeit von h, dass h(a, X (w) +
by) =2 h(aX (w) + b) fiir alle w € Q gilt. Da ||h|, < oo eine integrierbare Majorante ist,
folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz E (h(a,X + b,)) I E (h(aX +1)).
Achtung: P, & P impliziert nicht P,,(B) =5 P(B) fiir alle B € %"*. In der Tat: setzen
wir a, = a = 0, so gilt §,, =: P, = P := §,, wihrend fiir b, # b fiir alle n € N gilt

Pn({b}) = 0# 1 =P({b}). =

§29.04 Anmerkung. Es folgen Charakterisierungen der schwachen Konvergenz. Wir erinnern dar-
an, dass wir kurz h € %" fiir eine Borel-messbare Funktion & : R¥ — R schreiben. Mit
Uy,:= {x € R* : hist nicht stetig in x} bezeichnen wir die Borel-messbare Menge aller Unste-
tigkeitsstellen von h. Weiterhin heiit eine Funktion f : R¥ — R Lipschitz-stetig, wenn ein

L € Ry, existiert mit | f(2) — f(y)| < L|jz — y|| fir alle 7,y € R*. Ist B € %", so bezeichnen

wir mit B den Abschluss von B, mit B” das Innere und mit 0B= B\ B den Rand von B. ©

$29.05 Lemma (Portmanteau). Fiir Wahrscheinlichkeitmafe P, P,, € W(%*), n € N, sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:
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(i) P, = P.

(ii) Fiir jede beschrénkte Lipschitz-stetige Funktion h : R* — R gilt lim,,_,o Ep,_(h) = Ep(h).
(iii) Fiir jede beschrinkte Funktion h € 2* mit P(Uy,) = 0 gilt lim,, o Ep, (k) = Ep(h).

(iv) Fiir jedes abgeschlossene Ereignis A € %* gilt lim sup,,_, . P,(A) < P(A).

(V) Fiir jedes offene Ereignis O € %" gilt lim inf,,_,o, P,,(O) = P(O).

(vi) Fiir jedes Ereignis B € %"* mit P(0B) = 0 gilt lim,,_,, P,(B) = P(B).

§29.06 Beweis von Lemma §29.05. In der Vorlesung. O

§29.07 Satz von Slutzky. Seien X, X, und Y,, n € N, Zufallsvektoren. Konvergiert (Y, ),en in Ver-
teilung gegen X, also Y, DX , und konvergiert (X, — Y, )nen stochastisch gegen Null, also
| X — Yo %5 0, dann konvergiert (X1 )nen in Verteilung auch gegen X, also X, 2 X,

§29.08 Beweis von Satz §29.07. In der Vorlesung. O

§29.00 Korollar. Konvergiert eine Folge (X, )nen von Zufallsvektoren gegen einen Zufallsvektor X

stochastisch, also X, L X, so auch in Verteilung, also X, DX , aber die Umkehrung gilt

nicht.
§29.10 Beweis von Korollar §29.09. Die Aussage folgt (mit Y,, := X)) direkt aus Satz §29.07. O
§29.11 Beispiel. Sei Z ~ N ). Setzen wir X,, := Z firn € Nund X := —Z, dann gilt X, 2,
X, wihrend fiir alle ¢ € RTO die Wahrscheinlichkeit P(|X,, — X| > ¢) = P(2|Z] > ¢) =
20(—¢/2) > 0 fiir n — oo nicht gegen Null konvergiert. m

§29.12 Korollar. Eine Folge (X,,)nen von Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen eine Kon-

stante a € R¥, also X,, 2> a, genau dann, wenn lim, o P(|| X, —al| > ¢) = 0fiiralle c € RQLO
gilt.

§29.13 Beweis von Korollar §29.12. In der Vorlesung. 0

§29.14 Bemerkung. In der Situation von Korollar §29.12, sagen wir, dass (X,,),en gegen a stocha-

stisch konvergiert und wir schreiben auch kurz X,, — a, selbst wenn die Zufallsvariablen nicht

tiber dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. O

§29.15 Satz von der stetigen Abbildung. Sei h : R* — R™ Borel-messbar mit (Borel-messbarer)
Unstetigkeitsmenge Uj,.

(i) SeienP,P, € W(%"*), n € N, Wahrscheinlichkeitmafe mit P(Uy,) = 0 und P,, % P. Dann
giltP,oh ™' =P S PP =Poh,

(i1) Sei (X, )nen eine Folge Zufallsvektoren, die in Verteilung gegen einen Zufallsvektor X
konvergiert, also X, 2> X. Ist P(X € U,) = 0 so konvergiert (h(X,,))nen auch gegen
h(X) in Verteilung, also h(X,,) EEN h(X).

§29.16 Beweis von Satz $29.15. Der Beweis von (i) ist eine Ubungsaufgabe, und (ii) ist nur eine Um-
formullierung von (ii). O
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$29.17 Korollar. Sei ((X,,Y;,))nen eine Folge von R¥ ™ -wertigen Zufallsvektoren, X ein R*-wertiger
Zufallsvektor und a € R™ eine Konstante. Falls X, Dox (in R¥) und Y, LN (in R™), so gilt
(X0, Yn) 2, (X,a), imFallk =m, X,, + Y, Ly X + a sowie im Fall m = 1, Y,.X, DX,

§29.18 Beweis von Korollar §29.17. In der Vorlesung. O
§29.19 Satz (Delta Methode). Seien (X, )nen eine Folge reeller Zufallsvariablen, X eine reelle Zufalls-
variable, x € R eine Konstante und (a,,),en eine Folge in RTO mit a,, 7% oo, derart dass

an (X, — ) D X. Dann gilt X, By ». Ist weiterhin f € 2 differenzierbar in x, so gilt

an(f(X0) = f(2)) = an(X, — 2)f'(2) = 0

und somit auch

an(f(X,) = f(2)) D f(2)Y.

§29.20 Beweis von Satz §29.19. In der Vorlesung. O

§29.21 Definition. Eine Folge (F,,),cn von Verteilungsfunktionen auf R konvergiert schwach gegen
eine Verteilungsfunktion F auf R, kurz , falls fiir alle € R \ U an denen I also

n—oo

stetig ist (Stetigkeitspunkte von F) gilt F,,(z) —— F(x). O

§29.22 Satz. Fiir reelle Zufallsvariablen sind dquivalent:
(i) Xn = X;
(ii) Die Verteilungsfunktionen erfiillen FX» 25 FX,

§29.23 Beweis von Satz §29.22. In der Vorlesung. O

§29.24 Beispiel.
(a) Sei (0,)nen eine Folge in R mit o, 2% 0. Firn € Nsei X, ~ N 0.2), dann gilt
\0 (0,03)
X, 2 8 = Nio.)-

(b) Seien X und X,, n € N, diskrete Z-wertige Zufallsvariablen, so gilt X, 2> X genau
n—oo

dann, wenn fiir die Zihldichten p*~(z) —— p~ (2) fiir alle z € Z gilt. Somit besagt der
Poissonsche Grenzwertsatz $§04.09 Bingy, ;) = Poi, fiir NPn 222> 0.

(c) Sei (U;);en eine Folge unabhingiger und identisch Ulo,1y-verteilter Zufallsvariablen. Fiir
jedes n € N besitzt dann X,, := nmin;e[; ) U; die Verteilungsfunktion FXe(z) =1 —

{(1 = /n) Vv 0}" fiir z > 0. Damit folgt nmin;cp y U; = Exp,. Da 1 — Uy ~ Upy gilt
auch n(1 — max;e,,) Us) 2, Exp;.

(d) Fir @ e RTO sei (X;);en eine Folge unabhingiger und identisch Uy g-verteilter Zufallsva-
riablen. Da U; := 1 — %Xi ~ Up,y gilt 5(0 — mazicpn Xs) 2, Exp;. O

§29.25 Auswahlsatz von Helly. Sei (P,,),cn eine Folge von Verteilungen auf (R, %) mit entsprechen-
den Verteilungsfunktionen (F,,)nen. Dann existiert eine Teilfolge (F,, )ren und eine monoton

wachsende und rechtsstetige Funktion F : R — [0, 1] mit F,,, LN F(x) fiir alle x € R\ Up.

§29.26 Beweis von Satz §29.25. In der Vorlesung. 0
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§29.27 Beispiel.
(a) Sind (P,),en Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, %) mit Verteilungsfunktionen (F,,),cn, S0
folgt aus P,, = P nach Satz §29.22, dass F,,(z) — F(x) an den Stetigkeitspunkten x von
[ gerade fiir die Verteilungsfunktion F von P gilt.
(b) Fiirn € Nsei P, = Uy, ,41) mit Verteilungsfunktion IF,,, so gilt F,, () 7% 0 fiiralle 7 €
n—ro0

R. Fiir P, = N(o ) gilt F,,(x) —— 1/2 fiir alle € R. Die Funktion IF im Auswahlsatz
von Helly ist hier jeweils keine Verteilungsfunktion. O

§29.28 Definition. Eine Familie 7P von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, %) heilit gleichgradig straff,
wenn fiir jedes ¢ € R\, ein K. € R existiert mit suppcp P([~ K., K.|°) < e, O

§29.29 Bemerkung.

(i) Eine Familie P von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, %) mit entsprechender Familie F
von Verteilungsfunktionen ist gleichgradig straff genau dann, wenn

lim supF(z) =0 wund lim inf F(z) =1

T>—OFeF r—oo FEF
gilt. In der Tat, es geniigt zu bemerken, dass fiir y > z > 0 gilt

F(—y)+1—F(z) <P([—z,2]°) <F(—z) +1—F(x).

(i1) Jede endliche Familie P von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, £) ist gleichgradig straff.
O

§29.30 Beispiel. Sei (P,,),cn eine schwach konvergente Folge von WahrscheinlichkeitsmafBen auf (R, %),
etwa P 2 PP, und bezeichne I die Verteilungsfunktion von IP. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R(ro
einx € ]RTO, derart dass F(—x) < ¢/4,F(z) > 1 —¢/4 und IF ist stetig in « und —z. Dann folgt

n—oo

P.([—z,z]) — F(z)—F(—xz) > 1—¢/2. Damit existiertein N € NmitP,([—z,z]) > 1—¢
fiir alle n > N. Weiterhin existiert auf Grund der o-Stetigkeiteiny > z mit P, ([—y,y]) > 1—¢
fir alle n € [1, N — 1]. Somit gilt P,,([—y, y]°) < ¢ fur alle n € N und (P,),en ist also straff.

O

§29.31 Korollar. Sei (P,,),cn eine gleichgradig straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmafsen auf (R, A).
Dann existiert eine Teilfolge (ny,)ren und ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, %) derart, dass
P, — P gilt.

§29.32 Beweis von Korollar §29.31. In der Vorlesung. O

§30 Charakteristische Funktionen

§30.01 Vorbemerkung.. Im Folgenden bezeichnet C = {x + iy | z,y € R} den Korper der komple-
xen Zahlen. Fiir eine komplexe Zahl z = = + iy € C bezeichnen Re(z) = z und Im(z) = y
den Realteil bzw. den Imaginirteil von 2z, Z = x — iy die zu z komplex konjugierte Zahl,
und |z| = /22 + y? den Betrag von z. Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C
ist definiert durch exp(z) = exp(z)(cos(y) + isin(y)) oder dquivalent durch die Potenzreihe
exp(2) = D ,en, #"/n!. Wir bezeichnen mit % die Borel-o-Algebra iiber C, wobei wir wie
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iiblich jede komplexe Zahl z = x + iy mit (z,y) € R? identifizieren. Sei (2, &, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Abbildung Z : €2 — C heifit komplexe Zufallsvariable, wenn sie
o/ -PBc messbar ist. Eine notwendige und hinreichende Bedingung ist, dass X = Re(Z) und
Y = Im(Z) reelle Zufallsvariablen sind. Wir sagen Z = X + Y € £}, wenn X, Y € &
gilt. In diesem Fall definieren wir E(Z) := E(X) 4 {E(Y). Offensichtlich gilt Z € ., genau
dann, wenn fiir die reelle Zufallsvariable | Z| gilt | Z| € £} und insbesondere |[E(Z)| < E(|Z]).
Die Erwartung E : 4 — C ist linear. Weiterhin, gilt fiir die komplex konjugierte Z von
7 € C,dass Z € 4 genau dann, wenn Z € %}, und in diesem Fall E(?) = E(Z). Wenn
weiterhin 77, Z, unabhingige komplexe Zufallsvariablen in -] sind, dann gilt 7, Z5 € £} und
E(Z,75) = E(Z1)E(Zy). O

$30.02 Definition.
(a) Fiir eine reelle Zufallsvariable X bezeichnet : R — C mit

u s x(u) = E(e"™") = E(cos(uX)) + iE(sin(uX))

die charakteristische Funktion von X.

(b) Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R, %) bezeichnet : R — C mit
u— pp(u) = / " P(dz) = / cos(uX)P(dx) —i—i/ sin(uX)P(dx)
R R R

die charakteristische Funktion von P. O

$30.03 Lemma. Eine charakteristische Funktion px ist gleichmdfig stetig auf R und erfiillt:
() |px(u)] < 1fiir jedes u € Rund ¢x(0) = 1;
(1) paxip(u) = e™px (au) fiir alle u,a,b € R;
(i) p_x(u) = ch—(u) fiir alle u € R, sodass PX = P~X genau dann gilt, wenn px reell ist.

§30.04 Beweis von Lemma §30.03. In der Vorlesung. O

§30.05 Lemma. Es gilt ¢, 5(u) = op(u)ps(u) fiir alle v € R, somit fiir unabhdngige reelle Zufalls-
variablen X,Y also ox iy (u) = px(u)py (u) fiir alle u € R.

§30.06 Beweis von Lemma §30.05. In der Vorlesung. O

§30.07 Beispiel.
(a) ¢p,(u) = (pe™ + 1 — p) sowie PBin,, (1) = (pe™ +1—p)
(b) @poi, (u) = exp(A(e™ — 1));
(©) @upyy(u) = sin(u)/u;
—U i, —0 'LL2
(d) PNy, (1) = */2 und goN(%ﬂ)(u) = elUte /2, O

§30.08 Lemma. Fiir allet € Rundn € N gilt

a e ()"
© - !

—_

ot

T

0
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§30.09 Beweis von Lemma §30.08. In der Vorlesung. O

§30.10 Lemma. Sei X eine reelle Zufallsvariable in £, fiir ein m € N. Dann ist px m-mal stetig
differenzierbar und fiir alle k € [0, m] und u € R gilt ') (u) = E ((iX)ketX).

§30.11 Beweis von Lemma §30.10. In der Vorlesung. O

§30.12 Eindeutigkeitssatz. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (R, 2). Fiir a,b € R mit a < b gilt
die Inversionsformel

P((0.0) + $P(a)) + 2P0H = & i [ el

Insbesondere sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafie mit derselben charakteristischen Funktion
identisch.

§30.13 Beweis von Satz §30.12. In der Vorlesung. O

§30.14 Bemerkung. Seien X und (X,),cn reelle Zufallsvariablen mit entsprechenden charakteristi-
schen Funktion ¢y und (¢x, )nen. Da fiir jedes u € R die Abbildung z — €™ stetig und

beschréinkt ist, folgt aus X,, = X auch oy, (u) = E(eitXn) 222 B (X)) = oy (u) fiir alle
u € R. m|

§30.15 Stetigkeitssatz von Lévy. Sei (IP,,),cn eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, %)
mit entsprechenden charakteristischen Funktionen () nen. Existiert eine Funktion) : R — C,
die stetig in Null ist derart, dass p,(u) == 1 (u) fiir alle u € R (punktweise) gilt, dann ist
W = p, die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies P auf (R, %), und es
gilt P, = P.

§30.16 Beweis von Satz §30.15. In der Vorlesung. O

§30.17 Beispiele.

(a) Sei (p,)nen eine Folge in [0, 1] mit np, —— X\ > 0. Mit Beispiel §30.07 (a) und (b) gilt
dann punktweise PBing, ) LEEN ©poi, - Der Stetigkeitssatz von Lévy §30.15 impliziert

daher den Poissonschen Grenzwertsatz $04.09 Bing, j,) 2 Poi,.
(b) Firn € Nsei S, ~ Bing,,) mit p € (0,1). Dann ist S} := —Snm_ gtandardisiert, dass

3/ np(1-p)

hei3t, zentriert mit Varianz Eins. Fiir ¢ := 1 — p gilt
s () = (pe /NPT 1 o=\ _ (1 o2 /(21) + 1 /)",

mit 7, AERACN 0, sodass punktweise g LA PNy Mit §30.15 folgt so S L No,1)-
(c) Sei (X,)nen eine Folge unabhingiger und Uj_; jj-verteilter Zufallsvariablen. Dann gilt
E(X;) = 0 und Var(X;) = 1/3. Die standardisierte Summe S} = \/%ZZ:1 X}, hat
die charakteristische Funktion
sin(v/3u//n)
pss(u) = | —=———-
Vi3u/\/n

mit r,, = 0. Es folgt wiederum S 2, No.1)- O

) = (1 —u?/(2n) +ra/n)"
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§31 Zentrale Grenzwertsatze

§31.01 Erinnerung. Wie in Beispiele §04.08 (c) bezeichnet ® die Verteilungsfunktion einer Standar-
normalverteilung N g 1. O

§31.02 Zentraler Grenzwertsatz. Sei (X,,),cn eine Folge unabhiingiger und identisch verteilter (u.i.v.)
reeller Zufallsvariablen in £, mit ji = E(X;) und o := Var(X;) € RTO. Dann erfiillt die
standardisierte Summe

"X, — 0o
* . 1 ?
Sn = Z — N(071)-
i=1

g

Insbesondere gilt fiir a,b € R mit a < b also P(a < S* < b) == &(b) — ®(a).

§31.03 Beweis von Satz §31.02. In der Vorlesung. O

§31.04 Bemerkung. Mit Hilfe von Korollar §29.17 gilt unter den Voraussetzungen des zentralen Grenz-
wertsatz \/n[X,, — i EEN N(0,02)- O

§31.05 Definition.

(a) Fir jedes n € N seien (X, ;) je[1,n] reelle Zufallsvariablen in %,. Wir nennen die Fami-
lie (X,,;) je[1,n],neN €In standardisiertes Dreiecksschema, wenn folgende Bedingungen fiir
jedes n € N erfiillt sind:

(i) Die Familie (X, ;);jc[,n] ist unabhingig;
(i) E(X,,;) = 0 fir jedes j € [1,n] und > 7_, Var(X, ;) = 1.

(b) Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) jel,n],nen erfillt die Lindeberg-Bedingung, wenn
fiir jedes 0 € RTO gilt, dass

Jim Zl E(Xr;10x,,020) =0
=

(c) Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) ;e n] nen erfiillt die Lyapunov-Bedingung, wenn
fiir ein § € R\ﬁ) gilt, dass

lim Y E(|X,,[*") =0.
n—0o0
j=1

§31.06 Beispiel.

(a) Sei (Y, )nen eine Folge unabhingiger und identisch verteilter (u.i.v.) reeller Zufallsvaria-
blen in .%. Setzen wir y1 := E(Y1), 0 := Var(¥1) € R{jund X,,; := (Y; — p1)/(0v/n)
fuirn € Nund j € [1,n], soist (X, ;) je[1,n],nen €in standardisiertes Dreiecksschema, das
der Lindeberg-Bedingung geniigt, da fiir alle 6 € ]RTO

ZE(X%J'E{‘XnJl%}) =0 "E((Y1 - N)Zl{\yl—u|>5a\/ﬁ}) == 0.
j=1
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(b) Sei (Y,,)nen eine Folge unabhingiger und standardisierter reeller Zufallsvariablen, die fiir
ein 0 € RQLO in %, s beschrinkt ist, dass heiBt, sup, .y E(]Y,|*™°) < oo. Setzen wir

X = Y;/y/nfirn € Nund j € [1,n], soist (X, ;)jcpn)nen ein standardisiertes
Dreiecksschema, das der Lyapunov-Bedingung geniigt, da

ZE“X”JP”) = n*175/2ZE(|Yj|2+5) < nfa/z SUPE(’YHZM) n—00 0.
=1 =1 jeN

(c) Wie in Beispiel §28.25 sei (Y},),en ein Folge unabhingiger reeller Zufallsvariablen mit
P(Y, = —1/n) =1/2 =P(Y,, = 1/n) fiir alle n € N. Setzen wir 02 := Y ,_, Var(¥}) =
S k2 % 02 = 72/6und X,,; = Yj/o, fir j € [1,n] und n € N, so ist
(X)) je[1,n],nen €in standardisiertes Dreiecksschema, dass der Lindeberg-Bedingung nicht
geniigt, da fiir alle § € (0,0}), also do,, < 0,,/04 < 1, gilt:

& SN | 1 1
D EX Nixs0) = D g Liasien = =5 = 5 >0

o 2 2
. . 0 (¢
]_1 ]_1 j n n

§31.07 Lemma. Ein standardisiertes Dreiecksschema, das der Lyapunov-Bedingung geniigt, erfiillt
auch die Lindeberg-Bedingung.

§31.08 Beweis von Lemma §31.07. In der Vorlesung. O

§31.09 Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg (1922). Sei (X, ;) c[1,n]nen €in standardisiertes
Dreiecksschema, dass der Lindeberg-Bedingung geniigt, so gilt fiir (die Zeilensumme) S =

n D
2j=1 Xnj = Ny
§31.10 Beweis von Satz §31.09. In der Vorlesung. O

§31.11 Definition. Sei (X,,),en eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter reeller Zufallsvaria-
blen. Fiir jedes n € N heifit das Wahrscheinlichkeitsmaf3 = % > i, 0x, empirische Ver-
teilung oder empirisches Wahrscheinlichkeitsmaf3, sowie die entsprechende Verteilungsfunktion

= 23 Lcoow)(Xi), @ € R, empirische Verteilungsfunktion. O

§31.12 Satz. Fiir alle x € R gilt lim,,_,o F,,(x) = F(2) P-f.s. mit F(x) = P(X; < ). Fiirallex € R
mit F(z) € (0,1) gilt

D
Vi (Fu(z) = F(2)) = Nop@a-5@)-
§31.13 Beweis von Satz $31.12. Ubungsaufgabe. 0

§31.14 Satz von Glivenko-Cantelli. Die empiriscvhe Verteilungsfunktion konvergiert gleichmdpfig fast
sicher gegen die wahre Verteilungsfunktion:

lim sup|F,(z) — F(z)|=0 P-fs..

n—oo z€ER

§31.15 Beweis von Satz §31.14. In der Vorlesung. O
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§32 Statistische Inferenz: asymptotische Eigenschaften

Sei Pg eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem messbaren Raum (X,.%). Im
Folgenden betrachten wir eine Folge (.X;);cn unabhingiger und identisch-verteilter X'-wertiger
Zufallsvariablen mit identischer Randverteilung aus Pg. Fiir jedes n € N ist die Zufallsvaria-
ble X (") = (X)ieq1.0) also addquat durch das statistische Produktexperiment (X", %" Pg)
beschrieben. Wir schreiben kurz (), & P. Fiir jedes § € © bezeichnet im Folgenden [
stets die Erwartung bzgl. Pj. Weiterhin sei 7 : © — [' C R ein identifizierbarer abgeleiteter
Parameter und fiir jedes n € N sei 7, : X' — [" ein Schitzer fiir 7, also 7, € .F".

§32.1 Konsistenz und asymptotische Verteilung eines Schatzers

§32.01 Definition. Die Folge von Schitzern (7,,),en fiir v heifit

(a) (schwach) konsistent, wenn 7, o, ~(0) fiir jedes 6 € O gilt;

(b) stark konsistent, wenn 7, Lots, ~(0) fiir jedes 6 € O gilt;

(¢) Z-konsistent, wenn 7, ZeEo), ~(0) fiir jedes 6 € O gilt.

Ist 7, € Z(Py) fir alle € © und n € N, so heilit 7,, asymptotisch erwartungstreu (unver-
fiilscht) wenn Biasg (5, — v(8)) =% 0 fiir jedes 6 € O gilt. O

§32.02 Sprechweise. Zum Beispiel meint ,,7, ist konsistent stets, dass die Folge von Schitzern
(3 )nen konsistent ist. .

§32.03 Beispiel. Sei (X;);en eine Folge unabhingiger und identisch verteilter reeller Zufallsvariablen
mit endlichem k-ten Moment, also (X;);en @ W, Fiir I € [1, k] sind dann das empirische [-te

Moment = 13" X! und das zentrierte empzrlschel te Moment JUAS = * = (X —
mW)!, unter der unreahstlschen Anahme, dass m? bekannt ist, stark konszstente Schditzer fur
das I-te Moment m) bzw. das zentrierte I-te Moment M ®. In der Tat, fiir (X;);eny ~ PV mit
P € W, sind (X!);en und (Y});en mit Y; := X; — m()(P) Folgen unabhingiger und identisch

verteilter reeller Zufallsvariablen in %, (P), so dass mit dem starken Gesetz der grofien Zahlen

§28.13 gilt m\) = Xt 2 @ (IP) bzw. MY = Yl —% i MO (P). Ist m™) nicht bekannt,
so ist der Momentenschditzer Q& - = 15 (X — s ))l ein stark konsistenter Schiitzer fiir
das zentrierte I-te Moment M (). In der Tat, fiir (X;);eny ~ PN mit P € W, gilt v — ¢
Sy () (mO (@)=Y LS ¥, wobei fiir jedes j € [1, 1] gilt (m®(P) — ) =
Ound 1570 Y/ —% Bsy M =9)(P). Mit dem Satz von der Stetigen Abbildung $27.20 folgt

damit auch V" =5 17O (), o

$32.04 Beispiel. Sei (X;)ien @ (UI[\}‘) 9]) yen+ - Der MLS 0, = max;e[,,) X; unterschitzt im Mittel ¢
K \0
mit Biasg(,,) = —6/(n + 1) (vgl. Beispiel §26.16). Da Biasg(f,,) ~—— 0 ist 6,, asymptotisch

erwartungstreu. Da fiir den mittleren quadratischen Fehler MSEg(é\n) = = +22)9(2n Yy %00
fiir jedes 6 € O (vgl. Beispiel §26.18 (a)) gilt, ist der MLS én %-konsistent und somit auch
(schwach) konsistent ist. o
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§32.05 Bemerkung. Fiir eine Folge von Schiitzern (7, ) ey filr v in % (IPy) gilt mit Hilfe der Bias?-
Varianz-Zerlegung (vgl. Satz §24.06) MSEy(7,,)= E§ (3, — 7(0))? =Vary(7,,) + (Biasy(7,))>.
Damit ist 7, genau dann .%-konsistent, wenn Varg(7,) —— 0 gilt und 7,, asymptotisch un-
verfilscht ist. O

Eine Konsistenzaussage fiir einen Schétzer 7 quantifiziert nicht, wie schnell der Schitzer kon-
vergiert. In der ndchsten Definition wird dies formalisiert.

§32.06 Definition. Sei (d,,),en in ]R(ro mit d,, T oo. Die Folge von Schitzern (7, )nen fir v heifit
d,,-konsistent, wenn fiir jedes § € © die Folge (d,(7, — 7))nen in Verteilung konvergiert.
Existiert weiterhin ein Wahrscheinlichkeitsmal P € YW(R) und ein identifizierbarer abgeleiteter
Parameter 7 : © — R\, genannt Storparameter, derart, dass fiir jedes # € © und fiir (X;);en ~

P gilt %’5)(% —7(0)) L2, P, so nennen wir P asymptotische Verteilung von (3, )nen- m

§32.07 Bemerkung. Ist 7, ein d,-konsistenter Schitzer fiir -, dann gilt fiir jede Folge (¢, )nen in R(ro

mit ¢, /d, —— 0, dass c,(3, — v(6)) L, 0 und nach §29.12 somit cn(n — v(0)) o00.
Insbesondere ist 7,, somit schwach konsistent fiir ~. O

§32.08 Beispiel. Sei (X;);en © (UI[% 9])96]R+ . Der MLS é\n = maXe[1,n] X; 1St n-konsistent mit Stor-
) \0

parameter ¢ und asymptotischer Exp,-Verteilung, da 5 (6 — @;) TN Exp, (vgl. Beispiel §29.24).
O

§32.00 Beispiel. Sei (X;);en @ W), Fiir | € [[1, k] ist unter Verwendung des zentralen Grenzwert-

satzes $31.02 das empirische I-te Moment (ol = LS X! ein /n-konsistenter Schitzer

fiir das [-te Moment m") mit Storparameter o; := /m®@) — (m®)2 und asymptotischer Stan-
dardnormalverteilung. Ist m® bekannt, so folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass das

zentrierte empirische l-te Moment [lbSl— LS (X — mW) ein \/n-konsistenter Schiitzer

fiir das I-te zentrierte Moment M () mit Storparameter o, := /M @) — (M®)2 und asympto-
tischer Standardnormalverteilung. Im realistischen Fall ist m(") unbekannt und wir betrachten

- L5 (X, — m\)) Im Spezialfall I = 2 gilt V) = MY — () — m™)% Da
Vi@ — mM) in Verteilung konvergiert, folgt mit dem Satz von der stetigen Abbildung

§29.15, dass \/ﬁ(mﬁf ) _ m)? 25 0 und somit auch stochastisch gegen Null konvergiert (vgl.

Korollar §29.12). Mit Hilfe des Satzes von Slutzky §29.07 schlieBen wir, dass \7752), wie ]\//E(Lz),
ein \/n-konsistenter Schitzer fiir das 2-te zentrierte Moment M (), die Varianz, mit Storparame-
ter oy := /M® — (M®)2 und asymptotischer Standardnormalverteilung ist. Abschliessend

halten wir fest, dass damit auch die empirische Varianz 3\,,(12) — %\771(2) ein \/n-konsistenter

Schiitzer fiir die Varianz, mit Stérparameter o, := /M ® — (M )2 und asymptotischer Stan-
dardnormalverteilung ist. O

§32.2 Asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich

§32.10 Definition. Seien ({R.,, . }),er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden
Parameterwerte und B"™ eine Bereichsschitzfunktion auf (X",.%# ™) fiir jedes n € N. Die Fol-
ge von Bereichsfunktionen (B"),ey hilt fiir ({R., F,}) er das Niveau 1-a asymptotisch ein,
wenn lim inf,, .. P§ (7 € B") > 1 — afiiralle y € R, und fiir alle § € O gilt. 0
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§32.11 Bemerkung. Ist B" fiir jedes n € N ein 1-a-Konfidenzbereich, so hilt die Folge (B™),cn auch
asymptotisch das Niveau 1-a ein. Wir sagen B" ist ein asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich,
wenn die Folge (B"),cn asymptotisch das Niveau 1-« einhilt. O

§32.12 Beispiel (Beispiel §32.08 fortgesetzt). Fiir (X;);en @ (UI[\JM])HGR\% istder MLS 0,, = max;cpi n) Xi

n-konsistent mit Storparameter ¢ und stetiger asymptotischer Verteilung Exp,. Da /G\n schwach
konsistent fiir # ist, gilt mit dem Satz von Slutzky §29.07 auch gﬂ(ﬁ —0,) =N Exp;. Sei ¢, das

a-Quantil der stetigen Verteilung Exp, . Fiir jedes g e [0, 0), also 0 — 0 € R+, gilt dann

U o] (6 € (B + 20y 00)) = [Up o] (0 — 6 — 220 > 0, — 0)
> [Uflo,e]]( — o 2 ﬁ(en - 9)) TH—OO> [EXle[qa, OO)) =1- a,

so dass [gn + %"qa, o0) ein asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen
Parameter Ry = [, 00) und der falschen Parameter F» = (0, 6) ist. Analog zeigen wir, dass

(0, /G\n + %”ql_a] und [gn + %"qa /25 0, + %"ql_a /2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die
Mengen der richtigen Parameter Ry = (0, 0] bzw. Ry = {0} mit 0 € RTO sind. O

$32.13 Lemma. Seien (X;)ien @ P§ und (3, )nen eine d,-konsistente Folge von Schiitzern fiir den
abgeleiteten Parameter vy : © — R mit Storparameter 7 : © — R\o und stetiger asymptotischer

Verteilung P, das heif’t, %(/V\n—y(é’)) By P. Fiira € (0, 1) bezeichne mit q,, das a-Quantil der
stetigen Verteilung P. Ist 7,, ein schwach konsister Schdtzer fiir T, dann sind [7,, — Z—:ql_a, 00),
(—00, Yn — (%qa] und [7,, — %ql,a /2> I — %qa /2| asymptotische 1-o-Konfidenzbereiche fiir die
Mengen der richtigen Parameter R, = [y,00), R, = (—00,7] bzw. R, = {7y} mity € I..

§32.14 Beweis von Lemma §32.13. In der Vorlesung. O

§32.15 Beispiel (Beispiel §32.09 fortgesetzt). Sei (X;)jen @ WA und die Varianz o2 : W, — R mit
P 0%(P) = M®(P) der interessierende Parameter. Dann ist die empirische Varianz 552 ein
\/n-konsistenter Schitzer fiir o2 mit Storparameter 7 := /M@ — (M 2))2 und asymptotischer
Standardnormalverteilung (vgl. Beispiel §32.09). In Beispiel §32.03 haben wir gezeigt, dass
\771(4) und \7”(2) stark konsistenter Schitzer fiir M® und M® sind, sodass mit Hilfe des Satzes

von der Stetigen Abbildung §27.20 7 1= 1/ V(¥ — <‘7n(2))2 ein (stark) konsistenter Schitzer fiir

den Storparameter 7 ist. Nach Lemma §32.13 sind [§,(,2) - \%zl,a, 00), (—o0, S+ %zl,a]

und [gff) + 3"521 —a/2) somit asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die Mengen der richtigen
Parameter R, = [02,00), Ry2 = (—00,0?] bzw. R,2 = {02} mit 0? € R, O

§32.3 Asymptotischer o-Test

$32.16 Definition. Sei {#°, 1} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
und ¢" : X — {0,1} fur jedes n € N ein Test mit Giitefunktion S, (6) := Ej(¢"), 6 € ©.
Fiir das Testproblem der Nullhypothese Hy : #° gegen die Alternativhypothese H; : ¢
hilt die Folge von Tests (¢"),en asymptotisch das Signifikanz-Niveau o € (0,1) ein, wenn
lim sup,,_,, Byn(0) < afiir alle § € © mit () € 77 gilt. O
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§32.17 Bemerkung. Ist ¢ fir jedes n € N ein a-Test, so hilt die Folge von Test (¢"),cn auch
asymptotisch das Signifikanz-Niveau « ein. Wir sagen " ist ein asymptotischer o-Test, wenn
die Folge (¢")nen asymptotisch das Niveau « einhilt. m

§32.18 Erinnerung.
(i) Fir v € I' sei R, und F, eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-
werte, dann bezeichnen /7)) = {7 € I' [ v € Ry} und 27! = {7 € I' | y € F5} die
assozierte Null- bzw. Alternativhypothese der interessierende Parameter.

(ii) Fir n € N sei B" eine Bereichsschitzfunktion, dann bezeichnet (¢5) cr die assoziierte
Familie von Tests mit Ablehnbereich {” =1} = {7 & B"(X")}.

(ii1) Fir n € N sei (goﬁ)vep einer Familie von Tests, dann bezeichnet B™ die assoziierte Be-
reichsschditzfunktion mit B"(z) := {ﬂ/ el | gu,y = ()} O

§32.19 Lemma. Seien ({R.,, F,})~er eine Familie von richtigen und falschen interessierenden Para-
meterwerte und ({ ), ' }) er die assozierte Familie von Null- und Alternativhypothesen.
Dann gilt fiir eine Familie ((¢7) jen ) er von Testfolgen, dass ¢ ein ein asymptotischer o-Test
der Nullhypothese H : ,%’fyo gegen die Alternativhypothese H1 : %”f fiir jedes v € T ist, ge-
nau dann wenn die assozierte Folge von Bereichsfunktionen (B"™),cn fiir ({R., Fy}) er) ein
asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich ist.

§32.20 Beweis von Lemma §32.19. In der Vorlesung. O

§32.21 Beispiel (Beispiel §32.12 fortgesetzt). Sei (X;)ien @ (UI[E 9])9€R+’ Dann sind [/9\,1 + o%"qa, 00),
) \0
(0, 9 + On "nq1_q) und [9 + On (o /2,9 —|— “q1_a/2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die
Mengen der richtigen Parameter Ry = [9 00), Ry = (0,0] bzw. Ry = {6} mit 0 € R . Fiir
0, € R, mit T = (00 — 0,.) sind damit
(a) der rechtsseitigen Test 1 (Fr<ga} fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H : 6 <
0, gegen die Alternatlvhypothese Hy:0y—0<0;

(b) der linksseitigen Test 1+ (Tr>qr_u} fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H :
0 > 0, gegen die Alternatlvhypothese Hy:00—6>0;

(c) der beidseitige Test 1 (T <qu)s) +1 (T>a1-a /o) fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhy-
pothese H : § = 0, gegen die Alternatwhypothese Hy:0,—60+#0

asymptotische a-Tests. O

§32.22 Lemma. Seien (X;)ien @ PY und (3,)nen eine d,-konsistente Folge von Schiitzern fiir den
abgeleiteten Parameter vy : © — R mit Storparameter T : © — R\q und stetiger asymptotischer
Verteilung P, das heift, - ( T — () Ly P. Fiiro € (0, 1) bezeichne q, das a-Quantil der
stetigen Verteilung . Ist Tn ein schwach konsister Schditzer fiir T, dann sind fiir v, € R mit
T* = di(:y\n - ’70>
(1) der rechtsseitigen Test 1~ (Tr>a1_a) fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H :

v < 7, gegen die Alternatlvhypothese Hy:vy—r,>0;

(i1) der linksseitigen Test 1 (Fr<qa} fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : v >
Yo gegen die Alternativhypothese Hy : v — ~y, < 0;
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(i11) der beidseitige Test 1{’?‘;{>q1,&/2} + ﬂ{’f‘;{<qa

pothese Hy : v = 7, gegen die Alternativhypothese Hy : v — v, # 0

12} fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhy-

asymptotische a-Tests.
§32.23 Beweis von Lemma §32.22. In der Vorlesung. O

§32.24 Beispiel (Beispiel §32.15 fortgesetzt). Sei (X;)ien @ WA und die Varianz o2 : W, — R mit
P — o2(P) = M®(P) der interessierende Parameter. Fiir 02 € R* mit 7% := g(g,(f) —o?)
und a-Quantil z,, der Standardnormalverteilung sind der rechtsseitige Test 1 (T >Zl_na}, der links-
seitige Test 1 (Fr<zal und der beidseitige Test 1 (1T 152102} fiir das entsprechnende Testproblem

asymptotische a-Tests. O

§32.4 Lokations-Skalen-Modell

§32.25 Korollar. Fiir eine Folge (X;);cn unabhdngiger und identisch verteilter reeller Zufallsvaria-

blen sei ein Lokations-Skalen-Modell addquat, also (X;)ien @ (73(5702)) (1.0) CRXE+ Dann sind

der empirische Mittelwert X,, und die empirische Varianz S® stark konsistente Schiitzer fiir

die abgeleiteten Parameter |1 bzw. 0.

§32.26 Beweis von Korollar §32.25. Folgt direkt aus Beispiel §32.03 mit X, = ﬁ%(ll) und §7(12) =
0 -
n—1

§32.27 Beispiel.
(a) Sei (X;)ien® (Bg)pe[o ik Der MLS p,, = X, fiir p ist stark konsistent.

(b) Sei (X;)ien ® (Poil)\f) AR Der MLS Xn = X, ist stark konsistent fiir \.

(c) Sei (X;)ien ® (ExpY) AER?, - Der MLS 1\, = (X,)"! und der korrigierter MLS A =
(-2~ X,,)~* fiir A sind stark konsistent. O

n—1""1

§32.28 Korollar. Sei (X;);en @ (77(5’02))(%0)611&%%. Dann ist der empirische Mittelwert X, ein N

konsistenter Schdtzer fiir p mit Storparameter o und asymptotischer Standardnormalverteilung.

§32.29 Beweis von Korollar §32.28. Die Behauptung folgt direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz
§31.02. O

§32.30 Beispiel.
(a) Sei (X;)ien ® (Bg)pe[o,u' Der MLS p = X, fiir p ist \/n-konsistent, mit Storparameter
v/p(1 — p) und asymptotischer Standardnormalverteilung.
(b) Sei (X;)ien ® (Poi}) AR, Der MLS \ = X, ist y/n-konsistent fiir \, mit Strparameter
v/ und asymptotischer Standardnormalverteilung. O
§32.31 Ausblick. Wir haben in verschiedenen statistischen Modellen die asymptotische Verteilung des

Maximum-Likelihood-Schitzers hergeleitet. In der Vorlesung Statistik I bestimmen wir Bedin-
gungen an das statistische Modell, sodass der MLS asymptotisch normalverteilt ist. 0
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32.32 Korollar. Sel( X)ien® (R “02) (1) CRXE,” Dann sind [X ,, —le s 00), (—oo,yn—kg—%zl_a]

und [X,, £ 2 le a/2) asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir das oa-Quantil z,, der Standard-
normalverteilung und die Mengen der richtigen Parameter R, = [{1,00), R, = (—00, f1] bzw.
R, ={p} mitpeR

§32.33 Beweis von Korollar §32.32. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma §32.13. O

§32.34 Beispiel.

(a) Fiir (Xi)ieN @ (Bg)pe[ovl} sind [yn - wzl—om 1)’ (O/ yn + wzl—a} und

[Yn + 7W Z—a /2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richti-
gen Parameter [p, 1), (0, p] bzw. {p} mitp € (0, 1).

.o X’Il
(b) Fiir (X;)ien @ (P01A>,\eﬂ§\t) sind [X,, — =" %1, 00 ), (0, X, + Vf 21 o) und [X,, &
V\; 21_a/2| asymptotische 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen Parameter
[A,00), (0,A] bzw. {A} mit A € RY,. O
§32.35 Asymptotische Tests fiir den Erwartungswert. Sei (X;);en © ( o) ) (1) RXRY, Fiir p1, €

R mit T = \§/_5<7n — po) und a-Quantil z,, der Standardnormalverteilung sind

(1) der rechtsseitige Test 1 (Frsz o} fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H :
< o, gegen die Alternativhypothese Hy @ jn — p, > 0;

(i1) der linksseitige Test 1 (Freza) fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : v > 1,
gegen die Alternativhypothese Hy : . — p, < 0;

(i11) der beidseitige Test 1 (|7 12} fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy :

[>z1_

= [, gegen die Alternativhypothese Hy = jn — i, # 0

asymptotische a-Tests.

§32.36 Beweis von Korollar §32.35. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma §32.22. O

§32.37 Beispiel.
(a) Bernoulli-Schema: Fiir p, € (0,1) mit ﬁj = L(Yn — p,) sind der rechtsseitige

\/ Y'n ( 1 _Yn )
fiir

und der beidseitige Test 1, 7.

Test ﬂ{ﬁ,{>21w}, der linksseitige Test Il{f* 4152102}

*<za}
das entsprechnende Testproblem asymptotische a-Tests.

(b) Poissonverteilungsmodell: Fiir A\, € ]R+ und T* = L;(X” — ),) sind der rechtsseitige
Test 1+ (T o) der linksseitige Test 1 (Tr<zal} und der bgidseitige Test 1 (Ts>21 -0/
entsprechnende Testproblem asymptotische a-Tests. O

} fiir das

Zwei-Stichproben-Modell

§32.38 Vorbemerkung. Die zufilligen Geschlechter der Konsumierenden der beiden Erhebungen kon-

P1000 10
nen wir als Stichproben X @ ( (px,px(l—px)))pxe(o N und Y & (73 ,py(l—py))>pye(0,1) auffas-

sen, dass heiflt, sie konnen separat adidquat durch ein Lokations-Skalen-Modell beschrieben
werden. Da px und py der Anteil der Konsumentinnen in der ersten bzw. zweiten Erhebung
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ist, ist damit die zu tiberpriifende Nullhypothese H : px = py, der interessierende Parameter
ist also px — py. Es erscheint realistisch, dass X und Y unabhiingig sind, sodass X und Y ei-
nem Zwei-Stichproben- Modell mit unverbundenen Sichproben folgt Im Folgenden nehmen wir

an, dass (X;)ien @ ( ix02) )(MX7UX)€R><R\+O und (V;);en ® (B o) )(uy,ay)eRxR\*O unabhiin-

gig sind. Fiir die interessierenden Parameter 1 x und py sind dann X,undY, \/n-konsistente
Schitzer mit Storparameter ox bzw. oy und asymptotischer Standardnormalverteilung. Auf-
grund der Unabhingigkeit ist X,, — Y, ein \/n-konsistenter Schitzer fir pux — py mit Stor-
parameter 7 = /0% + 0% und asymptotischer Standardnormalverteilung. Betrachten wir die
Varianzen, so sind 5§ := L3 (X — X,)% und S\ = L3 (Y; — Y,)? konsistente

~

Momentenschitzer fiir o3, bzw. o3, und somit ist 7,, := Sg?) + §§/2 ) ein konsistenter Schiitzer
fiir den Storparameter 7. m

§32.39 Asymptotische Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte
Seien (X;)ien ©® ( T 02) >(ux,ox)eRxR\+ und (Y;)ien ® ( Ly 02) )(uy,ay)eRxR\* unabhdingig.
Fiir T* = \/;(X n — Y,,) und a-Quantil z,, der Standardnormalverteilung sind
(i) der rechtsseitige Test 1 (Frsor o} fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H :
wx < py gegen die Alternativhypothese Hy : px — py > 0;

(11) der linksseitige Test 1 (Fr<za) fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : j1x >
Wy gegen die Alternativhypothese Hy : pix — py < 0;

(i11) der beidseitige Test 1 (|7

71,|>Z1—0/2

lx = py gegen die Alternativhypothese Hy : jix — piy # 0

) fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese H, :

asymptotische a-Tests.
§32.40 Beweis von Korollar §32.39. In der Vorlesung. O

§32.41 Beispiel. Fasse die zufilligen Gesschlechter der Konsumierenden in Beispiel I im Kapitel |
Prolog als zwei unabhingige Bernoulli-Schema auf. Dann gilt \/TE(Yn — ?n) 2, No,1) mit 7 =

Vox(1—px) +py(1 —py). F'Lirﬁ’: = g—f(Yn—?n) mit7, = \/yn(l - X)) +Y,.(1-Y,)
sind der rechtsseitige Test 1 (Frsm_al? der linksseitige Test 1 (Frza) und der beidseitige Test
1 (P15 a2} asymptotische a-Test fiir die entprechenden Testprobleme in Korollar §32.39.
Dann erhalten wir die Schitzwerte Zipp0 = 0.699 und 7,5, = 0.389, und damit 7 ~ 0.669,
so dass %\Tooo ~ 14.64. Fir a = 0.05 erhalten wir z;_,/» = 1.96. Da 14.64 > 1.96 konnen
wir die Hypothese der Gleichheit der Erwartungswerte zum asymptotischen Niveau o = 0.05
ablehnen. O
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Anhang

A.1 Normalverteilung

Figure 1: Normal Curve Areas.

Standard normal
probability in right-hand tail. For negative
values of z, areas are found by symmetry.

Second decimal place of z

z 0 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 4761 4721 4681  .4641
0.1 4602 .4562 .4522 .4483 4443 4404 4364 4325 4286  .4247
0.2 4207 4168 4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3897  .3859
0.3 .3821 .3783 .3745 3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4 .3446 .3409 3372 3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121
0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 2877 2843 .2810 .2776
0.6 .2743 .2709 .2676 .2643 2611 .2578 .2546 .2514 .2483 2451
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
0.8 .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 1922 .1894 .1867
0.9 .1841 .1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 1357 1335 1314 1292 1271 1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 1151 .1131 1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003  .0985
1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
1.4 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681
1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
3.0 .00135
3.5 .000 233
4.0 .000 031 7
4.5 .000 003 40
5.0 .000 000 287
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