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KAPITEL 1

Extremwertverteilungen

1.1. Verteilung des Maximums

Seien X7, Xs, ... unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen.

( M)
Definition 1.1.1. Die Verteilungsfunktion F' von X; ist definiert durch
F(t)=PX, <t], teR
Die Tailfunktion F von X; ist definiert durch
Ft)y=1-F@1t)=P[X; >t], teR

(. J

Die Verteilungsfunktion F' ist monoton steigend. Die Tailfunktion F' hingegen ist monoton
fallend.

Mit M,, bezeichnen wir das Maximum von X1,..., X,:

M, = max{X;,..., X}, neN.

itanll
v

| !|| |I“u |

ABBILDUNG 1. Veranschaulichung von M,,.

Satz 1.1.2. Die Verteilungsfunktion von M, ist gegeben durch
P[M, <t|=F"(t) fir allet € R.




BEWEIS. Aus der Definition des Maximums M, folgt, dass
P[M, <t] =Pmax{Xy,..., X, } <t]| =P[X; <t,..., X, <t].
Da Xi,..., X, unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt
PX, <t ..., X, <t]=PX, <t]-...-PX, <t]=F"(t).
Zusammen ergibt sich P[M,, < t] = F"(t). O

Aufgabe 1.1.3. Seien X7,..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Be-
stimmen Sie die Verteilungsfunktion des Minimums m,, := min{ X, ..., X, }.
Hinweis: Es ist einfacher, die Tailfunktion von m,, zu berechnen.

Aufgabe 1.1.4. Seien Xq,..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Be-
stimmen Sie die gemeinsame Verteilungsfunktion von m,, und M,,, d.h. berechnen Sie die
Wabhrscheinlichkeit P{m,, < z, M,, < y].
Wir werden uns fiir die Eigenschaften von M, fiir groBe Werte von n interessieren. Im
folgenden Satz berechnen wir den Wert, gegen den die Zufallsvariable M,, fiir n — oo in
Wahrscheinlichkeit konvergiert.

Definition 1.1.5. Der rechte Endpunkt der Verteilungsfunktion F' ist definiert durch
" =sup{t e R|F(t) < 1} = inf{t e R|F(t) =1} € RU {+00}.

Erreicht die Verteilungefunktion F' nie den Wert 1, so ist z* = +o0.

Der rechte Endpunkt kann endlich oder 400 sein:

A Fall 1: x* endlich A Fall 2: x* =
F() F(t)

e //‘

t

Ve

i
x*

ABBILDUNG 2. Veranschaulichung von x*

Der rechte Endpunkt x* ist das supremum aller Werte, die die Zufallsvariable X; annehmen
kann, wobei aber Werte ignoriert werden, wenn ihre Wahrscheinlichkeit gleich 0 ist. Der Wert
x* heifit auch das essentielle supremum von X; und wird mit esssup X; bezeichnet.

Satz 1.1.6. Fiir n — oo konvergiert die Zufallsvariable M,, in Wahrscheinlichkeit gegen
den Wert z*.




BEWEIS. Wir betrachten zwei Falle.

FALL 1. Sei zuerst z* endlich. Fiir jedes € > 0 gilt F(z* — ¢) < 1, wobei die Ungleichung
strikt ist. Aus Satz 1.1.2 folgt, dass

lim P[M,, <z*—¢] = lim F"(z* —¢) = 0.

n—o0 n—o0

Auferdem gilt P[M,, > z* + <] = 0. Es folgt
lim P[|M,, — 2¥| > ¢] = lim (P[M,, < 2" —¢] +P[M,, > 2" +¢]). =0

n—00 n—00

Somit gilt M, R

FALL 2. Sei nun z* = 400. Wir zeigen, dass fiir jedes noch so grofles A € R
lim P[M,, < A] =0.

n—oo

Aus z* = oo folgt, dass F/(A) < 1, wobei die Ungleichung strikt ist. Mit Satz 1.1.2 folgt
lim P[M,, < A] = lim F"(A)=0.

n—o0 n—oo

Somit gilt M, 5 oo 0
Aufgabe 1.1.7. Zeigen Sie, dass M, sogar fast sicher gegen x* konvergiert.

1.2. Definition der Extremwertverteilungen und deren
Max—Anziehungsbereiche

Wir werden uns fiir die Gestalt der Verteilungsfunktion des Maximums M,, = max{Xy,..., X, }
fiir grole Werte von n interessieren. Zunéchst einmal erinnern wir uns an zwei klassische Satze
iiber die Verteilung der Summe X; + ...+ X,,.

Das starke Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen X, X, ...
mit endlichem Erwartungswert p

n n—oo

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen X, X5, ... mit endli-
chem Erwartungswert u und endlicher Varianz 0% > 0 die Verteilungskonvergenz

X o+ X, -
1. 4y N(0,1)
J\/ﬁ n—00

gilt, wobei N (0, 1) eine Standardnormalverteilung bezeichnet.

Wir wollen nun ein Analogon des zentralen Grenzwertsatzes fiir das Maximum M,, herleiten.
Seien also X7, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Wir fragen uns, ob
es Folgen von Konstanten a,, > 0, b, € R und eine Verteilungsfunktion G gibt, so dass fiir
n — oo die folgende Verteilungskonvergenz gilt:

M, — b,
(1.2.1) R N
Qp, n—00



Es sei bemerkt, dass wir in (1.2.1) eine Normierung von M, mit beliebigen Foglen a,, und
b, (und nicht nur mit dem Erwartungswert und der Standardabweichung) zulassen, da in
vielen interessanten Féllen der Erwartungswert und die Varianz gar nicht existieren.

Die Verteilungskonvergenz in (1.2.1) bedeutet, dass

lim P [M < t} = G(t)

n— 00 an,
fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G. Eine dquivalente Formulierung ist diese:
(1.2.2) lim F"(ant + b,) = G(t)
n—oo

fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G.

Wenn (1.2.1) bzw. (1.2.2) gilt, so sagen wir, dass G eine Extremwertverteilung ist und
dass die Verteilungsfunktion F' (bzw. die Zufallsvariablen X;) im Max-Anziehungsbereich
von G liegt.

Bemerkung 1.2.1. Es gibt einen Spezialfall von (1.2.1) und (1.2.2), der nicht interessant
ist, und den wir deshalb ausschliefen mdéchten. Eine Zufallsvariable Z, bzw. deren Vertei-
lungsfunktion G(t) = P[Z < t], heifit degeneriert, wenn es einen Wert ¢ mit P[Z = ¢| = 1,
bzw.

(1.2.3) G(t) = {O’ b<o

1, t>c¢

gibt. Fiir jede Verteilungsfunktion F' kann man durch die “falsche” Wahl der Konstanten
Ay, by, erreichen, dass (1.2.1) bzw. (1.2.2) mit einer degenerierten Verteilungsfunktion G gilt.
Man kann zum Beispiel b,, = 0 und a,, derart schnell steigend wéhlen, dass M, /a, gegen 0 in
Verteilung konvergiert (Ubungsaufgabe). Deshalb werden wir im Folgenden die degenerierten
Verteilungsfunktionen G der Form (1.2.3) aus unseren Definitionen ausschliefien.

( N

Definition 1.2.2. Der Max-Anziehungsbereich einer nichtdegenerierten Verteilungs-
funktion G besteht aus alllen Verteilungsfunktionen F', fiir die es zwei Folgen a,, > 0
und b,, € R gibt, so dass

(1.2.4) lim F"(ant+b,) = G(t)

n—o0

fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G.

(. J

Den Max-Anziehungsbereich von G werden wir mit MDA(G) (maximum domain of at-
traction) bezeichnen. Wir werden im Folgenden sehen, dass es nur sehr wenige Verteilungs-
funktionen GG mit einem nicht-leeren Max-Anziehungsbereich gibt.

Definition 1.2.3. Eine nichtdegenerierte Verteilungsfunktion G heifit eine Extrem-
wertverteilung, wenn der Max—Anziehungsbereich von G nicht leer ist.




Somit ist G eine Extremwertverteilung, wenn es eine Verteilungsfunktion F' und zwei Folgen
a, > 0 und b, € R gibt, so dass (1.2.4) gilt.

Bemerkung 1.2.4. Spiter werden wir sehen, dass alle Extremwertverteilungsfunktionen
stetig sind. Deshalb kann man Definition 1.2.2 vereinfachen, indem man die Einschrankung
auf die Stetigkeitspunkte von ¢ weglisst und stattdessen verlangt, dass (1.2.4) fiir alle t € R
gilt.

Bemerkung 1.2.5. Wir machen in diesem Skript keinen Unterschied zwischen einer Vertei-

lung (die ein Wahrscheinlichkeisma$l auf R ist) und der dazugehérigen Verteilungsfunktion.
Zum Beispiel bezeichnen wir oft eine Verteilungsfunktion als “Extremwertverteilung”.

1.3. Drei Beispiele von Extremwertverteilungen: Gumbel, Fréchet, Weibull

Mit der obigen Definition ist es nicht klar, ob Extremwertverteilungen iiberhaupt existieren.
Im Folgenden werden wir drei Beispiele von Extremwertverteilungen (oder sogar Familien
von Extremwertverteilungen) konstruieren. Spater werden wir zeigen, dass es bis auf lineare
Transformationen keine weiteren Extremwertverteilungen gibt.

Wir erinnern daran, dass wir mit X;, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F bezeichnen. Weiterhin, sei M,, = max{Xj,..., X,}.

—t

Gumbel—Verteilung A(t) = e~

Definition 1.3.1. Eine Zufallsvariable hat Gumbel—Verteilung, wenn IThre Vertei-
lungsfunktion die folgende Gestalt hat:

t

At)y=e*, teR.

ABBILDUNG 3. Verteilungsfunktion der Gumbel-Verteilung.

Der néchste Satz zeigt, dass die Gumbel-Verteilung eine Grenzwertverteilung fiir Maxima
von u.i.v. exponentialverteilten Zufallsvariablen ist.

5



Satz 1.3.2. Die Zufallsvariablen X, X5, ... seien unabhéngig und exponentialverteilt
mit Parameter 1, d.h.
Fit)=1—e" t>0.
Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen M,, — logn in Verteilung gegen A,
d.h.
lim P[M, —logn <t]=¢°", tekR

n—oo

127

101

ABBILDUNG 4. Eine mit Parameter 1 exponentialverteilte Stichprobe vom
Umfang n = 5000.

BEWEIS. Sei t € R beliebig. Mit Satz 1.1.2 gilt
P[M,, —logn < t] =P[M, < t+logn|= F"(t+ logn).

Die Zufallsvariablen X; sind exponentialverteilt und ¢+ logn > 0 fiir n hinreichend grof3. Es
folgt, dass bei einem hinreichend grofien n,

i\
P[M, —logn < t] = (1 — ¢~ (Hleem)yn — (1 - e_) — e
n n—00

Somit gilt M, —logn - A. O

n—o0

Bemerkung 1.3.3. Geméf Satz 1.3.2 liegt die Exponentialverteilung im Max—Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung:

Exp(1) € MDA(A).
Die Gumbel—Verteilung ist somit eine Extremwertverteilung. Man kann Satz 1.3.2 wie folgt
interpretieren: Fiir groles n nimmt das Maximum M,, Werte an, die sich von dem Wert logn
um eine approximativ Gumbel-verteilte “Fluktuation” unterscheiden.

Fréchet—Verteilung @, (t) = e " ¢t > 0



Definition 1.3.4. Eine Zufallsvariable heifit Fréchet—verteilt mit Parameter a@ > 0,
wenn ihre Verteilungsfunktion die folgende Gestalt hat:

Y >0
B, () = {e ! !

0, t<0.

ABBILDUNG 5. Verteilungsfunktionen der Fréchet—Verteilungen mit a =
1.0,1.5,2.0,2.5,3.0.

Der néchste Satz zeigt, dass Fréchet—Verteilung eine Extremwertverteilung ist.

( )
Satz 1.3.5. Die Zufallsvariablen X1, X5, ... seien Pareto—verteilt mit Parameter o > 0,

d.h.
_ 4« >
Ft) = 1—t ¢t>1,
0, t<1.

Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen n=aM, in Verteilung gegen @, d.h.

es gilt
M, -t
lim P | gl 2 4¢ 20
n—00 nl/o 0, t<O0.

(. J

BEWEIS. Sei t > 0 beliebig. Mit Satz 1.1.2 erhalten wir, dass

M,
P {1—/ < t} = P[M, < tn'/*] = F™(tn*/®).
n (07

Da die Zufallsvariablen X; Pareto—verteilt sind und ¢tn'/® > 1 fiir hinreichend grofes n, ergibt

sich, dass
M, 1 " 1\" —a
Pl <t =(1-— ) =(1-—) = &t
= - () - (o) s
Fiir ¢t <0 gilt IP’[n_%Mn < t] = 0. Daraus folgt die Behauptung. O

7



Bemerkung 1.3.6. Man kann Satz 1.3.5 wie folgt interpretieren: Fiir grofies n nimmt das
Maximum M, sehr grole Werte auf der Skala n'/® an. Reskaliert man M,, mit dem Faktor
n~% so erhilt man approximativ Fréchet—verteilte Werte.

Weibull-Verteilung VU, (t) = e (=" ¢+ < 0

Definition 1.3.7. Eine Zufallsvariable heifit Weibull—verteilt mit Parameter o > 0,
wenn ihre Verteilungsfunktion die folgende Form hat:

ABBILDUNG 6. Verteilungsfunktionen der Weibull-Verteilungen mit o =
1.0,1.5,2.0,2.5,3.0.

Der néchste Satz zeigt, dass die Weibull-Verteilung eine Extremwertverteilung ist.

( )

Satz 1.3.8. Seien die Zufallsvariablen X, X5, ... unabhéngig mit der Verteilungsfunk-
tion

0, t< -1,
Fit)=<1-(-t)*, te[-1,0],
1, t>0,

wobei a > 0 ein Parameter ist. Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen
n'/*M, in Verteilung gegen VU, d.h. es gilt

e_(_t)a
(1.3.1) lim P[nY/*M, <t] = ’

n—oo

(. J

BEWEIS. Sei t < 0 beliebig. Mit Satz 1.1.2 erhalten wir, dass
P[nt*M, < t] = P[M, < tn Y% = F"(tn~1/%).
8



Fiir n hinreichend grof ist tn=*/* € [~1,0]. Aus der Formel fiir die Verteilungsfunktion F
folgt, dass

Pt M, < t] = (1 — (—tn~V/*)*)" = <1 — ﬂy — e (07,

n n—o0
Fiir t > 0 gilt P[n'/*M,, <t] =1, denn M,, < 0 f.s. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.3.9. Man kann Satz 1.3.8 wie folgt interpretieren: Fiir grofies n néhert sich
das Maximum M, dem Wert 0 von unten an. Dabei nimmt M,, sehr kleine negative Werte
auf der Skala n~/* an. Reskaliert man M,, mit dem Faktor n'/®, so erhilt man approximativ
Weibull-verteilte Fluktuationen.

Bemerkung 1.3.10. Eine Fréchet—verteilte Zufallsvariable nimmt nur positive Werte an.
Eine Weibull-verteilte Zufallsvariable nimmt nur negative Werte an. Eine Gumbel-verteilte
Zufallsvariable kann sowohl positive als auch negative Werte annehmen.

1.4. Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko

Wir haben folgende Extremwertverteilungen konstruiert: Die Gumbel-Verteilung A, die
Fréchet—Verteilung @, (wobei a > 0) und die Weibull-Verteilung ¥, (wobei a > 0). Weitere
Beispiele von Extremwertverteilungen kénnen konstruiert werden, indem wir auf die oben
genannten Verteilungen lineare Transformationen anwenden.

e M)

Definition 1.4.1. Zwei Zufallsvariablen Z; und Z; sind vom gleichen Typ, wenn es
¢ > 0 und d € R gibt mit
ZLcZ,+d.
Notation: Z; <1 Zs.
. J
Bezeichnen wir mit F; und F; die Verteilungsfunktionen von Z; und Z,, so kann man die
obige Bedingung wie folgt formulieren:

Fl(t):IP’[Zl§t]:IP’[cZ2—|—d§t]:P{Z2§t;d} :Fz(t;d).

Definition 1.4.2. Zwei Verteilungsfunktionen F; und F3 sind vom gleichen Typ,
wenn es ¢ > 0 und d € R gibt, so dass fiir alle t € R

Fi(t) = F, (t_d).

Cc
Notation: F1 > FQ.

& J

Beispiel 1.4.3. Die Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] ist vom gleichen Typ wie die
Gleichverteilung auf einem beliebigen Intervall [a,b]. Die Normalverteilung mit beliebigen
Parametern ist vom gleichen Typ wie die Standardnormalverteilung.

9



Aufgabe 1.4.4. Zeigen Sie, dass X eine Aquivalenzrelation ist, d. h.
(1) Fx F.
(2) FxG = GxF.
3) FxG,Gx H = Fx H.

Proposition 1.4.5. Hat eine Zufallsvariable Z (mit Verteilungsfunktion G(t)) eine Ex-
tremwertverteilung, so hat fiir beliebige ¢ > 0 und d € R auch die Zufallsvariable ¢Z + d
(mit Verteilungsfunktion G (%1)) eine Extremwertverteilung.

BEWEIS. Die Voraussetzung, dass die Zufallsvariable Z einer Extremwertverteilung gehorcht,
bedeutet, dass es unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen X, Xs,... und Folgen
a, >0, b, € R gibt, so dass
Xi,..., X} — b,
maX{ 1, ) } i> 7

Qp, n—00

Daraus folgt, dass
max{cXy,...,cX,} — (cb, — day)

s eZ +d.
an, n—o0o
Somit hat die Zufallsvariable c¢Z + d ebenfalls eine Extremwertverteilung. 0

Aufgabe 1.4.6. Zeigen Sie, dass die Max-Anziehungsbereiche der Verteilungsfunktionen
G(t) und G (%) gleich sind.

Aus Proposition 1.4.5 folgt, dass fiir beliebige 4 € R und o > 0, die folgenden Verteilungen
Extremwertverteilungen sind:

Verteilungen vom Gumbel-Typ:

(1.4.1) A(t_“> :exp{_e—%}7 teR.

g

Verteilungen vom Fréchet—Typ (mit Parameter o > 0):

(1.4.2) o, (t - “) _ {eXp {— (t%“)w} , falls t > p,

o 0, sonst.

Verteilungen vom Weibull-Typ (mit Parameter a > 0):
t—p\ o
(1.4.3) W, (t—_,u) _ {exp{— (=E4)"}, fallst < p,
g 1, sonst.

Ein zentraler Satz der Extremwerttheorie besagt, dass es keine weiteren Extremwertvertei-
lungen gibt:

10



Satz 1.4.7 (Fisher—Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Jede Extremwertverteilung gehort
zu einer der drei Familien (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3).

1.5. Jenkinson—von Mises—Darstellung

Es gibt eine Darstellung (Jenkinson—von Mises—Darstellung), die alle drei Familien (1.4.1),
(1.4.2), (1.4.3) als Spezialfille beinhaltet. Betrachte namlich die folgende Familie von Ver-
teilungsfunktionen (parametrisiert durch v € R)

exp{—(1+fyt)_1/”’}, falls 1 +~t > 0,
G,(t) =<0, falls v > 0 und ¢t < —1/7,
1, falls v < 0 und t > —1/7.

Folgendes ldsst sich nun leicht iiberpriifen:
—t—1/v

(1) Fiir v > 0 ist G, vom gleichen Typ wie die Fréchet—Verteilung ®,,,(t) = e :
t > 0.
(2) Fiir v < 0ist G, vom gleichen Typ wie die Weibull-Verteilung W_; /. (t) = e (=077
t<O.
(3) Fiir v = 0 ist (1 +~t)~Y" nicht wohldefiniert. Wir interpretieren diesen Term dann
als Grenzwert fiir v — 0:
lim (1 +~4t) Y7 = et
v—0
Somit ist Go(t) = e, t € R, die Gumbel-Verteilung.
Der Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko lésst sich also auch wie folgt formulieren.

Satz 1.5.1 (Fisher-Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Jede Extremwertverteilung hat
die Form G, (ct 4+ d) mit passenden Parametern vy € R, ¢ > 0, d € R.

Eine in der Form G.(ct + d) dargestellte Extremwertverteilung wird in der Statistik auch
GEV-Verteilung genannt (General Extreme—Value Distribution).
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KAPITEL 2

Cauchy—Funktionalgleichung

Die Resultate dieses Kapitels haben zwar keinen direkten Bezug zur Extremwerttheorie,
werden aber spater bendtigt, um den Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko zu beweisen. Au-
Berdem werden diese Resultate benutzt, um einige Eigenschaften von regulédr variierenden
Funktionen herzuleiten.

2.1. Additive und multiplikative Funktionen

Definition 2.1.1. Eine Funktion f : R — R heiffit additiv, wenn
(2.1.1) flx+y) = f(x) + f(y) fir alle z,y € R.
Die Gleichung (2.1.1) heiffit Cauchy—Funkionalgleichung.

Es ist klar, dass eine Funktion der Form f(z) = cx additiv ist. Gibt es weitere additive
Funktionen? Wir werden sehen, dass die Antwort “nein” lautet, allerdings nur wenn man an
die Funktion f zusétzliche Bedingungen wie Stetigkeit, Monotonie oder Messbarkeit stellt.

Man kann auch eine multiplikative Version der Cauchy—Funktionalgleichung formulieren.

Definition 2.1.2. Eine Funktion ¢ : (0,00) — (0, 00) heifit multiplikativ, wenn
(2.1.2) g(xy) = g(z)g(y) fiir alle z,y > 0.

Die Funktion g(z) = z¢ ist fiir jedes ¢ € R multiplikativ und es stellt sich die Frage, ob es
weitere multiplikative Funktionen gibt.

Vom Standpunkt der Algebra ist eine additive Funktion ein Homomorphismus aus der addi-
tiven Gruppe der reellen Zahlen (R, +) in sich selbst. Analog ist eine multiplikative Funktion
ein Homomorphismus der multiplikativen Gruppe der positiven Zahlen (R~q, -) in sich selbst.
Da die Exponentialfunktion und der Logarithmus

exp: (R,+) = (Rsg,-), log: (Rsg, ) = (R, +)

einen Isomorphismus (und sein inverses) zwischen den beiden Gruppen definieren, lisst sich
aus jeder multiplikativen Funktion ¢ eine additive Funktion

f(z) =logg(e”), z€R,
12



basteln. Somit kénnen alle Fragen {iber multiplikative Funktionen auf entsprechende Fragen
tuber additive Funktionen reduziert werden. In Zukunft werden wir deshalb nur additive
Funktionen betrachten.

2.2. Stetige Losungen

Satz 2.2.1 (Cauchy, 1821). Eine Funktion f : R — R sei additiv und {iberall stetig.
Dann hat f die Form f(x) = cx fiir ein ¢ € R.

BEWEIS. SCHRITT 1. Mit z = y = 0 ergibt sich f(0) = f(0) + f(0), somit ist f(0) = 0. Mit
y = —z ergibt sich f(0) = f(x) + f(—=z), somit ist f(—z) = —f(z) fir alle z € R.

SCHRITT 2. Per Induktion zeigt man, dass die Additivitéit sogar fiir eine beliebige Anzahl
von Summanden gilt:

fler+ ... 4x,) = fle)+ ...+ f(zn), x1,...,2, €R.

SCHRITT 3. Mit #y = ... =z, = 1/n erhélt man f(1) = nf(1/n), also

/()5

fiir alle n € N. Dabei haben wir ¢ := f(1) gesetzt.

SCHRITT 4. Indem wir die Additivitdt fiir m Summanden, die alle gleich 1/n sind, benutzen,

erhalten wir, dass
1 1 1
f<m> =mf <—+...+—) =mf (—) =z
n n n n n

fiir alle m € N. Somit gilt fiir alle rationalen Zahlen r, dass f(r) = cr, wobei das wegen
Schritt 1 auch fiir negatives r richtig ist.

SCHRITT 5. Bislang haben wir nur die Additivitdt und keine Stetigkeit benutzt. Sei x € R
beliebig. Es gibt eine Folge von rationalen Zahlen rq, 7y, ..., die gegen x konvergiert. Fiir
jedes n gilt f(r,) = cr, wegen Schritt 4. Nun benutzen wir die Stetigkeit:

f(z) = lim f(r,) = lim cr, = cx.
n—oo n—oo

Somit ist die Behauptung bewiesen. O

Satz 2.2.2 (Darboux, 1875). Eine Funktion f : R — R sei additiv und an mindestens
einer Stelle zy stetig. Dann hat f die Form f(x) = cz fiir ein ¢ € R.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir zeigen, dass aus der Stetigkeit an der Stelle zy (fiir additive
Funktion f) die Stetigkeit an der Stelle 0 folgt. Die Stetigkeit an der Stelle zg bedeutet, dass

lim (20 +u) = f(20)-

13



Wegen der Additivitit gilt aber f(zo + u) = f(z29) + f(u). Die obige Bedingung lisst sich
also wie folgt darstellen:
lim f(u) =0,

u—0

Somit ist die Funktion f stetig an der Stelle 0.
SCHRITT 2. Wir zeigen, dass f iiberall stetig ist. Sei x € R beliebig. Dann gilt

lim £ +u) = (£ (&) + £ () = £(2) + lim () = F(z).

wobei wir Additivitdt und Stetigkeit an der Stelle 0 (Schritt 1) benutzt haben. Somit ist f
iiberall stetig.

SCHRITT 3. Nun kénnen wir den Satz von Cauchy anwenden. 0J

Aufgabe 2.2.3. Eine Funktion f sei additiv und auf einem Intervall (a, b) monoton. Zeigen
Sie, dass f die Form f(x) = cz hat.

2.3. Satz von Steinhaus

Wir werden im Folgenden zeigen, dass sich die Eigenschaft der Stetigkeit im Satz von Cauchy
durch die viel schwéchere Eigenschaft der Messbarkeit ersetzen ldasst. Dafiir benotigen wir
den Satz von Steinhaus, der in diesem Abschnitt bewiesen wird.

e R

Definition 2.3.1. Fiir zwei Mengen A, B C R definieren wir die Minkowski—Summe
A+B={a+b:ac Abe B}

und die Minkowski—Differenz
A—B={a—b:ac Abe B}.

(. J

Insbesondere werden wir uns fiir die Selbstdifferenz A — A einer Menge A interessieren. Es
ist klar, dass 0 € A — A. Der néchste Satz besagt, dass A — A erstaunlicherweise sogar ein
Intervall um 0 enthélt, wenn das Lebesgue-Mafl von A positiv ist.

Wir bezeichnen das Lebesgue-Mafl von A mit |A].

Satz 2.3.2 (Steinhaus, 1920). Sei A C R eine messbare Menge mit |A| > 0. Dann gibt
es ein 6 > 0 mit (—9,0) C A — A.

BEWEIS. SCHRITT 1. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
|A| < co. In der Tat, mindestens eine der Mengen A; := AN[i,i+ 1) hat ein strikt positives
Lebesgue-Maf3. Es reicht, den Satz fiir eine solche Menge A; zu beweisen, denn A; — A; C
A—A.

SCHRITT 2. Sei also |A| # 0, c0. Wir zeigen, dass es ein Intervall I mit |AN 1| > || gibt.
Somit wird fast das gesamte Intervall I von A iiberdeckt. Das Lebesgue-Mafl von A wird

14



wie folgt definiert:
Al = inf >[I,
k=1

wobei das Infimum iiber alle Uberdeckungen von A durch abzihlbar viele Intervalle I, I, . ..
genommen wird. Wegen |A| # 0, co gibt es also eine Uberdeckung mit

> 10
2.3.1 I.| < —|A|.
( ) ;M! 9||

Wiire nun |A N I;| < 3|1, fiir jedes k € N, so hiitten wir

[e.e] 9 o0
A<D IANT] < 5> Ik,
k=1 k=1

was wegen |A| # 0,00 im Widerspruch zu (2.3.1) steht. Somit ist |A N I| > |1 fiir
mindestens ein k£ und wir konnen I = I, nehmen.

SCHRITT 3. Sei § = 1|I|. Wir zeigen, dass (—§,d) C A — A. Sei also |z| < 4. Es reicht zu
zeigen, dass AN (A + x) # (). Hierzu reicht es zu zeigen, dass

(2.3.2) (ANnDHNn((ANI)+=x) #0.

Nun haben die beiden Mengen ANT und (ANT)+z das gleiche Lebesgue-MaB > <5|I|. Auf
der anderen Seite sind beide Mengen im Intervall I U (I + z) enthalten, dessen Linge wegen
7] = 26 und |z| < 6 hochstens 30 = 2|I| ist. Da 2- % > 2 ist, miissen sich die Mengen AN
und (AN I)+ z schneiden und die Behauptung (2.3.2) ist bewiesen. O

Aufgabe 2.3.3. Sei A C R eine messbare Menge mit |A| > 0. Zeigen Sie ohne Verwen-
dung des Satzes von Steinhaus, dass es in A zwei verschiedene Punkte x,y mit rationalem

Abstand |z —y| € Q gibt.

Aufgabe 2.3.4. Seien A, B C R zwei messbare Mengen mit |A| > 0, |B| > 0. Zeigen Sie,
dass die Minkowski—-Summe A 4+ B ein Intervall enthélt, d.h. es gibt ¢ € R, § > 0 mit
(t—94,t4+0)C A+ B.

Wir stellen nun einige Konsequenzen des Satzes von Steinhaus vor, die bei der Untersuchung
von regulér variierenden Funktionen niitzlich sein werden.

( )

Definition 2.3.5. Eine additive Untergruppe von R ist eine Menge S C R mit den
folgenden zwei Eigenschaften:

(1) aus z,y € S folgt, dass z +y € S;

(2) aus z € S folgt, dass —z € S.

(. J

Beispiel 2.3.6. Die Menge der ganzen Zahlen Z, die Menge der rationalen Zahlen Q, die
Menge der algebraischen Zahlen sind additive Untergruppen von R.
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Der néchste Satz zeigt, dass es keine “massiven” additiven Untergruppen gibt mit Ausnahme
von R selbst.

Satz 2.3.7. Sei S eine additive Untergruppe von R, die eine messbare Menge mit posi-
tivem Maf} enthélt. Dann ist S = R.

BEWEIS. Wegen der Untergruppeneigenschaft gilt S — S C S. Auf der anderen Seite gibt es
nach dem Satz von Steinhaus ein § > 0 mit (—d,0) C S — 5. Also ist (—=9,9) C S. Wegen der
Untergruppeneigenschaft gilt aber auch (—nd,nd) C S fiir jedes n € N. Somit ist S =R. O

Fiir messbare additive Untergruppen gilt das folgende “Alles-oder-fast-nichts-Prinzip”:

Korollar 2.3.8. Eine additive Untergruppe S von R sei messbar. Dann ist entweder
|S| =0 oder S =R.

Beweis. Folgt aus Satz 2.3.7.

2.4. Messbare Losungen

Der néchste Satz ist eine Verstdrkung des Satzes von Cauchy.

Satz 2.4.1 (Ostrowski, 1929). Sei f : R — R eine additive und messbare Funktion.
Dann hat f die Form f(x) = cx fiir ein ¢ € R.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir zeigen, dass es eine Menge mit positivem Lebesgue-Maf} gib, auf
der die Funktion | f| beschriankt ist. Betrachte hierzu die Mengen A,, := {x € R: |f(x)| < n}.
Die Vereinigung dieser Mengen ist R, also hat mindestens eine Menge A,, strikt positives Maf.
Dabei ist |f| auf der Menge A,, durch n beschrénkt.

SCHRITT 2. Wir zeigen, dass | f| auf einer Umgebung von 0 beschriankt ist. Wir wissen, dass
|f(a)] < n fir a € A, und |A,| > 0. Nach dem Satz von Steinhaus gibt es ein § > 0 mit
(—0,0) C A, — A,. Jedes € (—4,6) kann somit in der Form x = a — @/ mit a,d’ € A,
dargestellt werden und

[f (@) =f(a—a)[ = |f(a) = f(d)] < [f(a)] +[f(a)] < 2n.
Somit ist f auf dem Intervall (—6,0) durch 2n beschrénkt.

SCHRITT 3. Wir zeigen, dass |f| an der Stelle 0 stetig ist. Sei m € N beliebig und |¢| < §/m.
Somit gilt tm € (—d,0) und | f(tm)| < 2n . Auf der anderen Seite gilt wegen der Additivitét
von f

fm) = f(t)+...+ f(t) =mf(?).
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Es folgt, dass |f(t)| < 2n/m fur alle t mit [t| < §/m. Fiir m — oo erhalten wir lim, o f(z) =
0 = f(0). Somit ist f stetig an der Stelle 0.

SCHRITT 4. Nun konnen wir den Satz von Darboux anwenden. O

Eine analoge Aussage gilt fiir multiplikative Funktionen.

Korollar 2.4.2. Sei g : (0,00) — (0,00) eine multiplikative und messbare Funktion.
Dann hat g die Form g(z) = z° fiir ein ¢ € R.

Beweis. Die Funktion f(z) = log g(e*) ist additiv und messbar. Nach dem Satz von Ostrow-
ski hat sie die Form f(x) = cx, woraus sich g(x) = ef(°8%) = 2¢ ergibt.

2.5. Hamel-Funktionen

Wir haben gezeigt, dass jede additive Funktion f die Form f(z) = cx hat, wenn man
eine zusitzliche Bedingung (wie z.B. Messbarkeit) an f stellt. Kann man die zusétzlichen
Bedingungen komlett entfernen? Erstaunlicherweise ist die Antwort negativ.

Beispiel 2.5.1 (Hamel, 1905). Wir konstruieren eine additive Funktion f, die nicht die
Form f(z) = cx hat.

R als Vektorraum iiber R hat Dimension 1. Man kann aber R auch als einen Vektorraum
iiber dem Korper QQ der rationalen Zahlen betrachten. Nach einem allgemeinen Satz aus der
Algebra hat jeder Vektorraum iiber jedem Korper eine Basis. Das heifit, es gibt eine Menge
B mit der Eigenschaft, dass jedes x € R eine eindeutige Darstellung

r=rb+...+r,b,
mit passenden n € N, ry,... 1, € Q\{0} und by,...,b, € B besitzt.

Wir definieren nun eine additive Funktion indem wir ihre Werte auf der Basis B beliebig
vorgeben und sie dann linear (iiber Q!) auf ganz R fortsetzen. Sei by € B beliebig. Definiere
f(bo) = 1 und f(b) = 0 fiir alle b € B\{by}. Die lineare (iiber Q!) Fortsetzung von f ist
definiert durch
f@)=rif(b1) + ...+ ruf(by).

Diese Funktion ist additiv per Definition. Allerdings hat sie nicht die Form = — cx, denn
sie ist nicht identisch gleich 0 (was die Moglichkeit ¢ = 0 ausschliefit) und sie hat unendlich
viele Nullstellen (wohingegen die Funktion x +— cx nur eine Nullstelle fiir ¢ # 0 hat).

Die so konstruierte Funktion f ist nicht messbar (nach dem Satz von Ostrowski), nirgends
stetig (nach dem Satz von Darboux), auf keinem Intervall monoton (Aufgabe 2.2.3), unbe-
schrankt auf jedem Intervall und sogar auf jeder Menge mit positivem Maf (das folgt aus
dem Beweis des Satzes von Ostrowski). Sie ist ein wahres Monstrum.
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KAPITEL 3

Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko

In diesem Kapitel beweisen wir den Satz von Fisher—Tippett—Gnedenko, der die Extrem-
wertverteilungen beschreibt.

e M)

Satz 3.0.2 (Satz von Fisher-Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Eine Verteilungsfunk-
tion G ist eine Extremwertverteilung genau dann, wenn einer der drei folgenden Félle
eintritt:

(1) G ist vom Gumbel-Typ, dh. G(t) = A (££) fir p € R, 0 > 0.
(2) G ist vom Fréchet-Typ, d.h. G(t) = @, (E£) fir a >0, p € R, o > 0.
(3) G ist vom Weibull-Typ, d.h. G(t) = \I/a( )furoz>0,,u€R,a>O.

(. J

‘ Q

Fiir den Beweis benotigen wir einige Hilfsmittel.

3.1. Eindeutigkeit der Normierungskonstanten

Seien 2y, Zs, ... Zufallsvariablen und a,, > 0 und b, € R Folgen von Normierungskonstanten
mit
Zn - bn
(3.1.1) iy
Qnp, n—o00

Wir stellen uns die Frage, wie stark wir die Konstanten a,,, b, verdndern kénnen, ohne dass
die Konvergenz in (3.1.1) zerstort wird.

e I
Proposition 3.1.1. Es gelte (3.1.1). Seien @, > 0 und b, € R zwei weitere Folgen mit
Nn z)n - bn
im 2 =1, lim — 0.

n—00 (y, n— oo Qay,
Dann gilt auch 3
Zn - bn
" 4, 7
Qnp, n— o0
. J

BEWEIS. Es gilt

a

Qn Qn

Nach dem Lemma von Slutsky konvergiert die rechte Seite gegen Z in Verteilung. U
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Nun stellen wir eine allgemeinere Frage: Wie stark konnen wir die Folgen a,,, b, verdndern,
so dass die Konvergenz in (3.1.1) bestehen bleibt, allerdings eventuell mit einem anderen
Grenzwert als Z7

s R

Proposition 3.1.2. Es gelte (3.1.1). Seien @, > 0 und b, € R zwei weitere Folgen mit

7 by, — b
lim &% =g € (0,00), lim 2" —peR.

n—oo a,n n—oo an
Dann gilt auch
Zy—by, a4 Z-—0b
- —
an, n—00 a

& J

BewEIls. Wir kénnen nach wie vor (3.1.2) verwenden. Nach dem Lemma von Slutsky kon-
vergiert die rechte Seite gegen (Z — b)/a in Verteilung. O

( N

Satz 3.1.3 (“Convergence of types theorem”, Chintschin). Seien Z, Zs, ... Zufallsvaria-
blen und a, > 0, b, € R sowie a,, > 0, b, € R Normierungsfolgen mit

Zn—bn 4 Zn—by, a4 5
n n Z7 n n Z,
Ap n—00 an, n—00

wobei die Zufallsvariablen Z, Z nicht degeneriert seien. Dann existieren die Grenzwerte

(3.1.3) a:= lim 2 ¢ (0,00), b:= lim bn = bn eR

n—00 Oy, n—00 an,

und es gilt Z < (Z —b)/a.

(. J

BEWwWEIS. Weggelassen. Referenz: P. Billingsley, Probability and measure, Seite 193, Thm.

4.2. O]
Bemerkung 3.1.4. Bezeichnen wir mit Gy, Gs, ... bzw. G, G die Verteilungsfunktionen von
Zy, 2y, ... bzw. Z, 7, so konnen wir den obigen Satz auch wie folgt formulieren: Aus

lim G (ant +b,) = G(t), lim Gy (ant + by) = G(t),
n—oo n—oo

mit nicht degenerierten Grenzwertverteilungen G und G folgt, dass (3.1.3) gilt und dass
G(t) = G(at + D).

Lemma 3.1.5. Sei F' eine nicht degenerierte Verteilungsfunktion und ¢ > 0, d € R
Konstanten mit F(ct + d) = F(t) fiir alle t € R. Dann ist ¢ =1, d = 0.

BEWEIS. Weggelassen. Referenz: P. Billingsley, ab Seite 193. U
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3.2. Max-stabile Verteilungen

Definition 3.2.1. FEine nicht degenerierte Verteilungsfunktion G heifit max-stabil, falls
es fiir alle n € N Konstanten ¢,, > 0 und d,, € R gibt mit

G"(cut + d,) = G(t).
Mit anderen Worten, fiir jedes n € N ist G vom gleichen Typ wie G.

. J
Sind X, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit einer max-stabilen Verteilung, dann gilt fiir alle
n €N

max{Xy,..., X,} —d, %
< X,.

Cn
Das heifit, das Maximum von n u.i.v. Zufallsvariablen mit einer max-stabilen Verteilung hat
bis auf eine affine Transformation die gleiche Verteilung wie eine einzige Zufallsvariable.

Beispiel 3.2.2. Die Gumbel-Verteilungsfunktion A(t) = e " ist max-stabil, denn
At +1logn) = e " Y Z e = A1),

Analog lasst sich zeigen, dass Fréchet—Verteilung ®, und Weibull-Verteilung ¥, max-stabil
sind.

Die Klasse der max-stabilen Verteilungen stimmt mit der Klasse der Extremwertverteilungen
iberein:

Satz 3.2.3. Eine Verteilungsfunktion G ist max-stabil genau dann, wenn G eine Ex-
tremwertverteilung ist.

BEWEIS. SCHRITT 1. “=" Sei G max-stabil. Dann gibt es ¢, > 0,d,, € R, so dass G"(c,t +
d,) = G(t). Es gilt also fiir alle t € R
lim G"(e,t + d,) = G(t),

n—o0

weshalb G eine Extremwertverteilung ist. Wir haben {ibrigens gezeigt, dass die Verteilungs-
funktion G in ihrem eigenen Max—Anziehungsbereich liegt.

SCHRITT 2. “«<” Sei G eine Extremwertverteilung. Dann gibt es eine Verteilungsfunktion
F und a, > 0,b, € R, so dass
(3.2.1) lim F"(a,t+b,) = G(t)

n—oo

fiir alle Stetigkeitspunkte von G. Damit gilt fiir alle £ € N
lim F™ (it + bpi) = G(t).

n—oo

Indem wir die k-te Wurzel ziehen, erhalten wir

(3.2.2) Hm F™(anit + bor) = GYE(1).

n—o0
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Wir wenden nun den Chintschin—Satz 3.1.3 auf (3.2.1) und (3.2.2) an. Es folgt, dass G und
GY* yom gleichen Typ sind, d.h. es gibt ¢, > 0 und dj, € R mit

GYR(t) = G(ext +di,) baw. G(t) = G*(cpt + dy,).
Das bedeutet aber, dass G max-stabil ist. [
Von nun an besteht unser Ziel darin, die max-stabilen Verteilungen zu beschreiben. Die

néchste Proposition zeigt, dass die Eigenschaft G™(c,t+d,,) = G(t) sogar auf nicht-ganzzahlige
Werte von n erweitert werden kann.

( )

Proposition 3.2.4. Sei G eine max-stabile Verteilungsfunktion. Dann gibt es messbare
Funktionen ¢ : (0,00) — (0,00) und d : (0,00) — R, so dass fiir alle s > 0 (nicht
notwendigerweise ganzzahlig) gilt:

(3.2.3) G*(c(s)t + d(s)) = G(¢t).

(. /

BEWEIS. Wir bezeichnen mit [t] die GauBklammer einer reellen Zahl ¢:
[t] = max{n € Z|n < t}.

Sei GG eine max-stabile Verteilungsfunktion. Dann gibt es ¢, > 0,d,, € R, so dass fiir alle
neN
(3.2.4) G"(cpt + dy,) = G(1).
Fiir beliebiges s > 0 folgt daraus, dass

G (gt + ding) = G(2).
Daraus ergibt sich, dass fiir alle t € R
(3.2.5) G (¢us)t + ding)) = (G (cpugit + dpug)) 1 = G

el (t) —s GY*(1).

n—oo

Gleichzeitig gilt aber wegen (3.2.4) auch

(3.2.6) G"(cat +d,) — G(2).
n—oo
Mit Satz 3.1.3 folgt aus (3.2.5) und (3.2.6), dass die folgenden Grenzwerte existieren:
ns . dns - dn
(3:27) o(s) = tim T € (0,00), d(s) = lim T e,
n—oo Cp n—00 Cn

und dass G/*(t) = G(c(s)t + d(s)). Insgesamt folgt also G(t) = G*(c(s)t + d(s)).

Auflerdem folgt aus der Darstellung (3.2.7), dass die Funktionen ¢ und d als punktweise
Grenzwerte von Folgen messbarer Funktionen, selber messbar sind. 0

3.3. Charakterisierung der max-stabilen Verteilungen

Wegen Satz 3.2.3 konnen wir den Satz von Fisher-Tippett—Gnedenko nun wie folgt formu-
lieren:
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Satz 3.3.1. Jede max-stabile Verteilungsfunktion G ist vom gleichen Typ wie eine der
folgenden Verteilungen: Gumbel A, Fréchet @, mit o > 0 oder Weibull ¥, mit o > 0.

BEWEIS. Sei G eine max-stabile Verteilungsfunktion. Laut Proposition 3.2.4 gibt es messbare
Funktionen ¢(s) > 0, d(s) € R mit

(3.3.1) G®(c(s)t+d(s)) = G(t) fiir alle s > 0, t € R.

Im Folgenden werden wir diese Funktionalgleichung losen. Zuerst werden wir GG eliminieren
und die Funktionen ¢ und d bestimmen.

SCHRITT 1. Fiir s > 0 betrachte die affine Transformation ¢, : R — R mit
@s(t) =c(s)t +d(s), teR.

Es gilt mit dieser Notation fiir alle s > 0 und ¢ € R, dass

(3.32) G(ps(t)) = G2 (2).

Wir zeigen, dass die Abbildung s — ¢, ein Homomorphismus aus der multiplikativen Gruppe
der positiven reellen Zahlen (R, ) in die Gruppe der affinen Transformationen von R ist,
d.h. fiir alle 51,80 > 0,t € R

(333) Psiso (t) = Psy ((1081 (t>>
Indem wir in (3.3.2) mehrmals benutzen, erhalten wir, dass
Glpssa(t) = GV (1) = (G2 (1)1 = (Glps, (1)) = Glipsa (0, (1))).
Aus Lemma 3.1.5 folgt (3.3.3).
SCHRITT 2. Mit p,(t) = c(s)t + d(s) erhalten wir
D155 () = c(s182)t + d(s152),
Par (P (1)) = cs1)c(s2)t + c(s2)d(s1) + d(s2)-

Somit fiithrt (3.3.3) zum folgenden System von Funktionalgleichungen: Fiir alle s;,s5 > 0
und alle t € R,

{ c(s189) = c(s1)c(s2),

d(s182) = c(s2)d(s1) + d(s2).

Die erste Gleichung ist eine Cauchy—Funktionalgleichung in multiplikativer Form. Da ¢ eine
messbare Funktion ist, gibt es ein p € R mit

c(s) =5, s>0.

SCHRITT 3. Wir betrachten zunéchst den Fall p = 0, also ¢(s) = 1. Die Funktionalgleichung
fiir d sieht folgendermaflen aus: Fiir alle s1, 59 > 0

d(8182> = d(Sl) + d(SQ).
Betrachte die Funktion h(z) = d(e”), x € R. Fiir diese gilt
h(zy + xo) = d(e”72) = d(e”e”™) = d(e™) + d(e*?) = h(xy) + h(zs).
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Somit ist h additiv. Da h messbar ist, folgt aus dem Satz von Ostrowski, dass h(z) = ax
fiir ein @ € R und somit d(s) = alogs. Im Fall p = 0 haben wir also die folgende Losung
erhalten:

c(s) =1, d(s)=alogs.
Die Gleichung (3.3.1) fiir die Verteilungsfunktion G vereinfacht sich also zu
G(t + alogs) = G'*(t).

Der Fall a = 0 ist ausgeschlossen. In diesem Fall wiire nimlich G(t) = GV/*(¢) fiir alle s > 0,
was bedeuten wiirde, dass G(t) nur die Werte 0 oder 1 annimmt. Widerspruch, denn G ist
nicht degeneriert. Sei also a # 0. Mit ¢ = 0 und y = alog s € R erhalten wir

Gly) = GV*(0) = (G(0))™""" = exp { (10g G(0)) - 7% } = exp { e ¥ s~ lGON L

Das gilt wegen a # 0 fiir alle y € R. Es sei bemerkt, dass log G(0) < 0 und dass die Fille
G(0) = 1 oder 0 ausgeschlossen sind, denn sonst wire G identisch 0 oder 1, Widerspruch.
Somit ist G vom Gumbel-Typ.

SCHRITT 4. Nun betrachten wir den Fall p # 0. Es gilt ¢(s) = s” und die Gleichung fiir d
nimmt die folgende Form an: Fiir alle s, 59 > 0

d(s182) = shd(s1) + d(s2).
Indem wir s; und s, vertauschen, erhalten wir
d(s281) = shd(s2) + d(s1).
Somit ergibt sich fiir alle s1,s9 > 0
shd(s1) + d(s2) = sid(sq) + d(s1).
Sei nun s = 2. Aus p # 0 folgt, dass 2 — 1 # 0 und wir erhalten, dass fiir alle s; > 0

d(s1) = 2L (st 1) = (5 - D,

;@1 € R. Wir haben die Funktionen ¢ und d bestimmt:
e(s) =5, d(s) = (s" = ),

wobei p € R und p € R zwei Parameter sind.
Die Gleichung (3.3.1) fiir die Verteilungsfunktion G' nimmt somit die folgende Gestalt an:
Fiir alle s > 0, t € R,

wobei p =

G*(s"t+ (s — 1)u) = G(t).
Betrachte die Verteilungsfunktion H(u) = G(u — i), u € R. Die Gleichung fiir H sieht wie
folgt aus: Fiir alle s > 0, t € R,
H*(s’t) = H(t).
Mit ¢ = 0 erhalten wir H°(0) = H(0) fiir alle s > 0, somit ist H(0) = 0 oder H(0) = 1.
FALL 1. Sei H(0) = 0. Da H eine Verteilungsfunktion ist, gilt H(y) = 0 fiir alle y < 0. Sei
nun y > 0. Mit t = 1 und s = y'/? > 0 erhalten wir
H(y) = HY(1) = H" (1) = exp {(log H(1)) -y~ *} .y >0.
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Es sei bemerkt, dass log H(1) < 0. Es folgt, dass H und somit auch G vom gleichen Typ wie
die Fréchet—Verteilung @/, ist.

FALL 2. Sei H(0) = 1. Da H eine Verteilungsfunktion ist, gilt H(y) = 1 fiir alle y > 0. Sei
nun y < 0. Mit t = —1 und s = (—y)'/? > 0 erhalten wir

H(y) = H'/*(=1) = H™V""(=1) = exp {(log H(~1)) - (=y)"/*}, y <0.

Es sei bemerkt, dass log H(—1) < 0. Es folgt, dass H und somit auch G vom gleichen Typ
wie die Weibull-Verteilung W_, /, ist. O
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KAPITEL 4

Regulir variierende Funktionen

Unser néchstes Ziel ist es, die Max-Anziehungsbereiche der Extremwertverteilungen zu be-
schreiben. Dies wird im néchsten Kapitel geschehen. Wir haben bereits gesehen, dass die
Verteilung mit der Tailfunktion F(z) = 2%, > 1, im Max-Anziehungsbereich der Fréchet—
Verteilung &, liegt. Wir werden spéter sehen, dass der Max-Anziehungsbereich von &, aus
allen Verteilungen besteht, deren Tailfunktionen sich im gewissen Sinne “wie x~*” verhalten.
Um die exakte Bedingung zu formulieren, brauchen wir den Begriff der reguléren Variation,
den wir in diesem Kapitel einfithren. Wir werden hier nur auf einige Aspekte der regulidren
Variation eingehen, fiir eine umfassende Darstellung dieses Gebiets verweisen wir auf das
Buch von N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels “Regular Variation”.

4.1. Definition der reguléar variierenden Funktionen

Definition 4.1.1 (Karamata, 1930). Eine Funktion L : (A, 00) — (0,00) ist langsam
variierend in 400, wenn
L(A\z
I
m—1>r—l{loo L(Q})
(. J

) =1 fiir jedes A > 0.

Bemerkung 4.1.2. Der genaue Wert von A spielt keine Rolle, denn in der obigen Definition
geht es nur um das Verhalten der Funktion L fiir + — +o00. Es hat keinen Einfluss auf die
Eigenschaft der langsamen Variation, wenn man die Funktion L auf einem endlichen Intervall
beliebig verédndert.

Beispiel 4.1.3. Eine Funktion L, fiir die der Grenzwert ¢ := lim,_,, L(z) in (0, 00) exis-
tiert, ist langsam variierend, denn
L(\x) ¢

= 1.

Ist aber der Grenzwert ¢ gleich +00 oder 0, so muss die Funktion nicht langsam variierend
sein. Zum Beispiel sind die Funktionen f;(x) = x und fo(x) = 1/x nicht langsam variierend.

Beispiel 4.1.4. Die Funktion L(z) = c(logx)?, mit ¢ > 0, 8 € R ist langsam variierend,
denn fiir jedes A > 0 gilt

LOx)  cllog(\a))®  [logz +log A\’
L(z)  c(logz)? _( log x > — 1

fiir x — +o0.
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Beispiel 4.1.5. Die Funktionen
logx, loglogx, logloglogz,...
sind langsam variierend. Funktionen der Form
c(logz)?* (loglog ) ... (log. . .log )’

mit ¢ > 0, 5,...,Or € R sind ebenfalls langsam variierend.

80f
60F,

aof

20

L L L L L
2x 108 4x108 6x108 8x 108 1x10°

ABBILDUNG 1. Zwei langsam variierende Funktionen: exp{+/log z} (blau) und
log x (rot).

Beispiel 4.1.6. Fiir o # 0 ist die Funktion f(z) = z® nicht langsam variierend. Wir werden
spater sehen, dass fiir jedes € > 0 eine langsam variierende Funktion nicht schneller als x®
steigen darf und nicht schneller als x7¢ gegen 0 gehen darf.

Beispiel 4.1.7. Die Funktionen L(z) = e(e®)” sind fiir alle |3] < 1 langsam variierend
(Ubungsaufgabe). Fiir § = £1 ergeben sich die Funktionen L(x) = x bzw. L(z) = 1/z, die
nicht langsam variierend sind. Allerdings ist die Funktion

Ll(l’) _ elogz/loglogx
langsam variierend (Ubungsaufgabe).
Beispiel 4.1.8. Nicht jede beschriinkte Funktion L : (0, 00) — (0, 00) ist langsam variierend.
Beispiel: L(x) = 2 + sinz ist nicht langsam variierend (Ubung).

Beispiel 4.1.9. Es gibt eine langsam variierende Funktion L, die zwischen 0 und 400 os-
zilliert in dem Sinne, dass limsup,_,, L(x) = +o00 und gleichzeitig lim inf, ., L(x) = 0. Ein
Beispiel ist gegeben durch (Ubungsaufgabe)

(4.1.1) L(x) :exp{\/@-cos <€/@)}, x> 1.

Diese Funktion oszilliert unendlich oft zwischen der “unteren Grenze” e~V!°¢% (die im Fall
cos(/log x) = —1 erreicht wird) und der “oberen Grenze” eV'°#? (die im Fall cos(y/logz) = 1
erreicht wird). Allerdings sind die Oszillationen sehr langsam: Zum Beispiel erreicht L die

obere Grenze eV'°2% an den Stellen 68”3k3, k=0,1,2,....
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Aufgabe 4.1.10. Seien L; und Ls langsam variierende Funktionen. Zeigen Sie, dass L1 Lo
und L; + Lo ebenfalls langsam variierend sind.

Definition 4.1.11 (Karamata, 1930). Eine messbare Funktion R : (A4,00) — (0, 00)
heifit regulér variierend in +o0o mit Index o € R, falls

R(\x)
z—+o00 R(:U)

= \° fiir jedes \ > 0.

Bezeichnung: f € RV,,.

& J

Bemerkung 4.1.12. Eine Funktion ist langsam variierend genau dann, wenn sie regulér
variierend mit Index o = 0 ist.

Beispiel 4.1.13. Die Funktion R(x) = cz®, wobei ¢ > 0, ist reguldr variierend mit Index «,
denn

R(A Ax)
Ar) _ ATy i atle A > 0.

R(x) cx®
Beispiel 4.1.14. Die Funktion f(z) = el°#? (wobei [] die GauB-Klammer ist) ist nicht
reguliir variierend obwohl die sehr #hnliche Funktion R(x) = e!°¢® = x reguliir variierend mit
Index av = 1 ist.

Aufgabe 4.1.15. Secien f € RV, und g € RVyg . Zeigen Sie, dass fg € RV,y3.

Viele Beispiele von reguldr variierenden Funktionen konnen konstruiert werden, indem man
eine langsam variierende Funktion L(x) mit z® multipliziert. Dadurch wird die Klasse der
reguldr variierenden Funktionen ausgeschopft.

Satz 4.1.16. Sei R eine regulér variierende Funktion mit Index «. Dann gibt es eine
langsam variierende Funktion L, sodass

R(x) = x*L(x).

BEWEIS. Setze L(z) = Rx(f ) Dann muss man nur noch zeigen, dass L(z) langsam variierend

1st:

L(Az) R(A\x)/(A\x)* _R(\z) N
= =\ =S AT\ =1 —
L@ R(x)/z" R(2) A
da R nach Voraussetzung reguldr variierend ist. Deshalb ist L langsam variierend. 0

Im Rest dieses Kapitels werden wir einige Eigenschaften der langsam und regulér variierenden
Funktionen herleiten. Die wichtigste Anwendung dieser Eigenschaften in diesem Skript ist
die Beschreibung der Max—Anziehungsbereiche.

4.2. Asymptotische Aquivalenz
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Definition 4.2.1. Zwei Funktionen f : (A,00) — (0,00) und g : (A,00) — (0,00)
heiflen asymptotisch dquivalent (in +00), falls

lim L:E) =1
=400 g(z)
Bezeichnung: f(z) ~ g(z) fiir x — +o0.
(. /

Beispiel 4.2.2. 2 ~ 2 + 3 und 22 + z ~ 2% + 2z fiir £ — +00.

Aufgabe 4.2.3. Seien fi, f2, 91,92 : (A,00) — (0, 00) Funktionen mit f; ~ fy und g; ~ go.
Zeigen Sie, dass

(1) fig1 ~ fago.
(2) fitg1~ f2+ g0

Die Klasse der reguldr variierenden Funktionen mit Index « ist abgeschlossen beziiglich der
asymptotischen Aquivalenz:

Aufgabe 4.2.4. Es gelte f ~ g und f € RV,,. Zeigen Sie, dass dann auch g € RV,, ist.

4.3. Satz iiber die gleichmiflige Konvergenz

Satz 4.3.1 (Uber die gleichmiBige Konvergenz, Karamata, 1930). Sei L eine langsam
variierende Funktion. Dann gilt fiir alle 0 < a < b < 00

L(A\z)
L(x)

lim sup — 1‘ = (0.

T30 \ela,b]

BEWEIS. SCHRITT 1. Zunéchst einmal werden wir aus der “multiplikativen” Notation in die
“additive” Notation wechseln. Betrachte die messbare Funktion

h(z) =log L(e®), x > logA.
Die Definition der langsamen Variation fiir L iibersetzt sich wie folgt: Fiir jedes u € R gilt

(4.3.1) lim (h(z 4+ u) — h(z)) = 0.

T—00
Wir werden zeigen, dass die Konvergenz in (4.3.1) gleichméfig in v € I := [log a, log b] ist.

SCHRITT 2. Angenommen, die Konvergenz ist nicht gleichméflig in v € I. Dann gibt es ein
€ > 0 und eine Folge x1, xs,... — o0 mit

sup |h(z, +u) — h(x,)| > 2¢ firn=1,2,....
uel

Es gibt also eine Folge uy,us, ... € I mit
(4.3.2) |h(x, + up) — h(xy)| > 26 firn=1,2,....
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Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass w, gegen einen Grenz-
wert u konvergiert (andernfalls betrachte eine konvergente Teilfolge) und dass |u, —u| < 1
fur alle n € N (andernfalls entferne endlich viele Terme in den Folgen).

SCHRITT 3. Laut (4.3.1) gilt fiir jedes y € R, dass
(4.3.3) |h(zy, +y) — h(x,)| < € fiir n hinreichend gro8.
Aus (4.3.2) und (4.3.3) ergibt sich, dass
\h(xy, + upn) — h(x, +y)| > ¢ fiir n hinreichend grof.
Definiere messbare Mengen [y, I, ... durch
Iy ={y € [-1,1]: |h(zy + up) — h(x,, + y)| > € fiir alle n > k}.

Es gilt dann U2, I = [—1, 1], somit existiert ein k so dass I ein strikt positives Lebesgue-
Maf hat.

SCHRITT 4. Betrachte die Mengen Z,, = u,, — I, = {u, — y: y € I} und

Z ={w € [-1,1]: w € Z, fiir unendlich viele n} = ﬂ U Zy.
j=1n=j
Es gilt |Z,| = |Ix| > 0 fiir alle n € N. Da die Mengen Z,, im Intervall [u — 2, u + 2] enthalten
sind, diirfen wir die Stetigkeit des Lebesgue-Mafles verwenden:
Zn
J

Z] = lim > lim |Z;] = || > 0.
Jj—00 Jj—00

n—

SCHRITT 5. Somit ist Z nicht leer. Sei w € Z, dann gilt fiir unendlich viele n, dass w € u, — I
und somit

\h (T + up) — R(2y + up, — w)| > €.
Das ist aber ein Widerspruch zu (4.3.1), denn z,, + u,, — 0. O

Fiir reguléar variierende Funktionen nimmt der Satz iiber die gleichméflige Konvergenz die
folgende Form an:

Aufgabe 4.3.2. Zeigen Sie: Ist R eine mit Index « regulér variierende Funktion, so gilt
firalle 0 < a < b < o0
I R(\z)
im sup
2= \elap) | B(T)

Hinweis: R(x) = L(x)z®, wobei L langsam variierend ist.

«

=0.

Aufgabe 4.3.3. Seien f € RV, und g € RVg, und es gelte aulerdem lim,_, g(x) =
+00. Zeigen Sie, dass die Komposition f(g(z)) ebenfalls regulér variierend mit Index af3
ist.

Satz 4.3.4 (Uber die lokale Beschriinktheit). Sei L eine langsam variierende Funktion.
Dann gibt es ein B, so dass L auf jedem Intervall der Form [B, B + ¢] beschrénkt ist.
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BEWEIS. Nach dem Satz iiber die gleichméflige Konvergenz gibt es ein B > 0, so dass fiir
allez > B

L(A
sup (Az) -1 <1
ez | L(z)
Somit gilt fiir alle x > B
L(\
sup (Az) < 2.
ez L(z)

Mit = = 2¥B, k= 0,1, ..., folgt, dass
sup  L(z) < 2L(2*B).

z€[2F B2k +1B]

Per Induktion erhilt man, dass die Funktion L auf dem Intervall [B,2*B] durch 2*L(B)
beschrankt ist. O]

Aufgabe 4.3.5. Zeigen Sie: Ist R eine regulér variierende Funktion, so gibt es ein B, so
dass R auf jedem Intervall der Form [B, B + ¢| beschréinkt ist.

4.4. Darstellungssatz von Karamata

Satz 4.4.1 (Darstellungssatz fiir langsam variierende Funktionen, Karamata, 1930).
Eine Funktion L : (A,00) — (0,00) ist genau dann langsam variierend, wenn es eine
Darstellung der Form

(4.4.1) ) = el oz { / ’ @du} s

u
gibt, wobei @ > A und c¢(z) > 0, (x) messbare Funktionen sind mit
c:

(4.4.2) = lim ¢(x) € (0, 00), gjlggo e(z) =0.

T—00

Aufgabe 4.4.2. Finden Sie eine solche Darstellung explizit fiir die Funktionen L;(z) =
logz, La(x) = loglogz, L3(z) = ellog)?, 18] < 1.

BEWEIS. SCHRITT 1. Es ist eine Ubungsaufgabe, zu zeigen, dass jede in der Form (4.4.1),
(4.4.2) dargestellte Funktion L langsam variierend ist.

SCHRITT 2. Es sei L eine langsam variierende Funktion. Wir zeigen, dass es eine Darstellung
der Form (4.4.1) gibt. Zunéchst einmal werden wir aus der “multiplikativen” in die “additive”
Notation wechseln. Betrachte dazu die Funktion

h(z) :=log L(e®), x > logA.
Die Bedingung der langsamen Variation von L nimmt die folgende Gestalt an: Fiir alle u € R
gilt
(4.4.3) lim (h(x +u) — h(z)) = 0.

T—r+00
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Wir werden zeigen, dass es fiir h folgende Darstellung gibt:

xT

(4.4.4) hz) = d(z) + / e(t)dt,

B
wobei B € R und d(z), e(x) messbare Funktionen sind mit

(4.4.5) d:= lim d(z) € R, lim e(x)=0.
T—00

T—00

Daraus ergibt sich fiir L die Darstellung

log z T (]
L(z) = ehllogz) _ d(x) exp {/ e(t)dt} S (C)) exp {/ e(logu) du}

B B u
wobei wir den Ansatz t = logu gemacht haben. Das wiirde die Behauptung beweisen, denn

c(x) =™ el € (0,00), e(x):=e(logz) — 0
fiir x — oo, was die Giiltigkeit von (4.4.2) zeigt.

SCHRITT 3. Wir beweisen die Existenz der Darstellung (4.4.4). Wir wiirden sehr gerne

e(t) = h'(t) setzen, das geht allerdings nicht, denn h muss nicht differenzierbar sein. Wir
setzen deshalb e(t) = h(t+ 1) — h(t). Es sei bemerkt, dass lim, . e(x) = 0 nach (4.4.3). Fiir

x > B gilt
/ac e(t)dt = /I(h(t +1) = h(t))dt = /:c+1 h(t)dt — /B+1 h(t)dt,

B B B
wobei B so grof sei, dass alle beteiligten Funktionen auf [B, z| beschrankt (und somit inte-
grierbar) seien. Somit

T 1 B+1
h(z) = / e(t)dt + /0 (h(z) — h(z + u))du + / h(t)dt.

B B

Der dritte Term héngt nicht von x ab. Der zweite Term konvergiert fiir + — oo gegen 0, denn

h(z+u)—h(z) — 0 gleichmé&Big in u € [0, 1] nach dem Satz {iber die gleichméBige Konvergenz.

Wir kénnen also die Summe der beiden Terme mit d(x) bezeichnen, dann ist (4.4.5) erfiillt.
O

Fiir regulér variierende Funktionen nimmt die Karamata-Darstellung die folgende Form an:

Aufgabe 4.4.3. Zeigen Sie: Eine Funktion R : (4,00) — (0,00) ist genau dann reguldr
variierend mit Index o € R, wenn es eine Darstellung der Form

(4.4.6) R(z) = ¢(x) exp {/ zg(:)du} , T >a,
gibt, wobei @ > A und é(x) > 0, £(x) messbare Funktionen sind mit
(4.4.7) ¢:= xlirgo é(x) € (0,00), zlg]élo é(z) = a.

4.5. Abschitzungen fiir regular variierende Funktionen
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Satz 4.5.1. Sei L langsam variierend, dann gilt fiir jedes § > 0

lim 7 °L(z) =0, lim 2°L(z) = +oo0.
T—>00 T—>00

BEWEIS. Das folgt aus dem Darstellungssatz (Ubung). O

Korollar 4.5.2. Sei R regular variierend mit Index «, dann gilt fiir jedes 6 > 0

im B8 _o g B2

T—00 Ia+5 T—00 [EO‘_‘S

=0.

BEWEIS. Betrachte die langsam variierende Funktion L(z) := R(z)/x® und wende Satz 4.5.1
an. U

Aufgabe 4.5.3. Sei R regulir variierend mit Index «. Zeigen Sie, dass

{—i—oo, falls o > 0,

lim R(z)=
m R() 0, falls a < 0.

T—r—+00

Aufgabe 4.5.4. Sei R; regulir variierend mit Index a1 und Ry regulédr variierend mit
Index ay. Zeigen Sie, dass die Funktion Rj 4+ Ry regulér variierend mit Index max{a;, as}
ist.

Aufgabe 4.5.5. Sei L langsam variierend. Zeigen Sie, dass

. log L(x)
lim ———=
z—+oo logw

Satz 4.5.6 (Potter, 1942). Sei L langsam variierend. Fiir alle A > 1, 6 > 0 gibt es ein
K = K(A,§) mit

% < AmaX{(i)é, (%)6}, fir alle z,y > K.

(. J

BEWwWEIS. Mit dem Darstellungssatz erhalten wir

1 = ageel [ )

Da ¢(z) — ¢, c(y) — ¢, e(u) — 0 fir x,y,u — +oo, konnen wir ein K finden, so dass
c(x) > c/VA, cly) < ev/Aund e(u) < 0 fiir z,y,u > K. Somit ist

o) /: #du pS

Daraus folgt die Behauptung. O
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4.6. Charakterisierung der Grenzwertfunktionen

In der Definition einer reguldr variierenden Funktion f wird verlangt, dass der Grenzwert

o fO)
90 = Jm o
fiir jedes A > 0 existiert und eine bestimmte Form, nédmlich A%, hat. Erstaunlicherweise
reicht es viel weniger zu verlangen: Wenn der Grenzwert g(\) fiir alle A aus einer Menge mit
positivem Lebesgue-Maf existiert, dann existert er fiir alle A > 0 und hat automatisch die
Form \“.

( )

Satz 4.6.1. Sei f: (A, 00) — (0,00) eine messbare Funktion, fiir die der Grenzwert

. f(Ax)
4.6.1 =
(4.6.1) g(A):= lim @) € (0,00)
fir alle A aus einer messbaren Menge K C (0,00) mit strikt positivem Lebesgue-Maf
existiert. Dann existiert der Grenzwert g(\) sogar fiir alle A > 0. Weiterhin hat die
Funktion g die Form g(\) = A\* fiir ein @ € R. Die Funktion f ist somit regulér variierend.
(. J

BEWEIS. SCHRITT 1. Es sei A die Menge aller A > 0, fiir die der Grenzwert (4.6.1) in (0, 00)
existiert. Die Menge A ist eine multiplikative Untergruppe von (0, c0), ndmlich

(1) fiir alle A, Ay € A ist auch My € A;

(2) fiir alle A € A ist auch 1/\ € A.
Wir zeigen die erste Eigenschaft: Fiir A\;, Ay € A gilt

(4.6.2) fMdoz) = fudoz)  far) — g(A)g(Ae) filr 2 — 4o0.

/() foz)  f(z)

Der Beweis der zweiten Eigenschaft ist eine Ubungsaufgabe.

SCHRITT 2. Somit ist die Menge S := log A = {logA\: A € A} eine additive Untergruppe
von R. Diese Untergruppe enthélt die Menge log K, die (genauso wie K') messbar ist und ein
strikt positives Lebesgue—Maf} hat. Nach Satz 2.3.7 gilt also S = R und somit A = (0, 00).
Die Existenz des Grenzwerts g(A) in (4.6.1) ist somit fiir alle A > 0 bewiesen.

SCHRITT 3. Aus (4.6.2) folgt, dass g eine multiplikative Funktion ist. Auflerdem ist g als

Grenzwert von messbaren Funktionen, siehe (4.6.1), messbar. Nach dem Satz von Ostrowski
hat g die Form g(\) = A* fiir ein o € R. O

Aufgabe 4.6.2 (Satz von Landau, 1911). Eine Funktion L : (4, c0) — (0, 00) sei monoton
(steigend oder fallend) mit der Eigenschaft, dass

L(2
lim ( x)

=1.
T—+00 L(x)

Zeigen Sie, dass L langsam variierend ist.
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Aufgabe 4.6.3. Konstruieren Sie eine nicht langsam variierende Funktion L : (0, 00) —
(0,00) mit der Eigenschaft, dass

L(2
lim (22)

=1.
z—+oo L(x)

4.7. Integrale von regulir variierenden Funktionen

Definition 4.7.1. Seien f,g : (A,00) — R zwei Funktionen mit g(x) # 0. Wir sagen,
dass f und g fiir x — 400 asymptotisch dquivalent sind, wenn
S

EACZ
2150 ()

Notation: f ~ g fiir x — oo.
. J

Beispiel 4.7.2. Fir x — oo gilt x ~ x + 2.
Beispiel 4.7.3. Fiir jedes a > —1 gilt

T xa—i—l -1 Ia+1
/ t*dt = ~ , T — 400.
1 a+1 a+1

Wie kann man aber zum Beispiel die Asymptotik des Integrals fl‘r t*(log t)3dt fiir z — 400
berechnen? Man kann wie folgt argumentieren. Die Funktion (logt)? ist langsam variierend,
also unterscheidet sich ihr Wert auf dem ganzen Intervall [z/100, z] nur unwesentlich von
(logx)® (Satz iiber die gleichméBige Konvergenz). Auf dem Intervall [0,2/100] kann der
Unterschied wesentlich sein, allerdings ist dieses Intervall klein und sein Beitrag zum Integral
sollte auch klein sein. Somit kann man vermuten, dass man (logt)® durch (logz)?® ersetzen
kann:

T :L,a+1
/ t*(logt)*dt ~ (log x)? , T — 400.
1 +1

«

Hier ist eine allgemeine Aussage dariiber.

( N

Satz 4.7.4 (Karamata, 1930). Sei L eine langsam variierende Funktion und B so gro8,
dass L auf jedem Intervall der Form [B, B+ ¢| beschriankt ist. Dann gilt fiir jedes v > —1

a5 xa—i—l
4.7.1 *L ~ L .
(4.7.1) /Bt (Odt ~ L), © = +o0

(. J

Beweis. Sei 6 € (0, + 1). Nach dem Satz von Potter konnen wir B’ > B so grofl wihlen,

dass
iéi; < 2max{<§>5, (%)6} . x,y > B.
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Wir konnen die untere Grenze im Integral (4.7.1) auf B’ verschieben, denn dadurch &ndert
sich das Integral nur um eine Konstante. Sei im Folgenden x > B’. Betrachte

JpteLt)dt 1 /1 L(ux)
o L(2)(a+1)  a+1), L(x)
wobei wir die Variable u = t/x eingefiihrt haben. Nun gilt es fiir v € (0, 1)

) L(uz) o
m < L(u:))“ H[B'/x’”(”) S 0s

ua]l[B//le] (u)du,

Es liegt also eine dominierte Konvergenz vor, denn fol u®°du < oo wegen § < a + 1. Mit
dem Satz iiber die domnierte Konvergenz erhalten wir, dass

C ot L(t)dt 1 L
lim fB (t) = / u®du =1,
0

zotoo xH L(z)/(a+1) a+1
was die Behauptung beweist.

Beispiel 4.7.5. Fiir a = 0 erhalten wir, dass

/ L(t)dt ~ xL(z), = — +o0.
B
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KAPITEL 5

Max—Anziehungsbereiche

Es seien X7, Xy, ... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F. Sei

M, = max{Xy,..., X, }.
Wir erinnern daran, dass F' im Max—Anziehungsbereich einer nichtdegenerierten Verteilungs-
funktion G liegt, wenn es Folgen a, > 0 und b, € R gibt, so dass

Mn - bn d G.
ap, n—00

Eine dquivalente Bedingung: Fiir alle t € R gilt
lim F"(a,t + b,) = G(t).

n—o0

Als G kommen nur Extremwertverteilungen in Frage. Diese wurden im Satz von Fisher—
Tippett—Gnedenko beschrieben.

In diesem Kapitel werden wir die Max—Anziehungsbereiche der Verteilungen ®,, V¥, und
A beschreiben. Nicht alle Beweise in diesem Kapitel sind vollstdndig. Fiir mehr Einzelhei-
ten verweisen wir auf die Biicher von S. Resnick “Extreme Values, Regular Variation and
Point Processes”, L. de Haan, A. Ferreira “Extreme Value Theory: An Introduction”, N. H.
Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels “Regular Variation”.

5.1. Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung ¢,
Der néchste Satz beschreibt den Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung ®,, o > 0.

e R

Satz 5.1.1 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt im Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung @, mit Parameter o > 0 genau
dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) 2* = 4o0. B
(2) Die Tailfunktion F' ist reguldr variierend mit Index —c, d.h.
tim 22FOD e i alle A > 0,
z—+oo 1 — F(I)
(. J

Beispiel 5.1.2. Pareto-Verteilung mit der Tailfunktion F(z) =27 2 > 1, liegt im Max—
Anziehungsbereich von ®,, denn z* = +00 und F' € RV_,,.

Beispiel 5.1.3. Eine beliebige Verteilungsfunktion, fiir die F(z) ~ Ko~ fiir x — +oo gilt
(wobei K > 0 und « > 0), liegt im Max—Anziehungsbereich von ®,.
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Wir beweisen zuerst die Riickrichtung von Satz 5.1.1. Dies geschieht im folgenden Satz.

( M)

Satz 5.1.4. Es seien Xj, Xy, ... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F', fiir die x* = 400 und F' € RV_,, gilt. Weiterhin sei a,, eine
beliebige Folge mit

(5.1.1) lim nF(a,) = 1.
n—oo
Dann gilt
M, 4
— — @,

Ay, mM—00

(. /

BEWEIS. Gegeben ist, dass 2* = +o0o und F € RV_,. Wir zeigen, dass fiir alle ¢ € R,
lim F"(ayt) = Du(1).

n—oo

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir durch Widerspruch, dass

lim a, = 4o0.
n—oo

Hitte a,, eine nach oben beschrénkte Teilfolge, so wire entlang dieser Teilfolge F(a,) wegbe-

schriankt von 0 (wegen z* = +00) und wir héitten dann lim,, ., nF'(a,) = +00. Widerspruch
zu (5.1.1). Also gilt lim,,_,, a, = +oc.

SCHRITT 2. Seit > 0. Da F regulér variierend mit Index —a ist, ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (5.1.1), dass

_ _ Flaut
nF(a,t) =nkF(a,) - F((C; )) — 1-t7 =t

Dadurch folgt:
F(ant) = (1 — F(ant))" — e = ®,(t).

n—oo
SCHRITT 3. Sei t < 0. Es gilt fiir hinreichend grofies n, dass a,, > 0 (Schritt 1) und folglich
F™(ant) < F*(0) — 0= D, (1),
n—oo

wobei wir benutzt haben, dass F'(0) < 1 wegen z* = +00. O

Wir haben allerdings nicht gesagt, wie man eine Folge a,, konstruiert, die (5.1.1) erfiillt. Am
einfachsten definiert man a,, als eine Lésung der Gleichung F(a,) = +. Leider kann es bei
einer unstetigen Verteilungsfunktion F sein, dass ' den Wert % iiberspringt und es somit
keine Losung gibt. Fiir eine Konstruktion, die immer funktioniert, benttigen wir den Begriff
der Quantilfunktion.
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Definition 5.1.5. Die Quantilfunktion (oder die linksstetige Inverse) ciner Vertei-
lungsfunktion F' ist die Funktion

F™(a) :=inf{t e R: F(t) > a}, a€(0,1).

F()h
1
a
—— : t
i >
F(a)

ABBILDUNG 1. Veranschaulichung von F< (a).

Ist die Funktion F' streng monoton steigend und stetig, so ist £’ die inverse Funktion zu
Im Allgemeinen kénnen aber zwei Arten von Problemen auftreten:

(1) Die Funktion F' kann auf einem Intervall konstant bleiben.
(2) Die Funktion F' kann Spriinge haben.

Fyh Foh
1 1

aT a +

| N

F(a) F‘_l(a)

Ve

ABBILDUNG 2. Problemfille

In beiden Fillen ist die inverse Funktion zu F' nicht wohldefiniert. Die Quantilfunktion
existiert aber trotzdem.

Aufgabe 5.1.6. Sei F' eine Verteilungsfunktion mit rechtem Endpunkt x*.

(1) Zeigen Sie, dass F'* linksstetig und monoton nicht-fallend ist.
(2) Zeigen Sie, dass lim,4 F*< (y) = «*.

Abbildung 2, rechts, zeigt, dass F'(F* (y)) nicht immer gleich y sein muss. Es gilt lediglich
eine einseitige Abschétzung:
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Lemma 5.1.7. Es gilt F(F* (y)) >y fiir alle y € (0,1).

BEWEIS. Sei x = F* (y). Fiir jedes € > 0 ist F(x 4+ ¢) > y nach Definition von F* . Lassen
wir € gegen Null gehen, so gilt F'(x+¢) — F(x), weil F als Verteilungsfunktion rechtsstetig
ist. Daraus ergibt sich, dass F(z) > y. O

Nun konnen wir eine Normierungsfolge a,, angeben, die der Bedingung aus Satz 5.1.4 geniigt:

1
an::F%(l——).
n

Lemma 5.1.8. Sei 2* = +o00 und F' € RV_,. Mit der obigen Wahl von a,, gilt
lim nF(a,) = 1.

n—o0

BEWEIS. Ist F' streng monoton steigend und stetig, so gilt F(a,) = 1— }1, denn F'* ist dann
die inverse Funktion von F'. In diesem Fall ist die Aussage des Lemmas giiltig, denn es ist
sogar nkF'(a,) = 1. Im Fall eines beliebigen F' miissen wir anders argumentieren.

SCHRITT 1. Aus Lemma 5.1.7 folgt, dass F(a,) < +, woraus sich direkt ergibt, dass
(5.1.2) limsup nF(a,) < 1.

n—00

SCHRITT 2. Es bleibt also noch zu zeigen, dass
(5.1.3) liminf nF(a,) > 1.

n—o0

Sei dazu x € (0,1). Fiir n groB genug gilt za, > 0, denn a, — oo. Es gilt aulerdem
F(za,) < 1— = nach Definition von a,. Somit gilt:
_ 1
nF(za,) =n(l — F(za,)) >n-— =1
n
Damit folgt unmittelbar:

= = F(ay, F(ay
nF(an):nF(xan)-_(a) >_(a) — %, n — 0o,
F(za,)  F(za,)
da F regulir variierend mit Index —a ist. Es ergibt sich also, dass liminf,_,., nF (a,) > x*
fur alle € (0,1). Wenn man nun x gegen 1 gehen lésst, ergibt sich (5.1.3). Damit ist

insgesamt lim,, .. nF(an) = 1 und das Lemma ist bewiesen. O

Hier sind einige Beispiele von Verteilungen aus dem Max—Anziehungsbereich der Fréchet—
Verteilung.
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Aufgabe 5.1.9. In der Versicherungsmathematik wird fiir die Modellierung der Scha-
denhthen manchmal die sogenannte Burr—Verteilung mit Verteilungsfunktion

C @
F =1—-( — >
®) <C+t5> 120,

verwendet. Dabei sind C' > 0, « > 0, 8 > 0 Parameter. Zeigen Sie, dass die Burr—Verteilung
im Max—-Anziechungsbereich der Fréchet—Verteilung ®,4 liegt, und geben Sie explizit eine
Folge a,, an, fiir die M,,/a,, gegen ®,3 konvergiert.

Aufgabe 5.1.10. Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte f und Verteilungsfunktion F'.
Beweisen Sie: Gilt f(t) ~ Kt~%, t — 400, mit K > 0 und « > 1, so folgt

F(t) ~ =t = too.

a—1
Zeigen Sie, dass X im Max—Anziehungsbereich von ®,_; liegt.

Aufgabe 5.1.11. Seien Xj, Xs,... unabhéngig und Cauchy—verteilt mit der Dichte

1

. . d
Zeigen Sie, dass M, — ®;.
n—oo

Auch diskrete Verteilungen kénnen im Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung lie-
gen:

Aufgabe 5.1.12. Eine Zufallsvariable X heifit Zeta—verteilt mit Parameter o > 1, wenn
1

C(a)k’
wobei ((o) := > o2, k~* die Zeta—Funktion ist. Zeigen Sie, dass die Zeta—Verteilung im
Max—Anziehungsbereich von &1 liegt.

P[X = k] = =1,2,...,

Nun beweisen wir die Hinrichtung von Satz 5.1.1.

BEWEIS VON SATZ 5.1.1: “=7". Es sei F eine Verteilungsfunktion und a, > 0, b, € R
Folgen, so dass fiir alle t € R,

(5.1.4) lim F"(ant + by) = ®u(t).

n—oo

Wir zeigen, dass z* = 400 und F € RV_,,.

SCHRITT 1. Zuerst miissen wir (5.1.4) auf nichtganzzahlige Werte von n erweitern. Fiir ein
nicht notwendigerweise ganzzahliges s > 0 definiere a, = a|s) und b, = b|5. Dann gilt fiir
allet € R

(5.1.5) lim F*(ast 4 bs) = Pn(t),

§—00

wobei s nicht ganzzahlig sein muss. In der Tat,

F*(agt +b,) = (F (aggt + b)) — @,(1),

S§—00
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wobei wir (5.1.4) mit n = |s] und die Relation lim,, 1~ s/|s] = 1 benutzt haben.

SCHRITT 2. Sei A > 0. Wegen (5.1.5) mit As anstelle von s gilt
(5.1.6) lim Fo(axst + bas) = m (F¥(axst + br)) ™ = 04 (t) = @a (A1)

Indem wir nun (5.1.5) mit (5.1.6) vergleichen und das Lemma von Chintschin benutzen,
erhalten wir, dass
s b s bs
(5.1.7) lim % = AV i 2% g,
500 (g §—00 Qg

Somit ist die Funktion s — as regulér variierend mit Index 1/cv.

SCHRITT 3. Wir werden nun (5.1.7) benutzen, um zu zeigen, dass
bs
(5.1.8) lim =% =0
S$—00 a’S

Sei € > 0 fest. Sei A so groB, dass
(5.1.9) Ba/X o\=o/2 i alle 2 > A, A > 1

Gy
(das folgt aus der Potter—Schranke fiir die regulér variierende Funktion x — a,) und
b2x - bx

5.1.10
(5.1.10) -

<efiurallex> A

(das folgt aus der zweiten Relation in (5.1.7)). Fiir ein s > A konnen wir ein n = n(s) € Ny
finden mit s/2""! < A < s/2". Wir erhalten die Abschitzung

by - ag b jon " C
/2k+ /2 S522_2—akz/2+_1

DD
as as as

a
s k=1

b8/2k71 - bs/gk

Y

Qg /9k
s/2 k=1

wobel wir im zweiten Schritt (5.1.9) und (5.1.10) benutzt haben, sowie die Tatsache, dass
s/2" € [A,2A] und somit |bson| < C) fiir eine Konstante C;. Da a;, — oo fiir s — oo (denn
as ist regulér variierend mit positivem Index), ergibt sich

< 2 Z 9—ak/2,
k=1

S

Qs

lim sup
S§—00

Da € > 0 beliebig und die Summe auf der rechten Seite endlich ist, erhalten wir (5.1.8).

SCHRITT 4. Wegen (5.1.8) und des Chintschin-Lemmas kénnen wir nun (5.1.4) wie folgt
vereinfachen: Fiir alle ¢t € R gilt

(5.1.11) lim F"(ant) = ®a(t).

n—oo

Wir zeigen, dass 2* = +00. Sei t > 0. Wire x* endlich, so wére a,t > x* fiir n grof} genug
und wir héitten F"™(a,t) = 1 fiir n grof§ genug, was in einem Widerspruch zu (5.1.11) steht.
Also ist * = 400.

SCHRITT 5. Durch Logarithmieren ergibt sich aus (5.1.11), dass fiir alle ¢ > 0,
lim nlog F(a,t) = —t“.
n—oo
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Dies kann man auch wie folgt umschreiben: Fiir alle t > 0 gilt

lim nlog(1l — F(ant)) = —t <.
n—oo

Da a, — oo (wegen der reguldren Variation) und somit F'(a,t) — 0, kénnen wir die Formel
log(1 —z) = —z + o(x) verwenden. Es ergibt sich, dass fiir alle ¢ > 0
(5.1.12) lim nF(a,t) =t°.

n—oo

SCHRITT 6. Schlielich zeigen wir unter Benutzung von (5.1.12), dass F' regulir variierend
mit Index —o ist. Sei dazu A > 0. Fiir z > 0 definiere

n(z) ;= inf{m € N: a,,41 > z}.

Wegen a, — +00 ist n(x) wohldefiniert. Es gilt anz) < & < Gpp)41 und lim,_,o n(z) = oo.
Da F' auflerdem monoton nichtsteigend ist, folgt daraus die Abschétzung

F(\r) F(Aan) _ F(Aayzy)n(z) ‘n(a:)+1 )\_a. _ \-a
P@) = Flasor)  Flawor)n@ D n(@) e 1000

wobei wir im letzten Schritt (5.1.12) zweimal benutzt haben. Daraus ergibt sich

F
lim sup _(()\x)) < AT
T—00 T

Der Beweis der unteren Abschétzung ist analog. 0

5.2. Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥,

Der Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung W, hat eine dhnliche Charakterisierung
wie der Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung. Der Unterschied ist, dass im Fall der
Weibull-Verteilung der rechte Endpunkt 2* endlich sein muss. Damit eine Verteilungsfunk-
tion F' im Max—Anziehungsbereich von ¥, liegt, muss F an der Stelle 2* regulir variierend
sein. Wir geben nun eine prézise Definition.

( )

Definition 5.2.1. Eine messbare Funktion f : (0, A) — (0, 00) heifit regulér variie-
rend in 0 mit Index o € R, falls

f(Az)

= \* fir alle A > 0.
(z)

lim
zl0
Bezeichnung: f € RV,(0).

(. J

Beispiel 5.2.2. Die Funktion f(z) = z* ist regulér variierend in 0 mit Index a.

Aufgabe 5.2.3. Zeigen Sie: f(x) ist reguldr variierend mit Index o an der Stelle 0 genau
dann, wenn 1/f(1/x) regulér variierend mit Index « (an der Stelle +00) ist.

Der néchste Satz charakterisiert den Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung.
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Satz 5.2.4 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt im Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥, mit Parameter a > 0 genau
dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) * < 0. B
(2) Die Funktion x +— F(z* —x), z > 0, ist regulér variierend in 0 mit Index «, d.h.
im L= EE =2 o alie A > 0.
zl0 1 — F(z* —x)
. J

Bemerkung 5.2.5. Sind die beiden Bedingungen von Theorem 5.2.4 erfiillt, so werden wir
zeigen, dass
Mn —x* d

— U,
an, n—o00
wobei a, eine beliebige Folge mit
(5.2.1) lim nF(z* —a,) =1
n—oo

ist. Ein Beispiel einer solchen Folge a,, ist gegeben durch

1
an:x*—ﬁ“_(l——>.
n

Beispiel 5.2.6. Betrachte die Verteilungsfunktion F'(z) = 1 —(z* —2)* mit x € (2*—1,2%),
wobei @ > 0. Dann ist 1 — F(z* — x) = 2% € RV,(0). Somit liegt F' im MDA(¥,).

Beispiel 5.2.7. Eine Verteilungsfunktion F' mit endlichem rechten Endpunkt z*, fiir die

F(z* —z) ~ Kz® fur z | 0 gilt (wobei K > 0, a > 0), liegt im Max—Anziehungsbereich von
v,.

Wir beweisen nur die Riickrichtung von Satz 5.2.4. Der Beweis der Hinrichtung benutzt
dghnliche Ideen wie im Fréchet—Fall.

BEWEIS VON SATZ 5.2.4: “<”. Sei x < 0. Es gilt

M, — x* _ a
P {—x < w} = F'apx + 2*) = (1 — F(apz + 2%))" — ¢ 9" = 0, (2),
Qp, n—00
denn .
_ _ Flr* — a,(—
S B +0°) = Jim 0P o —an) S <

Dabei haben wir die reguliire Variation von F(2* —z) an der Stelle = 0 und (5.2.1) benutzt.
Sei x > 0. Dann gilt
P {Mn —x*

an, n— o0

Sx} =F'apx+2") =1 — 1="V,(2),

denn M, < z* fs. O
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Hier sind einige Beispiele von Verteilungen aus dem Max—Anziehungsbereich der Weibull-
Verteilung.

Aufgabe 5.2.8. Seien X1, X, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit Beta(c, 5)—Verteilung,
d.h. die Dichte von X; sei gegeben durch

£t) = {B(;ﬂ)to‘l(l — )81 fiir t € [0, 1],

0, sonst.

Dabei ist B(a, 8) = fol t*=1(1 — t)#~1dt die Eulersche Beta-Funktion und o > 0, 8 > 0
sind Parameter. Geben Sie explizit eine Folge ¢, > 0 an mit

d
cn(My = 1) = Wy,

Aufgabe 5.2.9. Seien Xi, Xo,... unabhiingig und standardnormalverteilt. Zeigen Sie,
dass die Zufallsvariablen —|X;| im Max—Anziehungsbereich von ¥, liegen. Geben Sie ex-
plizit eine Folge ¢, > 0 an mit

. d
cpmin{| Xy, ..., | Xn|} — Exp(1).

5.3. Max—Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung A

Eine Theorie des Max—Anziehungsbereiches der Gumbel-Verteilung wurde von L. de Haan
entwickelt. In diesem Skript werden wir auf diese Theorie nicht eingehen und verweisen
stattdessen auf die Biicher von L. de Haan “On Regular Variation and its Application to the
Weak Convergence of Sample Extremes”, N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels “Re-
gular Variation” und S. Resnick “Extreme Values, Regular Variation and Point Processes”.
Wir beweisen nur ein einfaches Resultat.

( )

Satz 5.3.1 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt im Max—Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung A(x) = e~° "~ genau dann, wenn
es eine positive und messbare Funktion g(z) gibt mit

. F( 4 ug(z))
(5.3.1) glngrgg O

(. J

=e " fir alle u € R.

Bemerkung 5.3.2. z* kann im Gumbel-Fall endlich oder unendlich sein, Beispiele werden
unten gegeben.

Bemerkung 5.3.3. Wir werden zeigen: Ist die Bedingung (5.3.1) erfiillt, so gilt

M’I’L - b’I’L d —x
L T
Qn, n—00

wobei a,, und b, Folgen sind, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(5.3.2) lim nF(b,) =1, a, = g(by).

n—o0
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Eine mégliche Wahl von b, ist b, = F*~ (1 — 1) (Beweis &hnlich wie in Lemma 5.1.8).

BEWEIS VON SATZ 5.3.1. Es wird hier nur ein Beweis fiir die Riickrichtung gegeben. Es
seien also (5.3.1) und (5.3.2) erfiillt. Es gilt lim,,_, b, = z*, denn hétte b,, eine von x* weg-
beschrinkte Teilfolge, so wiirde entlang dieser Teilfolge (5.3.2) verletzt sein. Man betrachte
nun

F(bn + g(bn)u)
F(by)
wobei wir (5.3.1) und (5.3.2) benutzt haben. Es folgt

lim nF(a,u+b,) = lim -nF(b,) =e™",
n—o0 n—oo

M - u
P {n—bn < u} = F"(a,u+0b,) = (1 — F(a,u+0b,))" — e °

an, n—oo

Und dadurch ergibt sich M’;—;b" 45 A 0J

n—oo

Beispiel 5.3.4. Die Exponentialverteilung Exp(A) mit Tailfunktion
F(x)=e™ >0,

liegt im Max—Anziehungsbereich von A. Man kann nachrechnen, dass Bedingung (5.3.1) mit
g(z) = 5 erfiillt ist:

F(.I‘ :i_ ’U,g(ﬂi)) _ e—/\ug(x) — e U
F(x) '
Aus (5.3.2) ergibt sich (als eine mogliche Wahl) b,, = 10% und a, = 1, so dass

AM,, —logn —% A.

n—oo

Einige weitere Beispiele von Verteilungen aus dem Max—Anziehungsbereich der Gumbel-
Verteilung A finden sich in den nachfolgenden Aufgaben.

Aufgabe 5.3.5. Seien X7, Xs,... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Tailfunktion -
Fty=e"", t>0,

wobei a > 0. Geben Sie explizit a,, > 0 und b, € R mit (M,, — b,)/an, 4y A an.

n—00

Aufgabe 5.3.6. Seien X7, Xs,... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Tailfunktion -
F(t) = (g™ 451

wobei o > 1. Geben Sie explizit a, > 0 und b, € R mit (M,, — by,)/an, _)i> A an.
n—,oo

Die néchste Aufgabe zeigt, dass im Max—Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung der rech-
te Endpunkt auch endlich sein kann.

Aufgabe 5.3.7. Seien X1, Xs,... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit

Tailfunktion
_ Vt t<0
F(t) _ e ) < bl
0, t>0.
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Geben Sie explizit a, > 0 und b, € R mit (M,, — by,)/an 4y A an.

n—oo

Alle drei Max—Anziehungsbereiche sind abgeschlosses bzgl. der asymptotischen Aquivalenz:

Aufgabe 5.3.8. Es seien F' und G zwei Verteilungsfunktionen mit dem gleichen rechten
Endpunkt z* und

i 1—-F(z)

dor 1— G(z)
wobei 0 < ¢ < oco. Zeigen Sie: Liegt F' im Max-Anziehungsbereich von ®,, ¥, oder A, so
liegt auch G in demselben Max—Anziehungsbereich.

Es gibt Verteilungen, die in keinem Max—Anziehungsbereich liegen:

Aufgabe 5.3.9. Die Zufallsvariable X sei geometrisch verteilt mit Parameter 1/2, d.h.
PX =k =1/2% k=12 ...

Zeigen Sie, dass X in keinem der drei Max-Anziehungsbereiche liegt.

Aufgabe 5.3.10. Die Zufallsvariable Y besitze die Tailfunktion

F(t)=1/logt, t>e.

Zeigen Sie, dass Y in keinem der drei Max-Anziehungsbereiche liegt.

5.4. Beispiel: Normalverteilung

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Normalverteilung zum Max—Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung gehort. Dazu bendtigen wir ein Lemma, das die Asymptotik der
Tailfunktion der Standardnormalverteilung beschreibt. Wir erinnern daran, dass die Notation
f(t) ~ g(t) fiir t = +oo bedeutet, dass

f(t)

lim 2 =1,
1450 g(t)

Lemma 5.4.1. Fiir die Tailfunktion F und die Dichte f der Standardnormalverteilung
gilt

_ t 1 1
F(t) ~ ) = ~e=%/ fiir t — +00.
t ot
. J
BEWEIS. Es gilt
F(t) [ e~ /2(s —e /2
lim ——%— = lim *———— = lim = lim —— =1,
t—00 \/;7166_9/2 t—00 %e_t2/2 t—00 —t%e_tQ/2 — t%e_tQ/Q t—00 t% +1
wobei wir den Satz von L’Hospital fiir den Fall ,,g“ angewendet haben. O
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ABBILDUNG 3. Veranschaulichung von Lemma 5.4.1. Blaue Kurve: Die Tail-
funktion F' der Standardnormalverteilung. Rote Kurve: Die Approximation.
Das rechte Bild zeigt die beiden Kurven auf dem Intervall [3, 5].

Satz 5.4.2. Die Standardnormalverteilung liegt im Max—Anziehungsbereich der Gumbel—
Verteilung A.

BEwEIS. Wir werden zeigen, dass Bedingung (5.3.1) des Satzes 5.3.1 mit g(t) = 1/t gilt.
Mit Lemma 5.4.1 ergibt sich:

— 1 —(t+xg(t)?/2 | 22—z 2y
™ F(t+ag(t) lim trag(®) © (teg @)/ i tra/t® o ot
t—+o0 F(t) " totoo %e_t2/2 T too %e—t2/2 -
fir alle z € R. O
Es seien X7, X5, ... unabhéngige und standardnormalverteilte Zufallsvariablen und M, =
max{ Xy, ..., X, }. Wir werden nun die Folgen a,, > 0 und b,, € R so bestimmen, dass
MTL - bn d —_e %
/" e
Qy, n—00

ABBILDUNG 4. Eine standardnormalverteilte Stichprobe vom Umfang n = 5000.
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Laut Satz 5.3.1 sollten wir b, so wahlen, dass

(5.4.1) lim nF(b,) = 1.

n—oo

Damit das gilt, muss die Folge b, gegen +oo divergieren. Hétte namlich die Folge b, eine
nach oben beschrinkte Teilfolge, so wire F'(b,) entlang dieser Teilfolge von 0 wegbeschrinkt
sein und nF(b,) wiirde entlang dieser Teilfolge gegen unendlich gehen. Widerspruch, also
geht b, gegen +o0.

Wir kénnen nun Lemma 5.4.1 benutzen und (5.4.1) in der folgenden Form schreiben:
(5.4.2) V21, e¥i/? ~ o, n — oo.

Auf der linken Seite ist e*2/2 derjenige Term, der am schnellsten gegen +oco geht. Wir kénnen
also als eine erste Anndherung zu b,, eine Folge w,, mit e¥n/2 = n wihlen, d.h.

w, = +/2logn.

Mit der Folge w,, sind wir aber noch nicht am Ziel, denn

V2mw,en/? =/ 2m/2lognn ~ n.

Wir machen also den Ansatz b, = v/2logn + d,,, wobei J,, noch genauer spezifiziert werden
muss. Mit diesem Ansatz gilt:

2
\/27Tbneb%/2 = \/271-(, /9 logn + 5n)elogn+m¢5n+%
2
(5.4.3) — n-V21(y/2logn + b,)eVoEnE

Wir wollen §,, so bestimmen, dass alle Terme auf der rechten Seite auler n asymptotisch
dquivalent zu 1 sind. Wahle 4,, so dass

V2my\/2logneV2osnin — .

Dann folgt durch Umformungen, dass
_ log(4mlogn)
" 2y/2logn

Es sei bemerkt, dass ein so gewéhltes 6,, gegen 0 geht. Somit gilt
5

e ~ 1, +/2logn+ 6, ~ +/2logn.

Also ist die rechte Seite von (5.4.3) tatséchlich asymptotisch dquivalent zu 1, wie gewiinscht.
Wir kommen also zum Schluss, dass b, wie folgt gewéhlt werden sollte:

_ log(4mlogn)
2\/2logn

Als a,, wéhlt man schlieBlich a,, = g(b,) = % Da aber b, ~ v/2logn, kann man mit dem
Lemma von Chintschin zeigen, dass auch die folgende einfachere Wahl von a,, reicht:

1
V2Iogn'

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen:

(5.4.4) b, = \/2logn

(5.4.5) an =
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Satz 5.4.3. Seien X, Xy, ... unabhéngige und standardnormalverteilte Zufallsvaria-
blen. Dann gilt fiir alle z € R:

log(4m1 -
nh_>noloIP’ {\/QIOgn{Mn— <\/210gn—()§<27r—1\/%gg?>} Sx] =e° .

(. J

Bemerkung 5.4.4. Der Satz lésst sich wie folgt interpretieren: Das Maximum M,, nimmt

Werte an, die sehr nahe bei b,, = v/2logn — % sind. Die Differenz zwischen M,, und

b, ist zuféllig und hat die GroBlenordnung a,, = ﬁ. Multipliziert man M, — b, mit dem

Faktor v/2logn, so erhédlt man eine approximativ Gumbel-verteilte Zufallsvariable.

Zum Schluss werden wir noch zeigen, dass auch die sogenannte Log—Normalverteilung im
Max—Anziehungsbereich der Gumbel—Verteilung liegt.

Definition 5.4.5. Es sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann heifit
die Zufallsvariable Y := eX log—normalverteilt.

Die Begriff log-normal erklart sich dadurch, dass die Zufallsvariable X = log Y normalverteilt
ist.

Aufgabe 5.4.6. Zeigen Sie, dass die Dichte einer log—normalverteilten Zufallsvariable
durch die folgende Formel gegeben ist:

1 _1 10g2 Yy
=——=¢€ 2 , > 0.
f(y) N y
e R
Satz 5.4.7. Es seien Y1, Y5, ... unabhéngige, log—normalverteilte Zufallsvariablen. Sei

L, :=max{Yy,..., Y, }.
Mit a,, und b,, wie in Formeln (5.4.4) und (5.4.5) gilt fur alle x € R:

L, — e -
limP{—egx}:e_e )

n—roo aneb”
. J
BEWEIS. Wir kénnen annehmen, dass Y7 = X1, Y, = %2, ..., wobei X;, X, ... unabhiingig
und standardnormalverteilt sind. Sei M,, = max{X1,..., X, }, dannist L,, = eX". Wir wissen

bereits, dass

lim P[M, — b, < apz] ="

n—o0
Durch die Anwendung der Exponentialfunktion folgt, dass

lim P [e_b" L,<e""] =e*"

n—o0
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Da lim,, o @, = 0, konnen wir die Entwicklung e** = 1+ a,x 4 o(a,,) benutzen und es folgt
(Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dass man den o-term weglassen kann), dass

lim P [e_b"Ln <1+ anm] —e ",

n—oo

Daraus ergibt sich die Behauptung. U

Die Gammaverteilung und die Log—-Gammaverteilung liegen ebenfalls im Max—Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung.

Aufgabe 5.4.8. Seien Xi, X»,... unabhéingige Gamma(a, A)—verteilte Zufallsvariablen,
d.h. die Dichte von X; sei

f(t) = )\—to‘_le_M, t >0,

wobei a > 0, A > 0. Geben Sie explizit a,, > 0 und b, € R mit (M,, — b,)/a, 4y A an.

n—oo

Aufgabe 5.4.9. Es seien X1, Xy, ... unabhingig und Log—-Gammaverteilt, d.h. log X; sei-

en Gamma(a, A)-verteilt. Geben Sie explizit a,, > 0 und b,, € R mit (M,, —by,)/an % A
an.

5.5. Von Mises—Bedingungen

Wir haben notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir hergeleitet, dass eine Verteilung
in einem Max—Anziehungsbereich liegt. Leider sind diese Bedingungen manchmal schwer zu
iiberpriifen. In diesem Abschnitt leiten wir einfach zu iiberpriifende hinreichende Bedingun-
gen, die allerdings nicht notwendig sind.

Zuerst miissen wir den Begriff “Ausfallrate” einfithren. Man betrachte ein Gerét, dessen
Lebensdauer als eine Zufallsvariable Z > 0 modelliert werde. Wir nehmen an, dass Z absolut
stetig mit Dichte f ist. Wir bezeichnen die Verteilungsfunktion von Z mit F. Es sei dx ein
sehr kleines Zeitintervall. Wir stellen uns die folgende Frage:

Gegeben, dass das Gerédt zum Zeitpunkt z noch funktioniert, wie grofl ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass es zwischen z und z + dz ausfallt?

Diese bedingte Wahrscheinlichkeit kann wie folgt berechnet werden:

PZ € (z,v+dv), Z > 2] P[Z € (v,z+dz)
P[Z > ] B P[Z > ]

Die Funktion h(x) = f(x)/F(z) heiit die Ausfallrate des Geriits.

(@)
Gh

PZ € (z,x +da)|Z > 2] = ~ ; x.

Im obigen Beispiel ist die Lebensdauer des Gerits nicht-negativ. Die Definition der Ausfall-
rate kann allerdings auch fiir Zufallsvariablen verwendet werden, die negative Werte anneh-
men diirfen. Fiir die folgende Definition sei Z eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt
x*, deren Verteilungsfunktion F' auf einem Intervall (zo,z*) eine stetige Ableitung f = F’
besitzt.
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Definition 5.5.1. Die Ausfallrate von Z ist die Funktion
hx) = M = —(log F)'(z), z € (x0,2").
F(z)

Beispiel 5.5.2. Sei Z exponentialverteilt mit Tailfunktion F(z) = e **, x > 0, und Dichte
f(x) = Xe™™* z > 0. Die Asufallrate ist dann gegeben durch

—Xt
hw) = L) A
F(x) e
Die Exponentialverteilung hat also eine konstante Ausfallrate. Das hat mit der Vergessens-
eigenschaft der Exponentialverteilung in Zusammenhang gebracht werden: Ein Gerét, dass
zum Zeitpunkt x noch funktioniert, “erinnert” sich an sein Alter nicht und fallt mit der
gleichen Rate aus, wie ein neues Gerit gleich nach Inbetriebnahme.

=\ x>0

Im Folgenden werden wir eine Formel benutzen, die die Tailfunktion durch die Ausfallrate
darstellt:

Lemma 5.5.3. Fiir beliebiges a € (xq, z*) gilt

F(z) = F(a) exp {— / h(u)du} R

BEwEIS. Mit der Newton-Leibniz—Formel ergibt sich

Flz) = 576 — oxp { / (log F) (u)du + log F(@} — F(a)exp {— / ’ h(u)du} |

wobel wir im letzten Schritt die Definition der Ausfallrate benutzt haben. O

Von Mises—Bedingung fiir den Fréchet—Max—Anziehungsbereich

Bevor wir die von Mises—Bedingung fiir den Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung
formulieren, betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 5.5.4. Sei X Pareto-verteilt mit Tailfunktion F'(z) = 27, 2 > 1. Dabei sei a > 0
ein Parameter. Die Dichte ist f(z) = az™®"!. Die Ausfallrate ist somit

a
h(zr) = — > 1.
@=2 =
Bekanntlich gilt X € MDA(®,,).

Wir werden nun zeigen, dass alle Verteilungen mit unendlichem rechten Endpunkt und einer
zu ¢ asymptotisch dquivalenten Ausfallrate in MDA (®,) liegen.
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Satz 5.5.5 (von Mises, 1936). Sei X eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt z* =
+o0o und Ausfallrate h(z), © > zo. Es gelte

(5.5.1) h(x) ~ %, r — 400,

mit einem Parameter a > 0. Dann liegt X im Max—Anziehungsbereich der Fréchet—
Verteilung &,

(. J

BEwEIS. Wahle ein a > x(. Es gilt nach Lemma 5.5.3

F(z) = F(a)exp {— / ' h(u)du} — F(a)exp { / ' #du} |

wobei die Funktion e(u) := —h(u)u wegen (5.5.1) die Bedingung lim, o, £(u) = —a erfiillt.
Es folgt aus dem Darstellungssatz von Karamata, dass F' regulér variierend mit Index —«
ist. Somit liegt F' im Max—Anzichungsbereich der Fréchet—Verteilung ®,,. U

Von Mises—Bedingung fiir den Weibull-Max—Anziehungsbereich

Der Weibull-Fall ist dem Fréchet—Fall sehr dhnlich, ein wesentlicher Unterschied ist aller-
dings, dass im Weibull-Fall der rechte Endpunkt endlich ist.

Beispiel 5.5.6. Sei X eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt z* < 400 und Tailfunk-
tion F(z) = (2* — x)*, x € [x* — 1,2*]. Dabei sei a > 0 ein Parameter. Die Dichte ist
f(z) =a(z* —2)* ', x € [z* — 1,2%]. Die Ausfallrate ist somit

a

h(z) = —1,2%).
()= =", re( -1

Bekanntlich liegt X im Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥,,.

e R

Satz 5.5.7 (von Mises, 1936). Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit endlichem
rechtem Endpunkt z* < +00 und Ausfallrate h(zx), x € (zo,x2*). Es gelte

!
5.5.2 h(z) ~ *
(552) (@)~ =2, zta,
wobei o > 0. Dann liegt X im Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥,,.
. J
BEWEIS. Ahnlich wie im Fréchet-Fall. 0

Von Mises—Bedingung fiir den Gumbel-Max—Anziehungsbereich

Um die von Mises-Bedingung im Gumbel-Fall zu formulieren, erinnern wir uns zuerst daran,
dass wir den Gumbel-Fall als eine Art “Grenzwert” des Fréchet— und des Weibull-Falls fiir
a — +00 betrachten konnen. Der rechte Endpunkt kann im Gumbel-Fall sowohl endlich als
auch unendlich sein. Betrachten wir den Fall eines endlichen rechten Endpunktes. Aus der
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von Mises-Bedingung fiir den Fréchet-Fall h(z) ~ < bzw. ~ Z fiir  — +o0 wird bei

1
. h(z)
einem informellen Ubergang zum Grenzwert o — +o0o die Bedingung
L), oot
— =o0(z), =x 00.
h(x)

Leider braucht man im Gumbel-Fall eine etwas stérkere Bedingung, die man durch formales
Ableiten der obigen Bedingung erhélt:

( N

Satz 5.5.8 (von Mises, 1936). Sei X eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt * der
endlich oder unendlich sein darf. Die Ausfallrate h(x) existiere und sei differenzierbar
und strikt positiv auf einem Intervall (z¢,z*), und es gelte

(5.5.3) i <%> (z) = 0.

ztx*

Dann liegt X im Max—Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung A.

(. /

BEwEISs. Wir iiberpriifen die Bedingungung von Satz 5.3.1 mit

g(x) = %

Wir zeigen, dass fiir jedes u € R,

Fla+ug(s) _ _,

(5.5.4) lim —e

ata* F(x)

Sei u > 0, denn fiir negatives u ist der Beweis analog. Mit Lemma 5.5.3 gilt

W:exp{—/j—mgw h(y)dy} :eXp{_/O“%dz},

wobel wir in der zweiten Gleichung den Ansatz z := ¢ € [0, u] gemacht haben. Fiir den
Beweis von (5.5.4) reicht es zu zeigen, dass gleichméfig in z € [0, u] gilt

(5.5.5) lim — 9

ot g(z + zg(x))
Sei e > 0. Wegen der von Mises-Bedingung lim,4,« ¢’(z) = 0 gibt es ein so = so(e) € (20, 2*),
so dass |¢'(s)| < £ fiir alle s € (sg,2*). Es folgt, dass fiir alle z € [0, u]

—
/ g'(s)ds

=1.

3

l9(x + 29(x)) — g(z)| = < azg(x) < eg(x).

Somit gilt fir alle x € (s, 2*)

<e.

‘g(fc +29(x)) — g(x)
9(@)
Das beweist die Behauptung (5.5.5). O

53



Beispiel 5.5.9. Fiir die Exponentialverteilung mit Parameter A gilt h(x) = A und somit
1 1

Die von-Mises Bedingung ist erfiillt, denn (1/h)'(x) = 0 fiir alle > 0.

Beispiel 5.5.10. Die Dichte f der Standardnormalverteilung erfiillt die Differenzialglei-
chung f'(z) = —xf(x). Somit ergibt sich

o (EY . -P@+F@f@ | F@e
(7) @=(F) @=- ORGP - 5 0 oo
denn wir haben in Lemma 5.4.1 gezeigt, dass F(x) ~ %f(x)

A. A. Balkema und L. de Haan (1972) haben bewiesen, dass eine Verteilungsfunktion F' genau
dann im Max—Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung liegt, wenn es eine Verteilungsfunk-
tion G’ mit demselben rechten Endpunkt x* wie F' gibt, die die von Mises-Bedingung erfiillt
und fiir die F'(t) ~ G(t) fiir t 1+ 2* gilt. In diesem Sinne ist die von Mises—Bedingung nicht
nur hinreichend, sondern auch “bis auf asymptotische Aquivalenz” sogar notwendig.

54



KAPITEL 6

Statistik der Extremwertverteilungen

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit statistischen Anwendungen der Extremwert-
verteilungen. Wir werden zwei verschiedene Zugéinge zur Modellierung von Extremwerten
betrachten.

e Der erste Zugang basiert auf der Modellierung von Blockmaxima durch die be-
reits bekannten Extremwertverteilungen, die hier GEV—Verteilungen (Generalized
Extreme—Value Distributions) genannt werden.

e Der zweite Zugang (Peaks Over Threshold Method) benutzt die verallgemeinerten
Pareto—Verteilungen (GPD, Generalized Pareto Distributions).

Wir werden hier nur auf einige grundlegende Ideen der statistischen Modellierung von Ex-
tremwerten eingehen. Fiir mehr Einzelheiten verweisen wir auf die Biicher von S. Coles “An
introduction to statistical modeling of extreme values”, E. Gumbel “Statistics of extremes”,
J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Teugels, J. Segers “Statistics of extremes”.

6.1. Statistik der Blockmaxima: GEV—Verteilungen

Wir haben bisher gesehen, dass Extremwertverteilungen folgende Form haben:

1

Gy po(z) = exp {— (1 +72 —,u) 7} fiir 1+7% > 0.

g

Extremwertverteilungen bilden also eine dreiparametrige Familie: v € R ist der formgebende
Parameter, u € R ist der Lageparameter und o > 0 ist der Skalenparameter. Fiir v gilt:

7 > 0: G ist eine Fréchet-Verteilung (definiert fiir =~# > —% wie oben, sonst 0).
v < 0: G ist eine Weibull-Verteilung (definiert fiir =# < —% wie oben, sonst 1).
v = 0: G ist eine Gumbel-Verteilung (definiert fiir z € R wie oben).

F@z) Fréchet-VerteiIungl F(z) |WeibuII-VerteiIung‘ F(z) |GumbeI-VerteiIung |
| | / l
2 . 2 ///Z
T
z—p_ 1 z=p_ 1 z-p 1 z-p, 1
o 7 o 4 o b4 oy

Extremwertverteilungen, die in der obigen Form dargestellt werden, werden auch General
Extreme—Value distributions (GEV-Verteilungen) genannt.
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Beispiel 6.1.1 (Wasserstdnde an einem Deich). Am Tag j € {1,...,365} im Jahr ¢ €
{1,...,n} wurde an einem Deich der Wasserstand x;; gemessen. Wir betrachten die jahrlichen
Maxima (“Blockmaxima”)

und wollen aus diesen Daten die Deichhdhe Z, bestimmen, bei der eine Uberflutung mit einer
gegebenen Wahrscheinlichkeit p in einem Jahr stattfindet. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit p
sehr klein (viel kleiner als 1/n, zum Beispiel), so dass alle gemessenen Wassersténde sicherlich
viel kleiner als die gesuchte Hohe Z, sind.

Dazu betrachten wir folgendes Modell: x4, ..., z, sind Realisierungen von Xi,..., X, die
u.i.v. Zuvallsvariablen mit einer GEV—Verteilung G, ,, , mit Parametervektor § = (v, u,0) €
R? x R, sind.

Bemerkung 6.1.2. Den jahrlichen Maxima eine GEV—Verteilung zu unterstellen, ist eine
natiirliche Wahl, da jedes X; ein Maximum von vielen u.i.v. Zufallsvariablen ist. Wir haben
in fritheren Kapiteln gezeigt, dass solche Maxima unter sehr allgemeinen Bedingungen gegen
Extremwertverteilungen konvergieren. Natiirlich braucht man fiir die Konvergenz Normie-
rungskonstanten, in unserem Fall kann man aber annehmen, dass die Normierungskonstanten
bereits in den Parametern p und o enthalten sind.

Bemerkung 6.1.3. Da wir im obigen Modell voraussetzen, dass die X; identisch verteilt
sind, kann das Modell nur auf stationéire Daten angewendet werden, d.h. Daten, die keinen
Trend aufweisen. Werden die jahrlichen Maxima mit der Zeit immer grofler (kleiner), muss
ein anderes Modell verwendet werden, siehe unten.

Unser Problem besteht nun darin, den Parametervektor € zu schéitzen. Wir werden die
Mazximum~—Likelihood—Methode (ML-Methode) benutzen. Dazu benétigt man die Dichte
fypo(2) der GEV-Verteilung. Durch Ableiten der Verteilungsfunktion G, , erhdlt man,
dass fiir v # 0

L(1428) 7 expl— (14 9325) 7}, 14932 >0,
fo(2) = fru0(2) = {U( e ) ot ( R ) } i
0, sonst

wahrend fiir v =0
1

—€
o

fg(Z) = f(),u,a =

Mit Hilfe der Dichten kann man die Log—Likelihoodfunktion aufstellen:

-5 exp {—e_%} , fiir z € R.

10) :=1(0|xy,...,zy) = Zlog fo(z;).

Fiir v # 0 gilt:

n n _1
1 i i~ 7
[(0) = —nlogo — (— + 1) E log (1 +’yx N) — (1 +’yx ,u) ,
Y - o T o




falls 1 +~*=£ > 0 fiir alle i = 1, ...,n, und [(¢) = —oo sonst. Fiir v = 0 gilt:

n

1(0) = —nloga—izi(;u —Ze_ziaj.

i=1 i=1
Mit der log-Likelihoodfunktion lésst sich der Maximum-Likelihood—Schétzer

0 = (4, 1,6) = argmax (7, p, o)

herleiten. Hier kann 6 nicht analytisch bestimmt werden, sondern muss numerisch ermittelt
werden.

Nachdem der Parameter 6 geschitzt wurde, konnen wir die Deichhohe Z, schitzen. Wir
erinnern, dass Z, die Deichhohe ist, bei der eine Uberflutung mit Wahrscheinlichkeit p in
einem Jahr stattfindet. Das Problem besteht also darin, dass (1 — p)—Quantil des jéhrlichen
Maximums zu schétzen. Wir schétzen Z, indem wir die Gleichung

A

Gsp6(Zp) =1—p

losen (falls es mehrere Losungen gibt, betrachten wir die kleinste):

5 _Ja—g{1—(=log(1-p) 77}, G #0.
" A —6log(—log(1 - p)), 5 =0.

Fir 4 < 0 (im Fall der Weibull-Verteilung) besitzt die Verteilung G5 ;s einen endlichen
rechten Endpunkt, der iibrigens per Definition Zj ist. In diesem Fall gehen wir davon aus, dass
es einen absolut hochsten Wasserstand gibt, der niemals iiberschritten wird. Der Schétzer
fiir Z, ist dann gegeben durch:

. .0

Zo=ji— —.
Nachdem nun das Problem gel6st wurde, stellt sich die Frage, wie wir die Losung verifizieren
konnen. Wie kénnen wir iiberpriifen, ob die Daten x4, ..., x, durch die Verteilungsfunktion
G = G4 ;5 tatsichlich gut beschrieben werden? Zur Verifikation des Modells gibt es mehrere
Methoden, die wir im Folgenden betrachten.

Ordnen wir die Stichprobe z1, ..., z, monoton aufsteigend an, so erhalten wir die Ordnungs-
statistiken

1) < .o S Tp)-

Definition 6.1.4 (Probability-Plot). Der PP—Plot ist die Menge

{(G’(:U(Z-)), #) L= 1n} c [0,1]%

Trifft die Annahme, dass die Daten x4, ..., z, geméif G verteilt sind zu, so sollte
A 1
G D)~
(=) n+1



gelten bzw. sollten die Punkte in einem Probability—Plot auf der Winkelhalbierenden liegen
(etwa wie in Grafik 1).

ABBILDUNG 1. PP-Plot

Der PP-Plot besitzt einen Nachteil: Fiir i ~ n gilt @(x(i)) ~ 1 und nil ~ 1, egal ob G die
Daten gut beschreibt oder nicht. Mit anderen Worten, auch wenn G die Daten im Bereich der
groflen Werte nicht gut beschreibt, sieht man das in einem Probability—Plot méglicherweise
nicht. Dabei sind gerade die grolen Werte besonders interessant fiir uns. Wir betrachten

deshalb eine andere Methode, die dieser Uberlegung Rechnung trigt.

Das ¢ Quantil G (q), wobei ¢ € (0,1), einer Verteilungsfunktion G ist definiert als (die
kleinste) Losung z der Gleichung

G(z) = q.

Definition 6.1.5 (Quantil-Plot). Der QQ—Plot ist die Menge

A i ) o 2
{(G <n+1>,$(l)> .Z—l,...,n}CR.

. . . 1 2 . .
Beim QQ-Plot werden auf der horizontalen Achse die -, %5, ..., ;f7-Quantile der Vertei-

lung G abgetragen und auf der vertikalen Achse die Ordnungsstatistiken T(1), - T(n). Wenn
G die Daten gut beschreibt, sollte

A i
G (n+ 1) =6

gelten bzw. sollten die Punkte in Abbildung 2 auf der Winkelhalbierenden liegen.

Es kann vorkommen, dass die Daten xy,...,x, einen Trend aufweisen (z.B. werden die
jahrlichen Maxima hoher). Wir betrachten nun ein Modell, das der Nichtstationaritéat der
Daten Rechnung tréigt. Die beobachteten Blockmaxima x4, ..., x, seien Realisierungen von
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ABBILDUNG 2. QQ-Plot

Zufallsvariablen X7, ..., X,,, die unabhéngig aber nicht identisch verteilt seien mit
Xi ~ Goy@yoyutyy, 1 =1,...,n.

Dabei ist der Parametervektor (v(i), (i), (7)) eine Funktion der Zeit . Fiir diese Funktion
kann man z.B. den folgenden Ansatz verwenden:

Vi) =7, o(@)=0,  p()=PF+pbi
Wir gehen also von einem konstanten Formparamter «y, einem konstanten Skalenparameter o
und einem linearen Trend, der im Lageparameter i beriicksichtigt wird, aus. Die Parameter
(v, 0, Bo, /1) lassen sich wieder mit der ML-Methode schétzen und somit lésst sich das Pro-
blem mit den bereits im Fall von stationdren Daten betrachteten Methoden l6sen. Méchte
man das Modell verifizieren, so kann man PP— oder QQ-Plots erstellen. Davor muss man

aber die Stichprobe z1,...,x, von dem Trend bereinigen:

Ty =1 — Py — P
Die bereinigte Stichprobe 1, ..., 2] sollte man dann mit der Verteilungsfunktion G5 s ver-
gleichen.

Bemerkung 6.1.6. Der Ansatz kann verallgemeinert werden, ohne dass sich das Modell
grundsétzlich dndert. So ist es zum Beispiel problemlos moglich, einen exponentiellen Trend

zu modellieren:

V(i) =7,  o@)=0  u(i)=er

6.2. Peaks over Threshold: Statistik der GP—Verteilungen

Die oben beschriebene Methode basiert auf der Betrachtung von Blockmaxima (z.B. von
jahrlichen Maxima). Es gibt eine andere Methode (Peaks over Threshold), bei der man
nur Beobachtungen beriicksichtigt, die einen Schwellenwert iiberschreiten. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit dieser Methode.

Wir fangen damit an, dass wir die verallgemeinerten Pareto—Verteilungen definieren. Es sei X
eine Zufallsvariable, die man sich z.B. als eine Schadenhohe vorstellen kann. Wir interessieren
uns nur fiir die grofen Werte von X und stellen die folgende Frage:
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Wie ist der sogenannte Exzess X —u asymptotisch verteilt, gegeben dass X > u? Dabei
geht u — oo.

Wir betrachten drei Beispiele.

Beispiel 6.2.1. Sei X exponentialverteilt mit Parameter A > 0, d.h. F(t) = e ™ ¢t > 0.
Dann gilt
PX >u+t,X>u PX>utt] e MNut) Y

PIX —u>t|X > u] = _ _ _
X —u>tX > PIX > 4] PIX > 4] o ©

Es gilt also: Die bedingte Verteilung von X — u gegeben, dass X > w, ist die Exponential-
verteilung mit Parameter A. Dies ist die Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung.

Beispiel 6.2.2. Sei X aus dem Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung ®,, a > 0.
D.h., FF € RV_,. Dann gilt fiir alle t > 0:

P[X—u>t’X>u} PIX >u+ut]  F(uf

_ _ +
- = -

t+1)) o
PX > 1] Py L+

fiir u — oo. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von (X — u)/u
gegen die Verteilungsfunktion 1 — (1 +¢)~%, ¢ > 0.

Beispiel 6.2.3. Sei X standardnormalverteilt. Folgende Relation wurde in Lemma 5.4.1
mit der Regel von L'Hospital bewiesen:

—u?/2

PX > u] ~ fir u — oc.

1
—e
V2T

Unter Verwendung dieser Relation erhalten wir fiir jedes t > 0:

PIX >u+t] exp{-% —t—L; -
Plu(X —u) > t|X > u| = PIX > 4l ~ exi){—“Q}QQ —e !
2

fiir u — oo. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von u(X —u) gegen
die Exponentialverteilung mit Parameter 1.

In allen drei Beispielen konnte die bedingte Verteilung von X —u gegeben, dass X > u, durch
eine Verteilung approximiert werden. Wir werden nun ein allgemeines Resultat formulieren,
das die drei Beispiele als Spezialfille beinhaltet.

( N

Definition 6.2.4. Die verallgemeinerte Pareto—Verteilung (GPD, Generalized Pa-
reto Distribution) mit Index v € R und Skalenparameter o > 0 ist definiert durch die
Verteilungsfunktion

£\ t>0, falls 7 > 0,
Pot)=1—(1+2) " mit e
’ o te[0,-2Z], fallsy<0.
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Bemerkung 6.2.5. Fiir v = 0 interpretieren wir die Formel als Grenzwert:

1
o\
P =lim[1-(1+2) "J=1-¢t, t>o0.
’ =0 o

Somit stimmt P, mit der Exponentialverteilung mit Parameter 1/o {iberein.

( M)

Satz 6.2.6 (Pickands-Balkema-de Haan, 1974). Sei X eine Zufallsvariable mit Ver-
teilungsfunktion F', die im rechten Endpunkt x* stetig ist. Dann liegt F' im Max—
Anziehungsbereich von G, genau dann, wenn es eine positive messbare Funktion J(u)
gibt mit
lim sup |P[X —u <tX >u] — P, gw(t) =0.
ute* te[0,x* —ul
. J

Grob gesagt gilt die Approximation

P[X —u < t|X > u] ~ P%/B(u)@),
falls X im Max-Anziehungsbereich von G, liegt.
Nun werden wir die GP—Verteilungen in der Statistik anwenden. Es seien zq,...,x, un-
abhéngige identisch verteilte Beobachtungen, z.B. Wasserstéinde an einem Deich an n Tagen.
Wir interessieren uns nur fiir die extrem groffen Beobachtungen. Das heifit, wir wihlen einen

Schwellenwert « und betrachten nur die Beobachtungen z;,, ..., x;,, die u iiberschreiten. Wir
definieren die Exzesse
N==xy —U...,.Jp =Ty —U

und ignorieren alle anderen Daten. Der Satz von Pickands—-Balkema-de Haan macht folgendes
Modell plausibel: Die Exzesse v, . . ., yx sind Realisierungen von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen Y7, ..., Y}, die geméf einer verallgemeinerten Pareto—Verteilung
P, , verteilt sind. Dabei sind v € R und o > 0 unbekannte Parameter. Die Dichte von P, ,
ist gegeben durch

1
1 yt\ . t >0, falls v > 0,
J(t)=—1+— t
Frot) o ( * a) H {t € [0,—%], falls v < 0,

und fo,(t) = oe™/7 ¢ > 0, fiir v = 0. Damit ergibt sich fiir die Log-Likelihoodfunktion

k k
I(v,0) == log f,.(y;) = —klogo — (1 + %) > log (1 + ) :
i=1 =1

zumindest fiir v # 0. Der ML-Schétzer

YYi
o

(9,6) = argmax (v, 0)
¥,0

muss numerisch berechnet werden.

Nun werden wir fiir ein gegebenes kleines p die Deichhéhe Z, schétzen, die an einem Tag
mit Wahrscheinlichkeit p iiberflutet wird. Es sei X die Zufallsvariable, die den Wasserstand
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an einem Tag beschreibt. Mit Beriicksichtigung des Satzes von Pickands—Balkema-de Haan
gehen wir davon aus, dass fiir grofles u:

1
o\ -
]P’[X—u>t|X>u]%<1+7—) "
o

Mit t = Z,, — u folgt also:

7 —u\ 7
IP’[X>Zp]zIP’[X>u](1+7 2 “) .
g

Nun setzen wir die rechte Seite gleich p. Wenn die Gleichung nach Z, umgestellt wird, erhélt

man schliellich PIY ,
szu—l—g [(M) —1]
Y p
Dabei haben wir Schétzer fiir o und v bereits hergeleitet. Die Wahrscheinlichkeit P[X > u]
kann durch %22;1 1,,>v geschétzt werden. Es ergibt sich der Schatzer

n ’?
A o 1
7 = — — 1o -1
=+ (pz )
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KAPITEL 7

Ordnungsstatistiken

Seien X7,..., X, unabhingige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion F'. Ordnen wir die Stichprobe X1, ..., X,, monoton aufsteigend an, so erhalten
wir die sogenannten Ordnungstatistiken

Xl:n S X2:n S cee S Xnn
Zum Beispiel ist X, = min{Xy,..., X,,} und X,,.,, = max{X;y,..., X, }.

7.1. Allgemeine Eigenschaften der Ordnungsstatistiken

Zuerst berechnen wir die Verteilungsfunktion der Ordnungsstatistik Xp.,,.

Satz 7.1.1. Firalle 1 <k <nund t € R gilt

n

P[ Xy < 1] = EZ: (:1) F@)™F ()™,

BEWEIS. Es sei L := Y " | I1x,< die Anzahl der Elemente der Stichprobe Xj,...,X,, die
unterhalb von ¢ liegen. Dann gilt L ~ Bin(n, F'(¢)) und somit

P[kagt]:P[sz]zzn:P[Lzm]:En:(

m=k

n

)F(t)mF(t)”_m.

m

Im letzten Schritt haben wir die Formel fiir die Zahldichte einer Binomialverteilung benutzt.
OJ

Sind die u.i.v. Zufallsvariablen X7, ..., X, absolut stetig, so kénnen wir die Dichte der Ord-
nungsstatitsik Xj., berechnen.

e M)

Satz 7.1.2. Es seien Xi,...,X,, u.i.v. Zufallsvariablen mit Dichte f und Verteilungs-
funktion F'. Dann ist fiir alle 1 < k < n die Dichte von Xj.,, gegeben durch

n—1 n

i (t) = ( . 1) FOFOTFQ" =k ( k) FOF@) R ().

& J

BEWEISIDEE. Man kann den Satz beweisen, indem man die Formel aus Satz 7.1.1 ableitet
(sieche z.B. Skript “Mathematische Statistik”, Satz 1.6.1). Dieser Weg fithrt zu komplizierten
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ABBILDUNG 1. Dichten der Ordnungsstatistiken Xi.10,...,X10:10 einer un-
abhingigen und auf [0, 1] gleichverteilten Stichprobe Xj, ..., Xjg.

Berechnungen. Wir geben hier einen anderen Beweis, der viel eleganter (allerdings nicht ganz
streng) ist.

Damit X, =t ist, muss Folgendes passieren:

1. Eine der Zufallsvariablen, z.B. X, muss den Wert ¢t annehmen. Es gibt n Moglichkeiten,
das 7 auszuwéhlen. Die “Dichte” des Ereignisses X; = t ist f(¢).

2. Unter den restlichen n—1 Zufallsvariablen miissen genau k—1 Zufallsvariablen Werte klei-
ner als ¢ annehmen. Wir haben (Zj) Moéglichkeiten, die k — 1 Zufallsvariablen auszuwéhlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die ausgewéhlten Zufallsvariablen allesamt kleiner als ¢ sind,
ist F(t)1.

3. Die verbliebenen n — k Zufallsvariablen miissen allesamt grofler als ¢ sein. Die Wahrschein-
lichkeit davon ist (1 — F(t))"*.

Indem wir nun alles ausmultiplizieren, erhalten wir die Behauptung des Satzes. Den kombina-
torischen Faktor kann man auch anders berechnen: Zuerst wahlen wir aus n Zufallsvariablen &
Zufallsvariablen, die < ¢ sind (dafiir digt es (Z) Méglichkeiten), und dann wahlen aus diesen k
Zufallsvariablen eine Zufallsvariable, der gleich ¢ sein soll (dafiir gibt es & Moglichkeiten). [

Beispiel 7.1.3. Seien Xi,..., X, unabhéngig und gleichverteilt auf [0, 1], d.h. die Dichte
von X; sei f(t) = 1pqj(¢). Dann ist die Dichte von Xj., gegeben durch

Fxo (1) = {’f(Z)t’“‘l(l —t ke o,1],

0, sonst.

Das heifit, Xj., hat eine Beta—Verteilung Beta(k,n — k + 1).

Aufgabe 7.1.4. Zeigen Sie, dass EXy.,, = n—_kH fir alle 1 <k <n.
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Aufgabe 7.1.5. Seien Xji,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Dichte f und Verteilungsfunktion F. Bestimmen Sie fiir 1 <14 < j < n die gemeinsame
Dichte fx,., x;.,(t,s) der Ordnungsstatistiken X.,, und X.,.

Im néchsten Satz bestimmen wir die gemeinsame Dichte aller n Ordnungsstatistiken.

( )
Satz 7.1.6. Seien X1, ..., X, unabhéingig und identisch verteilt mit Dichte f. Dann gilt
fiir die gemeinsame Dichte von Xi.,,, ..., X,..:

nl-f(t) ... f(tn), t1 <ty <...<t,,
fX1:n7---7Xn:n <t1’ c 7tn) = f( 1> f( ) ! ?
0, sonst.
. J

BEWEISIDEE. Da die Ordnungsstatistiken per Definition aufsteigend sind, ist die Dichte
gleich 0, wenn die Bedingung t; < ... < t,, nicht erfiillt ist. Sei also die Bedingung t; < ... <
t, erfilllt. Damit Xy, = t,..., X, = t,, ist, muss eine der Zufallsvariablen (fiir deren Wahl
es n Moglichkeiten gibt) gleich ¢; sein, eine andere (fiir deren Wahl es n — 1 Moglichkeiten
gibt) gleich t5, usw. Wir haben also n! Moglichkeiten fiir die Wahl der Reihenfolge der
Variablen. Zum Beispiel tritt fiir n = 2 das Ereignis {X1.0 = ¢, Xo.0 = t2} genau dann ein,
wenn entweder {X; = t1, Xy = to} oder {X; = 5, Xy = t;} eintritt, was 2 Moglichkeiten
ergibt. Da alle Moglichkeiten sich nur durch Permutationen unterscheiden und somit die
gleiche “Dichte” besitzen, betrachten wir nur eine Moglichkeit und multiplizieren dann das
Ergebnis mit n!. Die einfachste Moglichkeit ist, dass {Xi., = t1,..., Xpm = t,} eintritt.
Diesem FEreignis entspricht die “Dichte” f(¢1)-...- f(t,), da die Zufallsvariablen Xy, ..., X,
unabhéngig sind. Multiplizieren wir nun diese Dichte mit n!, so erhalten wir das gewiinschte
Ergebnis. U

Auch wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X,, unabhéingig sind, sind die Ordnungsstatistiken
X1, ooy Xpn im Allgemeinen nicht unabhéngig. Es gilt jedoch eine schwéchere Eigenschaft,
die sogenannte Markov-Eigenschaft.

( )

Satz 7.1.7 (Bedingte Unabhéngigkeit von Ordnungsstatistiken). Seien Xj, ..., X, un-
abhéangige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f. Die bedingte Dichte
fulzy, ... zx) von Xyi1.,, gegeben, dass Xy, = x1,..., Xp, = o, stimmt mit der
bedingten Dichte f(u|xy) von X1, gegeben, dass Xj.,, = xy, iiberein.

& J

Bemerkung 7.1.8. Angenommen, die ersten k£ Ordnungsstatistiken der Stichprobe X1, ..., X,

sind bekannt: Xi., = x1,..., X = ;. Wo liegt nun die néchste Ordnungsstatistik Xy y1.,7
Der obige Satz behauptet, dass fiir die Beantwortung dieser Frage nur der Wert X;., =
relevant ist. Die Werte der vorherigen Ordnungsstatistiken 1, ..., x;_; tauchen in der be-

dingten Verteilung von X, 1., nicht auf.
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BEWEIS. Sei f1, kn die gemeinsame Dichte von Xj.,, ..., X.,. Dann gilt

fi,.., k+1:n($1, vy Ty U)

(7.1.1) fluley, . ap) = fi (21, k)

Sei fik+1.n die gemeinsame Dichte von (X, Xkt1.) und fi., die Dichte von Xj.,,. Dann
gilt

~ Srprim (TR, w)

(7.1.2) flulzy) = [

Fiir die gemeinsame Dichte von Xj.,, ..., Xj., erhilt man

fi. k:n(xl,...,xk):f(xl)o..mf(xk)~(1—F(xk))"*k~n~(n—1)~...-(n—k—|—1),

falls 1 < ... < 23 und 0 sonst.
Analog erhélt man fiir die gemeinsame Dichte von Xi.,, ..., Xii1m

ik, we) = flo) - oo fgg) - (1 — F(:L’kﬂ))”*k*l n-(n—=1)-...-(n—k),

falls 1 < ... < xpy1 und 0 sonst. Auerdem gilt:

fronrvn(@i,uw) = fzg) - f(u) - Fae)* (1= F(u)" ™ n(n - 1) (Z _ f)
bzw.
Fen(r) = flar) - Flag) (1= F(ag)" ™" ”(Z B 1)
Einsetzen in (7.1.1) baw. (7.1.2) ergibt

(n— k)1 — F(u)" "1 f(u)
(1= F(zp))"*

(7.1.1) = (7.12) =

Somit stimmen die beiden bedingten Dichten f(u|xy,...,xx) und f(u|xy) tiberein. O

Aufgabe 7.1.9. Seien X1, ..., X, unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter A >
0. Welche Verteilung besitzt Xgy1., — 2% gegeben, dass X1., = x1,. .., Xg = 7

7.2. Extreme Ordnungsstatistiken

Es seien X7i, Xy, ... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen. Wir bezeichnen mit
X1, < ... < X, die Ordnungsstatistiken von Xi,...,X,,. Aulerdem benutzen wir die
Notation

M?Ek) = Xn—k—l—l:na k= 17 Lo,
Somit ist MS) = X,,., das groBite Element der Stichprobe, M,(f) = X,_1., das zweitgroBte

Element und so weiter.

Wir haben die moglichen Grenzwertverteilungen von MY = M, fir n — oo bereits in
fritheren Kapiteln beschrieben (Extremwertverteilungen). In diesem Abschnitt beschreiben
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wir die Grenzverteilungen der sogenannten extremen Ordnungsstatistiken M,(Lk), wobei k € N

fest und n — oo.

Zuerst bendtigen wir einen Satz, der die Grenzwertverteilung fiir die Anzahl der Uberschreitungen
eines hohen Schwellenwerts beschreibt.

( )

Satz 7.2.1. Sei u,, € R eine Folge mit lim,, o nF(u,) = 7, wobei 0 < 7 < 0o. Dann
gilt:

n k
. LT B
JL%P[.ElﬂXi>un_k]_e ik k=0,1,....
. J

BEWEIS. Wir bezeichnen mit S,, := 22:1 1x,>u, die Anzahl der Beobachtungen,_ die ober-
halb von u, liegen. Es gilt S,, ~ Bin(n, F'(u,)). Nach Voraussetzung gilt lim,, o, nF'(u,) = 7.
Da dies gilt, darf der Poissongrenzwertsatz angewendet werden:

S, L Poi(T).

n—o0

Mit anderen Worten, lim,,_,, P[S,, = k] = e”%, fir alle k =0,1,.... O

Bemerkung 7.2.2. Der Satz behilt seine Giiltigkeit fiir 7 = 400 (niedriger Schwellenwert,
sehr viele Uberschreitungen) im folgenden Sinne:

anﬂxpun:k] =0, k=0,1,....

i=1

lim P

n—oo

Eine Poi(+o00)-verteilte Zufallsvariable interpretiert man dabei als eine Zufallsvariable, die
mit Wahrscheinlichkeit 1 den Wert +-0o annimmt.

e I
Satz 7.2.3. Es gebe Normierungsfolgen a,, > 0 und b, € R, so dass
(1)
Mn - bn
Mizb L, g
CLn n—oo
wobei GG eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fiir alle k = 1,2,... und z € R:
(k) k—1 (—log G(x))®
Mn - bn . = —I’ )
n—00 an, 07 G(l‘) = 0
N\ J

BEWEIS. Setzt man u,, := a,z + b, und S,, = Z:L:l 1x,>u,, so ergibt sich:

k—1
P[MP < ayx+b,] =P[S, <k -1 =Y P[5, =]
s=0
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Mit Satz 7.2.1 folgt:

k-1 k—1 s
. T
(721) nll_)l'Iolo SEZO ]P)[Sn = S] = SEZO (§ y

mit 7 = lim,_, nF(u,). Es bleibt also noch die Bestimmung von 7. Nach Voraussetzung
gilt:
lim F"(a,x + b,) = G(x).

n—o0
Fir G(z) # 0 ist dies dquivalent zu
lim nlog(l — F(u,)) = log G(z).

n—oo

Unter Verwendung der Taylorentwicklung des Logarithmus log(1 — z) = —z + o(x), x — 0,
folgt
7= lim nF(u,) = —log G(x)

n—o0
Einsetzen von 7 in (7.2.1) liefert die Behauptung. Fiir G(x) = 0 ist der Beweis analog, liefert
allerdings 7 = +o00. 0

Im Folgenden bescheiben wir die Grenzwertverteilung des Vektors (Mél), ey Mér)), mit r fest
und n — oo. Dazu benoétigen wir eine Verallgemeinerung von Satz 7.2.1, die r verschiedene

Folgen von Schwellenwerten zulédsst. Betrachte die Schwellenwerte u,(@l) > ug) > ... > uv(f)
mit
lim nF(uM) =7, limnF®?)=rn4+m, ..., lmnaF@)=n+.. . 47,
n—o0 n—oo n—oo
wobei 11, ...,7 € [0,00). Sei

Sg) = Z ]]'Xi>u£zl)
=1

die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts ug), 1<i<r.

Satz 7.2.4. Fir alle ky, ko, ..., k. € {0,1,2,...} gilt

TRk |k
lim P[SW = k1, 8D — k1 4+ ky, ..., 8D =y + ... + k] =e (nbetm) L2 170 0
n—00 kllkig'k’r'

Bemerkung 7.2.5. Mit anderen Worten, es besteht die folgende Verteilungskonvergenz
(S,8® — s 80 _ =0y L, (Poi(ry), ..., Poi(r),

n
n—o0

wobei die Komponenten der Grenzwertverteilung unabhéngig sind.

BEWEIS. Definiere p,,; = F(ug)) - F(ugfl)) fir 1 <1 <r, wobei F(u%o)) als 0 interpretiert
wird. Setzt man

Pn(k17"'7kn):P[S1(11):klasr(?):k1+k27"'7sr(zr):k1+---+k7“]7
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dann gilt

—k —S Nk,
(722) Pallieodo) = ()bt (7 Pty (1 2 R
Ky k2 ky

(1= Ppg = o = Py R

Damit kann der Beweis faktorweise durchgefiihrt werden. Fiir den ersten Faktor gilt

o, (D\k k1
n\ nn—1)...(n—k+1) - ), n* F (up, )M 7]
L= - F by — —— — —
<k31)pn’1 ]{le (Un ) ]{31' n—o0 ]{31'
Ahnlich gilt fiir den zweiten Faktor
A P (a0 e A 30 ) AN
k’g Pn2 k?g' n—00 k’g!’

was sich nun analog fiir sdmtliche Faktoren, aufler dem letzten, fortfithren lédsst. Fiir den
letzten Faktor gilt schliellich:

1 — - = n—ki—...—k, —(r14.47r)
( pn,l pn,r) T;)o € )
denn es gilt:
(n—kl——kr)(pn,l—l-—l—pnm):(n—kl——kT)F(uff)) j} T+ ...+ Tp.
Setzt man alles zusammen, so erhélt man die Behauptung. 0J

Nun koénnen wir die gemeinsame Verteilung der oberen r extremen Ordnungsstatistiken
(M, ..., M) beschreiben. Es gilt némlich
PMY <ulM o MO <y =PSH =0,5% <1,88 <2... 80 <r—1).

Der Grenzwert der rechten Seite kann mit dem obigen Satz berechnet werden, was zu ei-
ner langen Formel fithrt. Im néchsten Satz betrachten wir den Spezialfall » = 2, d.h. wir
beschreiben die gemeinsame Grenzwertverteilung der zwei grofiten Werte der Stichprobe.

( )

Satz 7.2.6. Es gebe Normierungsfolgen a,, > 0 und b,, € R, so dass

MY — b,
e A . P e )
an n—oo

wobei G eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fiir alle 21 > x5:

ngl) — bn qu,2) - bn
lm P |—— <z, ———— < 9| = G(22)(log G(x1) — log G(z2) + 1),
n—o0 an an
falls G(x2) # 0 und 0 sonst.
& J
BEWEIS. Setze ug) ‘= a,x1 + b, bzw. ug) ‘= a,T2 + b,. Es ergibt sich aus

lim F"(a,z +b,) = G(z) = lim nF(a,x + b,) = —log G(z),

n—o0
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dass

7 = lim nF(ulY) = —log G(z1),

Es gilt:
PIMY < ud, M < uP] =P[S{Y = 0,57 < 1]

Mit Satz 7.2.4 folgt dann

lim PMY < oD MP <@ =e™ 4 (1, — 1y)e ™.

n
n—oo

Setzt man die Werte von 7; und 7, ein, so erhélt man die Behauptung. O

Bemerkung 7.2.7. Fiir ein r > 2 ist die Formel fiir die Verteilungsfunktion der Grenzwert-
verteilung von (M,Sl), ey MT(LT)) sehr kompliziert. Allerdings ist die Formel fiir die Dichte die-
ser Verteilung sehr einfach; wir werden diese spéter unter Verwendung von Poisson—Prozessen
herleiten.

7.3. Darstellungen der Ordnungsstatistiken
Eine Zufallsvariable Z heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0, falls
P[Z > t] = e fiir t > 0.

Die Ordnungsstatistiken der exponentialverteilten Zufallsvariablen besitzen eine besonders
schone Darstellung.

s I
Satz 7.3.1. Seien 71, ..., Z, unabhingige und mit Parameter A = 1 exponentialverteilte
Zufallsvariablen. Dann gilt

d (1 N Vg 141 Vo Un
Lpy Loipy ooy Lopem) = | —, — e, — e+ =1,
(Zn, 22, n) (n n+n—1 n+n—1+ +1)
wobei v, ..., v, unabhidngig und exponentialverteilt mit Parameter A = 1 sind.
. J

Bemerkung 7.3.2. Die Abstéinde Z1.,, Zo., — Z1ny -+ - L — Zn—1.m Sind somit unabhéngig
und (nicht identisch) exponentialverteilt:

d Vg

Liom — Ljpein = —————— ~ B —k+1).
e f—1: " xp(n +1)

BEWEIS VON SATZ 7.3.1. Die Dichte von (Z1.p, ..., Zn.) ist gegeben durch

nl-e ™. ..e™ 0<a <...<uxy,
flz,... x,) =
0, sonst.
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Wegen der Unabhéngigkeit ist die Dichte von (vq,...,v,) gegeben durch

e V.. ..ce¥ oy, >0furallei e {1,...,n},
g(yh' - 7y'ﬂ) =
0, sonst.
Wir betrachten die lineare Transformation
Y1 % Y2 Y1 Y2 Yn
T : e Yn) | == ey — =) = 22y ey Zn
(Y15 Yn) (n | w1 +1) (21, 22 Zn)

Die Jacobi-Determinante dieser Transformation ist

% o 0 --- 0

Lo o) o

J g . . = — L — e 1 = —

11 " n n—1 2 n!

N

el 3 1
Mit der Transformationsformel kénnen wir die Dichte von T'(v4, ..., v,) berechnen:

ple~Wit-tyn) — ple=(1tet2n) 0 < 2 <. < 2,
h(zi, ..o zn) =nlg(yr, .., yn) = !
0, sonst,.

Bei obiger Transformation wurde die Dichte von (v1,...,v,) durch die Jacobi-Determinante
geteilt, um zur Dichte von T'(vy,...,v,) zu gelangen. Man sieht, dass die Dichte f von
(Z1my -+ Zynm) und die Dichte h von T'(uvy,...,1,) iibereinstimmen, was die Behauptung
impliziert. O

Bemerkung 7.3.3. Es seien 7, Zs,... ~ Exp(1) unabhéngig. Fiir das Maximum M, =
max{Zy,...,Z,} gilt mit Satz 7.3.1
~ 1
EM, =EZ,., = - =1 1), — 00,
: kz; L =lognt+y+ o(l), n— o0
wobei v = 0.5772 die Euler-Konstante ist. Auf der anderen Seite gilt aber auch
M, —logn SN G,
n—oo

wobei GG eine Gumbel-verteilte Zufallsvariable ist. Wendet man nun auf beide Seiten den
Erwartungswert an (die Begriindung lassen wir weg), so erhdlt man eine Formel fiir der
Erwartungswert der Gumbel-Verteilung:

EG = 7.
Analog lésst sich zeigen, dass VarG = > -, k% =

w2

F.
Aufgabe 7.3.4. Berechnen Sie mit Satz 7.3.1 EZy.,, Var Zy.,, und Cov(Zg.p,, Zi.1)-

Die Ordnungsstatistiken der Zufallsvariablen, die geméf einer Gleichverteilung verteilt sind,
besitzen ebenfalls eine schone Darstellung.
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Satz 7.3.5. Die Zufallsvariablen Uy, ..., U, seien unabhéngig und gleichverteilt auf dem
Intervall [0, 1]. Dann gilt:

d Sy Sy Sy,
Ui, Usy .. . Up)) = | —, ——, ..., ——
( 1:ns Y2:in, ) n.n) (Sn+1 Sn+1’ Sn+1> )
wobei S, =v;+...+ v, und vy, ..., v, 1 unabhingige, mit Parameter 1 exponentialver-

teilte Zufallsvariablen sind.

(.

J

Bemerkung 7.3.6. Die Folge S; < Sy < ... heifit der Poisson—Prozess auf (0, 00) mit
Intensitat 1. Intuitiv kann man die Aussage des Satzes so verstehen, dass die ersten n Punkte

S1, ..., S, des Poisson—Prozesses auf dem Intervall [0, .S, 1] gleichverteilt sind.

BEWEIS. Die Dichte von (Ui, ..., Uy,.,) ist gegeben durch:

f(l’l, ce

n, 0<r<a<...<z,<l1,
7xn)_
0, sonst.

Die Dichte von (4, ..., v,11) ist wegen der Unabhéngigkeit gegeben durch:

e V. ce¥t gy, >0firallel <ie<n+1,
0, sonst.

g(ylv"'7yn+1) = {

Wir betrachten die lineare Transformation

Ty Ynt1) = (Y, 1 Y2, 1 Y2+ oo+ Yngr) = (21, 22, -+ -, Zng1).

Die Jacobi—Determinante von T ist

1 0 0 0
1 1 0 0
Jri=| 1 - =1
11 -~ 1 0
11 -~ 1 1
Mit der Transformationsformel errechnen wir die Dichte von (57, S, ..., Spt1):

e~ Wit dni) — o7l 0 < 2 < 29 < ... < Znga,

0, sonst.

h(21, .. ,Zn+1) - {

Nun betrachten wir eine weitere (diesmal nichtlineare) Transformation

21 Z9 Zn

S:(z1,e ey 2Zna1) (

, e ,zn+1> =: (w1, Wa, ..., Wy, Wpyi1)-
Zn+1 *n+1 Zn+1
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Die Jacobi-Determinante von S ist

1 0 0O --- 0
Zn+1 1
0 - o 0O ... 0
T 1 1
J5<Zl,...72n+1): : : <. . : - n == oy .
0 0 ... L “n+l Wpy
Zn+1
—21 —22 . —Zn 1
2721+1 z?ﬂrl Z»,21+1
Die Dichte von (<2, 22—, ..., 22 S 1) kann nun mit der Transformationsformel wie folgt
Sn+1 ’ Sn+1 ! ’ Sn+1 ’ + g
berechnet werden:
e Fntlyn = e  Wntigyh O<w <wy <...<w, <l,w,y1 >0
p(wla"'7wn+1) = et b " o ’
0, sonst.
Die Dichte von (Sn+1’ AERRRE Sn+1) ist eine Marginaldichte von p:
Jep(wi, .. wppr)dwy =0l 0 <wy <wy < ... <w, <1,
r(wi, ... wy) =
0, sonst.
. . . . . S S. S
Man sieht, dass die Dichte f von (Uy.,,...,Uys,) und die Dichte r von (Snilj vERRER Sn+1)

iibereinstimmen, woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 7.3.7. Es seien Uy, ..., U, unabhingige, auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte
Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass fiir jedes k € N die folgende Verteilungskonvergenz gilt:

d
(nUtmy -« ynUgm) — (V1,01 +v2, .o + .o+ 1),
n—oo
wobei v, 19, ... unabhingige Zufallsvariablen mit P[y; > t] = e™, ¢ > 0, sind (Standard-
exponentialverteilung). Zeigen Sie auch, dass
d
(n(l — Un:n), ey n(l — Unfk+1:n)) — (1/1, Vvi+vo,..., V1 +...+ Vk).
n—oo

7.4. Wiederkehrperiode und Gumbel-Uberschreitungsmethode

Seien X7, Xo,... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen und sei v € R ein
Schwellenwert. Es sei p := P[X; > u] # 0. Wir definieren

Ty :=min{i € N: X; > u} und T, := min{i > T, : X; > u}.

Man kann sich T3, Ts,... als Zeitpunkte denken, zu denen ein bestimmtes Ereignis (eine
Uberflutung) eintritt. Wir definieren aulerdem W,, = T,, — T,,_1, wobei Ty = 0 gesetzt wird.

Satz 7.4.1. Fiir alle n € N gilt W,, ~ Geo(p), d.h. P[W,, = k] = p(1 — p)k~ fiir alle
k=12, .

Bemerkung 7.4.2. Es folgt EW,, = 11—). Die Zahl z_lJ heifit die Wiederkehrperiode. Es ist

der erwartete Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Uberflutungen.
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BEWEIS VON SATZ 7.4.1. Wir beweisen den Satz nur fir n = 1:
PW, =kl =P[X; <uyooo, Xpor <u, X >l = (1—p)iip.
O

Beispiel 7.4.3. Per Definition ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein 100-Jahresereignis in
einem Jahr eintritt, gleich p = 1/100. Die Wiederkehrperiode ist somit 100 Jahre. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein 100-Jahresereignis in den néchsten 100 Jahren nicht
eintritt? Diese Wahrscheinlichkeit ist

1 1 100~1~03679
100 Te T ‘

AuBlerdem konnen wir direkt angeben, wieviele 100-Jahresereignisse etwa in 100 Jahren statt-

finden. Diese Zahl ist némlich Bin(100, ), also approximativ Poi(1)-verteilt.

Wir werden nun die Gumbel-Uberschreitungsmethode vorstellen, mit der man die
Deichhéhe berechnen kann, fiir die die Uberflutungswahrscheinlichkeit einen vorgegebenen
Wert annimmt. Seien X7, X, ... u.i.v Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Die abstei-
gend angeordneten Ordnungsstatistiken von Xy, ..., X,, seien mit MS) > MqSQ) > ... > Mr(L")
bezeichnet. Wir definieren

Skam =S =_ Ly ion-
i=1
Somit ist Sy, die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts Mfzk) im Zeitintervall
n+l,...,n+r.

Satz 7.4.4. Die Verteilung von Sj ., ist gegeben durch

() O

PIS =j] = 3=0,...,7

4

BEWwEISs. Unter Anwendung der totalen Wahrscheinlichkeit gilt:
P[S = j] = / P[S = j|MP = u] dF,u(w).
R

)

Dabei ist F}, ;, die Verteilungsfunktion von M,(Lk . Es ist zu beachten, dass

S‘Mék) = u ~ Bin(r, F'(u))
beziehungsweise

n!

" (k= Dl(n—k)!

F = (u) F*Y (w)dF (u).

Es folgt:




was sich unter der Substitution F'(u) =t wie folgt schreiben lasst:

s=i= [ () oot -0

was sich schliellich unter Beachtung der bekannten Formel fiir die Beta—Funktion

! —DI(B—1)!
Bla.g) = [ 10— = @
@)= [ -y T
zu Folgendem umschreiben léasst:
_ r n! k+j—Dlr—j5+n—k)!
Pls == (" (k+Jj—Dr—J )
j) (k=1 (n—k)! (r+mn)!
OJ
Beispiel 7.4.5. Die maximalen jahrlichen Wasserstéinde an einem Fluss seien seit n = 100
Jahren bekannt und mit X7, ..., X,, bezeichnet. Wie hoch muss ein Deich sein, bei dem die

Wahrscheinlichkeit einer Uberflutung in den néchsten r = 12 Jahren P = 0, 3 sein soll? Wir
setzen die gesuchte Deichhohe als M¥ mit einem unbekannten k an. Im obigen Satz wurde
gezeigt, dass

n-n—1-...-(n—k+1) Lo
(r+n)-r+n—-1)-...-(r+n—k+1)
Als Losung der obigen Gleichung mit n = 100, r = 12 ergibt sich £ = 3. Die Deichhéhe kann
als die dritte Ordnungsstatistik MY gewahlt werden. Der Vorteil dieser Methode besteht dar-
in, dass die (unbekannte) Verteilungsfunktion von X; keine Rolle spielt (und nicht geschétzt

werden muss). Der Nachteil ist, dass die Methode bei einer kleineren Uberflutungswahrscheinlichkeit
P nicht funktioniert.

P[Skrn =0] =
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KAPITEL 8

Rekorde

Seien Xj, X5, ... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit stetiger Vertei-
lungsfunktion F'. Wir setzen M,, = max{Xi,..., X,}.

Definition 8.0.6. Wir sagen, dass zum Zeitpunkt n € N ein Rekord aufgestellt wird,
wenn der Wert X,, grofler als alle vorherigen Werte X3, ..., X, ist.

Der zum Zeitpunkunkt n = 1 beobachtete Wert gilt per Definition immer als ein Rekord.
Wir definieren deshalb die Rekord—Indikatoren &;, &, ... durch & = 1 und

&= 1x, >0 1) n=23,....

Somit ist &, die Indikatorvariable des Ereignisses, dass zum Zeitpunkt n ein neuer Rekord
aufgestellt wird.

8.1. Satz von Rényi

Der folgende Satz beschreibt die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen &, &, . . ..

Satz 8.1.1 (Rényi, 1962, und Dwass, 1960). Es gilt P[¢, = 1] = & fiir alle n € N.
AuBlerdem sind die Zufallsvariablen &, ..., &,, M, unabhéngig.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir zeigen, dass P[§, = 1] = L. Aus der Stetigkeit der Verteilungsfunk-
tion F folgt, dass P[X; = X;] = 0 fiir ¢ # j. Somit sind alle Werte X, Xs, ... unterschiedlich
mit Wahrscheinlichkeit 1. Es gilt

1 = P[M, = X)] + P[M, = Xo] + ... + P[M, = X,] = nP[M, = X,,] = nP[¢, = 1],

wobei die erste Gleichheit wegen der Disjunktheit der Ereignisse gilt und die zweite Gleichheit
aus Symmetriegriinden Bestand hat. (Jede der Beobachtungen Xj, ..., X, ist mit gleicher
Wahrscheinlichkeit % das Maximum). Es folgt, dass P[¢, = 1] = %

SCHRITT 2. Wir zeigen die Unabhéngigkeit von &1, ..., §,, M,. Seien dazu 1 < a(1) < a(2) <
... < a(s) <nund z € R beliebig. Es reicht zu zeigen, dass

IP)[foz(l) = 17 cee 7504(5) = 17Mn < {L‘] - IP)[Soz(l) = 1] et IP)[goz(s) = 1] ) P[Mn < ZL’]

Es sei zuerst s = 1. Schreibe Mj; = max{Xy,...,X;} mit £ < [. Um die Notation zu
vereinfachen, schreiben wir o anstelle von a(1). Es gilt

Pléa =1, M, <] = P[Mo1 < Xo <@, Mos1p < 2] =P[Ma1 < Xo <z](F(2))"7,
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20 40 60 80 100

ABBILDUNG 1. Rekorde. Rote Punkte: Rekordzeiten L(n). Griine Punkte: Rekord-
werte X (n).

wobei in der letzten Gleichheit die Unabhéngigkeit benutzt wurde. Indem man nun auf X, =
u € (—o0,x) bedingt und die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit unter Beriicksichtigung
von P[M,_; < u| = (F(u))*! verwendet, kann man das wie folgt umschreiben:

xT

PlE, = 1, M, < 2] = (F(x))" - / (F ()™ dF ().

—0o0

Setzt man nun w = F'(u), so erhilt man, dass

Plé, =1, M, < z] = (F(x))"*- /0 w* tdw = <F(a)) =P[M, < z]-P[¢, =1],

was die Aussage im Fall s = 1 beweist.

Sei nun s € N beliebig. Es gilt

-----

.....

Indem man nun auf X,y = ui,..., Xy = us bedingt, kann man den obigen Ausdruck
dhnlich wie im Fall s = 1 schreiben als

(F(x))") / (F(up))* @71 (F(ug)*® DA P () L dF (uy).
up<ug<..<us<x
Setzt man F'(uy) = wy, ..., F(us) = wg, so erhélt man
(F(x))n—o) / wfl(l)_l w2l L duw,.
0<wi <w2<...<ws<F(x)
Als Ubungsaufgabe bleibt zu zeigen, dass sich obiges Integral zu Folgendem errechnen lisst:
F(z)
a(l)-...-a(s)

= ]P[Mn < x] 'P[ga(l)zl] T 'P[ga(s):l]'
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(Man kann z.B. Induktion nach s verwenden). O

Bemerkung 8.1.2. Nach dem Satz von Rényi héngt die gemeinsame Verteilung von &, &, . ..
nicht von der Verteilungsfunktion F' ab.

8.2. Anzahl der Rekorde
Es sei N(n) die Anzahl der Rekorde im Intervall 1,... n, d.h.

Nach dem Satz von Rényi gilt

n n 1
EN(n) =Y E& = ZE =logn +7 + o(1),
k=1 k=1

Var N(n) = Z\/argk = Z (E — ﬁ) =logn+~vy — 7TE—Fo(l),

k=1 k=1
fiir n — oco. Dabei ist v die Euler-Mascheroni—-Konstante:

. 1
7 = lim (Zg—logn> =0,57721. ...

Es werden also unter den ersten n Beobachtungen lediglich ungeféhr log n Rekorde (was sehr
wenig ist!) erwartet.

Im néchsten Satz werden wir die komplette Verteilung von N(n) mit Hilfe von Stirling—
Zahlen erster Art beschreiben.

s R

Definition 8.2.1. Die Stirling—Zahlen erster Art sind definiert als Koeffizienten in
der Formel

x(x+1)...(x+n—1):kz:mx’f.

Der néchste Satz beschreibt die Verteilung der Anzahl der Rekorde N (n).

Satz 8.2.2. Fiir die Verteilung der Anzahl der Rekorde gilt

1

P[N(n) = k] = — {”

k

n!

], k=1,...,n.

Bemerkung 8.2.3. Setzt man x = 1 in die Definition der Stirling—Zahlen ein, so erhélt

e

k=1
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0.14F o,

0.12f °
0.10f
0.08f
0.06f
0.04f
0.02f

o2 . L L ® 5 4-0-0-0-0-b-0-0-0-0-¢

5 10 15 20 25 30

ABBILDUNG 2. Zéahldichte der Zufallsvariable N(n) fiir n = 10000.

Also summieren sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1.

BEWEIS. Die Zufallsvariablen &1, ...,&, sind nach dem Satz von Rényi unabhéngig und

Bernoulli—verteilt mit 1 ]
Die erzeugende Funktion einer Zufallsvariable Z mit Werten in {0, 1, ...} ist definiert durch

92(t) = E[t?] = f:P[Z =kt |t < 1.

Im Folgenden werden wir die erzeugende Funktion von N(n) angeben. Die erzeugende Funk-

tion von & ist
W =(1-%)+1

Es gilt N(n) =& + ...+ &, (mit unabhéngigen Summanden) und deshalb ist

n

gN(n)(t):g&(t)mg&(t)znk—;ﬂ:t(t+1)...(t+n—1) B 1!2 mtk

n! n
k=1

wobei im letzten Schritt die Definition der Stirling—Zahlen verwendet wurde. Auf der anderen
Seite gilt definitionsgemaf

n

g (t) = D t*BIN(n) = k].
k=1
Durch Vergleich der Koeffizienten erhalten wir die gewiinschte Formel. U

Aufgabe 8.2.4. Zeigen Sie, dass die Stirling—Zahlen erster Art die folgende Rekursions-

formel erfiillen:
n+1 _n n n
kol TR T k=1
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Zum Vergleich: Fiir Binomialkoeffizienten gilt eine dhnliche Formel ohne den Faktor n:
n+1\ (n n n
k \k k—1)
Aufgabe 8.2.5. Beweisen Sie fiir die Stirling—Zahl erster Art die Formel

1 n+1 1
n![l{:—l—l] =2

. )
11 ...

wobei iiber alle ganzzahligen 1 <41 <9 < ... < ¢ < n summiert wird.

8.3. Rekordzeiten

Wir definieren nun die Rekordzeiten L(1) < L(2) < ... durch: L(1) = 1, L(2) = min{j >
1:¢; =1} und allgemein

L(n+1) =min{j > L(n) : & = 1}, n=23....

Somit ist L(n) der Zeitpunkt, zu dem der n-te Rekord aufgestellt wird. Im néchsten Satz
beschreiben wir die gemeinsame Verteilung des Vektors (L(1),..., L(n)).

Satz 8.3.1. Fiir beliebige natiirliche Zahlen 1 = j(1) < j(2) < ... < j(n) gilt

PIL(1) = j(1), L(2) = j(2),..., L(n) = j(n)] = -

BEWEIS. Es gilt:
PL(1) =j(1),...,L(n) = j(n)] =P =& =... = &)1 =0,
i =16 = =&3)-1=0,§3 =1,...,&m = 1].

Wegen der sich aus Satz 8.1.1 ergebenden Unabhéngigkeit kann man dies in folgenden Aus-
druck umschreiben:

_ P =1] Pl&im) = 1]
P[£2 = O] c -P[fj(n) = 0] . —P[fj(g) — 0] e —P[éj(n) — 0],

was sich ebenfalls, wegen des Satzes von Rényi, wie folgt darstellen l&asst:

(1 - %) (1 - é) (1 - j(lm) i yfﬁ?z) T i/ff})n)-

Durch geschicktes Umformen lésst sich das wie folgt darstellen:

2—-13-1  jn -1 1 1 1 1 1
2 3 ) Jj@)-1 ) -1 j)j2) -1 jn)-1
wobei sich die Gleichheit ergibt, da die ersten j(n)— 1 Faktoren ein Teleskopprodukt bilden.

O

Bemerkung 8.3.2. Die gemeinsame Verteilung der Rekordzeiten L(1), L(2),... ist (abge-
sehen von der Stetigkeitsannahme an die Verteilungsfunktion F') unabhéngig von der Ver-
teilung der Zufallsvariablen X, Xs, .. ..
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Bemerkung 8.3.3. Die Verteilung von L(2) sieht somit folgendermafien aus:

1
Insbesondere gilt EL(2) = > 77 J%l = 400. Die mittlere Wartezeit auf den zweiten Rekord

ist somit unendlich. (Was erstaunlich ist!) Auf der anderen Seite ist die Wartezeit auf den
zweiten Rekord fast sicher endlich.

Satz 8.3.4. Fiir die Verteilung der Rekordzeit L(n) gilt

Pmmy:ngﬂ"_q k=nn+1,....

k—1]
BewErs. Ubung: Benutzen Sie Satz 8.2.2. U
Im néchsten Satz werden wir zeigen, dass die Rekordzeiten L(1),L(2),... eine Markov—
Kette bilden.
( N

Satz 8.3.5. Die Folge L(1), L(2), ... ist eine Markov—Kette mit Anfangszustand L(1) =
1 und Ubergangswahrscheinlichkeiten

fir i=1,2,...und j=i+1,i+2,....

(. J

BEWEIS. Zu zeigen ist, dass fiir alle 1 = j(1) < j(2) < ... < j(n) gilt
PIL(1) = j(1), L(2) = j(2),- .., L(n) = j(n)] = pj1);2)Pi(2)j(3) - - - Pitn—1)i(n)-
Mit der Formel aus Satz 8.3.1 gilt
PIL(1) = j(1), L(2) = j(2),..., L(n) = j(n)]

1
J(n)(2)=1)...(G(n) = 1)
e jin 1)
i2)G2) -1 J3)EEB)-1) Jn)(i(n) = 1)’
was die gewiinschte Formel ergibt. 0

Angenommen, die ersten n Rekordzeiten sind bekannt: L(1) = 1, L(2) = i(2),...,L(n) =
i(n). Wo liegt nun die néchste Rekordzeit L(n + 1)7 Wegen der Markov—Eigenschaft der
Folge L(1), L(2),. .. stellt es sich heraus, dass man fiir die Bestimmung von L(n+1) lediglich
den Wert L(n) = i(n) bendtigt, die Werte von L(1),...,L(n — 1) sind hingegen irrelevant.
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Satz 8.3.6. Fiir alle 1 =i(1) <i(2) < ... <i(n) =1 < j gilt die Markov—Eigenschaft
der Rekordzeiten:

P[L(n+1) = j|L(n) =i = P[L(n+1) = j|L(n) =i, L(n—1) =i(n—1),..., L(2) =i(2)].
Auflerdem gilt:
P[L(n+1) =j|L(n) =1i] =

i =1

(. /

BEWEIS. Folgt aus Satz 8.3.5. 0J

Der obige Satz zeigt, wie man die Folge der Rekordzeiten am Rechner simulieren kann, ohne
dafiir die Variablen Xi, X, ... erzeugen zu miissen. Man startet mit L(1) = 1 und geht
induktiv vor. Sind die Werte L(1),...,L(n) mit L(n) = i bekannt, so erzeugt man eine
Zufallsvariable auf {i + 1,7 + 2,...}, indem man den Wert j mit Wahrscheinlichkeit Z(’LJTU
auswahlt. Dieser Wert ist dann der Wert von L(n + 1). Danach wiederholt man das Ganze.

Der néchste Satz gibt einen viel einfacheren Algorithmus zur Simulation der Rekordzeiten.
Definiere die Gaufi-Klammer durch

|z] =max{n € Z :n <z}, z € R.

Satz 8.3.7 (Williams, 1973). Seien Uy, Us, ... unabhingig und gleichverteilt auf dem
Intervall [0, 1]. Definiere R(1) = 1 und R(n + 1) = L%:)J + 1 fiir n € N. Dann gilt die
Gleichheit der Verteilungen:

(L), L2),...,L(n)) £ (R(1), R(2),...,R(n)).

(. J

BEwWEIS. Wegen der Markov—Eigenschaft reicht es zu zeigen, dass fiir alle + € N und j €
{i+1,i+2,...} gilt

P[L(n+1) =j|L(n) =i =P[R(n+ 1) = j|R(n) = 1].
Die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite ist gleich j(j+1) nach Satz 8.3.6. Wir berechnen
die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite. Es ist

R .

P[R(n+1) = j|R(n) =i] =P H#J +1=j|R(n) = z} —P HULJ +1=j|R(n) = z} .
Die Zufallsvariable R(n) héngt nur von Uy,...,U,  ab. Die Ereignisse {|7-] +1 = j}

und {R(n) = i} sind also unabhingig und somit vereinfacht sich das Ganze zu folgendem
Ausdruck:

PlR(n-+ 1) = iire) =i =P || - | =1 =P |- e - 1) -

n

l
i —1)
da U, gleichverteilt auf [0, 1] ist. O
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Satz 8.3.8 (Tata, 1969). Sei z > 1 eine natiirliche Zahl, dann gilt:
L
P —(n s >z| = =
L(n) x
Sei x > 1 eine beliebige reelle Zahl, dann gilt:
lim P —L(n—I—l) >z = 1
n—o0 L(n) x

(. J

Bemerkung 8.3.9. Man sieht hier noch einmal, dass Rekorde mit n — oo immer seltener
auftreten. Zum Beispiel ist mit Wahrscheinlichkeit 1/2 der Abstand zwischen der (n+ 1)-ten
und der n-ten Rekordzeit grofer als die n-te Rekordzeit selbst. Mit Wahrscheinlichkeit 1/3 ist
der Abstand zwischen der (n 4 1)-ten und der n-ten Rekordzeit mindestens doppelt so grof3
wie die n-te Rekordzeit selbst, usw. Die Tatsache, dass Rekorde immer seltener auftreten
ist ziemlich natiirlich: die Rekordwerte steigen ndmlich mit der Zeit und es wird immer
schwieriger neue Rekorde aufzustellen.

BEWEIS. Sei x > 1. Dann gilt wegen des Gesetzes der totalen Wahrscheinlichkeit:

P[L(n +1) > 2L(n)] = ZIP’[L(n +1) > zi|L(n) = i] - P[L(n) = 1]

- ZIP’[L(n +1) > [zi]|L(n) = 4] - P[L(n) = i,

denn L(n + 1) ist ganzzahlig und somit ist L(n + 1) > xi zu L(n + 1) > [zi] dquivalent. Im
Beweis von Satz 8.3.6 wurde die Wahrscheinlichkeit P[L(n + 1) > xi|L(n) = i] bereits be-
rechnet. Wir wollen das Ergebnis hier verwenden. So lésst sich obiger Ausdruck zu folgendem
vereinfachen:

(8.3.1) PIL(n +1) > oL(n)] = Y ﬁm(n) _ .
Sei zuerst x € N. Man sieht:
> ﬁP[L(n) i = i S PIL() =il = i

Sei nun = > 1 beliebig reell. Aus der Definition der GauBi-Klammer folgt, dass [zi] < zi <
[zi] + 1. Durch leichte Umformungen folgt:

1 1 1 1

Deshalb kann man (8.3.1) wie folgt nach unten abschétzen:

i 1 o 1

—P|L(n) =1 > — P|L(n) =1 = —.
> PlLm) J_Z [L(n) =]

(1] T
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Auflerdem kann man daher (8.3.1) wie folgt nach oben abschétzen:

! <3 (Li el
;mpu(n)_d<;(g+[wi]$)P[L(n)_Z]§w+x[a:n]’

da [zi] > [zn] fir i > n. Insgesamt folgt mit dem “Sandwich—Prinzip” die Behauptung. O

Korollar 8.3.10. Sei U gleichverteilt auf [0, 1], dann gilt
L(n —+ 1) i) 1
L(n) nooo U’

BEWEIS. Die Zufallsvariable % ist Pareto—verteilt mit Tailfunktion %, x > 1. Die Behauptung
folgt nun aus Satz 8.3.8. U

Bemerkung 8.3.11. Shorrock, 1972, hat gezeigt, dass fiir beliebiges £ € N und fiir un-
abhéngige, auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen Uy, ..., Uy, gilt

<L(n+1) L(n+2) L(n+k) ) d <ii i)
Lin) "Lin+1) " Lin+k—1) U Uy U )

n—oo

8.4. Zentrale Grenzwertsitze

Nun zeigen wir, dass fiir groles n die Anzahl der Rekorde N(n) approximativ normalver-
teilt ist, siehe Abbildung 2. Mit A (0, 1) bezeichnen wir die Starndardnormalverteilung mit
Verteilungsfunktion

1.2

1 t
(b(t) = E/ 6_52 dZ

Satz 8.4.1 (Zentraler Grenzwertsatz fiir die Anzahl der Rekorde). Es gilt

N(n) — logn L5 N(0,1) fiir n — oo.

Vviogn n—00

Der Beweis basiert auf einer Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes, die wir ohne
Beweis angegeben.

Satz 8.4.2 (Zentraler Grenzwertsatz von Ljapunow). Fiir jedesn € Nseien Z,1, ..., Zn,
unabhéngige Zufallsvariablen mit EZ,; = 0, 02, := Var Z,;, € (0,00) fir k = 1,...,n
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und Y7, 02, = 1. AuBlerdem gelte die folgende Ljapunow-Bedingung: Fiir ein 6§ > 0

: 2+6
TLILIEOZE|ZM| — 0.
k=1
Dann gilt:
Zi+ .o+ Zon —>N(0 1).

n—o0
. /

Bemerkung 8.4.3. Die identische Verteiltheit der Zufallsvariablen wird im zentralen Grenz-
wertsatz von Ljapunow nicht vorausgesetzt.

BEWEIS VON SATZ 8.4.1. Esist N(n) =& + ...+ &,, wobei die &, ...,&, nach dem Satz
von Rényi unabhéngig aber nicht identisch verteilt sind. Setze
1
anzf k, k’Zl,...,n,

On

mit
o2 = Var N(n Z\/arfk Z__Zk2 log n, n — 00,

denn )}, k ~logn und > 77, kg < 00. Definitionsgeméf gilt
EZx=0, Y EZ =

Wir zeigen, dass die Ljapunow—Bedingung mit § = 1 gilt. Die Zufallsvariable % nimmt

nur zwei Werte an, und zwar laﬁ mit Wahrscheinlichkeit 1 — % und 1_01/ * mit Wahrschein-

lichkeit l Es folgt
gk 1\* 1Y’ .
ZE <Z oo 14 p 032 k3 — | = 0 fiir n — oo,

da o2 ~ (log n)3/2 und >, (& + £) ~ logn fiir n — co. Es sind also alle Voraussetzungen
fiir den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow gegeben und damit folgt:

N n) — n_ n

(1) =~ Yo & Zan—>N(O 1) fiir n — oo.

g n—o0
n k=1

Unter Beachtung des bereits gezeigten Zusammenhangs o2 ~ log n fiihrt das zur behaupteten
Grenzaussage:
N(n) —logn
Viogn n—o0

(Man kann z.B. das Lemma von Chintschin verwenden). O

./\/(O 1) fiir n — oo.

Aufgabe 8.4.4. Zeigen Sie, dass fiir die Anzahl der Rekorde auch das Gesetz der grofien

Zahlen gilt:
lim N(n) =1 f.s.

n—oo logn
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Nun benutzen wir den obigen Satz um auch einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Rekord-
zeiten herzuleiten.

Satz 8.4.5 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Rekordzeiten). Es gilt

logL(n) —n 4

BEWEIS. Sei z € R fest. Mit n(z) = e"+t*V™ gilt

log L(n) —n

—— < =P|L < =P|N > nl.
U= < o] = BlL() < n(e)] = PN (0(o) 2 1)

Zur Vereinfachung sei n(z) € Z, dabei verliert der Beweis nicht an Allgemeingiiltigkeit, da
fir n(x) ¢ Z einfach [n(x)] betrachtet werden kann. Nach Satz 8.4.1 gilt

N(n(x)) —logn(@) 4, g 1y,
logn(z) ~ roet

P

Es folgt, dass

N(n(z)) —logn(z) _ n—(n+zyn)
V1ogn(x) T n+tayn
da lim,,_, 0o "=22V™) — 2 Dabei bezeichnet ®(z) die Verteilungsfunktion von A/(0,1) und

\/ n+x/n

die Behauptung folgt. 0

lim P[N(n(z)) > n| = lim P

n—o0 n—oo

= 1-®(—1) = D(a),

Aufgabe 8.4.6. Zeigen Sie, dass fiir die Rekordzeiten auch das Gesetz der groflien Zahlen

gilt:
log L

=1 f.s.
n—o00 n
Aufgabe 8.4.7. Ist es richtig, dass
lim L(n) =1 f.s.?

n—oo el

8.5. Rekordwerte

Definition 8.5.1. Die Rekordwerte sind definiert als

Anders als bei Rekordindikatoren oder Rekordzeiten, hingt die Verteilung der Rekordwerte
von der Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X; ab. Im Spezialfall der exponentialver-
teilten Zufallsvariablen besitzen die Rekordwerte eine schéne Darstellung.
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Satz 8.5.2 (Tata, 1969). Seien X7, X»,... unabhéngig und exponentialverteilt mit Pa-
rameter 1. Dann gilt:
(X(l)’X(2)77X(n)) i (V17V1 +V2,...7V1+...+Vn>,

wobei vy, 15, ... unabhéngig unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter 1 sind.
. J

Bemerkung 8.5.3. Mit anderen Worten, die Folge X (1), X(2),... ist ein Poisson-Prozess
mit Intensitat 1.

BEWEISIDEE. Der Beweis basiert auf der Gedéachtnislosigkeit der Exponentialverteilung. Ist
ndmlich X ~ Exp(1), so ist fiir jedes t > 0 die bedingte Verteilung von X — t gegeben, dass
X > t, ebenfalls eine Exponentialverteilung mit Parameter 1.

Nach Voraussetzung ist X (1) = X; ~ Exp(1). Wir halten nun X; = a; fest und warten auf
den zweiten Rekordwert X (2). Der Exzess X (2) — ay hat die gleiche Verteilung wie X — a4
gegeben, dass X > aj, also die Exponentialverteilung mit Parameter 1. Nun halten wir
X(2) = ay fest und warten auf den dritten Rekordwert X (3). Der Exzess X (3) — aq hat die
gleiche Verteilung, wie X — ay gegeben, dass X > as, also wieder die Exponentialverteilung
mit Parameter 1, usw.

Somit sind die Zuwichse X (1), X(2) — X (1), X(3) — X (2), ... standard exponentialverteilt

und unabhéngig. 0
e )
Korollar 8.5.4. Seien X, X5, ... unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter 1.

Dann gilt
X(n) —
X() —n LN N(0,1) fiir n — oo.
\/ﬁ n—00
. J

BEWEIS. Aus Satz 8.5.2 wissen wir, dass X (n) 4 V1 + ...+ v,. Dabei ist Ev; = Vary; = 1.
Der zentrale Grenzwertsatz ergibt, dass

R i Rl i>/\/(O,1) fir n — oo.

\/ﬁ n—00

Daraus folgt die Behauptung. U

Bemerkung 8.5.5. In Satz 1.3.2 haben wir nachgewiesen, dass im Fall der standard expo-
nentialverteilten Zufallsvariablen, die Zufallsvariable M, —log n gegen die Gumbel-Verteilung
A konvergiert. Es gilt also

Moy —
M, —logn -2 A und T 7R d, N(0,1).
n—00 \/ﬁ n—00

Die Grenzverteilung wird also offenbar durch den Umstand, dass L(n) zufillig ist, vollig
verdndert.
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Aufgabe 8.5.6. Seien X7, Xo,... unabhéingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
stetiger Verteilungsfunktion F'. Es sei X (n) der n-te Rekordwert.

(1) Zeigen Sie, dass
PX(n) < z] = Qn(F(z)), ze€R,
wobei Qn(s) = Es“(™ die erzeugende Funktion von L(n) sei.
(2) Zeigen Sie, dass
—log(1—s)
Qn(s) = ! / t"te~tdt.
D
Hinweis: Zu Teil (2): Teil (1) gilt auch fiir exponentialverteilte Zufallsvariablen.
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KAPITEL 9

Poisson—Punktprozesse

Poisson—Punktprozesse sind natiirliche Modelle fiir zuféllige Konfigurationen von Punkten im
Raum. Als Beispiele von zufilligen Konfigurationen, die mit Poisson—Prozessen modelliert
werden koénnen, kann man sich die Positionen der Sterne im Himmel, die Regentropfen
auf dem Boden, die Meteoriteinschlage auf dem Mond, oder die Zeitpunkte, zu denen bei
einer Telefonzentrale die Anrufe ankommen, vorstellen. Wie schon der Name sagt, spielt
die Poisson—Verteilung eine entscheidende Rolle. Wir werden also mit der Definition der
Poisson—Verteilung beginnen.

9.1. Poisson—Verteilung

Man betrachte n Bernoulli-Experimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Bezeichnet man
mit S,,, die Anzahl der Erfolge in diesen Experimenten, so ist .S, , eine binomialverteilte

Zufallsvariable, d.h.

n

B == (N0 k=0

Der Poisson—Grenzwertsatz behandelt die Situation, in der die Anzahl der Experimente sehr
grof3, die Erfolgswahrscheinlichkeit jedoch sehr gering ist.

e )

Satz 9.1.1 (Poisson-Grenzwertsatz). Esseipy, po, ... € [0, 1] eine Folge mit lim,,_,, np, =
A, wobei A > 0. Dann gilt
)\k
lim P[S,,, = k] =e*— k=0,1,....

n—00 kl’

Definition 9.1.2. Eine Zufallsvariable S heifit Poisson—verteilt mit Parameter A > 0,
falls

P[S = k] = e = k=0,1,....

(. J

Wir benutzen die Schreibweise S ~ Poi(\). Die obige Definition kann man etwas erweitern.
Wir sagen, dass S ~ Poi(0), falls S = 0 fast sicher. AuBerdem sagen wir, dass S ~ Poi(+00),
falls S = +oo fast sicher.
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9.2. Beispiel zu Poisson—Prozessen

Wir betrachten nun wieder eine sehr grofie Zahl von unabhéngigen Experimenten mit sehr
kleinen Erfolgswahrscheinlichkeiten. Diesmal stellen wir uns aber vor, dass jedes Experi-
ment eine Position im Raum besitzt. Die Positionen der Experimente, die mit einem Erfolg
ausgehen, bilden eine zufillige Konfiguration von Punkten im Raum. Diese Konfiguration
beschreibt man mit einem Poisson—Punktprozess.

» oo o 0% e o, o °°
... ) [ ] ..... ° ‘. ’. ° ...
) .. .‘.. [ ..

[ ® g0 ® Y o
.:.. °* Qo '. o ° .. .
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ey o) e %o ;
AR SCR S A RS
 ° o..' . % *e. * °
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° ® 09 o0 o ® 00 Ve, <
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ABBILDUNG 1. Homogener Poisson—Punktprozess.

Zum Beispiel konnen wir versuchen, ein stochastisches Modell fiir die Verteilung der Sterne
im Himmel zu finden. Ist A ein Gebiet (ein Teil des Himmels), so bezeichnen wir mit 7(A)
die Anzahl der Sterne in A. Diese Anzahl fassen wir als eine Zufallsvariable mit Werten in
Ny auf. Wir gehen davon aus, dass die folgenden natiirlichen Eigenschaften gelten:
(1) Fiir disjunkte Gebiete Aj,..., A, sind die Zufallsvariablen m(A;),...,m(A,) un-
abhéngig.
(2) Die Wahrscheinlichkeit, dass es in einem kleinen Gebiet () mit Flache ¢ ~ 0 einen
Stern gibt, ist ~ Ae.
Der Koeffizient A > 0 beschreibt dabei die Intensitéit der Sterne im Himmel.

Wie ist nun die Anzahl der Sterne m(A) in einem beliebigen Gebiet A verteilt? Um dies
herauszufinden, unterteilen wir A in kleine Gebiete mit Fliache e. Die Anzahl dieser Gebiete
ist ~ Fléche(A)/e. Aus unseren Voraussetzungen und dem Poisson-Grenzwertsatz folgt, dass

7(A) ~ Bin (Fléehe(A)

, )\e) ~ Poi (A - Fldche(A)) fiir € | 0.
€
Es gilt also:
Fiir jedes Gebiet A ist m(A) Poisson—verteilt mit Parameter \ - Flache(A).
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Eine zuféllige Konfiguration von Punkten im Raum, die die beiden oben genannten Eigen-

schaften hat, bezeichnen wir als einen homogenen Poisson—Punktprozess mit Intensitét
A

9.3. Definition der Zihlmafle und Punktprozesse

Wir werden nun eine mathematische Definition der Poisson-Punktprozesse geben. Die erste
Frage ist, wie man eine “Punktekonfiguration” definiert. Zuerst miissen wir einige Forderun-
gen an den Raum formulieren, wo die Punkte leben.

Lokal kompakte separable metrische Rdume. Sei (E, p) ein metrischer Raum mit
Metrik p. Als Beispiel kann man sich £ = R? mit der iiblichen Euklid’schen Metrik vorstellen.

Definition 9.3.1. Eine Teilmenge A C E heifit kompakt, wenn jede Folge x1, zo, ... €
A eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element aus A konvergiert.

Zum Beispiel ist jede abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge von R (versehen mit der
Euklid’schen metrik) kompakt. Es ist bekannt, dass kompakte Mengen immer abgeschlossen
sind.

( N

Definition 9.3.2. Der Raum (F, p) heifit lokal kompakt, wenn man fiir jeden Punkt
x € E ein r > 0 finden kann, so dass der abgeschlossene Ball

B.(z)={y € E: p(z,y) <}
kompakt ist.

(. J

Zum Beispiel ist jede abgeschlossene und jede offene Teilmenge von R? lokal kompakt. Nicht
lokal kompakt ist z.B. der Raum C[0, 1] der stetigen Funktionen auf [0, 1] versehen mit der
Supremumsmetrik.

Definition 9.3.3. Der Raum (E, p) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare Teilmen-
ge {w1,79,...} C I gibt, die in F iiberall dicht liegt. Das heift, fiir alle # € E'und r > 0
enthélt der Ball B,.(z) mindestens einen Punkt der Form z;.

Beispiel 9.3.4. Nicht jeder lokal kompakter Raum ist separabel: Betrachte eine beliebige
iberabzdhlbare Menge E (z.B. E = R) versehen mit der diskreten Metrik

(2,y) = 1, falls x # v,
it 0, fallsz=y.

Dieser Raum ist lokal kompakt aber nicht separabel.
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Zihlmafle. Sei im Folgenden (E, p) ein metrischer Raum. Als Beispiel kann man sich
immer eine abgeschlossene oder eine offene Menge von R? mit der Euklid’schen Metrik vor-
stellen.

Definition 9.3.5. Die Borel-o-Algebra B = B(FE) ist die durch die Familie aller offenen
Teilmengen von E erzeugte o-Algebra.

Man kann B auch als die durch die Familie aller abgeschlossenen Teilmengen erzeugte o—
Algebra definieren, denn eine Menge A ist offen genau dann, wenn A€ abgeschlossen ist.

Definition 9.3.6. Ein Mafl x4 auf (E,B) heifit lokal endlich (oder Radon—Ma#),
wenn fiir jede kompakte Menge B C E deren Ma8l u(B) endlich ist.

Zum Beispiel ist das Lebesgue-Ma$ auf R? ein Radon-Mas8.

Beispiel 9.3.7. Sei z € E. Das Dirac—Maf} J, ist definiert durch
1 A
6,(4) = { e
0, sonst.

Offensichtlich ist J, ein Radon—Maf. Man kann sich J, als eine Punktekonfiguration vorstel-
len, die aus einem Punkt x besteht.

Beispiel 9.3.8. Das Maf8 p:= > 0, auf R (wobei Q die Menge der rationalen Zahlen
ist) ist kei Radon—Maf}, denn ([0, 1]) = 4oc.

Definition 9.3.9. Ein Radon-Maf} p auf (E, B) heifit Zdhlma#, falls fiir jede kompakte
Menge A C E, u(A) eine nicht-negative ganze Zahl ist.

Beispiel 9.3.10. Jedes Dirac-Maf§ d, ist ein Zahlmaf. Jede endliche Summe von Dirac—
MaBlen der Form pu = Z?Zl 0y, mit x1,...,2; € E ist ein ZéhlmaB. Auch eine abzéhlbar
unendliche Summe p = )% 0,, ist ein ZahlmaB, vorausgesetzt, dass die Folge 1, z2,... € E
keine Haufungspunkte besitzt. Der folgende Satz besagt, dass auf einem lokal kompakten
separablen Raum jedes Z&hlmaf§ diese Form besitzt.

e )

Satz 9.3.11. Sei E ein lokal kompakter separabler metrischer Raum. Dann ldsst sich
jedes Zahlmaf p auf E als
p=3s
i=1
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darstellen, wobei n € NU {oco} und xy, 25, ... eine endliche oder abzdhlbar unendliche
Folge von Punkten in E ist, die keine Haufungspunkte besitzt.

BEWEIS. Weggelassen. U

Auf lokal kompakten separablen Rdumen kénnen wir also Zéhlmafle mit hochstens abzahlbaren
Konfigurationen von Punkten identifizieren, die keine Haufungspunkte besitzen.

Beispiel 9.3.12. Das Mafl = » 77, d1/; ist ein Zahlmal auf £ = (0, 00), denn die Folge
1,3, 3, ... besitzt keine Hiufungspunkte in (0, 00). Auf dem Raum E = [0, 00) ist jedoch das
gleiche Maf} p kein Zahlmaf3, denn 0 ist ein Haufungspunkt.

Punktprozesse. Wir wollen nun definieren, was eine zufdllige Punktekonfiguration ohne
Héufungpunkte (ein zufilliges Zdahlmaf) ist. Solche zufilligen Punktekonfigurationen heifien
Punktprozesse. Es sei (F, p) ein lokal kompakter separabler metrischer Raum. Wir bezeichnen
mit M = M(FE) die Menge aller Zahlmafle auf E.

Definition 9.3.13. Sei M C 2™ die von allen Mengen der Form
Uk :={peM: u(d) =k} CM,
erzeugte o-Algebra, wobei A C FE eine Borel-Menge und k € Ny U {+o0} ist.

Die o—Algebra M enthilt auch Mengen der Form

Uf;ll ----- Ij{; = {p e M: u(4) :kl""’MA"):kn}:Uflllﬂ~~-ﬂU,’ZZ,

.....

wobei n € N, ky, ..., k, € NgU{+oo} und A4y,..., A, C E Borel-Mengen.

Definition 9.3.14. Ein Punktprozess ist eine messbare Abbildung 7 von einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, .4, P) nach (M, M).

Fiir jedes w € € ist somit 7(w) ein Z&hlmaf (=eine Punktekonfiguration) auf E.

Notation 9.3.15. Fiir eine Borel-Menge A C E bezeichnen wir mit 7(A;w) oder auch
abgekiirzt mit w(A) die Anzahl der Punkte dieser Punktekonfiguration in der Menge A.

Dann ist 7(A) : Q@ — Ng U {+00}, w — 7m(A;w), eine Zufallsvariable, denn fiir jedes k €
No U {+o0} ist das Urbild

{weQ: n(Aw) =k} = W_l(Uﬁ)
A-messbar.
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Beispiel 9.3.16. Sei N € N fest und es seien X1, ..., Xy u.i.v. Zufallsvektoren mit Werten
in R?. Der Punktprozess

N
=
i=1
wird der Binomialpunktprozess genannt, denn die Anzahl der Punkte von 7 in einer

Borel-Menge A C R? ist binomialverteilt:
m(A) ~ Bin(N,P[X; € A)).

9.4. Definition der Poisson—Punktprozesse

Sei u ein Radon-Maf auf einem lokal kompakten separablen metrischen Raum (£, p). Als
Beispiel von E kann man sich immer eine abgeschlossene oder eine offene Teilmenge von R?
vorstellen.

( N

Definition 9.4.1. Ein Punktprozess m auf E hei3t Poisson—Punktprozess mit In-
tensitatsmafl p, falls folgende zwei Bedingungen gelten:
(1) Fiir alle Borel-Mengen A C E ist m(A) Poisson—verteilt mit Parameter p(A).
(2) Fiir alle disjunkten Borel-Mengen A;,..., A, C FE sind die Zufallsvariablen
m(A),...,m(A,) unabhéingig.
Wir benutzen die Schreibweise m ~ PPP(p).

(. J

Bemerkung 9.4.2. Aus der ersten Eigenschaft folgt, dass Ex(A) = u(A). Das Inten-
sitdtsmafl beschreibt also die erwartete Anzahl der Punkte in einem Poisson—Punktprozess.

In den Féllen, die fiir uns von Interesse sind, hat das Mafl p eine Dichte beziiglich des
Lebesgue—Mafes.

Definition 9.4.3. Eine messbare Funktion f : £ — R heiflt lokal integrierbar, falls
[ | f(#)|dt < oo fiir jede kompakte Menge B C E.

Ist nun f eine nicht-negative lokal integrierbare Funktion auf R? (oder allgemeiner auf einer
offenen oder abgeschlossenen Teilmenge von R?), so kann man ein Radon-Maf x mit

B) = [ fa

fiir alle Borel-Mengen B C E definieren. Die Funktion f heifit die Dichte von p und wir
schreiben dann p(dt) = f(t)dt. Einen Poisson—Punktprozess m ~ PPP(u) werden wir dann
auch mit PPP(f(¢)dt) bezeichnen. Die Funktion f nennen wir dann die Intensitéit von 7.

Beispiel 9.4.4. Im Beispiel mit dem Sternenhimmel haben wir einen Poisson—Punktprozess
mit einer konstanten Intensitét f(¢) = A > 0 betrachtet. Ein solcher Poisson-Punktprozess
heifit homogen; siehe Abbildung 1.
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Beispiel 9.4.5. Einen Poisson—Punktprozess auf (0,00) mit konstanter Intensitiat A > 0
kann man folgendermaflen konstruieren. Seien Fjy, Es, ... unabhéingige und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit E; ~ Exp()), d.h.

PE; >t]=e¢ t>0.

Dann bilden die Punkte Ei, Ey + Es, E1 + Ey + Ejs,... einen Poisson—Punktprozess mit
Intensitidt A (ohne Beweis).

Durch eine zweiseitige Version des obigen Verfahrens kann man auch einen Poisson—Punktprozess
auf ganz R mit Intensitat A konstruieren. Dazu seien Ey, FY, Ey, EY, ... unabhéngige und mit
Parameter A exponentialverteilte Zufallsvariablen. Dann ist

Z 0 4.+, + Z O (Bl +..+EL)
n=1 n=1

ein Poisson—Punktprozess auf R mit konstanter Intensitit A.

9.5. Superpositionssatz

Eine wichtige Eigenschaft der Poisson—Verteilung ist ihre Faltungsstabilitdt. Sind nédmlich
X; ~ Poi(A\y),..., X, ~ Poi(\,) unabhéngige Zufallsvariablen, so gilt

Xi+ ...+ X, ~Poi(\ + ...+ Ay

Wir beweisen, dass diese Eigenschaft auf unendliche Summen erweitert werden kann.

( M)

Satz 9.5.1. Seien X; ~ Poi()\;), i € N, unabhéngige Zufallvariablen mit \; € [0, oo].

Dann gilt:
S:=Y X;~ Poi <Z)\> :
i=1 i=1

(. J

Bemerkung 9.5.2. Wenn ) >°, \; = oo, dann gilt S = oo fast sicher.

BEwWEIS. Wenn mindestens ein \; unendlich ist, dann ist X; = S = 400 fast sicher und die
Aussage stimmt. Seien also alle \; endlich. Sei S, = X7+ ...+ X, und o, = A1 + ... + A\,
Bekannt ist bereits, dass S, ~ Poi(c,,). Sei r € Ny, dann gilt

{S1<r}2{Se<r}2>... und ﬁ{Sigr}:{Sgr}

Deshalb gilt wegen der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit:

n—o0o k!’

r k
‘ S e %
P[S <r] = lim P[S, <r] = HIEEO 2 e

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass S,, ~ Poi(o,,). Man kann hier zwei Félle unter-

scheiden:
Fall 1: 0, — ¢ mit 0 < co. Dann gilt: P[S <r] =", _, e_”% und daher ist S ~ Poi(o).
Fall 2: 0, — oco. Dann gilt: P[S < r| = 0 fiir alle » € N und somit ist .S = oo fast sicher.
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O

Es seien 7y, 79, . . . Punktprozesse, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
definiert sind. Die Superposition 7 =) .°, m; der Punktprozesse my, 7o, . .. ist die Vereini-
gung aller Punkte dieser Punktprozesse:

m(A) = Zm(A).

Hierbei ist 7 nicht immer ein Punktprozess, denn die unendliche Summe 7(A) kann auch fiir
eine kompakte Menge A unendlich sein. Im néchsten Satz beweisen wir, dass die Superposi-
tion von unabhéngigen Poisson—Punktprozessen wieder ein Poisson—-Punktprozess ist, wenn
die Summe der Intensitdtsmafle wieder ein Radon—-Ma# ist.

( )

Satz 9.5.3. Seien m; ~ PPP(y;), ¢ € N, unabhéngige Poisson—Punktprozesse, die auf
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Ist g = »>°, u; ein Radon—
Ma$, so gilt:

= Zm ~ PPP(u).
i=1

(. /

BEWEIS. Sei A C E eine Borel-Menge. Es gilt m;(A) ~ Poi(u;(A)), weil m; ~ PPP(u;). Mit
Satz 9.5.1 folgt

m(A) = Z mi(A) ~ Poi (Z m(A)) = Poi(u(A)).

Damit ist die Eigenschaft 1 aus der Definition der Poisson—Punktprozesse gezeigt. Dabei
sei bemerkt, dass fiir eine kompakte Menge A die Zahl p(A) endlich ist (denn p ist ein
Radon—Ma#f), somit ist 7 ein Zahlmas.

Seien nun A, ..., A, C F disjunkte Borel-Mengen. Es gilt fiir jedes i € N:
mi(A1),...,m(Ay,) sind unabhéngig, da m; ~ PPP(u;).

Auflerdem sind Punktprozesse 71, s, ... unabhéngig. Es folgt, dass die Zufallsvariablen
m(A) =) m(A), ..., w(A)=> m(A,) unabhingig sind.
i=1 i=1

Daher ist auch die zweite Eigenschaft aus der Definition nachgewiesen, woraus die Behaup-
tung folgt. O

9.6. Abbildungssatz

Der Abbildungssatz behauptet grob gesagt, dass dass Bild eines Poisson—Punktprozesses
unter einer Abbildung wieder ein Poisson—Punktprozess ist. Diese Behauptung gilt allerdings
nicht fiir jede Abbildung, wie das nédchste Beispiel zeigt.
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Beispiel 9.6.1. Betrachte einen homogenen Poisson-Punktprozess 7 auf R? mit Intensitit
1. Projiziere nun alle Punkte auf die z-Achse. Die Projektionen bilden allerdings gar keinen
Punktprozess, denn sie liegen iiberall dicht in R. In der Tat, jeder Streifen der Form [a, ] x R
enthélt unendlich viele Punkte von 7, denn das Lebesgue-Maf} dieses Streifens ist unendlich.
Somit werden unendlich viele Punkte in das Intervall [a, b] projiziert.

Wir werden deshalb die Klasse der Abbildungen einschréanken miissen.

Definition 9.6.2. Eine stetige Abbildung 7" : £} — E5 zwischen zwei lokal kompakten
metrischen Rdumen F; und Fs heifit eigentlich, wenn fiir jede kompakte Menge K C FEj
das Urbild T7'(K) ebenfalls kompakt ist.

Beispiel 9.6.3. Die Projektionsabbildung 7' : R? — R mit T'(x,y) = x ist nicht eigentlich.

e M)

Definition 9.6.4. Sei T' : E; — FE, eine eigentliche Abbildung zwischen zwei lokal
kompakten metrischen Raumen. Sei i ein Radon-Mafl auf E;. Definiere das sogenannte
Bildmaf3 7'y von p unter T als ein Mafl auf Fy mit

(Tp)(A) = w(T71)(A), A€ B(E).

Proposition 9.6.5. Das Bildmaf} T ist ein Radon—-Maf auf Fs. Ist u sogar ein Zahlmaf,
dann ist T’y ebenfalls ein Zahlmasf.

(.

-

ist kompakt und g ist ein Radon—MaB. Ist p sogar ein Zahlmafl, dann ist (Tu)(K)

BEWEIS. Fiir jede kompakte Menge K C Ej gilt (T'u)(K) = p(T7(K)) < oo, denn T~ K)
u(T7HK)) € Ny und somit T ebenfalls ein Zahlmas. O

Beispiel 9.6.6. Sei p ein Zéhlmaf auf £y mit p = ). 0,,. Dann ist Tp = >, 0y,

Wir konnen nun den Abbildungssatz formulieren.

Satz 9.6.7 (Abbildungssatz). Sei T : F; — F5 eine eigentliche Abbildung zwischen
zwei lokal kompakten metrischen Rdumen E; und FEs. Sei m ~ PPP(u) ein Poisson—
Punktprozess auf £ mit Intensitdtsmafl p. Dann gilt 7w ~ PPP(T'w).

BeEwEIs. Wir {iberpriifen, ob die Bedingungen aus Definition 9.4.1 erfiillt sind. Sei A C FE5
eine Borel-Menge. Es gilt:

(Tm)(A) = m(T™1(A)) ~ Poi(u(T " (A))) = Poi((Tn)(A)).
97



Wenn A C E, sogar kompakt ist, dann folgt aufierdem, dass (T'7)(A) ~ Poi((Tu)(A)) < oo
fast sicher, weshalb T'm ein Punktprozess ist.

Seien nun Ay, ..., A, C E, disjunkte Borel-Mengen. Dann sind auch die Urbilder dieser
Mengen T7(A4;),..., T '(A,) disjunkt. Es folgt, dass die Zufallsvariablen

(Tm) (A1) = 7(T7 (A1), (Tm)(An) = 7(T7'(An))

unabhéngig sind, da 7 ein Poisson-Punktprozess ist. U

R N W b~ O

5 10 15 20

ABBILDUNG 2. Abbildungssatz.

Beispiel 9.6.8 (Siehe Abbildung 2). Seien P, < P, < ... die Punkte eines Poisson—
Punktprozesses mit Intensitéit 1 auf (0, 00). Betrachte die Punkte /Py, v/Ps, . . .. Diese bilden
ebenfalls einen Poissoon—-Punktprozess auf (0, 00), denn die Abbildung 7" : (0, 00) — (0, 00)
mit 7'(z) = y/x ist eigentlich. Sei o das Lebesgue-MaB auf (0, 00), dann gilt

(Tp)((0,2)) = u(T7H((0,2))) = p((0,2%)) = 2.
Somit hat Ty die Dichte f(x) = 2z, z > 0, und die Intensitéit des Poisson—Punktprozesses

\/Pl,\/PQ,... ist 2.

9.7. Laplace—Funktionale

Sei F ein lokal kompakter separabler metrischer Raum.

( N

Definition 9.7.1. Es sei B(FE) die Menge aller Borel-Funktionen f : E — R. Es sei
B, (F) die Menge aller nicht-negativen Borel-Funktionen f : E — R.

. /

( N

Definition 9.7.2. Sei 7 ein Punktprozess auf E. Fir f € B, (FE) definiere die Zufalls-
variable Sy = > __ f(x) mit Werten in [0, oo]. Dann heifit die Abbildung

Yr : B(E) — [0,00) mit ¢, (f) = Ele™]

das Laplace—Funktional von 7.
S J
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Es sei bemerkt, dass fiir f € B(E) (ohne die Annahme f > 0) die unendliche Summe Sy
nicht immer wohldefiniert wére. Im néchsten Satz berechnen wir das Laplace—Funktional
eines Poisson—Punktprozesses.

( )

Satz 9.7.3. Sei 7 ein Poisson—Punktprozess auf £ mit Intensitdtsmafl p, dann ist fiir
alle f € BL(FE)

(9.7.1) Efe-5] :exp{— /E (1—e_f(””)),u(dx)}.

(. J

BeEwEIs. Schritt 1. (Indikatorfunktionen) Sei zuerst f(z) = ¢l 4(x), mit ¢ € R, A C E Borel.
Dann ist Sy = cn(A). Es gilt m(A) ~ Poi(u(A)). Es fogt

E[efsf] _ ]E[efmr(A)] _ Z efu(A) M(]‘j) - *M(A Z _C B e,M(A)(lfe*c).
k=0 ' k=0

Somit gilt die Behauptung fiir f(z) = cla(x).
Schritt 2. (Einfache Funktionen) Sei nun f(x) = c¢;-14,(2)+... 4+ ¢, - 14, (x) mit disjunkten
Borel-Mengen A;,..., A, C EFund ¢,...,c, € R. Dann gilt:

E[e—sf] _ E[e—clw(Al) o —cn7r (Ap ) HE —om A)

da 7 ein Poisson-Punktprozess ist und daher die Zufallsvarlablen m(Ay),...,m(A,) un-
abhéngig sind. Da wir die Giiltigkeit der Behauptung fiir Indikatorfunktionen bereits im
ersten Schritt gezeigt haben, folgt:

[e™57] HE —eim(As) —exp{ Z,u )1 —e” Ci)}Zexp{—/]ﬂ(l—e_f(m))ﬂ(dx)}-

Schritt 3. Se1 nun f > 0 eine beheblge Borel-Funktion. Dann gibt es einfache Funktionen
fi, fa, ..., die punktweise von unten gegen f konvergieren. Da wir die Richtigkeit der Behaup-
tung fiir einfache Funktionen bereits bewiesen haben, folgt mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz, dass sie auch fiir f gilt. ([l

Bemerkung 9.7.4. Die Formel (9.7.1) gilt auch in folgender Form, die etwas allgemeiner

. E[e %] = exp{—/Rd(l e 0@y (dx)} 0 > 0.

Die Richtigkeit dieser Behauptung lasst sich nachweisen, indem man 6 f(z) anstelle von f(z)
n (9.7.1) einsetzt.
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Korollar 9.7.5 (Campbell). Sei 7 ~ PPP(u) auf £ und f € B, (E), dann gilt:
E[Ss] = / f@

BEWEISIDEE. Wegen Satz 9.7.3 gilt:

d d
E[Sf] = -5 log Ele™]| =

(e )i(da)]

0=0

Durch Vertauschung von Integral und Ableitung (was wir hier nicht begriinden werden) lasst
sich der Ausdruck wie folgt schreiben und vereinfachen:

Bls) = [ 45— ") _utao) = [ fns

was die Behauptung beweist. 0

Aufgabe 9.7.6. Zeigen Sie, dass fiir alle f € B4 (F)

B(s3) = [ Pt ( [ 5@ ) |

Im néchsten Satz zeigen wir, dass man einen Poisson—Punktprozess an seinem Laplace—
Funktional erkennen kann.

Satz 9.7.7. Sei 7 ein Punktprozess auf E mit Efe=5/] = e~ /e@—e"uld®) £ alle
Funktionen f € B, (FE), wobei u ein Radon-Maf ist. Dann ist 7 ~ PPP(u).

BeEwEIs. Wir zeigen, dass m(A) ~ Poi(u(A)) fiir alle Borel-Mengen A C E. Sei f(z) =
01 4(z) mit 6 > 0. Einsetzen liefert:

Ble 0] = exp{—u(4)(1 — ¢ ")}, fiir alle 0 > 0.

Da es sich bei exp{—u(A)(1—e~?)} um die Laplace-Transformierte einer Poi(j(A))-verteilten
Zufallsvariable handelt, folgt mit der Eindeutigkeit der Laplace—Transformierten, dass m(A)
Poisson—verteilt mit Parameter p(A) ist.

Seien nun Ay, ..., A, C E disjunkte Borel-Mengen. Wir zeigen, dass dann die Zufallsvaria-
blen m(A;),...,m(A,) unabhingig sind. Sei

f(l') = 011141(33) + ...+ enﬂAn(ﬂf), mit (91, e ,Hn 2 0.
Einsetzen liefert:

RE[e~0mA0 . . e 0nm(An)] — exp {— /E(l — ef(x)),u(dx)} = exp {— ZM(Ai)<1 - eai)} .

=1
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Somit gilt:
E[e—ﬁlﬂ”(/h) .o e—Gnﬂ'(An)] _ He—,u(Ai)(l—e—Gi) _ HE[e—Gﬂr(Ai)]’
i=1 i

woraus folgt, dass m(A;),...,m(A,) unabhéingig sind. O

9.8. Farbungs— und Markierungssatz fiir Poisson—Punktprozesse

Man stelle sich vor, dass jeder Punkt eines Poisson—Punktprozesses auf einem Raum FE; ei-
ne zuféllige Farbe (etwa aus der Menge rot, griin, blau) bekommt; siche Abbildung 3. Wir
nehmen an, dass alle Punkte unabhéngig voneinander gefirbt werden. Auflerdem nehmen
wir an, dass die Farbung der Punkte unabhéngig von der Erzeugung der Positionen der
Punkte geschieht. Bei der zweiten Annahme muss man vorsichtig sein, denn um die Punkte
zu féarben, muss man wissen, welche Punkte man farben soll, was wie eine Abhéngigkeit
aussieht. Wir werden deshalb wie folgt vorgehen: Zuerst farben wir alle Punkte von E; un-
abhéngig voneinander, und erst dann erzeugen wir (unabhéngig von der Farbungsprozedur)
einen Poisson—Punktprozess. Die Farben der Punkte, die nicht zum Poisson—Punktprozess
gehoren, werden dann einfach ignoriert. Der Farbungssatz behauptet nun, dass alle Punk-
te des Poisson—Punktprozesses, die eine gegebene Farbe (etwa rot) haben, ebenfalls einen
Poisson—Punktprozess bilden. Auflerdem behauptet der Farbungssatz, dass die drei Poisson—
Punktprozesse der roten, blauen und griinen Punkte unabhéngig voneinander sind.
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ABBILDUNG 3. Férbungssatz.

Wir werden nun die obigen Uberlegungen etwas verallgemeinern. Wir werden eine beliebige
Menge E, an Farben (z.B. eine stetige Farbpalette) zulassen. Es seien also E; und FEy zwei
lokal kompakte separable metrische Rdume. Die Konstruktion eines markierten Punktpro-
zesses besteht aus zwei Schritten, die unabhéngig voneinander ausgefiihrt werden sollen.

Schritt 1: Marken. Erzeuge fiir jeden Punkt = € F; eine Zufallsvariable m, (die Marke oder
die Farbe von x) mit Werten in E,. Wir bezeichnen die Verteilung von m, mit \,. Somit ist
A ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf Fs fiir jedes x € E;. Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 \, darf
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im Allgemeinen eine Funktion von z sein, so dass verschiedene Punkte x nach verschiedenen
Regeln gefirbt werden diirfen. Wir brauchen folgende zwei Annahmen:

(1) m,, x € Ey, sind unabhéngige Zufallsvariablen.
(2)  — A\;(B) ist eine Borel-Funktion fiir alle Borel-Mengen B C Ej.

Beispiel 9.8.1. Sei die Menge F, aller moglichen Farben endlich. OEdA kann sie dann mit
{1,...,n} identifiziert werden. Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt z € F; mit
Farbe i € {1,...,n} gefiarbt wird, mit p;(x) bezeichnet wird, dann sehen die Verteilungen
A folgendermafien aus:

ANi)) = pila), i=1,...n

Die obigen Annahmen besagen dann, dass die Punkte unabhéngig gefirbt werden und dass
D1y Do B1 — [0, 1] messbare Funktionen sind.

Schritt 2: Positionen der Punkte. Sei auflerdem 7 ein Poisson—Punktprozess auf E; mit
Intensitdtsmafl y, das unabhéngig von den Marken {m,: = € E;} erzeugt werden soll. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, dass p keine Atome hat (d.h. u({z}) = 0 fiir alle z € E}),
so dass im Punktprozess m keine multiplen Punkte auftreten.

Wir definieren den markierten Poisson—Punktprozess 7* auf dem kartesischen Produkt

E, x E, wie folgt:
7T* = Zé(%mz).

xeET
Die Schreibweise x € 7w bedeutet, dass die Summe iiber alle Punkte im Punktprozess 7
gebildet wird. Den Markierungssatz konnen wir nun folgendermafien formulieren.

( )

Satz 9.8.2 (Markierungssatz). 7* ist Poisson-Punktprozess auf E; x E,. Fiir dessen
Intensitatsmall p* gilt

// Az (dm), fiir C C Ey x E, Borel.

(. J

Bemerkung 9.8.3. Die Formel fiir ©* muss man folgendermaflen verstehen: Fiir eine Menge
C der Form A; x Ay mit Ay C E; und Ay C E, Borel, gilt

1Ay x Ay) = / Ao (Ag)pu(d).

BEWEIS. Sei f : Fy X F — R mit f > 0 eine Borel-Funktion. Wir schreiben S* =
> (emyens (€, m). Wir wollen zuerst den folgenden bedingten Erwartungswert berechnen:

HE f@ma)|r] = H/ e T@mN (dm).

TET xTET

_S*

Mit Hilfe einer einfachen Transformation lésst sich der obige Ausdruck wie folgt darstellen:

e 7] = H/E2 (@,m) dm)—exp{ Z—log/

zem zET 2

e~ f@m) Ax(dm)} :
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Mit der Formel der totalen Erwartung folgt

o Lo

f(x) = —log / e~ f@m )\ (dm).
E>
Mit Hilfe von Satz 9.7.3 ldsst sich das wie folgt umformen:

Efe=5"] = exp {— [Elu _ e_f*(“’))u(dx)} |

Einsetzen von f* liefert nun folgende Formel:

exp{—/El(l—e_ @y, (dx}—exp{ /E[E e~ f@m)) (dx))\(dm)}.

Mit p*(dz,dm) = p(dz)A(dm) und mit Satz 9.7.7 folgt schlieBllich, das 7* ein Poisson-
Punktprozess mit Intensitdatsmafl p* ist. U

Ele™] =E,

mit

Beispiel 9.8.4. Sei A C F5 eine Menge von Farben. Betrachte nun alle Punkte von 7, die
eine Farbe aus Fy bekommen. Wir zeigen, dass diese Punkte einen Poisson—Punktprozess
bilden. Nach dem Markierungssatz ist > . d(zm,) ein Poisson-Punktprozess auf E; x Ej.
Da die Einschrinkung dieses Poisson—Punktprozesses auf die Teilmenge E; x A ebenfalls ein
Poisson—Punktprozess ist, folgt, dass er”tmx c 4 O(z,m,) €in Poisson-Punktprozess auf £, x A
ist. Aus dem Abbildungssatz fiir die Projektion (z, m) +— x folgt, dass ) | d, ebenfalls
ein Poisson—Punktprozess ist.

TET:MLEA
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KAPITEL 10

Konvergenz von Punktprozessen

In diesem Kapitel werden wir Verteilungskonvergenz der Punktprozesse einfithren und eini-
ge Beispiele betrachten, in denen Poisson—Prozesse als Grenzwerte von Punktprozessen der
“seltenen Ereignisse” entstehen. Unsere Darstellung ist sehr unvollstéandig, fiir mehr Einzel-
heiten verweisen wir auf das Buch von S. Resnick “Eztreme values, reqular variation and
point processes”.

10.1. Vage Konvergenz

Im Folgenden sei F ein lokal kompakter separabler metrischer Raum. Zuerst werden wir einen
Konvergenzbegriff fiir Radon-MaBe auf E (und somit auch fiir Zdhlmage auf ) einfiihren.

Definition 10.1.1. Eine Menge B C E heift relativ kompakt, wenn ihr Abschluss B
kompakt ist.

Beispiel 10.1.2. Eine Menge B C R? ist relativ kompakt genau dann, wenn sie beschrankt
ist.

( N

Definition 10.1.3. Eine Folge von Radon-Maflen py, po, ... auf E konvergiert vage
gegen ein Radon-Maf} p, wenn

lim p,(B) = pu(B)

n—oo

fiir alle relativ kompakten Borel-Mengen B C E mit u(0B) = 0. Bezeichnung: p,, — .
—00

n
. /

Warum in obiger Definition 7(0B) = 0 gelten muss, soll folgendes Beispiel veranschaulichen.

Beispiel 10.1.4. Betrachte folgende Radon-Mafle auf R: p, = 61/, und p = dp. Fiir das
offene Intervall B = (0,2) gilt p,(B) = 1 fiir alle n € N, aber p(B) = 0. Hatten wir in der
Definition der vagen Konvergenz die Forderung p(0B) = 0 weggelassen, so wiirde p,, nicht
gegen i konvergieren. Das wire ein sehr unnatiirlicher Konvergenzbegrift.

Hier sind einige einfache Beispiele der vagen Konvergenz.

Beispiel 10.1.5. Sei j,, das Mafl mit der Dichte 1j_,, auf R. Dann konvergiert p, vage
gegen das Lebesgue—Maf} auf R.
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Beispiel 10.1.6. Sei p,, = d,,. Dann konvergiert pu, vage gegen das Null-Maf.

Wir werden nun eine dquivalente Definition der vagen Konvergenz formulieren. Zuerst miissen
wir stetige Funktionen mit kompaktem Trager definieren, die wir als “Testfunktionen” be-
nutzen werden.

e )

Definition 10.1.7. Eine Funktion f : F — R hat kompakten Triger, falls es eine
kompakte Menge K C F gibt mit f(¢) = 0 fiir alle t € E\ K.

(. J

e )

Definition 10.1.8. Die Menge aller stetigen Funktionen auf £ mit kompaktem Triger
sei mit C.(FE) bezeichnet. Es sei CF(FE) die Menge aller f € C.(E) mit f > 0.

(. J

Nun formulieren wir eine dquivalente Definition der vagen Konvergenz.

( N
Satz 10.1.9. Seien pg, po, ... und 4 Radon-Mafle auf E. Dann sind die folgenden Aus-
sagen #dquivalent:

(1) pn — .
(2) Fiir alle f € CF(E) gilt limy, o [, f(x)pn(dz) = [, f(z)p(dz).

(. J

BEWEIS. Weggelassen. 0

Aufgabe 10.1.10. Zeigen Sie, dass man im obigen Satz C.f(FE) durch C.(F) ersetzen
kann.

Beispiel 10.1.11. Sei p,, = % > icz 0i/n- Dann konvergiert 11, vage gegen das Lebesgue-Mafl

auf R. In der Tat, fiir jedes f € C.(R) gilt

[ tomian =237 (1) o [ soar

da Riemann—-Summen gegen das Riemann-Integral konvergieren.

10.2. Verteilungskonvergenz von Punktprozessen

Sei m ein Punktprozess (= ein zufilliges Zéhlmaf}) auf £ und seien By, ..., By C FE kompakte
Mengen. Dann ist (7(By),...,7(By)) ein k-dimensionaler Zufallsvektor mit Werten in NE.
Vektoren dieser Art heiflen auch endlich-dimensionale Verteilungen von 7.

Wir definieren nun die Verteilungskonvergenz von Punktprozessen.
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Definition 10.2.1. Seien 7, my, o, . .. Punktprozesse auf E. Wir sagen, dass 7, gegen 7
in Verteilung konvergiert, falls fiir alle relativ kompakten Borel-Mengen By, ..., By mit
7(0B;) = 0 f.s. gilt, dass

(a(B1), . .., mn(Br)) —= (n(By), ..., m(By)).

n—oo

Mit anderen Worten gilt fiir alle mq, ..., my € Ny:
nh_)rglo Plm,(B1) = ma, ..., m(By) = mg] = Plw(B1) = my, ..., m(Bg) = my).

: d
Bezeichnung: m, — .
n—o0

(. J

Die Bedingung in der obigen Definition ist nicht leicht zu {iberpriifen. Es ist viel angenehmer,
die folgende Charakterisierung der Verteilungskonvergenz von Punktprozessen zu benutzen.

s R\
Satz 10.2.2. Seien 7y, 7y, ... und m Punktprozesse auf FE, dann sind die folgenden Aus-
sagen #dquivalent:

(1) m, s

n—oo
(2) Fiir alle f € CF(E) gilt Y, f(z) -5 Y. f(z).
n n—00
(3) Fiir alle f € CH(E) gilt limy, o0 7, (f) = ¥ (f), d.h.
nh_)IgloE exp{— GZ f(x)} =E exp{—gf(x)}] :

& J
BEWEIS. Weggelassen. 0

Bemerkung 10.2.3. Um die Verteilungskonvergenz der Punktprozesse zu zeigen, reicht es
also die Konvergenz der Laplace-Funktionale fiir jede Testfunktion f € Cf(E) nachzuweisen.

Im Folgenden werden wir eine Reihe von Beispielen der Verteilungskonvergenz von Punkt-
prozessen betrachten.

10.3. Bernoulli-Experimente mit kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit

Wir betrachten eine Serie aus unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit einer sehr kleinen
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Die Erfolge in einer solchen Serie sind dementsprechend sehr
selten, denn die mittlere Wartezeit auf den ersten Erfolg ist 1/p. Wir interessieren uns fiir
den Punktprozess der Zeitpunkte 77,75, ..., zu denen man Erfolge beobachtet. Der néchste
Satz behauptet, dass der Punktprozess, der aus den Punkten pTh, pT5, . .. besteht, fiir kleines
p durch einen Poisson—Punktprozess mit Intensitéat 1 approximiert werden kann.
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Satz 10.3.1. Fiir jedes n € N sei eine Folge ¢,,;, © € Z, von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen mit

gegeben, wobei lim,, o, np, = A € [0,00). Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz
von Punktprozessen auf R:

=Y ewds — PPP(AdL).

n n—0o0

€L
& J

BeEwEIS. Wir werden Satz 10.2.2 benutzen. Fiir f € CF(R) definieren wir die Laplace—

Funktionale
eXp{ > ) H U(f) = eXp{ > f(x) }]

wobei 7 ein homogener Poisson—Punktprozess auf R mit konstanter Intensitét A sei. Es reicht
zu zeigen, dass lim,, o ¥, (f) = ¥(f). Wegen der Unabhéngigkeit der Familie €,,;, i € Z, gilt:

exp{ S et ( )} _ R ) = [[Re=d) = [[(1+pale™ -1,
€L

i€l i€z i€z
Mit der Approximation log(1l + z) = x + o(x) (fiir x — 0) ergibt sich
log n(/) = 3 1og(1 £ pa(e™/¥ = 1)) = >_pa(e”/H — 1) + R

1E€EL 1EZ

Un(f) =

Un(f) =

wobei R, ein Restterm ist, fiir den wir spéter zeigen werden, dass lim,, ., R, = 0. Es folgt,
dass

1 i
- — I L ) 1) = ® _
Jim log ¢n(f) = lim (nps) - ~ ;EZ (e 1) = A/}R( 1)dt,
wobei letzteres einfach die Definition des Riemann—Integrals ist. Zusammenfassend gilt also

tim vu(f) =exp {2 [ (1= e

was dem Laplace—Funktional eines Poisson—Punktprozesses mit Intensitdt A entspricht. Mit
Satz 10.2.2 folgt, dass

=Y ewds — PPP(AdL).

n NnN—oo
€L

Der Restterm R,, kann wie folgt abgeschitzt werden. Es gilt
— () _ _ () _ - 20 —f(5) _
Ry = (log(L 4 pae™ ™ = 1)) = pu(e/® — 1)) < 23 p2e
€L €L
wobei wir die Ungleichung |log(1 + x) — x| < 2?/2 fiir z > 0 benutzt haben. Die Funktion
f hat einen kompakten Tréger, also verschwindet sie aulerhalb eines Intervalls [—A, A]. Es
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folgt, dass hochstens 2An Werte von f(i/n) (und somit hochstens 2An Summanden in der
obigen Summe) ungleich 0 sind. Somit ergibt sich

|R,| < 2AnMp? = o(1),
wobei M das Supremum von (e~/ —1)? ist und wir benutzt haben, dass lim,, o, np? = 0. O

Als Anwendung des obigen Satzes werden wir nun zeigen, dass die Zeitpunkte, zu denen eine
Folge von u.i.v. Zufallsvariablen einen sehr hohen Schwellenwert iiberschreitet, nach einer
Normierung gegen einen Poisson—Punktprozess konvergieren.

2
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ABBILDUNG 1. Uberschreitungen eines hohen Schwellenwerts in einer Folge von
u.i.v. Zufallsvariablen

Satz 10.3.2. Seien X;, i € Z, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Sei u,
eine Folge mit lim,, o nF(u,) = A € [0,00). Dann gilt die folgende Verteilungskonver-
genz von Punktprozessen auf R:

3> 6: =5 PPP(Adt).

n m—00
PEL: X >Unp,

(. J

BEWEIS. Betrachte die Zufallsvariablen e,; := 1x,~,,, ¢ € Z. Diese nehmen Werte 0 und 1
an, und es sei p, := Ple,; = 1]. Dann ist

lim np, = lim nP[e,; = 1] = lim nF(u,) = \.

n—00 n—00 n—0o0
Damit sind die Bedingungen von Satz 10.3.1 erfiillt und die Behauptung folgt. U
10.4. Konvergenz der Binomialpunktprozesse gegen die Poisson—Punktprozesse

In diesem Abschnitt beweisen wir einen allgemeinen Satz {iber die Konvergenz einer Folge
von Binomialpunktprozessen gegen einen Poisson—Punktprozess.
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Satz 10.4.1. Fiir alle n € N seien Y,1,...,Y,, : Q@ — E ui.v. Zufallselemente mit
Werten in £ und Verteilung p,. D.h. p, sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf £ mit
tn(B) = P[Y,, € B] fur alle Borel-Mengen B C E. Es gelte auflerdem fiir ein Radon—
Maf p auf E, dass

Nhly — (L.

n— o0
Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz von Punktprozessen auf E:

Z5Y L5 PPP(p).

n—00
=1

(. J

Beispiel 10.4.2. Seien Yy, ..., Yy, gleichverteilt auf dem Quadrat [0, /n]?. Dann ist y, ein
Wahrscheinlichkeitsmafl mit der Dichte %]l[o, v/m2 und man kann leicht zeigen, dass nu, vage
gegen das Lebesgue-Maf3 auf der Viertelebene [0, 00)? konvergiert. Es folgt, dass > dy,
gegen einen Poisson—Punktprozess mit Intensitdt 1 auf der Viertelebene konvergiert.

BEWEIS VON SATZ 10.4.1. Sei f € CF(E), dann gilt

Un(f) izEeXp{— > f(a:)} :]Eexp{—Zf(Ym.)} :EHe—f(Ym)_

TETY

Wegen der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen Y1, .. .Y}, kann man diesen Ausdruck wie
folgt schreiben:

H]Ee Vi) H/ 10 (dt) ﬁ( fE(l—eZt))Wn(dt))

=1

Wegen ni,(t) — p(t) fiir n — oo folgt schlieflich:
n—oo

vl f) = (1 . e_f(t))"“”@t)) —rew{- [a-eOuan ],

n

was das Laplace-Funktional eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitat p ist. Mit Satz
10.2.2 folgt, dass 7, in Verteilung gegen PPP(u) konvergiert. O

10.5. Konvergenz der extremen Ordnungsstatistiken: Gumbel—Fall

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die oberen extremen Ordnungsstatistiken einer
u.i.v. Stichprobe aus dem Gumbel-Max—Anziehungsbereich durch einen Poisson—Punktprozess
approximiert werden kénnen. Die beiden anderen Max—Anziehungsbereiche werden im néchsten

Abschnitt behandelt.

| 1
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Satz 10.5.1. Seien X7, Xy, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung A(x) = e~ ", d.h. es gebe Folgen a,, > 0 und b,, € R mit

max{Xy,..., X} —a, A

b, n—00

(10.5.1)

Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz der Punktprozesse auf R:

bn, n—o0

Tp =D Oxi-an — PPP(e7'dt).
=1

-
-

F

ABBILDUNG 2. Drei unabhéngige Realisierungen des Poisson-Punktprozesses
mit Intensitét e~* auf R. Das Bild zeigt das Intervall [—5, 3].

Bemerkung 10.5.2. Sei 7 der Poisson—Punktprozess mit Intensitit e”* auf R. Fiir jedes

x € R ist die Anzahl der Punkte von 7 im Intervall (z,00) fast sicher endlich, denn es gilt

7((z,00)) ~ Poi ( / h e—tdt> — Poi(e?).

Insbesondere ist die erwartete Anzahl der Punkte auf der positiven Halbachse gleich 1. Auf
der anderen Seite, ist die Anzahl der Punkte im Intervall (—oo, x) fast sicher unendlich, denn

7((—00, ) ~ Poi (/ e—tdt) — Poi(0).

— 00

Wir konnen also die Punkte von 7 absteigend anordnen: Y} > Y5 > ... und es gilt lim,, , Y,, =
—o0. Wie ist nun Y) verteilt? Der obige Satz ldsst vermuten, dass Y; eine Gumbel-Verteilung
haben sollte. Das ist in der Tat richtig, denn

—x

P[Y; < a] = Plr((z,00)) = 0] = e~ ",
da 7((x, 00)) ~ Poi(e™®).

Aufgabe 10.5.3. Bestimmen Sie die Verteilung von Yy, k € N.

Aufgabe 10.5.4. Bestimmen Sie die gemeinsame Dichte des Vektors (Y7,...,Ys).

BEWEISIDEE VON SATZ 10.5.1. Wir wissen, dass die Konvergenz in (10.5.1) genau dann
gilt, wenn

lim nP[X, > a, +tb,] = e’

n—oo
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fiir alle ¢ € R. Wir definieren Y,,; := &= fiir i = 1,...,n und p,(B) = P[Y;; € B] fiir
B € B(R). Dann gilt fiir Mengen B der Form [t, 00):
Xl — Qp :|

npiy ([t, 00)) = nP[Y,; > t] = nP [b— >t

Betrachten wir als ndchstes Mengen B der Form [¢y,t5):

npn([t1,t2)) = 1 pn([tr,00)) = 1 pn([ta, 00)) —> e —e7" = / et = p([t1, t2))-

n—oo t
1

Dieser Beweislogik folgend lasst sich die Konvergenz auch fiir beliebige relativ kompakte
Borel-Mengen B C R zeigen:

lim njin(B) = pu(B),
n—oo
worauf wir hier verzichten wollen. Mit Satz 10.4.1 folgt die Behauptung. U

Beispiel 10.5.5. Seien Xy, X5, ... unabhéngige und identisch exponentialverteilte Zufalls-
variablen mit Parameter 1, d.h. P[X; > t| = e~ fiir ¢ > 0. Dann gilt nach Satz 1.3.2

max{Xi,...,X,} —logn -4 e "

n—o0

Mit Satz 10.5.1 folgt nun

S 6xictogn —— PPP(e™'dt).
n—oo
i=1
Beispiel 10.5.6. Seien X, X, ... unabhéngige und identisch standardnormalverteilte Zu-
fallsvariablen. Wir haben bereits gezeigt, dass

v 2logn (max{Xy,..., X} —a,) s e

n—oo

1 oglogn (0] ™ .
mit a, = /2logn — 2! gl\/gﬂjglng%f. Es folgt mit Satz 10.5.1, dass

> 6 e (xian) — PPP(e”dt).

- n—00
=1

Im néchsten Satz geben wir eine explizite Konstruktion des Poisson—Punktprozesses 7 ~
PPP(e~'dt) als eine Transformation des homogenen Poisson-Punktprozesses Y - dp, mit
Intensitit 1 an.

( )

Proposition 10.5.7. Es sei Y >°, dp, ein homogener Poisson—Punktprozess mit Inten-
sitat 1 auf (0, 00). Dann gilt

> 6 105 p, ~ PPP(e”'dt).
n=1
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ABBILDUNG 3. Poisson—Punktprozess mit Intensitét 1 (horizontale Achse) wird
mit der Transformation T'(z) = — log x auf den Poisson—Punktprozess mit Intensitét
et (vertikale Achse) transformiert.

BEwEIs. Wir benutzen den Transformationssatz fiir Poisson—Punktprozesse fiir die Abbil-
dung T': (0,00) = R, T'(z) = —logz. Sei v das Lebesgue-Maf} auf (0, 00). Mit dem Trans-
formationssatz fiir Poisson—Punktprozesse folgt:

> " 6r(p,) ~ PPP(Tv).

n=1

Wir miissen noch nachweisen, dass die Dichte des Bildmafies Tv gleich e~ ist. Es gilt

b
(Tv)((a,0)) = (T~ ((a,))) = v((e™",e™")) =" —¢™" = / e~'dt.

Deshalb folgt die Behauptung. U

Aus der Konvergenz der Punktprozesse in Satz 10.5.1 folgt die Konvergenz der extremen
Ordnungsstatistiken. Wir werden hier keinen exakten Beweis geben. Die Idee besteht darin,
dass man die extremen Ordnungsstatistiken als ein stetiges Funktional des Punktprozesses
ansehen kann. Nach dem Satz {iber die stetige Abbildung folgt aus der Verteilungskonver-
genz der Punktprozesse die Verteilungskonvergenz der extremen Ordnungsstatistiken. Wir

erinnern an die Notation M,(lk) =X k1, E=1,...,n.

f N

Korollar 10.5.8. Unter Voraussetzungen von Satz 10.5.1 gilt fiir alle £ € N

M7(Ll) — Qp, M?S,k) — Qp, d
( ey —>(§/1’-~7Yk)7

b, b, S

wobei Y] > Y, > ... die Punkte des Poisson-Punktprozesses m mit Intensitit e~ auf R

seien.
NS J
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10.6. Konvergenz der extremen Ordnungsstatistiken: Fréchet und Weibull-Fall

In Satz 10.5.1 haben wir Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich der Gumbel—-
Verteilung betrachtet. Nun formulieren wir einen &hnlichen Satz fiir den Max—Anziehungsbereich
der Fréchet—Verteilung.

N
J

Satz 10.6.1. Seien X7, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Fréchet—Verteilung ®,, o > 0, d.h. es gebe eine Folge b, > 0 mit

Xi,..., X,
max{Xy,..., X,} N

by, n—00

(10.6.1)

Dann gilt die folgende Konvergenz der Punktprozesse auf (0, 00):

o o
;5)9 —>PPP( dt).

By, N—00 o+l

Dabei bedeutet die Notation Z/, dass alle Punkte X; mit X; < 0 aus der Summe per
Konvention ausgeschlossen werden.

& J
amunen s+ . . ° °
i v oz 04 hd [Chad 08 10
 ————— . oo . .
02 hdd 04 v 06 v 08 10
 ———— o oo
. 02 bl 04 06 08 10

ABBILDUNG 4. Drei unabhéngige Realisierungen des Poisson—Punktprozesses
mit Intensitit ¢=2d¢ auf (0, 00). Das Bild zeigt das Intervall [0, 1].

Bemerkung 10.6.2. Sei 7 der Poisson—Punktprozess mit Intensitit at~(*+1) auf (0, 00).
Fiir jedes x > 0 ist die Anzahl der Punkte von 7 im Intervall (z, 0o) fast sicher endlich, denn
es gilt

7((x,00)) ~ Poi (/OO at<a+l>dt) = Poi(z™®).

Auf der anderen Seite ist die Anzahl der Punkte im Intervall (0,x) fast sicher unendlich,
denn

7((0,2)) ~ Poi </Ox at—<a+1>dt> = Poi(o0).

Aufgabe 10.6.3. Es sei Y1 > Y5 > ... > 0 die absteigende Anordnung der Punkte von
m. Zeigen Sie, dass Y7 Fréchet—verteilt mit Parameter « ist. Bestimmen Sie die Verteilung
von Yy, k € N, und die gemeinsame Verteilung von (Y7,...,Y%).

BEWEISIDEE VON SATZ 10.6.1. Bedingung (10.6.1) gilt genau dann, wenn
1

G

lim nP[X; > b,t]

n—oo
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fir alle ¢ > 0. Wir definieren die Zufallsvariablen Y,,; = Z(—]l x,>0- Is sei p, die Verteilung
von Y,,;. Wir betrachten zuerst Mengen der Form [t, 00):

N, ([t, 00)) = nP[Y,; > t] = nP[X; > tb,] — 1

n—oo &

Betrachten wir nun Mengen der Form [t,%5) mit 0 < t; < ty:

a1, 10) = i (1,00) = m(t00)) 3 e~ = [ g

Dieser Beweislogik folgend lasst sich die Konvergenz auch fiir beliebige relativ kompakte
Borel-Mengen B C (0, 00) zeigen, worauf wir hier verzichten wollen. Es folgt:

: a
lim npu,(B) :/Btaﬁdt.

n—oo

Damit ist Satz 10.4.1 anwendbar und die Behauptung ist bewiesen. 0

Beispiel 10.6.4. Seien X, Xs, ... u.i.v. Pareto-verteilt mit Parameter a > 0, d.h. P[X; >
t] = tia fiir alle ¢ > 1. Wir haben in Satz 1.3.5 gezeigt, dass Pareto—verteilte Zufallsvariablen
im Max—Anziehungsbereich der Fréchet—Verteilung liegen, ndmlich
X1, X,
max{Xy,...,X,} N

nl/a n—00

Mit Satz 10.6.1 gilt dann auf (0, c0):

" ) .
;5 v, -L PPP (—dt) .

wl/a n—oo ta+l

Beispiel 10.6.5. Es seien X7, X5, ... Cauchy—verteilt mit Dichte m, t € R. Wir wissen,
dass

max{Xy,..., X,} 4

n n—oo

Somit folgt aus Satz 10.6.1, dass auf (0, 00)

n mM—o0

d e
5x. Ly PPP (tcmdt) .

Aus Symmetriegriinden folgt aber auch, dass auf (—oo, 0)

5x, —25 PPP <Ldt) .

n N—00 (—t)a‘H

Man kann sogar beide Fille vereinigen und zeigen, dass auf F = R\{0} gilt
n 4 a
Zl(s? — PPP (Wdt> :

Es sei bemerkt, dass wir den Punkt 0 ausschlieBen miissen, denn die Punkte des Poisson—
Punktprozesses auf der rechten Seite héufen sich an der Stelle 0.
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Zum Schluss betrachten wir noch den Max—Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung V..

Satz 10.6.6. Seien X7, Xs,... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Weibull-Verteilung ¥, a > 0, d.h. der rechte Endpunkt z* sei endlich und es gebe

eine Folge b, > 0 mit

max{Xy,..., X, } —z* g

by, n—00

Dann gilt die folgende Konvergenz von Punktprozessen auf (—oo, 0):

> " 0xae —5 PPP (a(—)°7dt).
— br n—oo

& J

BEWEIS. Weggelassen. 0]
Beispiel 10.6.7. Seien X, X5, ... unabhingig und identisch gleichverteilt auf [0, 1]. Es gilt:

n(max{Xy,..., X, —1) -5 e* = ¥, (z), x<O0.
n—oo
Dann folgt aus Satz 10.6.6, dass
> buxi—1y —— PPP(dt) auf (—o0,0).
n—oo
i=1
Aus Symmetriegriinden gilt auch

> " 6ux, —= PPP(dt) auf (0,00).

- n—00
=1

10.7. Konvergenz der Rekordzeiten gegen einen Poisson—Punktprozess

Seien X7, Xo,... w.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F. Wir benutzen
die Notation M, = max{Xj,..., X, } fiir das Maximum der ersten n Zufallsvariablen bzw.
& = 1x;5m;_,,7 = 1,2,... fiir die Indikatorvariable des Ereignisses, dass zum Zeitpunkt j ein

neuer Rekord aufgestellt wird. Die ebenfalls bereits behandelten Rekordzeiten L(1), L(2), ...
werden weiterhin wie folgt definiert: L(1) = 1 und

Lin+1)=min{j > L(n): =1}, n=12....

Der néchste Satz behauptet, dass die Folge der Rekordzeiten wie ein Poisson—Punktprozess
aussieht, wenn man sie aus einer sehr groflen Entfernung betrachtet.

Satz 10.7.1. Es gilt

> dt
Ty 1= Z(h(i) 4, ppp <?> auf (0,00).

- n N—00
=1
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BEWEIS. Wir zeigen die Konvergenz der Laplace-Funktionale. Sei f € CF(0,00). Es gilt

() :=Eexp{— > f(as)} =EeXp{—§;f (?)} - Eexp{—iéjf (%)}

TETH

weil §; immer dann 0 ist, wenn kein Rekord an Stelle j vorliegt. Man kann obiges auch wie
folgt schreiben und wegen der Unabhéngigkeit der §; nach Satz von Rényi umformen:

bl f) ZEHexp{—fjf (—)} _ HEeXp{—fjf (—)} 1] (1 _Li f<n>) ?
, n , n . J
Jj=1 7j=1 j=1
wobel sich die letzte Gleichheit ergibt, da ebenfalls mit dem Satz von Rényi P[¢; = 1] =
1-P¢ =0]= % gilt. Es folgt:

log ¥ (f) = ilog (1 + % (e—ﬂ%) - 1)) — il (e—ﬂ%) - 1) + Ry,
=1 j

~J

wobei hier R, ein Restterm ist, der, wie wir spéter zeigen werden, gegen 0 geht, und wir die
Taylorentwicklung log(1 + x) = x + o(x) im Auge behalten. Definiert man

o£)- e

und lasst n gegen unendlich gehen, so folgt:

o0

log a(f) = - i B 1)+ Ry — [ gyt = /OOO (e — 1) 4

n n—00 t
im1 J 0

wobei wir hier die Konvergenz einer Riemann-Summe gegen das Riemann-Integral benutzt
haben. Schliellich ist zu beobachten, dass

lim 4, (t) = exp {_/000 (e’f(t) — 1) %} )

n—o0

was die Laplace-Transformierte eines Poisson—Punktprozesses auf (0,00) mit Intensitét %
ist. Zu zeigen ist nur noch, dass lim,_,« R, = 0. Mit der Ungleichung |log(1+ z) — z| < 22
ergibt sich, dass

lex1 g 2 11 j 1 [
Ri< IS L (e o) = Ll (d N_/ ()t — 0,
| ‘_ZZZ:j? ¢ anjzlg n 2n J, g°(1) n—o0
was die Behauptung beweist. 0

10.8. Konvergenz gegen den Extremwertprozess

In den vorherigen Abschnitten haben wir Sétze iiber die Konvergenz der oberen Ordnungs-
statistiken gegen Poisson-Punktprozesse formuliert. Man kann diese Sitze erweitern indem
man die Positionen der Beobachtungen beriicksichtigt, wo extrem grofle Werte auftreten.

| |
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Satz 10.8.1. Seien X7, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung A(x) =e=¢", d.h. es gebe Folgen a,, > 0 und b, € R mit

max{Xi,..., X} —a, Ay

b, n—00

(10.8.1)

Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz der Punktprozesse auf [0, 1] x R:

n d _
T, = Za(%xib;an) — PPP(ds x e tdt).
=1

/

BEWEIS. Weggelassen.

O

Der Punktprozess auf der rechten Seite kann wie folgt konstruiert werden. Seien Y; > Yy > ...

die Punkte des Poisson—Punktprozesses mit Intensitét e

—t

Uy, Uy, ... uwiv. Zufallsvariablen, die gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1] sind. Dann gilt

> S,y ~ PPP(ds x e”'dt).

i=1

10p

08}f

ABBILDUNG 5. Poisson—Punktprozesse aus Sétzen 10.8.1 und 10.8.4.

auf R. Unabhéngig davon seien

Der obige Satz macht den folgenden “funktionalen Grenzwertzsatz” fiir den Maximumspro-
zess plausibel. Zuerst benotigen wir eine Definition.
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Definition 10.8.2. Der stochastische Prozess {Z;: t € [0, 1]} mit
Zy = max Y;

ieN: U; <t

heifit der Gumbel-Extremwertprozess.
. J

s M)

Satz 10.8.3. Unter Voraussetzungen von Satz 10.8.1 konvergiert der Prozess

{(Mpy —bn)/an: t € [0,1]}
gegen den Gumbel-Extremwertprozess im Sinne der endlich—dimensionalen Verteilungen.
D.h. firalle 0 < t; < ... <t <1 gilt

MTL _bn Mn _bn
(LL) N A

(07% an n—00

(. J

BEWEIS. Weggelassen. 0

Ahnliche Sitze kann man auch fiir die beiden anderen Max—Anziehungsbereiche formulieren.
Wir betrachten hier nur den Fréchet—Fall.

s M)

Satz 10.8.4. Seien X7, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max—Anziehungsbereich
der Fréchet—Verteilung ®,, a > 0, d.h. es gebe eine Folge b, > 0 mit

Xi,..., X,
max{Xy,..., X, } N

b, n—00

(10.8.2)

Dann gilt die folgende Konvergenz der Punktprozesse auf [0, 1] x (0, c0):

/ d (0%

> (s x1) — PPP (ds x ).

Dabei bedeutet die Notation Z', dass alle Punkte X; mit X; < 0 aus der Summe per
Konvention ausgeschlossen werden.

. J

BEWEIS. Weggelassen. 0

10.9. Allgemeiner Extremwertprozess

Seien X7, X, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunk-
tion F. Sei M, = max{Xy,...,X,}. Es gilt M; < My, < M3 < .... Im néchsten Satz
beschreiben wir die endlich dimensionalen Verteilungen des Prozesses My, M, . . ..
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Satz 10.9.1. Seien t; < ty < ... < tg, mit t; € Ny und z1,...,2, € R. Die Verteilung
von (My,, ..., M) ist gegeben durch:

I[D[Mtl S L1,y .. 7Mtk S xk]
= Fhe—ter (g Y Fle—1—te—2(minday 1, 2}) - ... - FA(min{zy,...,z:}).

. J
Bemerkung 10.9.2. Es gilt die Markov—FEigenschaft:
PM, 1 <ulMy =mq,..., M, =m,| =P[M,1 <u|M, =m,].

Der néchste Satz zeigt, dass man den Maximumsprozess (M;)sen in einen Extremwertprozess
(Zi)1>0 in stetiger Zeit einbetten kann. Es sei z, bzw. 2* der linke bzw. der rechte Endpunkt
der Verteilungsfunktion F'.

e R
Satz 10.9.3. Sei m = >/~ d(x,,vi) ~ PPP(u) auf [0,00) X (24, 2*] mit
p((a, b x (¢, d]) = (b —a) - (log F'(d) — log F'(c)).
Sei Z; = sup{Yy : X <t} mit £ > 0. Dann gilt

(My)ien 2 (Zs)sen.

& J

BEWEIS. Seien t; < ty < ... < t, mit t; € N, dann gilt:
PZy, <wuy,....Zy, <w) =Pr(A;)=0fiirale j=1,... k| :P[W(U”

7=1

A;) =0],
wobei hier

Aj = [tj—h tj] X (min{uk, Uk—1y - - - ,Uj}, ZE*)
Obiges lésst sich, da 7 ein Poisson-Punktprozess ist, zu Folgendem vereinfachen:

PlZ, < ..., Z, <u] = e (o) = e He L) log F(min{ug o),

Somit gilt
P[Ztl S Ulyew vy Ztk S Uk] = P[Mtl S U,y ... 7Mtk S Uk]
U

Beispiel 10.9.4. Fiir F(x) = e " stimmt der Prozess Z; mit dem oben eingefiihrten
Gumbel-Extremwertprozess iiberein.
x>k
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