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Kapitel 1
Prolog

Beispiel I: Geschlecht von Konsumierenden

Einem amerikanischen Produzenten eines kalorienarmen, koffeinhaltigen Erfrischungsgetrdn-
kes wurde das Gerlicht zugetragen, dass es mehr weibliche als méinnliche Konsumierende des
Getrinkes gibt. Um diesen Rumor zu tiberpriifen, hat der firmeneigene Verbraucherservice das
Geschlecht (/{M, W}) von 1000 Konsumierenden des Getrinkes erhoben. Mit folgendem Resultat:
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(Anzahl W=699)

Der amerikanische Produzent hat daraufhin entschieden, seine Produktpalette um ein koffein-
haltiges Erfrischungsgetrink ohne Zucker zu erweitern. Dabei war das Ziel, eine neue Marke
speziell fiir Mdnner zu kreieren. Zur Kontrolle des Ziels hat der firmeneigene Verbraucherser-
vice wieder das Geschlecht von 1000 Konsumierenden des Getrédnkes erhoben. Mit folgendem
Resultat:

MMMMMMMMWMWMWWMWMMMMMWMMWWWMMMMWWMMMMMM
MMWMWWMMMMMWWMMWMWWWWWWMMWWMMWWWWWMMMMM
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(Anzahl M=611)

Beispiel Il: Qualitatskontrolle

Eine Schraubenherstellerin hat einen Vertrag mit einem Klienten abgeschlossen, in dem sie sich
verpflichtet, dass in der nédchsten Lieferung hochstens 1 von 100 Schrauben beschddigt ist. Der
Klient hat 10.000 Beutel a je 50 Schrauben bestellt. Zur Kontrolle der Qualitét ihrer Lieferung,
zihlte die Herstellerin in 100 Beuteln der Lieferung die beschiddigten Schrauben. Mit dem fol-
genden Resultat:

020001010100201010001000000010001201000000020000210001120
0011200001040010000210010000100100200101101
(Summe=46)

Beispiel lll: Anzahl

Ein Unternehmen bietet seinen Klienten eine Telefonhotline von Montag bis Freitag zwischen
8:00 Uhr und 18:00 Uhr an. Um den Kundenservice zu verbessern, zdhlt das Unternehmen eine
Woche lang die Anrufe innerhalb einer Viertelstunde. Mit dem folgenden Resultat:

181716819812151411151113812141513817161512131015151313161315131689
11101415881513815101881171613815914971310816151391415141861061497
14614101116139141113111212111191511720108122414118141311101271311
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1013 1410716191261391510221215141613121461113106111351591412121197
13139129111219139141010111091112101013101121141210811161618131211 13
13141711913 1111915157 1520518141011201912101479912788614121391212
149107 1114181012 11121311161410111510101491415121013151581311101211
11129351313131713161391513171297139

(Summe=23348)

Beispiel IV: Wartezeit

Ein Wissenschaftler fihrt jeden Tag mit der U-Bahn in Berlin. Wihrend drei Monaten misst er
seine tigliche Wartezeit an der U-Bahn Haltestelle. Mit dem folgenden Resultat (in Minuten):

7.44 6.21 6.03 8.08 7.07 6.33 9.00 1.28 5.92 2.38 5.89 0.09 1.59 5.57 8.56 7.01 1.54 1.21 0.99 2.30 1.00
7.828.530.18 2.33 7.81 7.77 9.05 6.86 3.82 1.36 7.39 2.06 0.96 2.28 3.54 4.01 7.59 7.06 7.58 6.59 1.35
8.64 1.01 8.88 2.27 5.96 1.25 6.45 2.45 9.02 5.83 3.80 1.95 9.28 0.29 0.73 3.67 2.74 0.17 9.32 0.02 4.76
7.498.492.36 2.15 2.06 3.73 2.86 5.35 1.27 6.08 9.50 4.70 5.44 4.11 9.20 2.59 5.98 1.17 5.98 8.40 2.97
2.66 5.25 0.97 3.74 2.79 8.81

(Maximum=9.5)

Beispiel V: Lebensdauer

Eine Stadtverwaltung benutzt in ihren Gebduden 35.000 Glithlampen. Der Hersteller der Gliih-
lampen garantiert, dass die Lebensdauer der Glithlampe mindestens 1000 Stunden betrdgt. Um
diese Aussage zu iiberpriifen, fiihrt die Einkaufsabteilung eine Studie mit 100 Gliihlampen durch.
Mit dem folgenden Resultat (in Stunden):

2109.35 1074.86 28.83 1279.98 156.99 5019.57 1996.70 478.79 999.25 2253.01 465.35 530.50 624.27
4167.61 721.24 134.58 1292.09 174.07 504.60 83.62 2824.01 881.01 42.30 227.83 156.20 13.34 1740.43
23.56 908.03 271.18 23.28 2191.34 357.66 1917.95 357.95 1281.17 183.21 98.11 700.71 820.09 739.14
23.79 923.54 17.19 108.47 467.33 761.10 15.48 5635.45 2714.75 457.12 271.27 155.30 1396.21 644.90
393.85382.58 1087.93 4547.50 1241.29 807.20 2291.24 2027.31 150.71 5031.31 811.09 1049.09 988.20
1003.60 1264.92 1488.36 1603.13 1923.11 204.41 1765.73 224.21 1011.45 587.16 888.23 1274.92 1222.33
295.25 631.28 48.22 109.15 692.58 11.14 1855.80 377.98 200.43 731.42 823.03 106.78 2233.35 409.38
115.18 1542.88 112.48 1278.54 2345.72

(Mittelwert=1026.37)

Beispiel VI: Messfehler

Nach einem starken Sturm fiirchtet der alte Fiirst G. 6metry dass sein Schloss (siehe Bild unten)
beschidigt ist. Genauer, er hat den Eindruck dass die Fassade, die vor dem Sturm ein Rechteck
war, sich in ein nicht-rechteckiges Parallelogram verformt hat.

Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 3
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D D
E C E c
A B A B
intaktes Schloss beschidigtes Schloss

Um diesen Eindruck objektiv zu iiberpriifen, entschlieBt sich der Fiirst G. Ometry die Segmente
AC und EB 31 mal zu messen, mit folgendem Resultat fiir das Segmente AC' (in m):

9.60 9.359.57 8.65 10.11 10.05 10.82 9.17 11.02 9.02 9.48 9.34 9.27 9.96 9.50 9.31 9.21 10.11 9.96 9.00
7.77 9.44 9.08 9.97 9.68 10.55 8.66 9.14 9.06 9.43 9.56
(Mittelwert=9.51)

und fiir das Segment ﬁ (in m)

10.38 11.32 9.01 9.51 10.19 10.94 10.26 10.12 10.57 9.93 12.17 11.88 10.30 11.33 10.95 10.23 8.72
10.22 11.42 11.84 10.29 11.55 8.43 9.06 9.45 9.99 10.40 11.00 12.68 9.73 11.36
(Mittelwert=10.49)

Die belgische Abbaye de Rochefort ist beriihmt fiir ihr selbst gebrautes Bier. Die Monche moch-
ten in einen neuen Abfiillautomaten fiir 33cl Bierflaschen investieren. Der Hersteller des Auto-
maten gibt eine Genauigkeit der Abfiillung von 0.8 an. Um diese Herstellerangabe zu iiberpriifen,
messen die Monche das Volumen von 42 zufillig ausgewihlten 33cl Bierflaschen, mit folgen-
dem Resultat (in Zentiliter):

32.68 32.19 33.50 33.78 33.95 33.04 33.17 30.62 33.92 32.99 32.13 32.99 33.64 34.41 33.88 32.42 33.08
32.48 32.49 33.52 33.86 33.95 32.80 32.66 32.57 33.93 31.02 32.71 31.89 34.28 33.76 32.79 31.74 33.03
33.57 33.72 31.55 32.57 32.87 32.03 32.47 32.87

(Standardabweichung=0.86)

Laut Hersteller kann der Abfiillautomat mit derselben Genauigkeit auch 75c¢l Bierflaschen abfiil-
len. Die M6nche messen zusitzlich das Volumen von 42 zufillig ausgewihlten 75¢1 Bierflaschen,
mit folgendem Resultat (in Zentiliter):

75.7176.28 75.33 75.37 74.84 73.13 76.34 75.61 75.15 74.56 74.30 74.35 75.43 73.70 74.49 75.18 74.23
76.62 73.29 74.76 75.12 74.12 75.57 75.89 75.67 75.68 74.66 73.93 76.08 75.50 75.52 75.59 75.36 74.95
72.84 76.13 75.37 75.53 73.80 74.56 74.44 73.98

(Standardabweichung=0.9)
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Wahrscheinlichkeitsraum

§01 Stichprobenraum

Ein zufilliges Experiment ist ein Experiment, in dem das Ergebnis nicht mit Sicherheit vorherge-
sagt werden kann. Um ein zufilliges Experiment mathematisch zu untersuchen, ist es notwendig
alle Versuchsausgéinge beschreiben zu konnen.

$01.01 Definition. Eine nicht-leere Menge (2 aller moglichen Ausgénge eines zufilligen Experiments
wird Ergebnismenge (Grundmenge oder Stichprobenraum) genannt. Ein moglicher Versuchs-
ausgang w des zufilligen Experiments, also ein Element von 2, kurz w € ) heilit Ergebnis
(Stichprobe). Im Folgenden sei stets {2 eine nicht-leere Menge. O

Ein Ereignis ist typischerweise in Form einer Frage gegeben, deren Antwort nur vom Ver-
suchsausgang des zufilligen Experiments abhéngt. Von Interesse ist dabei insbesondere, ob das
Ereignis eingetreten ist (sich realisiert hat) oder eben nicht.

501.02 Definition. Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge (2, also ein Element der Potenz-
menge 2% von (2. Fiir einen Versuchsausgang w € (2 ist ein Ereignis A € 2% eingetreten, wenn
w € A gilt. Wir bezeichnen mit A° := Q \ A € 2 das Komplement von A in €. O

501.03 Sprechweise. Die Mengen (), Q und {w}, w € Q, heiBen das (absolut) unmdgliche Ereignis, das
(absolut) sichere Ereignis bzw. ein Elementarereignis; Ereignisse A und B mit AN B = () nennt
man unvereinbar oder unvertréglich. O

$01.04 Skizze. Die folgende Abbildung stellt drei begriffliche Ebenen der Stochastik dar.

o
9(2%) o Ereignis-Systeme
29 1:1 Ereignisse
9) . : Ergebnisse
A
Die Abbildung wurde auf der Grundlage von Georgii [2015, Abb.1.1, S.11] erstellt. 0

501.05 Definition. Ein Teilmengensystem .o/ C 2% heiBt o-Algebra iiber 2, falls gilt: (cAl) Q € o7
(0A2) A° c o firalle A € &; (0A3) |,y An € & fiiralle A, € &/, n € IN. Das Paar
wird messbarer Raum genannt und .o/ wird als Menge der interessierenden Ereignisse
bezeichnet. O

Eintiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 5



Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum §01 Stichprobenraum

501.06 Lemma. Es sei & C 2 ein System von Teilmengen von ). Dann ist
= m {%: o ist o-Algebra auf Q) und & C ,Qf}

die kleinste o-Algebra auf (), die & enthiilt. & heifst Erzeuger von o(&) und o(&) die von &
erzeugte o-Algebra auf 2.

501.07 Beweis von Lemma §01.06. Ubungsaufgabe. O

$01.08 Beispiel.
(a) Auf jeder nicht-leeren Ergebnismenge €2 existieren die triviale o-Algebra {@, Q} sowie die
Potenzmenge 2 als o-Algebren.
(b) Fiir jedes nicht-leeres A C Q gilt o({A}) = {0,Q, A, A°}.

(c) Fiir eine hochstens abzidhlbar unendliche (d.h. endlich oder abzihlbar unendliche), kurz ab-
zdhlbare, Indexmenge Z sei & = {Ai € 2%: i € Z, paarweise disjunkt und |4 A; = Q}

icT
eine Partition von . Dann ist 0(&) = { .., 4;: T C Z}. O

$01.09 Bemerkung. Wie im letzten Beispiel §01.08, bezeichnen wir zur optischen Verdeutlichung die
Vereinigung paarweiser disjunkter Mengen mit dem Symbol (4. O

s01.10 Lemma. Fiir jede o-Algebra <f iiber () gilt:
(i) 0 e o,
(ii) Fiir A,B € o sind AUB, ANB, A\ B:= AN B°und AAB := (A\ B)U (B\ A)
Elemente von < ;
(iii) Fiir eine abzdhlbare Indexmenge T und {Ai RS I} C o gilt(,er Ai € &

501.11 Beweis von Lemma 501.10. Ubungsaufgabe. O

s01.12 Schreibweise. Fiir 2,y € R vereinbaren wir || := max {k €El:kc (—oo,:c]} (ganzzahliger
Anteil), =V y = max(z,y) Maximum), = A y = min(z, y) (Minimum), ©* = max(z, 0) (posi-

tiver Teil) und ©~ = max(—=z, 0) (negativer Teil) so dass |z| = 2" + 2.
(a) Fircc Rund A C R == R U {+00} = [~00,oc] setzen wir A := A N [c,00], A =
AN[—oo,c, A :=AN(c,00], A :=AN[oo,c), A, :=A\{c},und A := A U{+oc0}.
(b) Fiir b € R and @ € IR_, schreiben wir [a,b] = [a,b] N Z, [a,b) = [a,b) N Z, (a,b] =
(a,b]NZ, und (a,b) := (a,b) N Z. Insbesondere setzen wir [1] := [1,n] und [n) := [1, n)
firneN=7.. m

501.13 Erinnerung. Ein Folge (z,,)nen in R heiit monoton wachsend, wenn z,, < x,,11 (bzw. monoton
Jfallend, wenn x,, 11 < x,,) fiir allen € IN gilt. Ist eine monotone wachsende (bzw. fallende) Folge
konvergent, etwa x = lim,,_,, ©,, so schreiben wir kurz z,, T = (bzw. z,, | z). 0

s01.14 Definition. Eine Folge (A,,),en in 2% heiBt monoton wachsend, wenn A,, C A,, 1 (bzw. mono-
ton fallend, wenn A, .1 C A,) fur alle n € IN gilt. Weiterhin heiflen

A, =liminf A, & U ﬂ A, ::U{ﬂ{Am:meN>n}:neN} und

nelN melN,,

n—oo

A* = lim sup A, I m U A,

n— o0 nelN meN.,

nen heiBt konvergent,

Limes inferior bzw. Limes superior der Folge (A, ),en. Die Folge iAn)
= A. O

wenn A, = A* =: A gilt. In diesem Fall schreiben wir kurz

6 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik



§01 Stichprobenraum Kapitel 2 Wahrscheinlichkeitsraum

$01.15 Bemerkung.
(i) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (A,,),en von Teilmengen von (2 ist konver-
gent mit A = lim, o A, = [, A (bzw. A = lim, o A, = [),cn An). In diesem
Fall schreiben wir kurz A,, T A (bzw. A,, | A).

(i1) Fiir den Limes inferior bzw. superior einer Folge (A, ),en gilt

A, =liminfA, ={weQ|{neNwga}eN} bzw.

n—o0
A* =limsup A, = {w €N {neNwea,}|= oo}.
n—oo
In anderen Worten, A, ist also das Ereignis, dass schliefilich alle der A, eintreten. A*
ist hingegen das Ereignis, dass unendlich viele der A, eintreten. Insbesondere gilt A, =
lim inf A,, C lim sup A,, = A*. O

n—00 n—o00

s01.16 Lemma. Sei (€2, «7) ein messbarer Raum und (A,,),cn eine Folge von Teilmengen aus <7 . Dann
gilt:
(i) lim inf A,, € & und lim sup A,, € < ;
n—oo

n—o0

(ii) Falls A := lim A, existiert, dann ist A € < .

n—oo

501.17 Beweis von Lemma §01.16. Ubungsaufgabe. O

s01.18 Definition. Es sei 8§ ein metrischer (oder topologischer) Raum und & das System der offenen
Teilmengen von 8. Dann heifit die von den offen Mengen & erzeugte o-Algebra =0(0)
die Borel-o-Algebra iiber 8. Die Elemente von %, heillen Borel-Mengen. 0

$01.19 Bemerkung. Héufig sind wir an der Borel-o-Algebra := A, iiber R’ interessiert, wobei
R" versehen ist mit dem euklidischen Abstand d(z,y) = ||z — y| = \/ D iepy (T — yi)?* fr
r = (i)ien]» ¥ = (Yi)iepn) € R mit [n] = [1,n] NN, O

501.20 Schreibweise. Fiir a,b € R" schreiben wir ¢ < b, wenn a; < b; fiir alle i € [n] gilt. Fiir
a < b, definieren wir den offenen Quader als das Kartesische Produkt (a, b) := Xie[[n]] (a;, b;) ==
(a1,b1) X (ag,bs) X - -+ X (an,by,). Analog, sind [a, b|, (a, b| sowie |a, b) definiert. Weiterhin, sei
(—00,b) := Xieap(—00, b;) und analog (—oo, b| definiert. O

501.21 Bemerkung. Wie in Schreibweise §01.20 bezeichnet X;c7 8; das Kartesische Produkt der Men-
gen 8;, i € I, und fiir s € X;c7 8; bezeichnen s;, i € I, stets die Komponenten von s =

(Si)i€I~ O

50122 Satz. Die Borel-o-Algebra %" iiber R" wird auch erzeugt von folgenden Mengensystemen.:
(1) & = {A CR" Aist abgeschlossen}; (i) & = {A CR" Aist kompak:t},’
(i) & := {(a,b): a,be Q",a < b}, (iv) & := {[a,b]: a,b € Q",a < b};
V) & = {(a, b:a,be Q' a< b}; (vi) & = {[a, b):a,be Q' a< b};
(vii) & = {(—o00,b]: be Q" }; (viii) & := {(—00,b): b Q'};
(ix) & = {(a, 00):a € Q} und (x) & = {[a, 00):a€ Q}

$01.23 Beweis von Satz §01.22. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. O

s01.24 Lemma. Seien (2, .97) ein messbarer Raum und B C ) eine nicht-leere Teilmenge. Dann
ist ,szf‘B = g NB = {A NB:Ac 42%} eine o-Algebra iiber B, die sogenannte Spur oder
Einschrinkung von o7 auf B. Des Weiteren, fiir & C 2% gilt o(&) }B = a(£|B).
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501.25 Beweis von Lemma $01.24. Ubungsaufgabe. O

$01.26 Schreibweise. Wir bezeichnen mit = %, die Borel-o-Algebra iiber der kompaktifizierten
Zahlengerade IR := [—o0, oc], wobei in R die Mengen {—o0}, {oc} und R abgeschlossen bzw.
offen, also Borel-Mengen sind. Insbesondere, ist = B = # N R die Borel-o-Algebra

iber R. Fiir ¢ € R und o-Algebra & iiber einer Teilmenge von R . schreiben wir weiterhin
o, =g NR..,, 7. = NR..,, 7 = NR.,,und &/ = NR.. O

§02 Wahrscheinlichkeit

In einem zufilligem Experiment, das durch einen messbaren Raum (€2, .o7') beschrieben wird,
mochten wir den interessierenden Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit zu ordnen. Die folgende
Definition wurde 1933 von dem russischen Mathematiker A.N. Kolmogorov eingefiihrt.

502.01 Definition. Sei (2, .o7') ein messbarer Raum. Eine Abbildung P : &/ — [0, 1] heifit Wahrschein-
lichkeitsmafs (Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz Verteilung) auf o7, wenn sie folgenden
Bedingungen geniigt:

(Wml) P(Q) =1; (normiert)
(Wm2) P(lH,en An) = D ,ew P (Ay) fiir jede Folge (Ay)nen in 7 paarweise (c-additiv)
disjunkter Ereignisse, d.h. A, N A,, = () fiir alle n, m € IN mit n # m. O

Wir bezeichnen mit W := W(<) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf 7. Ein Tripel
(YRR bestehend aus einer Ergebnismenge €2, einer o-Algebra <7 interessierender Ereig-
nisse sowie einem Wahrscheinlichkeitsmall P € W wird Wahrscheinlichkeitsraum genannt. 0O

502.02 Sprechweise. Ereignisse A, B € o/ mit P(A) = 0 und P(B) = 1 werden Nullmenge bzw.
Einsmenge genannt. O

502.03 Beispiel. Sei (€2,.47) ein messbarer Raum. Fir A C ) bezeichnet Q- {O, 1} mit
1;7'({1}) = A und 1;1({0}) = Ac die Indikatorfunktion auf A. Fiir jedes w € € ist das
Einpunkt-oder Diracmay3 s/ — {0,1} mit 0,(A) := 1,(w) fiir alle A € & ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} aus W(«). Ist (P),.c eine Folge von WahrscheinlichkeitsmaBe in W, so ist
auch jede Konvexkombination ), w, P in W mit w, € R.,, » € N, und ) W, = 1. Die
Diracmale bilden Extremalpunkte der konvexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe. O

502.04 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsma P € W(«) auf (€2, <7) heifit ein Element w € 2
mit {w} € & und P({w}) € R., Arom. Die Wahrscheinlichkeit P ({w}) wird Masse des Atoms
w genannt. O

$02.05 Lemma. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (2, o) besitzt hichstens abzdihlbar viele Atome.
$02.06 Beweis von Lemma §02.05. In der Vorlesung. 0

$02.07 Lemma. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P € W(<7) gilt:

i) P(0)=0; (unmogliches Ereignis)
(i) Fiir jedes A € o gilt P(A°) =1 —P(A);
(iii) Fiiralle A, B € < gilt (Boole)

P(A\ B)=P(A) —P(AN B),
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB),
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P(AAB) = P(A) + P(B) — 2P(AN B);

fiir disjunkte A und B, d.h. AN B =1, also P(AUB) =P(A) + P(B); (additiv)
(iv) Fiirn € Nund A; € <7, i € [n], gilt (Poincaré und Sylvester)
P (Uiegy A1) = Xopzcpm(—DF P (Nier A
(V) Fiiralle A,B € o mit AC Bgilt0 <P(A) <P(B)<1 (Isotonie);
(vi) Fiir A, B € < gilt: (Bonferroni)

P(A)VP(B)<P(AUB) <{P(A)+P(B)} A1,
{P(A)+P(B)—-1}VvO<P(ANB) < P(A) ANP(B);
|P(A) — P(B)| < P(AAB).

502.08 Beweis von Lemma $02.07. Ubungsaufgabe. O

502.09 Proposition. Fiir jedes P € W(</) und jede Folge (A, )ncn von Teilmengen aus <7 gilt:
(1) P(Upen4y) < ZnE]N]P(An); (subadditiv)
(i) Falls A, | 0, dann gilt P(A,,) | 0; (o-stetig)
falls A, T A, dann gilt P(A,,) T P(A);
(iii) Falls hm A, = A dann gilt lim P(A,AA) = 0und somit lim P(A,) =P (A).

n—oo n—oo
502.10 Beweis von Proposition §02.09. (iii) in der Vorlesung und (i)-(ii) Ubungsaufgabe. O

s02.11 Lemma. Jede normierte, additive Mengenfunktion P : o/ — [0,1], die o-stetig ist, ist auch
o-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmafs, also P € W(«).

§02.12 Beweis von Lemma §02.11. In der Vorlesung. O

$02.13 Bemerkung. Die letzte Aussage in Lemma §02.11 erlaubt eine alternative aber zu Definiti-
on §02.01 dquivalente Definition eines Wahrscheinlichkeitsmafles, d.h. eine Mengenfunktion
P : o — [0,1] ist ein WahrscheinlichkeitsmaB3 wenn es (a) normiert, (b) additiv und (¢) o-
stetig ist. m

s02.14 Korollar (Ungleichungen von Boole). Fiir jedes P € W(</) und jede Folge (A,,)nen von Teilmen-
gen aus <7 gilt:

ﬂA \%%IPA) sup P(A UA Z]P(A)

nelN

nelN nelN nelN
P(lim inf A4,) < lim inf P(4,) < lim supP(4,,) < P(lim sup 4,,).
n—00 n—00 n—00 n—00
502.15 Beweis von Lemma 502.11. Ubungsaufgabe. O

502.16 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsma$l P auf (R, #) wird
:R — [0,1] mit z — F(z) := P((—o0,z]) = P(R.,)
die zugehorige Verteilungsfunktion genannt. 0

$02.17 Lemma. Fiir jede Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmaf3 P € W(%) gelten:
(i) F ist monoton wachsend, d.h., F(x) < F(y) gilt fiir alley € R, x € R.,.

(ii) F ist rechtsstetig, d.h., F(z,,) | F(z) gilt fiir alle x,, | x in R.

(iii) F besitzt einen linksseitigen Grenzwert, d.h. F(x,) T F(r—) := P((—o00,z)) = P(R..) gilt
fiir alle x,, T x in R.
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(iv) Die Spriinge von F korrespondieren mit den Atomen von P, d.h. F(z) — F(z—) = P({z})
fiir alle x € R.

(v) Esgiltlim, , . F(x)=0undlim, ,,F(z)=1
502.18 Beweis von Lemma §02.17. Ubungsaufgabe. O

$02.19 Bemerkung. Aufgrund von Lemma §02.05 und Lemma §02.17 (iv) ist die Menge der Unstetig-
keitsstellen einer Verteilungsfunktion F abzéhlbar. O

§03 Dynkin’scher 7-\-Satz

Seien (©2,.7) ein messbarer Raum und & C 29 ein Erzeuger von 7, also &/ = (&), so
stellt sich die Frage: Ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 IP auf .27 schon eindeutig festgelegt durch
seine Werte auf &? Im Allgemeinen ist die Antwort ,,nein®. Die Antwort ist aber ,,ja*, wenn das
Mengensystem schnittstabil ist. Dies ist eine Schlussfolgerung aus dem Dynkin’schen 7-\-Satz.

503.01 Definition. Ein Teilmengensystem & aus 2 heif}t

N-stabil (sprich: schnittstabil) oder ein w-System, falls fiir je zwei Mengen A, B € & gilt, dass
auchANBed&,;

o-N-stabil (sprich: sigma-schnittstabil), falls fiir jede Folge (A,,)new von Teilmengen aus & gilt,
dass auch N,cn A, € &;

U-stabil (sprich: vereinigungsstabil), falls fiir je zwei Mengen A, B € & gilt, dass auch AUB €
&

o-U-stabil (sprich: sigma-vereinigungsstabil), falls fiir jede Folge (A,,)n,en von Teilmengen aus
& gilt, dass auch U,y A, € &;

\-stabil (sprich: differenzmengenstabil), falls je zwei Mengen A, B € & gilt, dass auch A\ B €
&,

komplementstabil, falls mit jeder Menge A € & auch A° € & gilt. O

§03.02 Bemerkung.
(i) Ein Teilmengensystem & aus 2 mit ) € &, das komplementstabil und o-U-stabil ist, ist
somit eine o-Algebra.

(ii) Fiir ein komplementstabiles Teilmengensystem & aus 2 folgen aus den de Morgan’schen
Regeln die Aquivalenzen von U-stabil und N-stabil als auch von o-U-stabil und o-N-stabil.
O

503.03 Definition. Ein Teilmengensystem & aus 29 heiBt [RMISHENAEWY (oder \-System), wenn es
folgenden Bedingungen geniigt:

(DS1) Q € 7;
(DS2) 2 ist komplementstabil;
(DS3) fiir jede Folge (A, )nen in & paarweise disjunkter Mengen gilt [+, .v A, € Z. O

$03.04 Bemerkung. Die Bedingung (DS2), dass ¥ komplementstabil ist; kann dquivalent ersetzt wer-
den durch die scheinbar stirkere Bedingung
(DS2’) firalle A, Be I mit AC Bgilt B\ A€ 9.
Da jedes Dynkin-System auch (DS2’) erfiillt. Denn fiir A, B € 2 mit A C B sind A und B¢
disjunkt und es gilt B\ A = (Alf B)° € 2. O
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§03.5 Anmerkung. Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System. Die Umkehrung gilt nicht, da (DS3) nur
fiir Folgen paarweise disjunkter Ereignisse gefordert ist. Zum Beispiel fur Q@ = {1,2,3,4} ist
2 = {0,{1,2},{1,4},{2,3},{3,4},Q} ein Dynkin-System aber keine o-Algebra. Der Unter-

schied ist allerdings nicht sehr grof3. 0

50306 Lemma. Ein Dynkin-System 9 C 2% ist genau dann N-stabil, wenn es eine o-Algebra ist.

$03.07 Beweis von Lemma §03.06. In der Vorlesung. O

503.08 Korollar. Fiir ein Teilmengensystem & aus 2% ist

= ﬂ {9: 9 ist Dynkin-System auf 2 und & C .@}

das kleinstes Dynkin-System auf (), das & enthdlt. & heifst Erzeuger von (&) und 6(&') das von
& erzeugte Dynkin-System auf €).

$03.09 Beweis von Korollar §03.08. Der Beweis §01.07 lasst sich direkt auf Dynkin-Systeme {ibertragen.

O
503.10 Bemerkung. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, gilt stets (&) C o(&). O
$03.11 m=-\-Satz. Fiir jedes N-stabile & ist das erzeugte Dynkin-System §(&) auch N-stabil.
$03.12 Beweis von Satz §03.11. In der Vorlesung. O
503.13 Korollar (Dynkin’scher w-\-Satz). Fiir jedes N-stabile & gilt o(&) = 6(&).
$03.14 Beweis von Korollar §03.13. In der Vorlesung. O
503.15 Korollar. Seien & ein Dynkin-System und & C 9 N-stabil. Dann gilt 0(&) C 2.
$03.16 Beweis von Korollar §03.15. In der Vorlesung. O

$03.17 Beweisstrategie. Mochten wir zeigen, dass alle Ereignisse einer o-Algebra eine bestimmte Ei-
genschaft, sagen wir (R) besitzen, so ist eine hidufig angewendete Beweisstrategie:

(Schritt 1) Zeige, dass {A € of : Aerfiillt (R)} ein Dynkin-System ist;

(Schritt 2) Finde einen N-stabilen Erzeuger & von <7, d.h. ein 7-System & mit & = o(&);
(Schritt 3) Zeige, dass alle Elemente aus & die Eigenschaft (R) besitzen.

Nach Korollar §03.15 besitzen dann alle Ereignisse aus .«f = o(&) die Eigenschaft (R). O

$03.18 Satz (Eindeutigkeit eines Wahrscheinlichkeitsmafes). Seien (S2, o) ein messbarer Raum, & ein M-
stabiler Erzeuger von o und P, P Wahrscheinlichkeitsmafie auf « /. Falls die Einschrinkungen
IP|£, und P }g, von P bzw. P auf & iibereinstimmen, d.h. P(E) = P(E) fiir alle E € & gilt, dann

stimmen auch P und P iiberein, P = P.
503.19 Beweis von Satz $03.18. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie $03.17 mit
(R) =,P(A) = P(A)~. O
503.20 Korollar (Eindeutigkeit der Verteilungsfunktion). Ist F : R — [0, 1] monoton wachsend, rechtsste-
tigmitlim, , . F(x) = 0undlim, ., F(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf

P € W(#%) auf (R, B) mit P((x,y]) = F(y) — F(x) fiir alle x,y € R mit x < y. Insbesondere
ist F die Verteilungsfunktion von IP.

$03.21 Beweis von Korollar §03.20. Die Existenz wird in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1
gezeigt, die Eindeutigkeit folgt direkt aus Satz §03.18 mit N-stabilen & = {(—o0, z]|z € R}. ©
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§04 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

0401 Definition. Ist () eine abzdhlbare Menge, so wird ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf
o = 2% diskret genannt und (§2, 2%, P) heiBt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbil-
dung [ : 2 — [0, 1] mitw — p(w) := P ({w}) wird Zihldichte des Wahrscheinlichkeitsmafes
P € W(2?) genannt. O

$04.02 Lemma.

() Ist (Q,2%,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist P eindeutig durch seine Ziihl-
dichte p festgelegt.

(i) Ist andererseits §) eine abzdhlbare Menge und besitzt p : Q@ — [0, 1] die Eigenschaft
Y oweaPW) = 1, so wird durch A — P(A) = > . ,p(w) ein diskretes Wahrschein-
lichkeitsmaf3 P € W(2°) definiert, dessen Ziihldichte gerade p ist.

50403 Beweis von Lemma §04.02. Ubungsaufgabe. 0

$04.04 Lemma. In einer Urne liegen N Kugeln mit den Aufschriften 1,2, ..., N. Es werden n Kugeln
gezogen. Dann gilt fiir die Grundmenge und die Anzahl verschiedenen Ergebnisse:
Ziehen mit Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge:
Q, = {(ki)icpa: ks € [N, i € [n]} = [N]", || = N™;
Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge fiirn < N:
QZ = {(ki)ie[[n]] € [[N]]n:kl,...,k 9l = (N%'n)"
Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge fiirn < N:
Q= {ACINT Al =n} 1] = (7);
Ziehen mit Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:
Q4 = {(ki)ie[[n]] S [[N]]n k1 <k (N+n 1)

§04.05 Beweis von Lemma §04.04. In der Vorlesung. O

Q=

$04.06 Beispiel.

(a) Die Menge aller Ergebnisse im Lotto ,,6 aus 49 entspricht 2, mit N = 49 und n = 6, so
dass es (469) = 13983816 verschiedene Ergebnisse gibt.

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dem Horsaal keine zwei Personen am sel-
ben Tag Geburtstag haben? Nehmen wir an, dass Jahr hat 365 Tage, so ist die Menge al-
ler Geburtstagskombinationen fiir n € IN Personen gerade 2, = [N]" mit N = 365.
Das Ereignis ,keine zwei Personen haben am selben Tag Geburtstag* entspricht {2, =
{(k;)iepn) € [N]": k1,.... kn paarweise verschieden }. Unter der Annahme einer Gleichvertei-

lung folgt 52 = i =1+ (1= %)+ (1 — ). Fiirn = 25, n = 50 und n = 100
ergibt sich approximativ 0.431, 0.03 und 3.1 - 1077, 0

§04.7 Anmerkung. Sei() # Q C R abzihlbar und p eine Zihldichte auf 2. Das Wahrscheinlichkeits-
mabB P € W(#) auf (R, #) mit

= pw)i,(B), VBe®
wefd
und die zugehorige Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] mit
F(r) =P(Ra) = ) pW)du(Ra) = ) Lewn@p) = ) pw), VreR
weN weN w<T

werden ebenfalls diskret genannt. O
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$04.08 Beispiel. Folgende Zidhldichten beschreiben héufig auftretende diskrete Verteilungen:
(a) Laplace-/Gleich-Verteilung, kurz , mit || € IN:

p (w):ﬁﬁirweﬁ.

apo

Betrachten wir den Wurf eines Wiirfels, so ist Q = [6]. Ist der Wiirfel fair, so erhalten
wir die Zahldichte p  (w) = 1/6, w € [6], mit der zugehdrigen Verteilungsfunktion

Fo, () = 1ua () + 21545 (2) 4+ 200 (@) + §1us(2) + 3156(2) + 1 (2), ¢ € R:

1 1 -—

0.8 0.8 ¢

= —
06 = 06
3 o
F -—

o

0.4 0.4

-—
0.2 I I I I I T 0.2
0 t t t t t

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

(b) hypergeometrische Verteilung, kurz , mit Parametern N € IN, n, K € [0, N] und
Q=[0v(n+K—-N),nAK]:

(w):wfﬁrwe [0V (n+ K —N),nAK].

n

[

HYP (v,

Ziehen wir n Kugeln aus einer Urne mit & weillen und N — K schwarzen Kugeln, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass davon w weil} sind, gerade durch p - (w) gegeben. Fiir N = 12,

K = 8 und n = 5 erhalten wir die Zihldichte und die zugehérigen Verteilungsfunktion:

14 15

—
0.8 0.8
=
= 06 06t .
: uf
0.4 04t
0.2 | 021
—
0 . T ‘ . .
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

w T

(¢) Bernoulli-Schema, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Lange n € IN und
Q={0,1}"

B, (w) = pZera (1 — p)" = fiir w = (wi)icp € {0,1}".

Im Fall n = 1, beschreibt eine Bernoulli-Verteilung, kurz , also p (w) = p*(1 — p)"* fiar
w € {0, 1}, gerade den Wurf einer Miinze, wobei wir die Ergebnisse 1=,,Kopf* als Erfolg
und 0=,,Zahl* als Misserfolg auffassen. Fiir B,; (die Miinze ist nicht fair, da keine Laplace-
Verteilung vorliegt), erhalten wir die Zdhldichte und die zugehorigen Verteilungsfunktion:
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1 13
0.8 0.8 -
[ ] L
E
0.6 3 0.6
— L
3
=3
0.4 0.4
0.2 0.2
0

0 1 0 1

w x

(d) Binomial-Verteilung, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1], Lange n € IN

(e

und 2 := [0, n]:

B, (W)= (Z)p‘”(l — p)y fiir w € [0, n].

Die Anzahl ,,Zahl*“ bei 6 Wiirfen einer Miinze (wie in (c)) kann mit einer Bin,, beschrie-
ben werden, fiir die wir folgende Zihldichte und zugehorige Verteilungsfunktion erhalten:

1 1 *>—————
~—
0.8 0.8
~—
=
— 06 : 0.6
3 £
3 uE
= 0.4 0.4 b
0.2 0.2
L W *~—
0 } } } ? e .
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

T

Ziehen wir wie in (b) Kugeln aus einer Urne aber mit Zuriicklegen, so erhalten wir fiir die
Anzahl der gezogenen weiBen Kugeln eine Bin,, 4, - Verteilung. Die Binomialapproximati-
on einer Hypergeometrischen Verteilung ist eine Ubungsaufgabe.

geometrische Verteilung, kurz , mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] und Q = IN:

P (w)=(1—p) 'pfirwe N.

Geo,

Werfen wir eine Miinze wie in (c) solange bis das erste Mal ,,Kopf* fillt, so kann die Anzahl
der benotigten Wiirfe durch eine Geo, ;- Verteilung beschrieben werden, fiir die wir folgende
Zihldichte und zugehorige Verteilungsfunktion erhalten:

1
o—._,_'_
-—
-—
0.8 0-81 —
O —
0.6 = 061
5 r —
& 0.4 0.4
-—
02 [ [ 02
0 | | T T T ? 9?2 0 o,
0 1 2 3 4 5 6 7 8
w

9 10 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x

(f) Poissonverteilung, kurz Bo, mit Parameter A € R, und Q2 = Z.,:

w

p, (W)= exp(—)\)—l fiir w € IN,.
w!

01,

14
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Ladislau von Bortkewitsch [1898] beschreibt die Anzahl an Todesféllen in der preuflischen

Kavallerie durch den Schlag eines Pferdes (vgl. Beispiel §04.12) durch eine Poi, - Verteilung,
fiir die wir folgende Zihldichte und zugehorigen Verteilungsfunktion erhalten:
1 1 —t——0 o
0.8 0.8 —
06 3 0.6
37 [ ] us [
g: 0.4 0.4
) «L‘—‘—A—A )
‘o1 2 3 1 5 ¢ * o 1 2 5 4 5 6 7 O

504.09 Poissonscher Grenzwertsatz. Es sei eine Folge von reellen Zahlen (p,,)ncn aus dem Intervall
[0, 1] mit X := lim,,_,o, np,, € R., gegeben. Dann gilt fiir alle w € Z..,:
limp  (w) =p, W)

n—o0 PMep

§04.10 Beweis von Satz §04.09. In der Vorlesung. O

$04.11 Bemerkung. Damit kann fiir hinreichend groBes n und np , mittelgro* die Bin,, - Verteilung
durch eine Poi, - Verteilung approximiert werden (zur Giite der Approximation vgl. Satz 5.9 in
Krengel [2005]). Das heif3t insbesondere, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit p klein sein muss.
Die Abhingigkeit von p = p,, von n wird nur fiir die mathematische Beschreibung verwendet.
Sie ist nicht so gemeint, dass p wirklich von n abhingt. O

s04.12 Beispiel. Ladislaus von Bortkewitsch [1898] gibt fiir 20 Jahre (1875-1894) und 10 Armeekorps
der preuBischen Kavallerie, folgende Anzahlen an Todesfillen durch den Schlag eines Pferdes
pro 20 x 10 = 200 Korpsjahr an:

Todesfille w 0 1 2 3 4 25
Anzahl Korpsjahre mit w Todesféllen | 109 65 22 3 1 0
200[9;0L (w) 109 66 20 4 1 O

Der Parameter A der Poissonverteilung Poi, wurde als mittlere Anzahl an Todesféllen pro Korps-
jahr gewdhlt A = (1-65+2-22+3-3+1-4)/200 = 0.61. O

504.13 Definition. Sind p, i € [n], Zdhldichten auf €2, so heiit
p(w) =[] p(w) fiirw= (w)iepm € Q"
i€[n]
die Produktzihldichte der (p)efn) auf " o

s04.14 Beispiel. Die Zahldichte eines Bernoulli-Schema wie Beispiel §04.08 (d) ist die Produktzihl-
dichte von n Zihldichten zu identischen Bernoulli-Verteilungen B,. O

504.15 Satz (Vitali (1905)). Sei Q) = {0, 1}" der Ergebnisraum eines unendlich oft wiederholten Miinzwur-
fes. Fiirn € N sei T, : 2 — ) mit

w = (Wp)new — Tn(w) == (w1, -, Wn1, 1 — Wny Wni1, .- )
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die Abbildung, welche das Ergebnis des n-ten Miinzwurfes umdreht. Fiir A € 29 bezeichne
T,A = {Tn (w):we A} das Bild von A unter T,,. Dann gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmaf
P auf der Potenzmenge 2°, das folgender Invarianzeigenschaft geniigt: Fiir alle A € 2 und
n € N gilt P(T,,A) = P(A). (Dies driickt die Fairness der Miinze und die Unabhiingigkeit der
Wiirfe aus.)

$04.16 Beweis von Satz §04.15. In der Vorlesung. O

§05 Stetiger Wahrscheinlichkeitsraum

50501 Definition. Ist f#l : R' — R., eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit fan f(x)dr = 1, so
heiBt  Wahrscheinlichkeitsdichte (kurz Dichte) auf R’ O

50502 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte T auf R erzeugt mittels

]P((a,b])::/ Tf(:v)d:v:/ / f(21,...,2,)dT, - dvy fiira,b € R, a < b,
(avb] (al’bl] (an7bn]

ein emdeutlg bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P € W(#") auf (R", ") und es gilt P(B) =
[ (x)dz fiir alle B € %"

$05.03 Beweis von Satz §05.02. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. O

505.04 Definition. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P e W( ") auf (R, ") heiBt stetig, wenn eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte T auf R" mit P(B) = [, f(«)dz fiir alle B € %" existiert. (R", %", P)
wird dann stetiger Wahrscheinlichkeztsraum genannt O

§05.05 Lemma.

(1) Ist T eine Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmaj)’es P € W(#) mit Verteilungsfunktion F, so
gilt F(zx) = fR y)dy fiir alle x € R.

(i1) Ist die Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafles P € W(%) (schwach) diffe-
renzierbar, so ist T := F' die zugehérige Wahrscheinlichkeitsdichte.

$05.06 Beweis von Lemma §05.05. In der Vorlesung Analysis 3. O

$05.07 Beispiel. Folgende Wahrscheinlichkeitsdichten beschreiben héufig auftretende stetige Vertei-
lungen auf (R, A):

(a) Gleich-/Uniformverteilung, kurz , auf G € # mit Lebesgue-MaB \(G) € R.:
f, (x) = ﬁ]lc(x) fir z € R.

Runden wir Messungen reeller Groflen auf die jeweils nidchstgelegene ganze Zahl hin auf
bzw. ab, so kann der Rundungsfehler durch eine Gleichverteilung U, auf dem Intervall
[40.5] := [-0.5,0.5] mit Dichte f, (7) = lyo5(2) und Verteilungsfunktion ,_ () =
(x +0.5)15(x) + 1, () fir € R beschrieben werden:
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1 J—

0.8 - 0.8

e 0.6

0.4

0.2

—0.5 0.5 —0.5 0.5
T T

(b) Exponentialverteilung, kurz B4, mit Parametern A € R.:
fo (7) = Aexp(—Az) 1y (z) fir v € R.

Exp,
Hiaufig wird in Telefonzentralen die Dauer eines Telefongesprichs durch eine Exponenti-
alverteilung beschrieben. Nimmt eine Servicehotline zum Beispiel fiir die Gespriachsdauer
eine Exp, ;-Verteilung an, so besitzt diese die Dichte f,, () = 1.5exp(—1.52)1y (z) und
die zugehorige Verteilungsfunktion F_, (x) = (1 — exp(—1.52))1x () fir z € R:

15 1.5

0.5 0.5

0 10 0 10
z :1:

(c) Normalverteilung, kurz , mit Parametern ;o € R und 02 € R.,:

1
fy (7)) = exp(—5 (z — p)?) fiirz € R.

V2ro?

Die Verteilung gemittelter zufilliger GroBen (z. Bsp. der jahrliche Wasserverbrauch eines
Haushaltes) kann hédufig durch eine Normalverteilung gut approximiert werden (vgl. Ab-
schnitt §31). Eine N, -Verteilung heilt Standardnormalverteilung. Wir bezeichnen mit
die Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung, d.h., fiir alle z € R gilt

1
P(2) =N, (R..) = —1aHdx.
) =Noy(Be) = [ ety

Fir alle z € R, gilt dann ®(—z) = 1 — &(2):

0.3 %
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Weiterhin heifit fir « € (0,1) der eindeutig bestimmte Wert B mit o« = ®(z,) das a-
Quantil einer Standardnormalverteilung. Typische Werte fiir Quantile der Standardnormal-
verteilung sind tabellarisiert, siehe Seite 105 im Anhang. Wir halten weiterhin fest, dass
fuira € (0,1)und ¢, € Rmit N, ., (R...) = agilt N, . (R...) > o fir ¢ > 0 sowie
Noeor (Rec,) < afiir e < 0:

0.3 0.3
—n= — u=0
—_—pu=1 —_—u=—1
4 0 co 4 4 0 co 4 0
505.08 Definition. Sind f,, ¢ € [n], Wahrscheinlichkeitsdichten auf R, so heif3t
=[] fi(a) fire = (2:)icp € R’
i€n]
die Produktdichte der (f,);c,) auf R O

$05.09 Beispiel. Die n-dimensionale Standard-Normalverteilung € W(#") auf (R', "), wobei

E,, die n-dimensionale Einheitsmatrix und 0 den n-dimensmnalen Nullvektor bezeichnet, ist
definiert durch die Dichte

i, ( wa x;) = (2m)~ n/Zexp(—%Zx?) fir r € R';
i€[n] i€[n]
Fiir n = 2 erhalten wir die Dichte fy a:l, x9) “Lexp —% 3+ 332 ) fiir 2, 22 € R:

$06.01 Erinnerung. W(Z") bezeichnet die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf einem messbaren
Raum (X, 2"). Fiir eine nicht-leere Indexmenge © wird eine Familie (I)yce von Wahrschein-
lichkeitsmaBen auf 2~ formal durch die Abbildung © — W(2") mit § — E definiert. O

§06 Statistisches Modell
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506.02 Definition. Sei R, := (R)yco eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem messba-
rem Raum (Stichprobenraum) (X, Z"). Die nicht-leere Indexmenge © wird Parametermenge

genannt. Wir bezeichnen das Tripel JRORZAMEIR als statistisches Experiment oder statistisches
Modell. Ein statistisches Experiment (X, 2", R) heiBit addquat fiir ein zufilliges Experiment,
wenn dieses durch den Wahrscheinlichkeitsraum (X, 2, ) fiir ein § € © beschrieben wird. In
diesem Fall wird der Parameter § € © auch wahrer Parameter genannt. O

$06.03 Sprechweise. Wir nennen ein statistisches Experiment (X, 2™, )

diskret, wenn der Stichprobenraum X abzihlbar und 2~ = 2% ist. In diesem Fall bezeichnet
= ([H)))ge@ die zur Familie I von diskreten WahrscheinlichkeitsmaBen gehorige Familie

von Zihldichten;

stetig, wenn (R, %") der Stichprobenraum ist und fiir jeden Parameter § € © ist I} ein steti-
ges WahrscheinlichkeitsmaB auf (R, %"). In diesem Fall bezeichnet [i]| := (f,)gco die zur
Familie B von stetigen WahrscheinlichkeitsmaB3en gehorige Familie von Wahrscheinlich-
keitsdichten. O

$06.04 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle fiir jeweils ein Ergebnis der im Kapitel |
Prolog vorgestellten Beispiele an.

Beispiel I: Setzen wir Eins fiir das weibliche Geschlecht und Null fiir das ménnliche Geschlecht
eines Konsumierenden, so beschreiben wir das zuféllige Geschlecht eines Konsumierenden
durch ein Bernoulliverteilungsmodell ({0,1},2(% (B,),c0.1)), vgl. Beispiel §04.08 (c).

Beispiel II: Die zufdllige Anzahl beschéddigter Schrauben in einem Beutel mit 50 Schrauben
beschreiben wir durch ein Binomialverteilungsmodell ([0, 50], 211 (Bin,,)ej0.1). vel.
Beispiel §04.08 (d).

Beispiel 11l Die zufillige Anzahl der eingegangen Anrufe innerhalb einer Viertelstunde beschrei-
ben wir durch ein Poissonverteilungsmodell (Z>(,7 220 (Poi,) A€R>o> , vgl. Beispiel §04.08 (f).

Beispiel IV Die zufillige Wartezeit an einer Haltestelle an einem Tag (in Minuten) beschreiben

wir durch ein Uniformverteilungsmodell (R, %, (Uy,),.p, ), vel. Beispiel §05.07 (a).

Beispiel V Die zufillige Lebensdauer einer Glithlampe (in Stunden) beschreiben wir durch ein
Exponentialverteilungsmodell (R, 8, (Exp,)xer., ), vgl. Beispiel §05.07 (b).

Beispiel VI Die zufilligen Fehler in gemessenen Werten beschreiben wir durch ein Normalver-
teilungsmodell (]R, B, (Nwz))(MVUZ)eRxRW), vgl. Beispiel §05.07 (¢). O.

§06|01 Testen einfacher Hypothesen

$06.05 Beispiel (Binomialverteilungsmodell). Im Beispiel I im Kapitel 1 Prolog zéhlte der Verbraucher-
service 699 Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen. Dieses zufillige Experiment
lasst sich durch ein Binomialverteilungsmodell ([0,1000], 21911 (Bin,,y,, )pef0,1]) beschrei-
ben (formale Begriindung in Beispiel §19.03, (a)). Zur (unrealistischen) Vereinfachung geht der
Verbraucherservice zunéchst davon aus, dass {0.5,0.7} die Parametermenge ist, das heifit, das
statistische Modell ([0, 1000], 21990 (Bin ;0. ), Bin 7)) beschreibt addquat das zufillige
Experiment. In anderen Worten, entweder ist I} = Bin g, oder B = Bing,, die wahre
Verteilung. O

$06.06 Definition. Sei (DC 2 (B, ]E’)) ein (bindres) statistisches Experiment. Die Entscheidung, ob
die Nullhypothese H, : {]E}} oder die Alternativhypothese H, : {]E} vorliegt, wird (statistisches)
Testproblem mit einfachen Hypothesen genannt. Eine Entscheidungsfunktion |28 : XX — {0, 1},
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also Entscheidungen nur anhand einer Stichprobe x aus dem Stichprobenraum X, mit dem Er-
eignis ¢ ' ({1}) € 2 aller Stichproben, die zu einer Entscheidung gegen die Nullhypothese Hy,
also fiir die Alternative H, fiihren, sowie dem Ereignis ¢~ ({0}) € 2 aller Stichproben, die zu
einer Entscheidung fiir die Nullhypothese H) fiithren, heilt (statistischer) Hypothesentest, kurz
Test. O

$06.07 Sprechweise. Die Sprechweise Testproblem mit einfachen Hypothesen bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass sowohl die Nullhypothese als auch die Alternativhypothese jeweils einele-
mentig ist. Ublicherweise bezeichnen wir eine Entscheidung fiir die Alternativhypothese H,
als Ablehnen der Nullhypothese, wogegen eine Entscheidung fiir die Nullhypothese H, nicht
Ablehnen der Nullhypothese genannt wird. Fiir einen Test (o bezeichnen wir das Ereignis
= ¢ '({1}) € & aller Stichproben, die zum Ablehnen der Nullhypothese H,, fiihren, als Ab-
lehnbereich des Tests . Da wir hier nur die zwei Moglichkeiten Ablehnen oder nicht Ablehnen
fiir einen Test zulassen, ist » = 1, eine Indikatorfunktion und = 4,071(0) € X das Ereignis
aller Stichproben, die nicht zu einem Ablehnen der Nullhypothese fithren, genannt Annahmebe-
reich, wobei definitionsgemaB A [+ A = X gilt. O

$06.08 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.05 fortgesetzt). Wir sind an einer Entscheidung unter Vor-
liegen der Stichprobe x = 677 aus dem Stichprobenraum X = [0, 1000] interessiert. Wir legen
vor der Erhebung der Stichprobe einen Test ¢ : [0,1000] — {0, 1} fest. Ergibt ein Auswerten
des Testes ¢ (677) = 1, so lehnen wir die Nullhypothese Hj : {Bin(woo‘o_s)} gegen die Alterna-
tivhypothese H; : {Bin(looom)} ab. Nimmt der Test dagegen den Wert ¢ (677) = 0 an, so lehnen
wir die Nullhypothese Hj nicht ab. O

$06.09 Bemerkung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test ¢ = 1, eindeutig festgelegt.
Offensichtlich konnen in einem statistisches Testproblem mit einfachen Hypothesen nur zwei
Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhypothese H : {IB} wird abgelehnt, also der Ablehn-
bereich A tritt ein, obwohl I} vorliegt, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alternativ-
hypothese H; : {]E} abgelehnt, also der Annahmebereich A€ tritt ein, obwohl E vorliegt. Man
beachte, dass wir fiir einen Test gefordert haben, dass der Ablehnbereich A und somit auch der
Annahmebereich A° messbar ist, also A € 2" gilt. Damit konnen wir den Ereignissen A und
A°¢ Wahrscheinlichkeiten zuordnen. O

$06.10 Definition. Sei (DC , 2, (B, IE)) ein (bindres) statistisches Experiment und A € 2  der Ab-
lehnbereich eines Tests ¢ = 1, der einfachen Nullhypothese H, : {]B} gegen die einfache
Alternativhypothese H : {]E} Dann bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit (A ) die Nullhypothese abzulehnen, sich also fiir E zu
entscheiden, obwohl I vorliegt;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit P (A°) die Nullhypothese nicht abzulehnen, sich also fiir
BB zu entscheiden, obwohl E vorliegt. O

§06.11 Anmerkung. Mochten wir zwei Tests miteinander vergleichen, so erscheint es sinnvoll, die
Fehler 1. Art und 2. Art zu vergleichen. Offensichtlich wiirden wir gern einen Test finden der
sowohl den Fehler 1. Art als auch den Fehler 2. Art minimiert. Betrachten wir den konstanten
Test ¢ = 1, mit Ablehnbereich A = ¢ ' ({1}) = X, das heiBt, wir lehnen immer die Nullhy-
pothese ab. Dann ist B(A) = 1 aber auch B(A°) = R(#) = 0. Im Allgemeinen kénnen wir
nicht beide Fehler gleichzeitig minimieren. Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, dieses Problem
zu umgehen. Zum Beispiel konnte eine gewichtete Summe der beiden Fehler minimiert werden.
Da die beiden Fehler hdufig unterschiedliche Konsequenzen haben, betrachten wir im Folgenden
nur Testfunktionen, die eine Obergrenze fiir den Fehler 1. Art einhalten. Innerhalb dieser Klasse
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von Tests suchen wir dann denjenigen, der den Fehler 2. Art minimiert. O

506.12 Definition. Sei (DC 2 (R, ]E)) ein (bindres) statistisches Experiment. Ein Test ¢ = 1, mit
Ablehnbereich A € 2" der einfachen Nullhypothese H : {]B} gegen die einfache Alternativ-
hypothese H; : {I } hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein (oder kurz ist ein a-Test), wenn
der Fehler 1. Art B(A) < « erfiillt. Ein Test ¢ = 1, mit Ablehnbereich A € 2 heifit bester
Test zum Niveau o € [0, 1], falls er das Niveau a € [0, 1] einhilt und der Fehler 2. Art I (A°)
eines jeden anderen a-Tests ¢ = 1; mit Ablehnbereich A € 2 nicht kleiner ist, dass heif3t,
R(A%) < B(A°) gilt :

$06.13 Bemerkung. In der Definition eines besten a-Tests werden die Fehler 1. und 2. Art nicht sym-
metrisch einbezogen. Dies ist eine gewollte Eigenschaft, da so sicher gestellt wird, dass ein
Fehler 1. Art klein ist. Andererseits sollte somit die Festlegung der Nullhypothese und Alter-
nativhypothese dies widerspiegeln. Vereinfacht gesprochen, das Ziel ist es, die Nullhypothese
abzulehnen, da nur dann die Wahrscheinlichkeit sich zu irren, immer klein ist. O

$06.14 Definition. Sei (DC 2, (B, ]E)) ein (bindres) diskretes statistisches Experiment mit entspre-
chenden Zihldichten p und p. Jeder Test ¢ = 1,, mit Ablehnbereich der Form

Ay = {z € X:p(z) > kp(z)}

fiir einen kritischen Wert k € R., heillit Neyman-Pearson-Test. O

$06.15 Beispiel (Binomialverteilungsmodell §06.08 fortgesetzt). Wir betrachten das Testproblem der einfa-
chen Nullhypothese H, : {Bimw,:(,_m} gegen die einfache Alternativhypothese
Hy : {Binuy,- } im bindren diskreten statistischen Experiment
([0, 10007, 20010000 "(Bin .., )pef0.5.0.7 ) - Setzen wir p = 0.5 und ¢ = 0.7, so ist fiir einen kriti-
schem Wert k£ € R., ein Neyman-Pearson-Test o = 1, gegeben durch den Ablehnbereich

A = {x € [[0’ 1000]]: (13000)(1”’(1 q)1000—= > k;( (; )p (1 _p)1000—x}

= {x € [0,1000]: (gjﬁ:%)””(%)m

\%

) 1000

3
Da ¢ > p gilt, folgt q?g g > 1 und die Funktion L, ,(z) := (Z?g:g) (12 - x € Ry, ist
somit streng monoton wachsend. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert k& € IR>0 einen Wert
z* € [0,1000], derart dass Ar = [z*,1000] gilt, so dass jeder Neyman-Pearson-Test durch

einen Ablehnbereich dieser Form gegeben ist. m

$06.16 Neyman-Pearson Lemma. Sei (f)C , 2 (B, ]E)) ein (bindres) diskretes statistisches Experi-
ment. Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese H : {]B} gegen die einfache Alter-
nativhypothese H; : {IB} ist jeder Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,, mit kritischem Wert k € R.,
und Ablehnbereich Ay, € 2 wie in Definition §06.14 ein bester Test zum Niveau B (Ay) € [0, 1].

$06.17 Beweis von Satz §06.16. In der Vorlesung. O

$06.18 Bemerkung. Variieren wir den kritischen Wert £ im Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,,, so dndert
sich auch der entsprechende Fehler 1. Art I3 (Ay). Insbesondere gilt B(A) | B(p = 0) = 0
fir k — oo und B(Ax) T R({p > 0} U{p = 0}) € [0,1] fiir & — 0. Diese Anderung ist
aber im Allgemeinen nicht stetig, so dass zu einem vorgegebenen Niveau o € (0, 1) nicht immer
ein kritischer Wert k, und entsprechender Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,, mit B(A;,) = «
gewihlt werden kann. In diesem Fall wihlen wir zu einem vorgegebenen Niveau o € (0, 1) den
kritischen Wert

ko := arg max {k e R,
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Offensichtlich gilt dann auch R(Ax,) < a und der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ =
1,, mit Ablehnbereich A}, ist ein a-Test, der aber im Allgemeinen nicht mehr ein bester a-Test
ist, wie wir in der Vorlesung Statistik I sehen werden. O

506.19 Beispiel (Binomialverteilungsmodell $06.15 fortgesetzt). Fiir jedes * € [0, 1000] ist ein Neyman-
Pearson-Test ¢ = 1, 1009 mit Ablehnbereich [z*, 1000] ein bester Test zum Niveau

1000 1000
]_D)in(moo,o,a)([[:L'*7 1000]]) = Z < . )0‘5$(1_0‘5>1000—x — 0‘51000 Z ( . )

z€[[z*,1000] z€[[z*,1000]

wobei der entsprechende Fehler 2. Art

Binmoo,o_?)([[O,x*l)) = Z <1?0> 0.7%(1 — (.7)1000-=

z€[0,z*)

minimal ist. Zum Beispiel fiir x* = 538 erhalten wir Bin<1000,0‘5)([[538, 1000]]) ~ 0.0088 und
Bin 007 ([0, 537]) ~ 0 sowie fiir z* = 537 berechnen wir Binu, ([537,1000]) = 0.0105
und Bin, ([0, 536]) ~ 0. Sind wir an einem Test zu einem vorgegebenen Niveau o € (0, 1)
interessiert, so wahlen wir

To 1= arg min {x* € [0,1000]: « > Binmoo,oj)([[x*, 1000]]) }

Dann ist der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, 14 mit Ablehnbereich [z, 1000]
ein a-Test. Ein typischer Wert fiir das Niveau ist « = 0.01, so dass mit der obigen Rech-
nung o1 = 938 und der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ = T35 1009) den Ablehnbe-
reich [538,1000] besitzt. Im Beispiel I im Prolog §1 zéhlte der firmeneigene Verbraucherser-
vice 699 Konsumentinnen unter den 1000 befragten Personen, so dass die Nullhypothese, der
Anteil der Konsumentinnen betrigt 50%, gegen die Alternativhypothese, der Anteil der Kon-
sumentinnen betriagt 70%, zum Niveau o = 0.01 abgelehnt werden kann. Offensichtlich hingt
ein Neyman-Pearson-Test ¢ = 1j,- ,0oq) mit Ablehnbereich [z*, 1000] nicht von dem Parameter
q € (p,1] der Alternativhypothese ab. Damit ist der Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich
[538,1000] auch bester Test zum Niveau v = Bin5 ([538, 1000]) der einfachen Nullhypo-
these H, : {Bin(looo_o_m} gegen die einfache Alternativhypothese /5 : {Binooooto_m} im bindren
diskreten statistischen Experiment ([0, 1000], 2[%1°%%0 (Bin, ., )pe(0.5,0.55) ) - Man beachte, dass
der minimale Fehler 2. Art dann Bin 55 ([[O, 537]]) ~ (.213 ist, und dieser hingt natiirlich von
der Alternativhypothese ab.

Geben wir uns das Niveau a € (0, 1) vor, so kénnen wir auch zu jedem n € IN im binéren dis-
kreten statistischen Experiment ([0, n], 20" (Bin,,, )pe(0.5,0.55;) fiir das Testproblem der ein-
fachen Nullhypothese Hy : {Bin,,. } gegen die einfache Alternativhypothese H; : {Bin,,, ., }
den Neyman-Pearson-Test ¢ = 1,  ,; mit Ablehnbereich [z, ,, n], derart dass

Tom = arg min {z* € [0,n] | & > Bin,,,, ([2*,n]) },

withlen. Der Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, ist dann ein a-Test, sowie der beste Test zum
Niveau Bin,, ([[xam, n]]) < a. Fir a = 0.01 erhalten wir zum Beispiel die kritischen Werte
20.01,500 = 277, 20.01,1000 = 538 und 20.01,2000 = 1053 mit entsprechendem Fehler 1. Art

Bin o, ([277,500]) ~ 0.0088,  Bins ([538,1000]) ~ 0.0088 und
Bin o ([1053,2000]) & 0.0094,

sowie Fehler 2. Art Bing,s; ([0,276]) =~ 0.553, Bingemes ([0,537]) =~ 0.213 und
Bin s ([0, 1052]) ~ 0.016, der offensichtlich von n € IN abhéngt. Wir kdnnen uns also
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auch eine obere Schranke 8 € (0, 1) fiir den Fehler 2. Art vorgegeben, und nach dem kleinsten
Wert fiir n fragen, so dass der Neyman-Pearson-Test ¢ = 1;,  , mit Ablehnbereich [z, 7]
diese einhilt, das heift,

N, i= arg min {n eN ‘ B> Bin(n_0_55>([[0, xa,nl)) }

Fiir @ = 0.01 und 8 = 0.01 erhalten wir 70.01,0.01 = 2170, wobei ¢ 12170 = 1140, der Fehler
1. Art Bin 5 ([[1140, 2170]]) ~ 0.0096 und der Fehler 2. Art Bin ;75 ([[0, 1139]]) ~ 0.00997
ist. Zusammenfassend, im Beispiel [ im Prolog §1 miisste der firmeneigene Verbraucherservice
mindestens 2170 Konsumierende befragen, um sicherzustellen, dass der Fehler 1. Art und der
Fehler 2. Art des entsprechenden Neyman-Pearson-Tests nicht grofler als 0.01 ist. m

506.20 Ausblick. Betrachten wir fiir ein beliebiges p € (0,1), ¢ € (p,1] und n € IN das Test-
problem der einfachen Nullhypothese H, : {Bin,, } gegen die einfache Alternativhypothese
H : {Bin,, } im diskreten statistischen Experiment ([0, n], 2", (Bin,,,, Bin,,,)), so hingt
der Ablehnbereich [z*,n] mit z* € [0,n] eines Neyman-Pearson-Tests ¢ = 1., nicht von
dem Wert ¢ € (p, 1] der Alternativhypothese ab. Damit ist fiir jedes ¢ € (p, 1] ein Neyman-
Pearson-Test ¢ = 1j,.,,; mit Ablehnbereich [z*, n] bester Test zum Niveau Bin,, , ([z*,n]) der
einfachen Nullhypothese H, : {Bin(,w,)} gegen die einfache Alternativhypothese H : {Bin(w)}.
Dies erlaubt uns, das diskrete statistische Experiment ([0, n], 2" (Bin,, ,),e(,.1)) zu betrach-
ten. Fiir jedes z* € [0,n] ist der Neyman-Pearson Test ¢ = 1j,.,; mit Ablehnbereich [z*, n]
dann gleichmdfsig bester Test zum Niveau o« = Bin,,,([z*,n]) der einfachen Nullhypothese
Hy - {Binm‘p)} gegen die zusammengesetzte Alternativhypothese H; : {Binw), q € (p, 1]}, da
der Fehler 2. Art fiir jeden anderen Test ¢ = 1, zum Niveau o mit Ablehnbereich A gleichmé-
Big nicht kleiner ist, das heifit, Bin,, , ([z*, n]) < Bin,,, (A°) fiir alle ¢ € (p, 1] gilt. Wir halten
fest, dass diese Schlussfolgerung moglich ist, da fiir jedes p € [0, 1) und ¢q € (p, 1] die Funktion

L, () = (%8:% )" (}_;2) ",z € R.,, streng monoton wachsend ist. Bezeichnet p die Zahldich-
p(z)

te der Verteilung Bin,,, fiir p € [0, 1], so gilt offensichtlich L, ,(z) = n;(_z)’ z € [0,n]und L, ,

wird Likelihood-Quotient (oder Dichtequotient) genannt. Die Verteilungsfamilie (Bin,,, )pejo,1)
besitzt damit einen monotonen Likelihood-Quotienten. Im Beispiel I im Prolog §1 kann also der
firmeneigene Verbraucherservice die einfache Nullhypothese, der Anteil der Konsumentinnen
betrigt 50%, gegen die zusammengesetzte Alternativhypothese, der Anteil der Konsumentinnen
betrigt mehr als 50%, zum Niveau o = 0.01 ablehnen. m

N
[V}
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Kapitel 3

Zufallsvariablen

§07 Zufallsvariable

507.01 Definition. Es seien (2, 47) und (X, .2") zwei messbare Rdume. Eine Funktion X : Q@ — X
heiBt <7 -2 -messbar (kurz messbar), falls [fO@) = X '(2) = {X ' (B):Be 2} C &
gilt. Jede solche messbare Funktion wird ((X, 2" )-wertige) Zufallsvariable genannt und wir
bezeichnen mit M(«, 2") die Menge aller <7 -2 -messbarer Funktionen. O

507.02 Schreibweise. Fir X € M(#.2), B C X und « € X schreiben wir kurz { X € B} =
X'B)={weQXxw eB}lund {X =1} :=X"'{z}) ={weQX(w) =z} O

$07.03 Lemma. Es seien X : 0 — X eine Abbildung und Z eine o-Algebra auf X. Dann ist das
Teilmengensystem o(X) = X~ YX) eine o-Algebra auf 2, die sogenannte von X erzeugte o-
Algebra.

507.04 Beweis von Lemma §07.03. Ubungsaufgabe. O

507.05 Bemerkung. Nach Lemma §07.03 ist X ' (.2") die kleinste o-Algebra auf ©, sodass die Funk-
tion X : Q — X eine Zufallsvariable ist, d.h. X € M(x"4(2),2). O

507.06 Lemma. Es seien X : ) — X eine Abbildung und & ein Teilmengensystem aus 2*. Dann gilt
o(X7H&E)) =X o(&)).

$07.07 Beweis von Lemma §07.06. In der Vorlesung. O

507.08 Lemma. Seien (2, 97) und (X, Z") zwei messbare Riume und & eine Erzeuger von 2, d.h.
2 = o(&). Jede Funktion X : Q — X mit X (&) C o ist o -2 -messbar, also eine
(X, Z)-wertige Zufallsvariable, d.h. X € M(, 2).

507.09 Beweis von Lemma §07.08. Ubungsaufgabe. O

507.10 Korollar. Jede stetige Funktion g : & — T zwischen metrischen Rdumen 8 und T ist Bs-PB,-
messbar, kurz Borel-messbar.

$07.11 Beweis von Korollar §07.10. In der Vorlesung. O

507.12 Proposition. Seien (2, .o/ ), (X, Z") und (8,.%) drei messbare Riume. Fiir jedes X € M(+#/, 2)
und h € NM(2,.) ist die Hintereinanderausfiihrung h o X : Q — 8 &/ -/ -messbar, also
Y =h(X) e M(#,7) eine (8,.)-wertige Zufallsvariable.

§07.13 Beweis von Proposition §07.12. In der Vorlesung. O
$07.14 SKizze. (Q, ) X (X, 2)
h
Y = h(X) {
O
(8,)
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §08 Numerische und reelle Zufallsvariablen

§08 Numerische und reelle Zufallsvariablen

508.01 Definition. Sei X : (2, /) — (X, Z") eine Zufallsvariable.

(a) Falls (X, 2) = (R, %), so heiBt X numerische Zufallsvariable,
kurz X € M) := M(«.B).
Falls (X, 2°) = (R.,, %.,), so heiBt X positive numerische Zufallsvariable,
kurz X € M () := M(«, Z,).

(b) Falls (X, 27) = (R, A), so heibt X reelle Zufallsvariable,
kurz X € M() := M(«, 2).
Falls (X, 27) = (R.o, A.,), so heilit X positive reelle Zufallsvariable,
kurz X € M () := M(o, B.0).

(c) Falls (X, 27) = (R", %"), so heiBt X Zufallsvektor,
kurz X € M'(«/) := M(, 2.

Falls der Urbildraum (€2, o) keine Rolle spielt, schreiben wir auch kurz M = M), M, =
M), M := M), M, := M_o(«), und M" := M"(«). O

508,02 Bemerkung. Ist speziell X € M, so ist X in kanonischer Weise auch in M. Eine detaillierte
Diskussion findet man zum Beispiel in Klenke [2012], Abschnitt 1.4. 0

$08.03 Beispiel.

(a) Seien (£2,.7) ein messbarer Raum und 1, mit A C  die Indikatorfunktion. Dann gilt
1, € M(#), d.h. 1, ist eine reelle Zufallsvariable, genau dann, wenn A € o/ gilt.

(b) Sei (R", %", P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsdichte T :
R" — R.,, dannist f € M_,(#") eine positive reelle Zufallsvariable. O

508.04 Lemma. Sei (2, .97) ein messbarer Raum.

(i) Eine Funktion X : Q — R ist eine numerische  Zufallsvariable, also X & M), genau
dann, wenn fiir alle v € R gilt {X <z} = X '(R.,) € &.

(ii) Eine Funktion X : Q — R ist ein Zufallsvektor, also X € M"(«/), genau dann, wenn jede
Komponente des Vektors eine reelle Zufallsvariable ist.

$08.05 Beweis von Lemma §08.04. In der Vorlesung. O

Die Familie numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen ist stabil fiir fast alle vorstellbaren
Operationen.

508.06 Lemma. Fiir numerische Zufallsvariablen X,Y € M(«) gilt:
(i) Fiiralle a € R gilt a X € M(«) (mit der Konvention 0 x oo = 0);

(i) XVY, X ANY e M) und X* =X V0, X =(=X)", | X|=X"+X €M, )
(i) {X <Y} {X<Y} {X=VY}ed
508.07 Beweis von Lemma §08.06. Ubungsaufgabe. O
50308 Lemma. Es seien X; € M(«), i € [n], und es sei h € M"(#") Borel-messbar. Dann ist
h((Xi)ie[[n]]) € M"(«). Insbesondere gilt also (Xi)ie] € M () und X1 + Xo, X1 — Xo,
X1 X5 € M(«) sowie, falls iiberall wohldefiniert, X1/ Xy € M(«).

$08.09 Beweis von Lemma §08.08. In der Vorlesung. O
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508.10 Definition. Sei (X,,),cn eine Folge numerischer (bzw. reeller) Zufallsvariablen auf (€2, 7). Die
Folge (X,,)nen heifit (punktweise) monoton wachsend, wenn X, (w) < X, 11(w) (bzw. (punkt-
weise) monoton fallend, wenn X, 1 (w) < X, (w)) fir alle w € € und fiir alle n € IN gilt. Fiir
jedes w € () definiere

lim inf X, ](w) :=sup inf X, (w):=sup{inf {X,,(w):meN.,}:neN};

n—=oo nelN melN.,

[lim sup X, ](w) := in]lf;I sup X, (w) = inf { sup { X, (w): me N, }:n e N}.
nelNmeNlN,,

n—o0

Dann heiflen PORERNGEINILEN und P GRERNWRNIWON Lines inferior bzw. Limes superior

n—00

n—oo

der Folge (X, )nen- Die Folge (X,,)new heiBit konvergent, wenn X, = X* =: X gilt, d.h. der
punktweise Grenzwert existiert iiberall. In diesem Fall schreiben wir kurz [@iitiRnes :— X . O
(dee]

§08.11 Bemerkung.

(1) Jede monoton wachsende (bzw. fallende) Folge (X, ), von numerischen oder reellen Zu-
fallsvariablen ist konvergent mit X := lim,, ,., X,, = sup,,on X, (bzw. X = lim, . X, =
inf,,cy X,,). In diesem Fall schreiben wir kurz X, T X (bzw. X,, | X).

(i1) Sei (A, )nen eine Folge von Teilmengen aus (2. Fiir A, und A* wie in Definition §01.14 gilt
dann 1,, = (1,,), = lim inf 1, und 1,. = (1,,)* = lim sup 1,,. O
n—00 n—00
s0s.12 Lemma. Sei (X,,)new eine Folge in M. Dann gilt:
(1) sup,eny Xn € M und inf,eny X, € M;
(i) X, = lim inf X,, € M und X* = lim sup X,, € M;
n—oo

n—o0

(iii) lim X, € M, falls (X,,)new konvergent ist.
n—o0

508.13 Beweis von Lemma §08.12. Ubungsaufgabe. O

§09 Einfache Zufallsvariable

Eine reelle Zufallsvariable Y, die nur die Werte 0 oder 1 annimmt, wird Beispiel §04.08 (c)
entsprechend Bernoulli-Zufallsvariable genannt. Diese entspricht gerade der Indikatorfunktion
1, auf dem Ereignis A = {Y =1}, da Y = 1,,_, gilt.

§09.01 Lemma.

(1) Seie”l A, B g Q, dann gllt.‘ ]]-Af‘IB == ]lA VAN ]lB == ]lA]]-B’ ]lAUB - ]]-A V ]]-B - ]]-A + ]]-B - ]lA]lB und
Tunp = |14 — 1| Insbesondere ist A C B genau dann, wenn 1, < 15.

$09.02 Beweis von Lemma §09.01. Ubung. O

$09.03 Definition. Eine reelle Zufallsvariable X € M(#) heilt einfach oder elementar, falls sie nur
endlich viele reelle Werte annimmt. Fir X () = {z;:i € [2]} € R mitn € IN besitzt X eine
Darstellung der Form X = 37,y 2,1, mit A; := X'{w)={X=n}ed icn]. o

i€n

Einfache Zufallsvariablen erlauben numerische (bzw. reelle) Zufallsvariablen zu approximie-
ren. Zur Erinnerung fiir « € R U {oo} setzen wir |a| := sup {z € Z: z <a}, d.h. fira € Rist
|a] die ndchstliegende nicht grofere ganze Zahl.
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §10 Verteilung einer Zufallsvariablen

50004 Lemma. Fiir jedes X € M., ist (X, )nen mit X,, = (27"|2"X|) A n fiir n € N eine Folge
einfacher Zufallsvariablen aus M., derart dass gilt
1) Xn X,
(i) X, < X An, dh X,(w) < X(w) Anfiiralle w € Q)
(ii1) Fiir jedes c € R., gilt lim,,_,, X,, = X gleichmdfig auf{X < c},
d.h. 1imy, o0 SUD g, x ()<} | X (W) — X (w)] = 0.

$09.05 Beweis von Lemma §09.04. In der Vorlesung. O

$09.06 Beweistrategie.. Mochten wir zeigen, dass jede numerische Zufallsvariable Y eine bestimmte
Eigenschaft, sagen wir (R), besitzt, so ist eine hidufig angewendete Beweisstrategie:

(Schritt 1) Zeige, dass Bernoulli-Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) erfiillen;
(Schritt 2) Zeige, dass einfache Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) erfiillen;

(Schritt 3) Zeige, dass die Eigenschaft (R) fiir den Grenzwert einer monoton wachsenden Folge
von elementaren Zufallsvariablen gilt, sodass nach Lemma §09.04 auch positive numerische
Zufallsvariablen die Eigenschaft (R) besitzen;

(Schritt 4) Zeige die Eigenschaft (R) fiir Y mittels der Zerlegung Y = Y™ — Y.

O

Bevor wir uns das folgende Resultat anschauen, wollen wir an Proposition §07.12 erinnern.

50007 Proposition. Seien (Q2,.%7), (X, 2) zwei messbare Riume und X € M(«.2),Y : Q — R
zwei Abbildungen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Y ist messbar bzgl. 0(X) = XY (Z"), kurz Y € M(o(X));

(ii) Es existiert eine messbare Funktion h : (X, 2°) — (R, %), kurz h € M(2), derart dass
Y = h(X) gil.

Falls Y reell oder beschrinkt oder positiv ist, so erbt h diese Eigenschaft.

§09.08 Beweis von Proposition §09.07. In der Vorlesung. O
§09.09 Skizze. (Q, ) X (X, 2)
_ h e M)
Y = h(X) € M(o(x))

O

(R, %)
§10 Verteilung einer Zufallsvariablen

$10.01 Definition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (kurz: Verteilung) einer Zufallsvariable
X ¢ (2,9, P) - (X,2) bezeichnet die Abbildung [l := P o X' : 2 — [0,1], dh.
firalle B € 2 gilt: P*(B) :=P o X '(B) =P (X 1(B)) = P({w € Q: X(w) € B}). =

51002 Schreibweise. P(X € ) :=P({X € S}) =P(X~(S)),P(X =2):=P{X =z})etc. ©

51003 Lemma. Die Verteilung P* einer (X, 2)-wertigen Zufallsvariable ist ein Wahrscheinlichkeits-
map auf (X, Z°), also P* € W(2).

$10.04 Beweis von Lemma §10.03. Ubungsaufgabe. O
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§10 Verteilung einer Zufallsvariablen Kapitel 3 Zufallsvariablen

$10.05 Definition. Die Verteilung P* € W(2) von X € M(«, 2), kurz , wird auch Bildmal

von P unter X genannt. Mit der Verteilungsfunktion (Dichte , Zihldichte ) von X

werden wir stets die zu P gehorigen GroBen bezeichnen. X heiBt diskret-verteilte Zufallsvaria-
ble, wenn P* ein diskretes WahrscheinlichkeitsmaB auf (X, 2") ist. Eine reelle Zufallsvariable
(Zufallsvektor) X mit stetigem BildmaB P* wird stetig-verteilt genannt. m

§10.06 Schreibweise.
(a) F'(z) =P*(R.,) = P(X € R.,) = P(X < )

(b) Bei Zufallsvariablen spielt der Urbildraum (€2, <7, IP) hiufig keine Rolle und wird daher
dann auch nicht angegeben.

(c) Istdie Verteilung einer reellen Zufallsvariable X zum Beispiel eine Normalverteilung N,

(1,0%)

(vgl. Beispiel §04.08), so schreiben wir kurz X' ~ N .. |

$10.07 Definition. (X, 27)-wertige Zufallsvariablen X;, ¢ € Z heiBlen identisch verteilt (kurz i.v.),
wenn fiir alle i € Z gilt P** = P fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P € W(2'). O

$10.08 Dichtetransformationssatz. Sei X ein stetig-verteilter n-dimensionaler Zufallsvektor mit ste-
tiger Dichte £, sodass F* () = [p e 5 (y1s . . . yn)dyy - - - dyy fiir jedes = € R gilt.

Sei A C R eine offene (oder abgesc\hlossene) Menge mit P* (R \ A) = 0. Ferner sei B C R"

offen oder abgeschlossen sowie h : A — B bijektiv und stetig differenzierbar mit Ableitung h'.
Dann ist Y := h(X) auch stetig-verteilt mit die Dichte " (y) = #%ﬁir y € B und

f'(y) = 0fiiry € R"\ B.

$10.09 Beweis von Satz §10.08. In der Vorlesung Analysis 3. O

$10.10 Korollar.
(1) Ist X eine reelle Zufallsvariable mit Dichte %, so besitzt Y = aX + b fiir a € R, und

b € R die Dichte ffy(y) = ﬁfx(afl(y —b)),y €R.

(i) Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte §*, so be-

sitzt Y = AX + b fiir reguliires A € R™™ und b € R™" die Dichte T (y) = W.

$10.11 Beweis von Korollar §10.10. Direktes Anwenden von Satz §10.08. O

§10.12 Beispiel.

(@) Ist Z ~ Ny, o € Rund o € Ry, soist X = p + 0Z eine N, . -verteilte Zufallsvariable.
Ausgehend von X ~ N . erhalten wir die standardisierte Zufallsvariable

Z=(X—p)fo~ Now-
Firb € Rund a € R, gilt (vgl. Beispiel §04.08 (¢)):

N

(,0%)

((a,b]) = P(X € (a,b]) = P (5t < 2 ot
= IP(Z € (a_;E’ bTTM]) = N<0,1>(
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §10 Verteilung einer Zufallsvariablen

(b)

(©

(d)

03 0.3
5 02
o

0}/_\

050 @ p b5 -4 4

x

Fir X ~ N, ist S = X? eine —Verteilte Zufallsvariable, wobei die \2-Verteilung mit
einem Freiheitsgrad gegeben ist durch die Dichte f.(y) = \/%y—y 2e79/%1y_ (), y € R.

Ist X aufgefasst als Spaltenvektor ein n-dimensionaler standard-normalverteilter Zufalls-
vektor wie in Beispiel §05.09, soist Y = u+ AX mit y € R™" und reguldrem A € R"™"
ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte

i, (2) = (2m) "2(det X) 2 exp(—5 (57 (¢ — p), (v — ) Vo R,

wobei 3 = AA' eine symmetrische positive definite Matrix ist. Y heiBt normalverteilt mit
Vektor 1 € R"™" und Matrix ¥ € R(n’n), kurz Y N.

(

Ein stetig-verteilte Zufallsvektor (X, Y) wird bivariat normalverteilt mit Parametern piy, fio €
R, 01,09 € R, und p € (—1,1), genannt, wenn fiir alle 2,y € R die gemeinsame Dichte
durch

(x,Y) - 1 (z—p1)? 2p(z—p1) (y—p2) (y—p2)?
f (z,y) = mexp(—g(l_pé)gg)exp( 2(1_‘;,12)01022 )exp(—2(1_;‘§)05)

2
gegeben ist. Setzen wir . = (Z’ 1> und X = (p;la P 6;120 2) , so entspricht dies gerade dem
2 1902 2

Fall n = 2 aus (c). Die ndchsten Graphiken stellen die Dichte fiir verschiedene Werte der

- 05
i 0s
: o
e 03
02
s
01
10
00
15
15 0 s o s 0 1
%

Fir iy =0= 9, 01 =1, 00 =4 und p = 0:
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§10 Verteilung einer Zufallsvariablen Kapitel 3 Zufallsvariablen

Fir iy =0=ps, 00 =1, 00 =2und p = 0:

0k 0%
5
0 0z
. 02
z
=0
0
o
0w
a0
s 00s
005
v
x
000
a0
R ° H
x

Firpy, =0=ps, 00 =1, 00 =2und p=0,3:

o ox
02 J s
o oz
z

. 5 10 o1

010
o010

00s

\ i s
v
x

oo

00
H ° B
x

Firp, =0= o, 00 =1, 00 =2und p =0,6:

05 02
s
a on
o 0
=0
010
o0
005
o
s
oo
000
B o B
x

=2undp=0,9:

o I
o o
s
o 0w
. oo
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00
006
008
oot
5 I
0
0o
o0
s o s
x
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §11 Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen

§11 Verteilung einer Familie von Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (2,47 ,IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Z eine beliebige nicht-leere In-
dexmenge, ((X,, Z;))icz eine Familie messbarer Rdume und fiir jedes i € Z, X; € M(#, 2))
eine (X, Z;)-wertige Zufallsvariable.

$11.01 Definition. Fiir eine Familie (.27 );cz von Teil-o-Algebren aus <7 bezeichnet

WA =\~ uwd NEA =)
€T ieT 1€L ieT

die grofite o-Algebra, die in allen <7/, ¢ € Z, enthalten ist, bzw. die kleinste o-Algebra, die alle
o, 1 € T enthilt. O

511.02 Erinnerung. Die Menge := X,z X, aller Abbildungen = = (2);c7 : T — U;ez X, sodass
x, € X, fiir alle ¢ € Z gilt, heilt Produktraum oder kartesisches Produkt, wobei wir die Familie
(2.)iez € X; und die Abbildung = : ¢ — x identifizieren. Sind alle X, gleich, etwa X, = X, dann

schreiben wir := X, im Fall n := |Z| € N, auch nur kurz = X" O
$11.03 Definition. Fiir 7 C 7 wird die Abbildung
I, : X, = X, mitz = (1,)ez — (2,)jeg =: I, x
kanonische Projektion genannt. Fiir jedes j € Z bezeichne
I, ;=10 : X; = X, mit z = (,)ez — o, =: [Lx

die Koordinantenabbildung. Die Produkt-o-Algebra = Q7 Z. auf dem Produktraum X,
ist die kleinste o-Algebra, sodass fiir jedes ¢+ € Z die Koordinantenabbildung II, € M(2:, 2)
- Z, -messbar ist, d.h.

2= Q2 =\ o) = \/I}(2)).
i€z i€z i€z
Sind alle (X, Z,) gleich, etwa (X, Z;) = (X, Z"), dann schreiben wir = 4, im Fall

n = |Z| € N, auch nur kurz = 2. Ist fiir jedes i € Z weiterhin P € W(Z)) ein
Wahrscheinlichkeitsmal auf (X, Z;), dann heifit ein Wahrscheinlichkeitsmall B auf ), ; 2.
Produktmayfs, wenn fiir alle endlichen 7 C Zund B; € 2, j € J gilt:

B((I5'(By)) = [ B(B)).

JjET jeT
In dem Fall schreiben wir = ®i€I PP. Sind alle P gleich, etwa P = P, dann schreiben wir
kurz :=RBundimFalln :=|Z| € N auch =B. O

s11.04 Lemma. Die Abbildung X = (X;)ier : Q — X, ist of -Z;-messbar, also X € M(+/, %) eine
(X, Z;)-wertige Zufallsvariable.

§11.05 Beweis von Lemma §11.04. In der Vorlesung. O

$11.06 Bemerkung. Sei 7 abzidhlbar, fiir jedes ¢ € Z sei X, ein separabler und vollstindiger
metrischer Raum (polnisch) versehen mit der Borel-o-Algebra %, und sei %, die Borel-o-
Algebra bzgl. der Produkttopologie auf X, = X;cz X,. Dann gilt 4, = %, = ®ieI A, also
insbesondere %, = %" (vgl. Klenke [2012] Satz 14.8). O
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§11.07 Satz. Fiir jede Familie ((X,, Z.,R))icz von Wahrscheinlichkeitsrdumen mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge T existiert stets ein eindeutig bestimmtes Produktmafi B = Q),., P € W(22)
auf (xla %)

§11.08 Beweis von Satz §11.07. In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie 1. O

§11.09 Definition. Das Bildmal3 =P o X tunter X := (X;);er auf (X;, 27) heiBt gemeinsame
Verteilung der Familie (X;);cz. Fir jedes ¢ € Z wird das Bildmaf$

B =rox'=Poox) =P oI
Randverteilung (marginale Verteilung) von X; bzgl. P* genannt. O

si10Satz. Sei T = [n]] und X = (X;)icn]-
(i) Sind alle X; € M(«/) numerische Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion
F'(z)=P(X <2)=P(X; <xy,..., X, <2,) VreR,
dann ist fiir jedes X; die Randverteilungsfunktion

F“(z;) = F (00,...,00,2;,00,...,00) Yz; € R.

(ii) Ist X € M(«,2%) eine diskret-verteilte Zufallsvariable mit gemeinsamer Zahldichte p* :
Xicpy Xi = [0, 1], dann ist jedes X; € M(«/,2%) diskret-verteilt mit Randzzhldichte

pr(a:i)zz--- Z Z ---pr(xl,...,xn) Vr, € X.

x, €X, z,_€X,_, xz, €Xy, z,€X,

(iii) Ist X € M" (@) ein stetig-verteilter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte f* : R" — R.,,
dann ist jedes X; stetig-verteilt mit Randdichte

foi(xi):/ ---/fx(arl,...,xn)dxnn-dxiﬂdxil---dxl Vo € R.
R R

s11.11 Beweis von Satz §11.10. In der Vorlesung. O

s11.12 Beispiel.

(a) Betrachten wir den Wurf von zwei fairen Wiirfeln (mit Gleichverteilung). Dann sei X der
Absolutbetrag der Differenz der Augenzahlen und Y die Summe der Augenzahlen. Dann ist
Z = (X,Y) diskret-verteilt mit gemeinsamer Zihldichte und Randzihldichten:

Y
p“(z,y) |2 3456 7 8 9101112 | p¥(z)
1 1 1 6
0 50305030505 5
1 0%0%032—60%0%0 %
2 2 2 2 8
2 2 2 6
3 00020202000/ &
2 2 4
4 00002020000/ &
5 00000200000] 2
P"(4) |55 35 35 36 36 36 36 36 36 36 3 | L
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sowie gemeinsamer Verteilungsfunktion und Randverteilungsfunktionen:

Y
F(z,y) | (—00,2) [2,3) [3,4) [4,5) [5,6) [6,7) [7,8) [8,9) [9,10)[10, 11)[11,12)[12, 00) | F* ()

(=00, 0) O 0 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
[0,1) 0 35 3 3 36 36 3 36 36 36 3 36 36
. [12) 0 L 3 4 6 7 9 10 12 13 15 16 16
) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
2.3) 0 L 3 6 & 1L 138 1 18 21 28 24 24
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
3,4) 0 L 3 6 10 13 17 20 24 20 29 30 30
’ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
u5) 0 L 3 6 10 15 19 24 28 31 33 3 34
) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
5. 00) 0 L 3 6 10 15 21 2 30 3 3 36 36
) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

F () 0 L 3 6 10 15 2. 2 30 3 3 36

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

(b) Ist (X,Y) bivariat normalverteilt (vgl. Beispiel §10.12 (c)) mit Parametern pq, s € R,

01,02 € R, und p € (—1,1) dann sind die Randverteilungen X ~ N, . und Y ~ N

p2,03)

Die nichsten Graphiken stellen die gemeinsamen sowie die marginalen Dichten fiir ver-
schiedene Werte der Parameter dar.

px(x)

-

px(x)

N—

)

3

py(y)

nx=1

(

py(y)

px(x)

4

2

px(x)

puly)
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1x=0

px(x)
px(x)

(

6 4 2 0 2 4 6
x puy)
=1
= = w=t
% % o=t
ol=4
=03
© ©
<+ ~
~ o~
>~ o > o
o o
¥ b
© ©
6 4 2 0 2 4 6
X py(y) X py(y.
ux=1 ux=1
= wy=1 = uv:1
x o2=1 = o2=1
& X &
oy=4 oy=4
p=06 p=0.9
©
<«
o~
> > o
o
b (
«©
6 4 2 0 2 4 6
3 py(y) X py(y.

(¢) Fir p € Rund o € R., besitzt das ProduktmaB N, ., € W(#") auf (R", #") die Dichte

H fy  (z:) = (270 2)=n/2 exp(—52z Z (z; —p)?), weR.

Andererseits, seien 1,, := (1>i6[[n]] €eR'und E, € R"™" die Einheitsmatrix, sodass pl,, =
()i und 0°E,, = Diag(c?1,) die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen o*1,, ist.
Die Normalverteilung N, .,, € W(#") auf (R, #") besitzt dann die Dichte (vgl. Bei-

spiel §10.12 (c))
f  (x)=(2r0") " Pexp(—55 Y _(xi—p)?), z€R,
1€[n]

sodass N, ..., = N[, ), da sie dieselbe Dichte besitzen. m

(p,02)
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§12 Statistische Inferenz

51201 Definition. Sei (X, .2, R) ein statistisches Experiment. Ist X eine (X, 2")-wertige Zufallsva-
riable, so schreiben wir abkiirzend , wenn X ~ P fiir ein 6 € O gilt. In diesem Fall
heifit das statistische Experiment (X, 2", R) adiquat fur die Zufallsvariable X. Ist (8,.7) ein
messbarer Raum, so wird jede (8,.7)-wertige Zufallsvariable S € M(2",#) auf (X, .Z"), also
Z - -messbare Funktion S : X — 8, Beobachtung oder Statistik genannt. Wir bezeichnen mit
I = (B°)yco die durch S auf (§,.7) induzierte Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen und

mit (8,.7, R’) das induzierte statistische Modell. Eine Abbildung [l : © — T heibt abgeleiteter

oder interessierender Parameter und fiir jedes 6§ € © wird abgeleiteter oder interessieren-
der Parameterwert genannt. Ein abgeleiteter Parameter v : © — I' heil3t identifizierbar, wenn
fiir beliebige 01,02 € O aus v(0,) # v(02) folgt B, # B,. O

§12.02 Bemerkung. Haufig benutzen wir das Symbol v sowohl fiir den abgeleiteten Parameter, also
die Abbildung © — T, als auch fiir die Elemente von I, also die Parameterwerte. 0

$12.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Wir betrachten wie in Beispiel §11.12 (c) eine Familie von

Normalverteilungen (N[, .)) (norerxr., Auf (R", #"). Wir sagen ein R'-wertiger Spaltenvektor

X ist normalverteilt mit unbekannten Parametern . und o, wenn X (N(M?)) (1.0)ERXE.,"

dieser Situation sind typischerweise R x R., — R mit (,0) +— g oder R x R., — R., mit
(u,0) — o interessierende Parameter. Andererseits sagen wir, X ist normalverteilt mit unbe-

kanntem Parameter |1 und bekanntem Parameter o, wenn X (N(n“'~”2))u€]R’ oder auch normal-

verteilt mit unbekanntem Parameter o und bekanntem Parameter 11, wenn X @ (N(Z‘UQ))U cp - 1n

jedem dieser Fille ist das arithmetische Mittel X, = % Zie[[n]] X; eine reelle Statistik, und fiir

In

X ~ N, ., bezeichnen wir mit P*" die von X, auf (R, %) induzierte Verteilung. O

Im Folgenden seien stets (X, 2", R) ein statistisches Experiment, (I',%) ein messbarer

Raumund v:© — I' ein identifizierbarer interessierender Parameter.

§12|01 Hypothesentest

512,04 Definition. Sei {#°, 7'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
also %Y ' = T'. Fir X © R sagen wir, die Nullhypothese H, : ° ist erfiillt, wenn
das statistische Experiment (X, 2", P ,. ) fir X addquat ist, das heift, fiir ein § € © mit
7v(0) € #° gilt X ~ I}, andernfalls ist die Alternativhypothese H, : 5" erfiillt. Ein Test wie in
Definition $06.06 fiir das Testproblem der Nullhypothese Hy : 57 gegen die Alternativhypothese
H, : 2" ist somit eine ({0, 1}, 21%1})-wertige Zufallsvariable (Statistik). Im Fall I' = (a,b) C
R mit
(@) A = (a,7] und H} = (7,,b) (bzw. H) = [7,,b) und H} = (a,7,)) firein 5, € T

wird das Testproblem einseitig genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypo-
these Hy : v < 7, gegen Alternativhypothese H, : v > 7, (bzw. Hy : v > 7, gegen
Hy 2y <)

(b) ) = {7,} und 5} = (a,7,) U (7,b) fiir ein v, € T' wird das Testproblem zweiseitig
genannt und wir schreiben es auch in der Form: Nullhypothese H : v = v, gegen Alterna-
tivhypothese H; : v # 7,. O

§12.05 Sprechweise. Wir folgen der Konvention, dass A = {¢ =1} = ¢ '({1}) der Ablehnbereich
eines Tests ¢ ist, also ¢ = 1, ist und die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn ¢ den Wert
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eins annimmt. Die Messbarkeit eines Tests garantiert dabei die Messbarkeit des assoziierten
Ablehnbereiches. O

$12.06 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.03 fortgesetzt). Sei X @ (N(n“’gz)) LR also ein normalverteil-

ter R'-wertiger Spaltenvektor mit unbekanntem Parameter ;¢ und bekanntem Parameter o. Fiir
1o € R betrachten wir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1 < p, gegen die
Alternativhypothese Hy : j1 > fi,. O

$12.07 Erinnerung. Durch Angabe des Ablehnbereiches A ist ein Test ¢ = 1, eindeutig festgelegt.
Offensichtlich konnen in dieser Situation nur zwei Fehlentscheidungen auftreten, die Nullhy-
pothese H, : ¢ 0 wird abgelehnt, also der Ablehnbereich A tritt ein, obwohl das statistisches
Experiment (X, 2", E . ,.,) addquat ist, oder die Nullhypothese wird nicht gegen die Alterna-
tivhypothese H; : 7#" abgelehnt, also der Annahmebereich A tritt ein, obwohl (X, 2", P, ,.))
addquat ist. m

512,08 Definition. Sei {0, 7'} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
und ¢ = 1, ein Test der Nullhypothese H, : ##° gegen die Alternativhypothese H; : 7.
Dann bezeichnet

Fehler 1. Art: die Wahrscheinlichkeit B”({1}) = B(¢ = 1) = B(A) die Nullhypothese abzu-
lehnen, sich also fiir die Alternativhypothese zu entscheiden, obwohl I mit (0) € 5#°
vorliegt, also die Nullhypothese adédquat ist;

Fehler 2. Art: die Wahrscheinlichkeit B”({0}) = B (¢ = 0) = B (A°) die Nullhypothese nicht
abzulehnen, sich also fiir Nullhypothese zu entscheiden, obwohl B mit y(6) € J# vorliegt,
also die Alternativhypothese adédquat ist. O

Ein Test ¢ hilt das (Signifikanz-) Niveau o € [0, 1] ein, wenn fiir jedes 6§ € v~ (.5#°) der Fehler
1. Art R(¢ = 1) < « erfiillt. In diesem Fall wird ¢ kurz a-Test genannt. Ein Test ¢ heif3t
gleichmdfiig bester Test zum Niveau o € [0, 1], falls er das Niveau a € [0, 1] einhilt und fiir
jedes 0 € y~1(#!) der Fehler 2. Art (¢ = 0) eines jeden anderen a-Tests @ nicht kleiner ist,
dass heift, B(¢ = 0) < B(¢ = 0) gilt. O

$12.09 Beispiel (Binomialverteilungsmodell $06.19 fortgesetzt). Betrachte fiir beliebige p, € (0,1) und
n € IN erneut das einseitigen Testproblem der Nullhypothese H, : p < p, gegen die Alterna-
tivhypothese /77 : p > p, im Binomialverteilungsmodell ([[O, n], 2l0m] (Binw))pe(m)), SO ist
[z*,n] mit 2* € [0,n] der Ablehnbereich eines Neyman-Pearson Tests ¢ = 1. ,;, der fur das
Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : p = p, gegen die zusammengesetzte Alterna-
tivhypothese Hy, : p > p, ein gleichmiBig bester Test zum Niveau o = Bin,,, ([z*,n]) ist
(vgl. Ausblick §06.20). Wir zeigen in der Vorlesung Statistik I, dass fiir alle p < p, auch gilt
Bin,,,, ([z*,n]) < . Somit ist ein Neyman-Pearson-Test ¢ = 1j,.,; mit Ablehnbereich [z*, n]
auch ein gleichmdfsig bester Test zum Niveau o = Bin,,,,([z*, n]) des einseitigen Testproblems.
Im Beispiel [ im Prolog §1 kann also der firmeneigene Verbraucherservice die Nullhypothese,
der Anteil der Konsumentinnen betrigt hochstens 50%, gegen die Alternativhypothese, der An-
teil der Konsumentinnen betrigt mehr als 50%, zum Niveau ov = 0.01 ablehnen. O

$12.10 Definition. Sei (IR",,%’”, (IB,]Pl)) ein (binires) stetiges statistisches Experiment mit entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsdichten f, und f,. Jeder Test ¢ = 1, mit Ablehnbereich der Form

A = {z e R fi(2) 2 kfy(2) } = {f, = kf,}

fiir einen kritischen Wert k € R., heilit Neyman-Pearson-Test. O
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s12.11 Bemerkung. Da f,, f, € M(#") zwei reelle Zufallsvariablen sind, gilt A, = {f, > kf,} € £"
nach Lemma §08.06 (iii) und A, ist somit ein Ablehnbereich eines Tests. Mit anderen Worten ein
Neyman-Pearson-Test ist in der Tat ein Test. O

s12.12 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.06 fortgesetzt). Firo € R.,, u, € Rund i, € R., betrachte
im bindren stetigen statistischen Experiment (R", 2", (N ) sc (...} ) zunichst das Testproblem
der einfachen Nullhypothese , : {N, . } gegen die einfache Alternativhypothese /7, : {N, . }.

Setzen wir T,, := % Zie[[n]] z; fir x € R, so ist ein Neyman-Pearson-Test ¢ = 1 4, fiir einen
kritischem Wert k£ € R., gegeben durch den Ablehnbereich

A = {CL’ eR" fo (7) >kl (;v)}
= {2 € R exp (55 Ciep (@i — 1) — 5 Siepuy (@i — m)2) = &}
= {’I’ € R exp (Mzitly 4 n(’;%:’i)) > k‘}

a

Fiir 1, € R., ist die Funktion L,, ,, (z) := exp ("(“ (;;%)in + "(‘5;,” ?)), x € R, streng monoton

wachsend in 7,,. Damit gibt es zu jedem kritischen Wert £ € R., einen Wert ¢* € R derart, dass
A ={z eR"z, >} = {X, > ¢} = {X,, € R...} fiir die reelle Statistik X, : " - R
mit x — 7, gilt. Wir halten fest, dass in einem Normalverteilungsmodell ein Neyman-Pearson-
Test p =1 (Koo} = Ik . (X)) durch einen Ablehnbereich der Form {gp = 1} = {Yn > c*} =

{X, € R...}fiirein ¢* € R gegeben ist. Insbesondere, giltalso N/, . (¢ = 1) = B} ([c*,00)) =

B (R..). 0

$12.13 Neyman-Pearson Lemma. Sei (Rn, %", (B, IE)) ein (bindres) stetiges statistisches Experiment.
Fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese H : {IB} gegen die einfache Alternativhy-
pothese H, : {E} ist jeder Neyman-Pearson-Test ¢ = 1, mit kritischem Wert k € R., und
Ablehnbereich Ay, € B" wie in Definition §12.10 ein bester Test zum Niveau B (Ay) € [0, 1].

$12.14 Beweis von Satz §12.13. Ubungsaufgabe. O

s12.15 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.12 fortgesetzt). Betrachten wir fiir 0 € R., (und n = 1) im
stetigen statistischen Experiment X © (N, . ),.cr mit beliebigem p, € R das einseitige Test-
problem der Nullhypothese H, : u < pu, gegen die Alternativhypothese H, : i > i, SO
hingt der Ablehnbereich {(pc* = 1} = {X > c*} = R..- mit ¢* € R eines Neyman-Pearson-
Tests . = 1 (o) = 1g_. nicht von der Alternativhypothese ab (vgl. Beispiel §12.12), da
die Verteilungsfamilie (N, . ) .cr €inen monotonen Likelihood-Quotienten besitzt. Damit ist der
Neyman-Pearson-Test ¢ _. fiir das Testproblem der einfachen Nullhypothese Hy : jn = i, gegen

die zusammengesetzte Alternativhypothese H : |1 > i, ein gleichmiBig bester Test zum Niveau

N

(10,0%)

(QOC* = 1) = N(Hov(72)(]R’>C*) = N(0>1)([c ;MO’OO)) - Q(%TW)

(vgl. Beispiel §10.12 (a)). Dies erlaubt uns fiir jedes o € (0, 1) einen kritischen Wert ¢, € R
zu bestimmen, derart dass o = (ID(_C“TW) gilt. In der Tat bezeichnet z, das a-Quantil einer
Standardnormalverteilung (vgl. Beispiel §05.07 (¢)), also a = ®(z,), s0 ist ¢, = py — 024
der gesuchte kritische Wert. Weiterhin gilt N, . ([ca,0)) = N, .»(R...) < o fiir alle p €
R.,, (vgl. Beispiel §05.07 (c)). Somitist ¢, = 1y =1 T fiir jedes @ € (0,1) ein
Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich R... = {X > u, — 02,}, der ein gleichmdfig bester
Test zum Niveau « des einseitigen Testproblems der Nullhypothese Hy : 1 < p, gegen die
Alternativhypothese 1, : j1 > p, ist. O
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§12|02 Schatzfunktion

s12.16 Definition. Jede Statistik: (X, Z") = (I',9), also Z -¢-messbare Abbildung 7 € M(2,9),
heilt Schdtzfunktion, kurz Schditzer, fiir den abgeleiteten Parameter . Fiir eine Stichprobe z € X
wird der zugehorige Schdtzwert genannt. m

$12.17 Beispiel. In einer Tombola enthilt eine Urne N € IN Lose (nummeriert von 1 bis V). Um die
Gewinnchance abzuschitzen, mochte die Spielerin die Anzahl der Lose schitzen, dazu kauft sie
sich ein Los. Wir nehmen an, dass die zufillige Losnummer X adidquat durch ein Laplacevertei-
lungsmodell (IN, 2%, (Lapyy;) new) mit zugehdriger Familie von Zihldichten (p ) yew und dem
messbaren Parameterraum (IN, 2IV) beschrieben wird. Eine plausible Schitzmethode fiir die Ge-
samtanzahl N, bei Vorliegen einer Stichprobe z € IN als Schétzwert N () denjenigen Parameter
N € N zu wihlen, fiir den die Wahrscheinlichkeit p (z) des Eintreten von x maximiert wird,

dh,
N(z) € ar;gver%ax{@(x)} ={N eN:p(z) > p(x) VN e N}

= arg max{+ 1 v (2)} = {z}.

NeN
Die Statistik N : N — N mit z — N(z) := z wird Maximum-Likelihood-Schitzer (MLS)
genannt. O

s12.18 Erinnerung. Ist (X, 2", R) ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehoriger
Familie von Zéhldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten p, := (p)sce, so ist fiir jedes 6 € ©
die Funktion p : (X, Z") — (R, %) messbar, sodass wir p im Folgenden als reelle Statistik
auffassen, also p € M2). o

$12.19 Definition. Sei (X, 2", R) ein diskretes bzw. stetiges statistisches Experiment mit zugehoriger
Familie von Zihldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten (p)sco. Fiir jedes 6 € © betrachten
wir die reelle Statistik

M- = L.(0,¢) : X — Rmitz — [L(0)|(z) :=L(0,r) :==p(),
also L,(0) € M(2). Die (zufillige) Funktion
: © — M(2) mit § — L(0)

wird Likelihood-Funktion genannt. O

§12.20 Sprechweise. In der Malitheorie werden dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmalen
eingefiihrt, die als Spezialfélle die in Definition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen Fa-
milien von WahrscheinlichkeitsmaB3en umfassen. Wir bezeichnen im Folgenden daher die in De-
finition §12.19 betrachteten diskreten bzw. stetigen statistischen Experimente kurz als dominierte
statistische Experimente mit Likelihood-Funktion L. O

s12.21 Definition. Seien (X, 2", ) ein dominiertes statistisches Experiment mit Likelihood-Funktion
L und (©,.7) ein messbarer Raum. Eine Statistik # auf (X, .2") mit Werten in (©,.7") wird

~

Maximum-Likelihood-Schdtzer (MLS) fiir 6 genannt, wenn L(6) = supgco L(6) gilt. Ist weiter-
hin v(0) € M(2,9) eine Statistik auf (X, .2") mit Werten in (I',¥), so wird (0) Maximum-
Likelihood-Schiitzer (MLS) fiir den abgeleiteten Parameter v : © — I" genannt. m

-~ -~

§12.22 Bemerkung. L(6) = supyce L(6) meint L(6(z), ) = supyeq L(0, 2) fur alle x € X. Weiterhin
sind weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLS ohne Weiteres garantiert. Bei Mehrdeutigkeit
wird iiblicherweise ein maximierender Parameter 6 nach Belieben gewéhlt. O
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§12.23 Beispiel.
(a) Binomialverteilungsmodell, ([0,n], 21" (Bin,,)pefo.) mit Zahldichten (p,  )pefo,1):

arg max {p ()} = arg maX{( ) prL=p)"T} = {g}

pef0,1] pel0,1]
Die Statistik p : [0,n] — [0, 1] mit z — p(x) = £ ist der MLS fiir p.
(b) Poissonverteilungsmodell, (Zw 9% , (Poiy) ) mit Produktzéhldichten (g )ier_,:
Azze[[n]]

arg max{p, (z)} = arg max
AER,, AER., Hze[[nﬂ

o = n 2wk

i€[n]

Die Statistik \ : 7., — R., mit z X(L) le Zze[[n]] x; =: T, ist der MLS fiir \.
(c) Uniformverteilungsmodell, (R, %, (Uy)ocr.,) mit Produktdichten (£ )ocr_,:
arg max {f&m (x)} = arg max { o H L g xl)} { max :L‘Z}
feR., ‘ feR., ie[n] i€[[n]

Die Statistik 6 : R”, — R., mit  — 6(x) = max {2 € [n] } ist der MLS fiir 6.
(d) Exponentialverteilungsmodell, (R RB.,, (Exp}) /\elR>f,) mit Produktdichten (f, )ier.,

=07

ar)ge]gfx {fr.(2)} = ar/\geﬂri?x {\"exp( )\zez[[;ﬂ )} = {Ein}
Die Statistik A : R, — R., mit 2 — A(z) = (%) " ist der MLS fiir .
(e) Normalverteilungsmodell(R', 2", (N, . )uer)» 0 € R, mit Produktdichten (£ ),er:
arg max {f m)} = arg max {W exp (2012 Z (x; — ,u)Q)} = {En}

neR peER icn]

Die Statistik 77 : R" — R mit 2 + i(x) = 7, ist der MLS fiir p. O

$12.24 Bemerkung. Im Binomialverteilungsmodell X ® (Bin,,,,),e(0,1] nimmt der MLS p = X/n fiir
p (vgl. Beispiel §12.23 (a)) nur Werte in p([0,n]) = {% ie [[O,n]]} an. Fiir jeden Parameter
p € [0,1] \ p([0,n]) gilt somit Bin,,, (p = p) = 0. Analog, fir c € R, und n = 1 im
Normalverteilungsmodell X © (N, . )uer ist # = X der MLS fiir p (vgl. Beispiel §12.23 (e)),
sodass fiir jeden Parameterwert 4 € R gilt N, . (2 = p) = N,,_.,({¢}) = 0. Im Allgemeinen
konnen wir nicht davon ausgehen, dass der Schitzwert des MLS gleich dem wahren Wert ist.
Andererseits im Normalverteilungsmodell, gilt

{peli—ci+dt={zcRpelu@) —cuz)+d} ={a€p—cp+d}
fiir jedes ¢ € R.,, sodass
N(;L,(72)(/"L 6 [lzz - C? ﬁ+ C]) = N(po (/J’ G [ILL - C,/.L + C]) = N(M,UQ)([IU/ - C7 ILL + C]) E ]R’>0'

Fiir eine Stichprobe x ist es somit sinnvoller einen Bereich [ii(x) — ¢, ii(x) + ¢| anzugeben als
nur den Schitzwert i(x). O
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§12 Statistische Inferenz Kapitel 3 Zufallsvariablen

§12|03 Konfidenzbereich

$1225 Definition. Eine Abbildung B : X — 2% heiBt Bereichsschiitzfunktion (BSF) fiir I, wenn
LAY — {2 € X:yeB(x)} € 2 fiir alle Parameterwerte v € T’ gilt. Fiir jedes vy € T
und 0 € © wird B(y € B) Uberdeckungswahrscheinlichkeit von -y genannt. O

$12.26 Bemerkung. Fir jedes v € I' sei {R,, %} eine Partition der Menge der interessierenden Pa-
rameterwerte I, also R, |{F, = I'. Fir jedes § € O fassen wir R, und &, als Menge der
Hrichtigen* bzw. der ,,falschen* abgeleiteten Parameterwerte auf. Wir suchen eine BSF B, die
fiir alle § € © eine moglichst groBe Uberdeckungswahrscheinlichkeit B} (7 € B) fiir jeden rich-
tigen Parameterwert 7 € R, besitzt, und gleichzeitig aber eine moglichst prizise Uberdeckung
besitzt, das heiBt, fiir jeden falschen Parameterwert 7 € J, soll die Uberdeckungswahrschein-
lichkeit (5 € B) moglichst klein ist. Wie im Fall des Hypothesentest ist aber ein gleichzeiti-
ges Maximieren und Minimieren dieser Uberdeckungswahrscheinlichkeit im Allgemeinen nicht
moglich. O

1227 Beispiel. Im Fall I' = R sind insbesondere von Interesse
(@ R,={y}und J = {7}c =R, =(-00,7)U(y,00) =R\ {7}
b) R,=R., = (~cc.7lund F =R., = R = (—00, 7] = (7, 0);
© R, =R.,=[7,00)undF =R_, =R, = [y,00)" =

(—00,7). m

28 Definition. Sei ({R,, % }),er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Pa-
rameterwerte ['. Fiir ein o € (0, 1) heifit eine Bereichsschitzfunktion B Konfidenzbereich zum
Niveau 1 — o fiir ({R,,%})yer, wenn B(3 € B) > 1 — a fiiralle 7 € R, und fiir alle
0 € O gilt. In dlesem Fall wird B kurz (1-a)-Konfidenzbereich (fir ({R,,J,}) er) genannt.
Eine Bereichsschitzfunktion B* fiir I' heiBt gleichmdifig bester Konfidenzbereich zum Niveau
1 — « fir {R,,%})qer, falls sie ein (1 — a)—Konfidenzbereich ist, und jeder andere (1 —

«)—Konfidenzbereich B (fiir ({R, %, })-er) keine kleinere Uberdeckungswahrscheinlichkeit der
falschen abgeleiteten Parameterwerte besitzt, das heifit, fiir alle § € © und 7 € J,, gilt B (fy €
B*) <EB(7 € B). O

§12.29 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachte fiir o € R., das stetige statistische
Experiment X @ (N, . )ocr, wobei die Menge der interessierenden Parameter I' = © = R ist.
Fir jedesc € R.ist B, : R — 2R mit B,(z) := (v £ ¢) :== (z — ¢,z +¢), kurz B, = (X + ¢),
eine BSF, da {0 € B.} = (A+c) € Z fiir jedes § € R gilt, mit Uberdeckungswahrscheinlichkeit

Now (0 € B) = N, (0 £ ¢)) = o(=Lte) — p(2=L=<)

g

fiir alle 5, 0 € R (vgl. Beispiel §10.12 (a)). Interessieren wir uns nur fiir den wahren Parameter,
also R, = {0} und dementsprechend &, = R,, als Menge der falschen Parameterwerte. B ist
dann ein (1-c)-Konfidenzbereich fiir ({{6},R,,})pcr wenn fiir alle 6 € R gilt

Ny»(@ €B)=0(%) - 2(3°) > 1—a.

Wihlen wir ¢, := 021_q/2 und B, = (X £02_4/2) mit 1-o/2-Quantil z;_,/, der Standardnor-
malverteilung, das heiBt 1 — o/2 = ®(21_q/2) = 1 — (—21_4/2), s0 gilt

Noo(0 €B,) = ®(21-02) = P(21-02) =1 —a/2 - (1= (1-0a/2) =1—a.

fiir alle @ € R. Damit ist (X 4 02;_,/2) ein (1-o)-Konfidenzbereich fiir den wahren Parameter
6 und die falschen Parameter R,,, 6 € R. O
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Kapitel 3 Zufallsvariablen §12 Statistische Inferenz

§12.30 Definition.

(a) Ist ({R,, & }) er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden Parameter-
werte I, so definiert %ﬁf = {7 el:ve Rf} und %”71 = {ﬁ el:ve 3‘}} fiir v € I' eine
assoziierte Familie ({72, /€' }),cr von Partitionen der Parametermenge T', dabei fassen
wir %”70 als Nullhypothese und %ﬂl als Alternativhypothese eines Testproblems auf.

(b) Fiir eine Bereichsschitzfunktion B definiert (o, = 1 ( gB}),yel" eine assoziierte Familie von

Tests mit Ablehnbereich {¢_ =1} =: A, da definitionsgemi A, = {7y ¢ B} € 2" fiir
jeden abgeleiteten Parameterwert v € I" gilt.

(c) Fiir eine Familie (¢ = 1, ),er von Tests mit Ablehnbereich A, = {p =1} € F de-
finiert B : X — 2" mit B(z) := {y € 'z ¢ A, } eine assoziierte Bereichsschiitzfunktion,
da in der Tat {76 B} = {x € x:'yGB(x)} = {x € 3C:x¢fl7} = A € 2 fiir jeden
abgeleiteten Parameterwert v € I" gilt. O

§12.31 Beispiel (Beispiel §12.27 fortgesetzt). Im Folgenden geben wir zu typischen Familien ({R., & } ) er
von Partitionen der Menge der interessierenden Parameterwerte I' = R die assoziierte Familie
({A), A} ) er von Partitionen der interessierenden Parametermenge I' = R an.

(a) Fir R, = {y}und &, = R, sind 7 = {7} und ' = R, ;

(b) FirR, = R.,und &, = R., sind %0 = {ﬁ el:ve 7?7} = {7 el:ve R@} =R., und
A =TR_,;
¥ <79

(c) Fir R, =R.,und J, = R., sind 7 = R., und ' = R..,. O

$12.32 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.15 fortgesetzt). Betrachten wir fiir o € R., im stetigen sta-
tistischen Experiment X ® (N, . ) .cr mit beliebigem 11, € R das einseitige Testproblem der
Nullhypothese Hy : 11 < i, also z%’jg = R.,., gegen die Alternativhypothese 1, : 1 > i,
also ! = R.,, so ist fiir jedes o € (0,1) ein Neyman-Pearson-Test ¢ b = 1 IE—

mit Ablehnbereich { Py = 1} = {X > p, — 0z,} ein gleichmdflig bester Test zum Niveau
a. Die zu der Familie (¢, )u,er assoziierte Bereichsschdtzfunktion B erfiillt dann B(z) =

{MO €ER:ze {4,9“0 :0}} = {,u(, € R:x < p, fcrza} = (z+ 0z24,0) = Re\ioe... O

s1233 Satz. Seien ({R,, 3, }) er eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interessierende
Parameterwerte und ({%”70, ,%’iyl})%p die assoziierte Familie von Partitionen in Null- und Alter-
nativhypothesen. Dann gilt fiir eine Familie (¢ W)Vep von Tests, dass ., ein (gleichmdfiig bester)
a-Test der Nullhypothese H : jﬁo gegen die Alternativhypothese H : ,%”71 fiir jedes v € T ist,
genau dann wenn die assoziierte Bereichsschiitzfunktion B fiir ({R.,, & }) er ein (gleichmdfig
bester) (1-a)-Konfidenzbereich ist.

§12.34 Beweis von Satz §12.33. In der Vorlesung. O

§12.35 Beispiel (Normalverteilungsmodell §12.32 forigesetzt). Fir X @ (N, ) er mit 0 € R, ist (X +
024,0) der assoziierte Konfidenzbereich zu einer Familie gleichmiBig bester a-Tests (vgl.
Beispiel §12.32). Nach Satz §12.33 ist (X + 0z,,00) damit auch ein gleichméBig bester 1-a-
Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen Parameter R, = IR.,, und der falschen Para-
meter J;,, = R.,, mit 1o € R. Andererseits, ist (X + 02_,/5) ein (1-a)-Konfidenzbereich fiir
die Menge der richtigen Parameter R, = {1, } und der falschen Parameter 3, = R,,, o, € R
(vgl. Beispiel §12.29). Nach Satz §12.33 ist damit der assoziierte Test ¢, mit Ablehnbereich
{bp, = 1} = {pto € (X £021-02) = {|X — pto| = 021_0/2} ein a-Test fiir das zweiseitige
Testproblem der Nullhypothese Hy : i = p, gegen die Alternativhypothese Hy : it # . O
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Kapitel 4
Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit

§13 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Bayes-Formel

Im Folgenden sei (£2,.97,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin bezeichnen wir eine Par-
tition PP von €2 als messbar, falls P C o7 gilt.

$13.01 Definition. Es seien A und B Ereignisse aus ./ mit P(B) € R.,. Dann wird mit

A

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder unter) B bezeichnet. m

302 Satz. Sei B € o/ mit P(B) € R., und T eine abzdihlbare Indexmenge. Dann gilt:
() P: o — [0,1] mit A P(A) := P (A|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, <7).
Der Wahrscheinlichkeitsraum (B, </ | 5 P | ) wird die Spur von (€2, </ , P) iiber B genannt.

(i) Es sei {Bi: i€ I} eine messbare Partition von B mit P(B;) € R., fiir alle i € T. Fiir alle
A € of gilt dann die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(ANB)=> P(B)P(A|B;).

i€

(iii) Fiir jedes A € <of mit P(A) € R., und jede messbare Partition {Bi: i€ I} von Q) mit
P(B;) € R., fiir alle i € T gilt die Formel von Bayes:

P(B;|A) = P5: (A|Bi) VieT.
Z]EI IP( (A|B])
§13.03 Beweis von Satz §13.02. (i) Ubungsaufgabe und (i1)-(ii1) in der Vorlesung. O

$13.04 Beispiel. Am Bahnhof Siidkreuz in Berlin ist eine Videotiberwachung installiert. Zur Evaluation
der Gesichtserkennungssoftware haben sich 0, 1% der tdglichen Passagiere registrieren lassen.
Der Hersteller der Gesichtserkennungssoftware gibt an, dass 99, 9% der registrierten Personen
als registriert erkannt werden, aber auch 0,2% der nicht-registrierten Personen filschlich als
registriert erkannt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewihlter Passagier, der
als registriert erkannt wird, nicht auf der Liste der Registrierten ist, betrdgt dann nach der Formel

. 0,00200,999 _ .
von Bayes: 5572000010 9909e0.002 = 2/ 3 d-h. liber 66%. O

$13.05 Lemma. Fiir A; € 7, i € [n+ 1] mit P((,cp,q Ai) € Reo gilt

i€n]

ﬂ Az) - IP(Al)IP(A2|A1) (Ag}Al QAQ n+1} m A
ie[n+1] i€[n]
§13.06 Beweis von Lemma §13.05. In der Vorlesung. O
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Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhiingigkeit §14 Unabhingige Ereignisse

$13.07 Beispiel. Beim Ziehen aus einer Urne mit W weiflen und S schwarzen Kugeln ohne Zuriickle-

gen und mit Beachtung der Reihenfolge ergibt sich mit N = W+ S fiir das Ergebnis ,,SSW*, also
1. und 2. Kugel schwarz, 3. Kugel wei8, nach der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit £ e 5~ o1V,

Dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen die Versuchsausgidnge ,,SWS* und ,,WSS* (man nennt die
Verteilung austauschbar). O

$13.08 Beispiel. In einem Unternehmen werden von 825/560/325 ménnlichen Bewerbern in den Ab-
teilungen A/B/C' jeweils 62%/63%/34% eingestellt, von 108/25/593 weiblichen Bewerbe-
rinnen hingegen 82%/68% /37%. Obwohl die Einstellungsquote in jeder Abteilung fiir Frauen
hoher war, ergibt sich nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit insgesamt eine Ein-
stellungsquote von ca. 57% fiir Ménner und von ca. 45% fiir Frauen, weil letztere sich stirker
fiir Abteilung C' mit schwieriger Einstellung beworben haben. m

§14 Unabhangige Ereignisse

Im Folgenden seien (2, 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Z eine beliebige nicht-leere
Indexmenge.

$14.01 Definition.
(a) Zwei Ereignisse A, B € o/ heilen (stochastisch) unabhdingig (unter P), kurz ,
wenn P(AN B) =P(A)P(B) gilt.

(b) Eine Familie (A;);c7 von Ereignissen aus .27 heilt (stochastisch) unabhéingig (unter ), kurz
, wenn fiir jede endliche Teilmenge J C Z gilt P ( Njes Aj) = [l P(4)). ©

§14.02 Bemerkung.
(i) Es gilt Il ;c7 A; genau dann, wenn L ;c 7 A; fiir jede endliche Teilmenge J C 7 gilt.
(ii) Fiir |Z| € IN; ist eine Familie (A;);c7 unabhingig, so sind die Ereignisse paarweise unab-
hingig, d.h. P(A; N A;) = P(A;)P(A;) firalle i € Zund j € Z,, aber die Umkehrung gilt
nicht. 0

$14.03 Beispiel. Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln haben die Ereignisse ,,Ist die Augensumme 7?* und
,Ist die erste Augenzahl 6?7 jeweils Wahrscheinlichkeit 1/6 unter einer Gleichverteilung. Der
Schnitt der beiden Ereignisse ist ,,Ist die erste Augenzahl 6 und die zweite Augenzahl 1?* und hat
die Wahrscheinlichkeit 1/36, so dass die beiden Ereignisse (unter Gleichverteilung) unabhéngig
sind. O

51404 Lemma. Seien (A;);cr unabhingige Ereignisse aus <. Fiir A, € o({A;}) = {0, A;, A5, Q},
i € Z, ist die Familie (A});cz von Ereignissen aus </ unabhdngig.

§14.05 Beweis von Lemma §14.04. In der Vorlesung. O

$14.06 Satz von Borel-Cantelli. Fiir eine Folge (A,,)nen von Ereignissen aus <f gilt:
(1) AMS ZTLE]N IP<An) c R;ofOlgl IP(llm Supn_mO An) = 0"
(i) Gilt zusdtzlich 1L,ew Ay, so folgt aus P(A,) = oo auch P ( lim sup,,_, ., An) =1

§14.07 Beweis von Satz §14.06. In der Vorlesung. O

nelN

$14.08 Beispiel.
(a) Ist A ein Ereignis mit P(A) € (0,1), so gilt > P (A,) = oo fiir A, := A, jedoch
P (lim sup,,_,., A,) = P(A) < 1. Damit kann also auf die Unabhingigkeit in Teil (ii) von
Satz §14.06 nicht verzichtet werden.

44 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik



§15 Unabhingige o-Algebren Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéingigkeit

(b) Im unendlichen Miinzwurfexperiment bezeichne AY := {w EQuw, = =wpynm1 = 1}
das Ereignis eines M -runs von Einsen (,,Kopf*) ab Wurf n. Dann ist die Familie (AY,)xen
unabhiingig (auf dem entsprechenden Miinzwurfmodell in den Ubungen) mit P(AY,) =
2-M. Aus Teil (i) von Satz §14.06 folgt daher P ( lim sup,_,, A¥,) = 1 fiir jedes M € IN.
Dies impliziert P ( lim sup,,_,,, A¥) = 1. Es gilt sogar P (), im sup,,_,.. AY) = 1, da
der abzdhlbare Schnitt von Einsmengen wieder eine Einsmenge ist. O

§15 Unabhangige o-Algebren

Im Folgenden sei Z eine beliebige nicht-leere Indexmenge und fiir jedes ¢ € Z sei o/ C &/

eine o-Algebra . Die Definition der Unabhéngigkeit der Familie (47 );c7r von Teil-o-Algebren
von .7 ist ein Spezialfall der folgenden Definition.

$15.01 Definition. Eine Familie (& );cz von Teilmengensystemen aus <7, d.h. & C < fiir alle i € Z,
heiBt (stochastisch) unabhdngig (unter IP), kurz , wenn 1l ;.7 A fiir alle A € & und
1 € 1 gilt. O

$15.02 Erinnerung. Nach Lemma §14.04 folgt aus Ll ;c7 A dass 1l ;.7 o(A) ist. Da { A} ein w-System,
also ein N-stabiles Teilmengensystem, aus .o ist, ist dies ein Spezialfall der néchsten Aussage,
welches wir mit Hilfe des 7-\ Satz §03.11 zeigen. O

§15.03 Satz. Seien (& );er aus </ N-stabil und unabhdngig, also 1 ;.7 &, dann gilt 1l ;c7 0(&).
§15.04 Beweis von Satz §15.03. In der Vorlesung. O

$15.05 Lemma. Fiir eine Familie (<,);c1 von Teil-o-Algebren aus </ sei

&={(A:Aecd,icT JCL, | eN}.
€J

Dann ist & N-stabil und \| & = o(&), also & ist ein N-stabiler Erzeuger von \| <7,
i€z i€T

§15.06 Beweis von Lemma §15.05. In der Vorlesung. O

$15.07 Satz. Fiir jede unabhdngige Familie (<f,);cz von Teil-o-Algebren aus <7, also 1l ;.7 <7/, und
Jjede Partition {Z;: ke fK} von L ist (\/ oz o, )xex eine unabhdngige Familie von Teil-o-Algebren
aus 7, also 11 j.cq viEL .

§15.08 Beweis von Satz §15.07. In der Vorlesung. O

$15.09 Definition. Sei (<7,),cn eine Folge von Teil-o-Algebren aus <7, dann heifit

BA-/\ V «=(1V a=)oUlamer.})

ne€lN melN,, nelN melN,, nelN

die asymptotische (terminale) o-Algebra. Ein Ereignis A € o7 wird asymptotisch (terminal)
bzgl. (&) nen genannt. O

$15.10 Beispiel. Sei (A,)new eine Folge von Ereignissen aus 7, dann sind A, = lim inf,,_,., A, und
A* = lim sup,_,, A, (vgl. Definition §01.14) asymptotische Ereignisse bzgl. (o({4.}))nen.
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Setzen wir ndmlich B, := Ny,en_ A, fiir n € N, dann gilt B, T A, und B, € \/meN>N 0({Am})
fiir jedes n € ..y, sodass A, € \/, o o({A,}) fiir alle N € N und damit auch

Ace NV oA} =

NeN melN.,
Fiir A* geht dies analog. Insbesondere ist die asymptotische o-Algebra .27, nicht leer. m

Betrachte eine Folge unabhingiger Ereignisse (A, ),en, so ist auf Grund des Satzes von Borel-
Cantelli §14.06 das asymptotische Ereignis A* = lim sup,,_,, A, bzgl. (6({A.}))nen entweder
eine Nullmenge oder eine Einsmenge. Die nichste Aussage zeigt nun, dass dies fiir jedes asym-
ptotische Ereignis gilt.

§15.11 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Seien (<7,),cn unabhdngige Teil-o-Algebren aus <f. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit fiir jedes bzgl. (<, ), asymptotischen Ereignisses entweder 0 oder 1,
also

. C T :={Ae€ d:P(A)e{01}}.

§15.12 Beweis von Satz §15.11. In der Vorlesung. O

s15.13 Bemerkung. 7 ist - eine o-Algebra, da eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder
eine Nullmenge ist. .7 wird P-triviale o-Algebra genannt. O

s15.14 Beispiel (Beispiel §15.10 forgesetzt.). Sei (A,)nen eine Folge von unabhingigen Ereignissen aus
o/.Da A, = liminf, ., A, und A* = lim sup,,_, . A, (vgl. Beispiel §15.10) asymptotische
Ereignisse bzgl. der Folge unabhingiger o-Algebren (0(A,))nen (vgl. Erinnerung §15.02) sind,
folgt aus Satz §15.11 P(A,) € {0,1} und P(A*) € {0,1}. O

§16 Unabhangige Zufallsvariablen

Im Folgenden seien (€2,.o7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ((X;, Z;))iez eine Familie mess-

barer Rdume mit beliebiger nicht-leerer Indexmenge Z und fiir jedes ¢ € Z, X; € M(«, 2)
eine (X, Z;)-wertige Zufallsvariable.

s16.01 Erinnerung. Fiir jedes i € Zist o(X;) = X; (%)) = {Xi(B):Be 2/} C & die von X;

)

erzeugte o-Algebra. O

$16.02 Definition. Die Familie (XX;);cz von Zufallsvariablen heiBt unabhcingig, kurz , wenn
die Familie (0(X;));ez von Teil-o-Algebren von 7 unabhingig ist. O

§16.03 Bemerkung. Definitionsgemdf gilt 1l ;7 X; genau dann, wenn 1l ;c 7 X; fiir jede endliche
Teilmenge J C Z gilt. Weiterhin fiir jede endliche Familie (B;),cs von Ereignissen, also fiir
Bje Z,jeJ CT|J|eN,giltP(N;,c,{X; € Bj}) =1, P(X; € By). 0

s16.04 Beispiel. Ist (A;);cz eine Familie von Ereignissen, so gilt o({A4;}) = o(X;) fiir die Bernoulli-
Zufallsvariable X; := 1,,¢ € Z. Nach Lemma §14.04 gilt damit 1l ;-7 A; genau dann wenn
J—LiEI Xz a

51605 Lemma. Sei ((S,,.7)))icz eine Familie messbarer Riume und fiir jedes i € T sei h; € M(%,.%)
eine 2. - -messbare Funktion. Ist 11 ;.7 X; erfiillt, so gilt auch 11 ;.7 h;(X;). Fiir jede Partition
{1;: ke JC} von T ist ((hi(X;))iez kex eine Familie von unabhdngigen Zufallsvariablen, also
A gesc (Ri(Xs))iez,-
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§16 Unabhingige Zufallsvariablen Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéingigkeit

§16.06 Beweis von Lemma §16.05. In der Vorlesung. O

$16.07 Korollar.

(i) Eine Familie (X;);cz numerischer Zufallsvariablen ist unabhdngig genau dann, wenn fiir
Jjede endliche Teilmenge J C 1 und fiir alle x; € R, j € J, gilt:

P((){X; <)) =[] P(X; < ay).

JjeT jeT

Fiir T = [n] sind also X := (X;);e[n] genau dann unabhiingig, wenn fiir alle v € R" gilt

Fre) = J] F*().

i€[n]

(ii) Diskret-verteilte Zufallsvariablen X := (X;)c[n) sind genau dann unabhingig, wenn fiir
alle v € Xicpn X, gilt

pi(@) =[] p* ().

i€n]

(iii) Stetig-verteilte Zufallsvariablen X = (X;)ic[n) sind genau dann unabhingig, wenn fiir
Lebesgue-fast alle v € R" gilt

() = ] £ (@)

i€[n]
§16.08 Beweis von Korollar §16.07. In der Vorlesung. O

$16.09 Beispiel.

(a) Beim Wiirfelwurf mit zwei Wiirfeln sind W; : Q — [6] mit W;(wy,ws) = w; fiir i € [2]
unabhingige Zufallsvariablen (unter Gleichverteilung). Dazu geniigt es, fiir s1,s, € [6]
die entsprechenden Zihldichten p"(s;) = p"*(s2) = 1/6 sowie p"(s1,s2) = 1/36 mit
W = (W3, W) nachzupriifen und Korollar §16.07 (ii) anzuwenden.

(b) Sei X = |W; — Wyl und Y = W + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Summe
der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W, W) (vgl. Beispiel §11.12 (a)).
Betrachten wir die entsprechenden Zihldichten p* und p*, so gilt zum Beispiel p**)(1,4) =
0# 3 - = =p*(1) - p"(4). Somit sind X und Y nicht unabhingig.

(c) Fir n € IN sei die gemeinsame Verteilung von (Xi)ie[[n]] ein Bernoulli-Schema mit Para-
meter p € [0, 1] (vgl. Beispiel §04.08 (c)). Dann sind (X;);c[,] unabhidngige und identisch
B,-verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen mit identischer Randzéhldichte p(z) = p(1—p)* 2,
z € {0,1}, da fiir die gemeinsame Zihldichte p>icln ®i (1 — p)"~2icnl ¥ — [Ticpny P(@:)
fur alle (z;)icpn € {0, 1}" gilt.

(d) Sind (f;);e[n) Dichten auf R, so erzeugt die Produktdichte f(z) = [];c(,; f.(2;) ein Produkt-
maB auf (R, #") (vgl. Definition §11.03). Fiir jedes i € [n] ist die Koordinatenabbildungen
X;: R' — Rmitz — X;(x) := z; Borel-messbar, also eine Zufallsvariable X; € M(#").
Thre Randverteilung P* ist gegeben durch die Randdichte f;, ihre gemeinsame Verteilung
P *) durch die gemeinsame Dichte f. Wir haben damit einen Wahrscheinlichkeitsraum
konstruiert mit unabhingigen Zufallsvariablen (X,-)ie[[n]] deren Randverteilung P jeweils
durch f, bestimmt ist.
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Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéiingigkeit §16 Unabhingige Zufallsvariablen

(e) Betrachten wir die gemeinsame Dichte f Y) eines bivariat normalverteilten Zufallsvektors
(X,Y) wie in Beispiel §10.12 (d). So sind X und Y stetig-verteilt mit Randdichten f* und
£ (vgl. Beispiel §11.12 (b)). Die gemeinsame Dichte XY faktorisiert sich in das Produkt
der Randdichten f* und " genau dann, wenn p = 0 gilt. Somit sind X und Y genau dann
unabhéngig, wenn p = 0 gilt. m

s16.10 Erinnerung.. Nach Satz §11.07 existiert zu jeder Familie (X, Z;, P);cz von Wahrscheinlich-
keitsraumen ein eindeutig bestimmtes Produktmal &), ., auf dem zugehorigen Produktraum
X, = Xier X, versehen mit der Produkt-o-Algebra 2; = Q)

ZEI U

s16.11 Korollar. Fiir jede Familie ((X,, Z;,))icz von Wahrscheinlichkeitsriiumen existiert eine Fa-

19

milie (X;);cr unabhdngiger (X, 3&”) -wertiger Zufallsvariablen definiert auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum mit Randverteilung B und dem Produktmaf} Q),.; P als gemeinsamer
Verteilung auf dem Produktraum (X;, 7).

s16.12 Beweis von Korollar §16.11. In der Vorlesung. O

s16.13 Definition. Sei (X,,),en eine Folge von (X, Z,)-wertigen Zufallsvariablen auf (Q2,.<7, P).
Dann heif3t

::/\ \/ O'(Xm>:m \/ o(Xn) ﬂ U{a ):meN.,})

nelN melN,, nelN melN,, n€lN

die asymptotische o-Algebra. Ein Ereignis A € o7, wird asymptotisch bzgl. (X,,),en genannt,
d.h. A héngt fiir alle n € IN nur von (X, )men_, ab. O

s16.14 Beispiel.

(a) Sei (X, )nen eine Folge numerischer Zufallsvariablen, so sind die Abbildungen X, :=
lim inf,, o, X, und X* := lim sup,,_, ., X,, (vgl. Definition §08.10) messbar bzgl. <. In
der Tat: setzen wir Y, := sup {X,,: m e N.,} mit V,, | X*, so ist fiir jedes N € N die
Zufallsvariable X* = inf {Y,:n € N} = inf {Y¥,: n € N.,} messbar bzgl. Voen., 0(Xn),

also auch bzgl. A yew V,en  0(Xy). Fir X geht dies analog.

(b) Sei (X,)nen eine Folge reeller Zufallsvariablen sowie A das Ereignis, dass der Grenzwert
lim,, oo Zkem % existiert. Setzen wir fiire € Q.,und N € IN

m{{ Z X’“E £)}ineN,y,meNN., }

ke€[n,m]
so gilt nach dem Cauchy-Kriterium A = (.o Uyen Br.. Nun ist (By.) vew monoton
wachsend, By. € Vo o(Xp) firalle N € N und fiir jedes n € IN und alle m € IN.,, gilt
\/kE]N% o(Xy) C \/ke]N% o(Xy), so dass

U BNE Bms S v Xk; \V/m < ]N>n-
Ne[m] keIN,,
Folglich gilt |y By € \/keﬂ\kn o(X},) fir alle n € IN und damit C. := (Jy oy By € 4.

Da ¢, als o-Algebra o-N-stabil ist, folgt auch A = ﬂ66Q>0 C. € a,. O

s16.15 0-1-Gesetz von Kolmogorov. Sei (X,,),cn eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen auf
(Q, o7 ,P). Dann ist die Wahrscheinlichkelit fiir jedes bzgl. (X,,)nen asymptotischen Ereignisses
entweder 0 oder 1, also

A C T ={Ae€ o PA)e{01}}.
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§17 Faltung Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéingigkeit

s16.16 Beweis von Korollar §16.15. Direktes Anwenden von Satz §15.11. O

s16.17 Beispiel (Beispiel §16.14 fortgesetzt).

(a) Sei (X,)nen eine Folge unabhdngiger numerischer Zufallsvariablen auf (2, .o, IP), so sind
die Abbildungen X, := lim inf, ,. X, und X* := lim sup,,_,., X,, fast sicher konstant,
das heift, es gibt z,,2* € R mit P(X, = x,) = 1 und P(X* = 2*) = 1. In der Tat, da
X, messbar bzgl. der asymptotischen o-Algebra ist (vgl. Beispiel §16.14 (a)), ist fiir jedes
r € R das Ereignis {X, < z} asymptotisch bzgl. (X,,)nen und also P(X, < ) € {0,1}.
Setze

7, :=min{z € R: P(X, <z)=1} € R.
Ist z, = oo, und also P (X, < n) =0 fir alle n € N, so gilt

P(X, <o0) = lim P(X, <n)=0,

n—o0

also P(X, = 00) = 1. Ist z, € R, so ist

P(X, <) = lim P(X,<z,+1)=1und
n—oo
P(X, <z,) = lim P(X, <z, — 1) =0,

Nn—00 n
also P(X, = z,) = 1. Ist z, = —o0, so gilt P(X, > —o0) = lim,, o P(X, > n) = 0,
also auch IP(X, = —oo) = 1. Fiir den Limes superior geht dies analog.
(b) Ist (X,)new wie in Beispiel §16.14 (b) eine Folge unabhéngiger {—1, 1}-wertiger Zufalls-
variablen, so konvergiert die harmonische Reihe mit zufilligem Vorzeichen ), X k% ent-

weder mit Wahrscheinlichkeit 1 oder sie divergiert mit Wahrscheinlichkeit 1. Diese Aussage
gilt fiir beliebige Wahl der Randverteilung P** der Zufallsvariable X}, k € IN. O

§17 Faltung

$17.01 Vorbermerkung.. Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Begriff, der eng mit dem des Pro-
duktmaBes verkniipft ist, ndmlich dem der Faltung. Zur Motivation seien X, Y zwei unabhingi-
ge, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungen P* und P" auf R. Gem:f Satz §11.07 hat dann das
Paar (X,Y) die Verteilung P* @ P" auf R2. Andererseits ist X + Y eine reelle Zufallsvariable,
und fiir die Borel-messbare Additionsabbildung & : R? — R mit (z,y) — @((m, y)) =x+y
gilt X +Y = @ o (X,Y). Damit hat X + Y die Verteilung (P* @ P") o ®~! auf R. Aufgrund
der Kommutativitit der Addition ist (P* Q) P*) o @~ auch die Verteilung von Y + X. O

$17.02 Definition. Seien P, P zwei WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, #). Dann heifit das Wahrschein-
lichkeitsmaB SN :— (P Q P) o ¢~ auf (R, %) die Faltung von P und P. O

$17.03 Satz. Es seien X ~ P* und Y ~ P unabhiingige reelle Zufallsvariablen. Dann besitzt die
reelle Zufallsvariable X + Y die Verteilung P*" = P* « P".

§17.04 Beweis von Satz §17.03. Die Aussage folgt aus der Vorbemerkung Bemerkung §17.01. O
$17.05 Korollar. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

§17.06 Beweis von Korollar §17.05. Die Kommutativitét folgt aus der Vorbemerkung §§17.01. Die As-
soziativitdt der Addition vererbt sich analog auf die Faltung. O
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Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhiingigkeit §17 Faltung

$17.07 Lemma (Diskreter Fall).
(i) Besitzen P und P Zihldichten p und p auf Z, so besitzt P x P die Zihldichte

p*p)(=) =) p(z—kpk), =z€Z

(ii) Besitzen P und P Zihldichten p und p auf Z.,, so besitzt P P die Zihldichte

p*pl(n):= Y pln—kpk), neZ
ke[o,n]

$17.08 Beweis von Lemma §17.07. In der Vorlesung. O

$17.09 Beispiel.

(a) Fiir n € IN sei die gemeinsame Verteilung von (X;);c,y ~ B, ein Bernoulli-Schema mit
Parameter p € [0, 1] (vgl. Beispiel §04.08 (c)), das heiBt, (X;);c[n sind unabhingige, iden-
tisch B,-verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen (vgl. Beispiel §16.09 (c)). Dann ist X; + X,
Binomial Bin,, , -verteilt (vgl. Beispiel §04.08 (d)), da B, » B, = Bin,, :

KB, p P’ (1= p)'p’(1 —p)' =p°(1 = p)*°,
B *p](1)=p (Dp (0) +p (Dp,(0) =2p' (1 —p)*,

2

Per Induktion erhalten wir Zie[[n]] X; ~ Bin,,,. Fiir ein Bernoulli-Schema (X;)icntm] ~
B, mit n,m € Nsind 3,0 Xi ~ Bing,,, und >, p, 1) 0 Xi ~ Bing,,, unabhingig
(Lemma §16.05), und >, - X, ~ Bin,,,,,.,, also Bin,, , « Bin,, = Bin,,,. .

(b) Seien X ~ Poi, und Y ~ Poi, unabhéngig mit A, u € R.,, so gilt X +Y ~ Poi,., (Ubungs-
aufgabe!). Setzt man zusitzlich Poi, := dy, so bildet (Poi, ) er_, eine Faltungshalbgruppe,
d.h. es gilt Poi, x Poi, = Poi, fiiralle A, 4 € R.,. O

§17.10 Lemma (Stetiger Fall). Seien X und Y unabhdingige stetig-verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
% bzw. £, Dann ist X + Y stetig-verteilt mit Dichte

) = [ X ](2) = /]R (= ) (y)dy, € R

§17.11 Beweis von Lemma §17.10. In der Vorlesung. O

$17.12 Beispiel. Fiir A, p € R., definiere die Gamma-Verteilung iber die Dichte

.ﬂ:ﬁx.m<x) = F?;) xp_le_)\m]l(o,oo) ('T>a T e R7
mit der Gamma-Funktion I'(p) = [° t*~'e~'dt, sodass I'(n + 1) = n! firn € Z.,und I'(3) =
V.
2

(a) Spezialfille sind I, ,, = Exp, und I}, ,,,,, = X_.

1

(b) Setzt man zusitzlich I, ,, := do, so bildet (I}, )yer_, fiir festes A € R., eine Faltungshalb-
gruppe,d.h.esgilt I}, ~ 1, =1, .-
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§18 Multivariate Normalverteilung Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéingigkeit

(c) Insbesondere ist die Summe von k unabhdngigen Xf—verteilten Zufallsvariablen (dquivalent
dazu die Summe der Quadrate, Ziew ZZ-Q, von k unabhingigen standard-normalverteilten

Zufallsvariablen Z1, . .., Z, oder dquivalent || Z||* eines standard-normalverteilten Zufalls-
vektors Z = (Z)iepr) ~ Ny, im R¥) gemiB := T}, 000 -verteilt (Sprechweise: \*-
Verteilung mit k Freiheitsgraden). O

§17.13 Beispiel. Fur X ~ N, ., und Y ~ N
wir N,

.0 = 0, so bildet (N

uwop) Unabhdngig ist X +Y ~ N, . .. .. Setzen

(o )teR., €ine Faltungshalbgruppe fiir alle 1 € R und 0 € R..
Insbesondere, fir (X;)ien) ~ Ni.» 8ilt >,y Xi ~ N, und folglich X, ~ N,z (vgl.

(np,no?

Beispiel §10.12 (a)). O

§18 Multivariate Normalverteilung

51801 Vorbemerkung.. Im Folgenden fassen wir Vektoren als Spaltenvektoren a = (a; - - a,)' € R
auf. Wir bezeichnen mit (-,-) das Standardskalarprodukt auf R’, das heiBt, {(a,b) = bla =
> ic[n) @i und (a, a) = |al|? fiir alle a,b € R".
Sei X ein R"-wertiger Zufallsvektor mit Dichte f*. Fir b € R’ und regulirem A € R™,
also det(A) # 0, besitzt nach dem Dichtetransformationssatz §10.08 dann der ]Rn—wertige Zu-

fallsvektor Y = AX + b die Dichte ' (y) = w
nenten X;, ¢ € [i], von X unabhingig und ist A eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen
¢ = (¢i)ie[n), kurz A = Diag(c), mit ¢; € Ry, @ € [n], dann gilt det(A) = [[,¢p, i # 0 und

Cle + b1

. Sind insbesondere die Kompo-

Y=Ar+b= ( : ) besitzt die Dichte £ (y) = [Licgn ‘c—li‘fxi (yc;b) In Beispiel §10.12
cnXn + by

(¢c) haben wir weiterhin auf (R", #") die multivariate Normalverteilung N, ;, mit Vektor y € R’

und positiv definiter, also symmetrischer und regulirer, Matrix ¥ € R"™" iiber ihre Dichte fy

eingefiihrt. Im Fall einer nicht reguldren Matrix > wird eine Normalverteilung degeneriert ge-

nannt. Im Folgenden werden wir einen allgemeineren Zugang betrachten, der es erlaubt, auch

degenerierte Normalverteilungen einzufiihren, die nicht iiber eine Lebesgue-Dichte auf R defi-

niert werden konnen. O

$18.02 Satz von Cramér-Wold. Die Verteilung eines R"-wertigen Zufallsvektors X ist eindeutig fest-
gelegt durch die Verteilungen der linearen Formen (X c) fiir alle c € R

§18.03 Beweis von Satz §18.02. Die Aussage kann zum Beispiel unter Zuhilfenahme von multivariaten
charakteristischen Funktionen (zum Beispiel Satz 15.5 in Klenke [2012]) gezeigt werden. O

518.04 Korollar. Die Koordinaten eines R -wertigen Zufallsvektors X sind genau dann unabhiingig
und identisch (standardnormal) N, -verteilt, wenn fiir jedes c € R" die reelle Zufallsvariable

(X, c) eine N, ., -Verteilung besitzt. Fiir ¢ # 0 ist (X, c) also stetig verteilt mit Dichte

Xy roN _ 1 ?
f (y) - fbwz) (y) - 27| c||2 eXp ( o 2\?\;(:”2)’ ye R.
$18.05 Beweis von Korollar §18.04. In der Vorlesung. O

$18.06 Definition. Ein R'-wertiger Zufallsvektor X besitzt eine multivariate Normalverteilung

(n

mit 1 € R und positiv semi-definiter Matrix > € R("’"), falls fiir alle ¢ € R die reelle Zufalls-
variable (X, c) eine N, , ..., -Verteilung besitzt. Das Produktmall N, , = ®z‘e[[n]] Noy = Noy
heillt insbesondere (n-dimensionale) Standardnormalverteilung, wobei FE,, die n-dimensionale

Einheitsmatrix ist. O
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51807 Vorbemerkung.. Fiir eine Matrix A = (A,,---A,,.) € R"™™ mit Spaltenvektoren (A,.)ic[m]
bezeichnet Bild(A) = ((A.)ic[m)) € R die lineare Hiille der Spaltenvektoren, also das Bild der
linearen Abbildung R" — R" mit z — Ax. Fiir einen linearen Unterraum &/ C R" bezeichnet
R' = U © U+ die direkte orthogonale Summe, das heif3t, ¢/ und U+ sind orthogonal, also
fiir alle v € U und v € V gilt (u,v) = 0, und jedes Element z € R’ hat eine eindeutige
Darstellung z = « + v mit u € U und v € U*. Wir bezeichnen mit II,, die Darstellungsmatrix
der orthogonalen Projektion von R" in U, also U & U+ — U mit 2 = u + v — u = II,z. Eine
Matrix U € R™" heiBt partielle Isometrie, falls UU* = gy und UPU = T 0. O

$18.08 Lemma. Seien X ~ N, undY ~ N, , dann gelten die folgenden Aussagen

(1) Fiir A € R"™™ und B € R™" mit AA* = BB sind die R"-wertigen Zufallsvektoren AX
und BY identisch verteilt.

(1) Falls U € R"™ eine partielle Isometrie ist, dann gilt UX ~ N

(AN

(111) Fiir A € R(m’n) und B € R(m’k) mit A'B = 0 sind HBild(A)X ~ N((),HM,W) und HBild(B)X ~ N((),HM,(M)
unabhdngig.

$18.09 Beweis von Lemma §18.08. In der Vorlesung. O

s15.10 Korollar. Sei X = (X;)icpy ~ Ny mit 1t = (11)iepn) € R und & = (34)ijepy € R™
positiv semi-definit, dann gelten die folgenden Aussagen:
() Fiirallei € [n] gilt X; ~ N, ...
(ii) Fiir alle i € [n] und j € [n]; sind X; und X; genau dann unabhdngig, wenn ¥;; = 0 gilt.
(iii) Fiir A€ R™ undb e R" gilt Y = AX + b ~ N, 000

(iv) Ist X positiv definit, dann ist X stetig verteilt mit Lebesgue-Dichte

1 1,4 n
10) = a0 5 E - e . s e
s18.11 Beweis von Korollar §18.10. Ubungsaufgabe. O

§19 Beispiele statistischer Modelle

51901 Definition. Sei (X, 2", R) ein adidquates statistisches Experiment fiir eine (X, 2")-wertige Zu-
fallsvariable X und sei (X;);c7 eine Familie von (X, 2")-wertige Zufallsvariablen mit nicht-
leerer abzihlbarer Indexmenge Z. (X;);cz werden unabhiingige und identisch-verteilte (u.i.v.)
Kopien von X genannt, wenn fiir / € © mit X ~ I das Produktmal3 R = ®2.EZIB auf
dem Produktraum (X, 2") die gemeinsame Verteilung von (X;);c7 ist. In diesem Fall ist das
statistische Produktexperiment (X", 2™, R) also adiquat fiir (X;);ez. (X7, 2™, B) wird auch
adédquates statistisches u.i.v. Modell fiir (X;);c7 genannt. O

$19.02 Schreibweise. JOGPEASRE und im Fall Z = [n] auch [RGPESISEEA. O

$19.03 Beispiel. Im Folgenden geben wir statistische Modelle fiir die im Kapitel 1 Prolog vorgestellten
Beispiele an.

(a) Beispiel I: Setzen wir Eins fiir das weibliche Geschlecht und Null fiir das ménnliche Ge-
schlecht eines Konsumierenden, so beschreiben wir das Geschlecht der n = 1000 befragten
Konsumierenden als Stichprobe eines Bernoulli-Schemas ({0,1}",21%13" (B}),c0.1)), vel.
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§19 Beispiele statistischer Modelle Kapitel 4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéingigkeit

(b)

()

(d)

(e)

()

Beispiel §04.08 (c). Sei (X;)ic[n @ (By)pejo,1]- Nach Beispiel §17.09 (a) ist dann ein Bino-
mialverteilungsmodell ([0,n], 2171, (Bin,,)yep0,1]) ein addquates statistisches Experiment
fiir die Anzahl },;,; X; der Konsumentinnen unter den befragten Konsumierenden.

Beispiel II: Die zuféllige Anzahl beschéddigter Schrauben in den n = 100 Beuteln mit 50
Schrauben beschreiben wir wie in Beispiel §04.08 (d) durch ein Binomialverteilungsmo-
dell ([0,50]", 20051 (Binf,,, )pefo.1])- Sei (X;)ien @ (Bitft,))pejo,)- Nach §17.09 (a) ist
dann ein Binomialverteilungsmodell ([0,50n], 2% (Biny,, , )pejo.1)) ein adédquates stati-
stisches Experiment fiir die Gesamtanzahl ) | ic[n] “Xi an beschadigten Schrauben.

Beispiel I1l: Die n = 280 zufilligen Anzahlen eingegangener Anrufe innerhalb einer Wo-
che beschreiben wir durch ein Poissonverteilungsmodell (7., 2% (Poi’) eR., ), vgl. Bei-
spiel §04.08 (f). Sei (X;)iepn @ (Poiy)aer.,. Nach Beispiel §17.09 (b) ist dann ein Poisson-
verteilungsmodell (Z.,,2%, (Poi,,)rer.,) ein addquates statistisches Experiment fiir die
Gesamtanzahl ) I X, eingegangener Anrufe.

Beispiel I1V: Die zufilligen Wartezeiten an der U-Bahn Haltestelle an den n = 90 Tag (in
Minuten) beschreiben wir durch ein Uniformverteilungsmodell (R", 2", (Ug, )ocr._, ), vel.
Beispiel §05.07 (a). Sei (X;)icfa] © (Upa)oer.,- Bezeichne fiir 6 € R., mit I} das stetige
Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, %) mit Wahrscheinlichkeitsdichte f,(z) = %]1[079] (x),

z € R. Das stetige statistische Experiment (]R, B, (IB)961R>0) ist dann adiquat fiir die maxi-

i€n

male Wartezeit max { X;: i € [n] }.

Beispiel V: Die zufillige Lebensdauer der n = 100 Glithlampen (in Stunden) beschreiben
wir durch ein Exponentialverteilungsmodell (R", 2", (Exp})er., ), vgl. Beispiel §05.07 (b).
Sei (X)icn © (Exp})rer.,- Nach Beispiel §17.12 ist dann ein Gammaverteilungsmodell
(]R, A, (L) /\eR>0) ein addquates statistisches Experiment fiir die kumulierte Lebensdauer
2 ic[n) i der Gliithlampen.

Beispiel VI: Die zufdlligen Messwerte beschreiben wir durch ein Normalverteilungsmo-
dell (R", %", (N ) (u02)erxR.,)> vgl. Beispiel §05.07 (c). Ein Normalverteilungsmodell

1,0°)

(R, B, (N,..2)) (102)eRxR.,) ist dann nach Beispiel §17.13 ein adéquates statistisches Ex-
periment fiir den kumulierten Messwert Zie[[n]] X; und nach Beispiel §10.12 (a) fiir den

mittleren Messwert £ >~ 1 Xi = X, ist (R, B, (N, ) (u.02)eRxR.,) addquat. O

i€[n
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Kapitel 5

Erwartungswert

§20 Positive numerische Zufallsvariablen

$2001 Satz. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf einem messbarem Raum (S2, <) existiert ein
eindeutig bestimmtes Funktional s M («) — R., derart, dass die folgenden Bedingungen

erfiillt sind:

(i) Fiiralle X,Y € M. () und a,b € R, gilt BE(aX +bY) = aB(X) + bE(Y); (linear)
(ii) Fiir alle (X,)new T X in M_y(«) gilt B(X,,) T E(X); (o-stetig)
(iii) Fiir jedes A € o7 gilt E(1,) = P(A). (normiert)

Das Funktional I wird Erwartung bzgl. P genannt und fiir jedes X € M.,(«) heifst R{OQY der
Erwartungswert von X.

§20.02 Beweis von Satz §20.01. Der Satz fasst die Hauptaussage dieses Abschnittes zusammen, der
Beweis der Aussage erfolgt in mehreren Schritten. Wir zeigen zuerst in Satz §20.04 die Eindeu-
tigkeitsaussage, und geben dann in Definition §20.06 ein Funktional 5 : M_,(«#) — R., explizit
an, fiir das wir in mehreren Schritten die Bedingungen (i)-(iii) nachweisen. Zusammenfassend
zeigen wir damit dann in Satz §20.10 auch die Existenzaussage. 0

$20.03 Bemerkung. Der Beweis der ndachsten Aussage wendet die Beweisstrategie §09.06 an. O

$20.04 Eindeutigkeitssatz. Die Erwartung ist eindeutig bestimmt.

$20.05 Beweis von Satz §20.04. In der Vorlesung. O

Im Folgenden sei stets P € W(«/) ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf einem messbaren Raum

(€2, &) . Eine messbare Partition P := {A;: i € 7} C &, von (2 nennen wir endlich, wenn |Z| €
IN gilt, also die nicht-leere Indexmenge Z endlich ist. Fiir jedes A € P gilt somit ) # A € <.
Fiir den weiteren Verlauf setzen wir

= {fP C o: P endliche, messbare Partition von Q}
$20.06 Definition. Sei M, () — R, mit

X — BE(X ) := sup { Z 1an )P(A):Pe 2}

Ac:
P(A)ER., O

$2007 Erinnerung. Fiir X, Y € M (¢) mit X (w) < Y (w) fiir alle w € 2 schreiben wir X <)Y. 0

§20.08 Lemma.

(1) Sei {Bj: jeg } €  eine endliche, messbare Partition von ) und
sei X =) e Tjlp, eine einfache Zufallsvariable aus M, («). Dann gilt

=> z;P(B

jeT
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Insbesondere, erfiillt E also die Bedingung Satz $§20.01 (iii). (normiert)
(ii) Fiiralle XY € M (o) mit X <Y gilt B(X) < E(Y). (monoton)
(iii) Fiir alle (X,)new T X in M.,() gilt ]E(Xn) 0 ]E(X) (monotone Konvergenz, o-stetig)
IE erfiillt also die Bedingung Satz §20.01 (i1).
(iv) Fiiralle X,Y € M.y(«) und a,b € R., gilt E(aX 4+ bY) = aE(X) +bE(Y).  (linear)
IE erfiillt die Bedingung Satz $20.01 (1).

§20.09 Beweis von Lemma §20.08. In der Vorlesung. O

$20.10 Existenzsatz. Das Funktional E : M_,(#/) — R., wie in Definition §20.06 ist eine Erwartung
bzgl. P, das heifst, es erfiillt die Bedingungen (1)-(ii1) aus Satz §20.01.

$20.11 Beweis von Satz §20.10. Die Aussage folgt direkt aus Lemma §20.08 (i), (iii) und (iv). O

Damit haben wir Satz §20.01 nachgewiesen, so dass die Erwartung It eindeutig ist und durch
die explizite Form in Definition §20.06 gegeben ist.

$20.12 Schreibweise. Wenn es uns wichtig ist, den Stichprobenraum und das Wahrscheinlichkeitsmal}
zu betonen, so schreiben wir auch

P(X)—E(X)—/)X({IP— QX@)IP(@ sowie

P(X1,) =E(X1,) = /

Q

1y(w) X (w)P(dw) = / XdlP fir A e of.
A

Die Begriindung fiir diese Schreibweise wird in der Malitheorie gegeben, in der gezeigt wird,
dass der Erwartungswert von X gerade das Lebesgue-Integral von X bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsmaBes P ist. O

§20|01 Weitere Eigenschaften der Erwartung

§20.13 Lemma.
(i) Fiir X € M, gilt P(X = 0) = 1 genau dann, wenn (X)) = 0 gilt.
(ii) Sei X € M., mit B(X) € R... Dann gilt P(X = oc0) = 0. (endlich)

(iii) Fiir X,Y € M, (@) gilt P(X < Y) = 1 genau dann, wenn B(X1,) < E(Y'1,) fiir alle
A € o gilt. Insbesondere, aus P(X <Y) =1 folgt E(X) < E(Y).

(iv) Fiir X,Y € M («) gilt P(X = Y) = 1 genau dann, wenn B(X1,) = E(Y'1,) fiir alle
A e o gilt.

§20.14 Beweis von Lemma §20.13. In der Vorlesung. O

$20.15 Schreibweise. Sei X € M,,. Fir P(X = 0) = 1 schreiben wir auch kurz X = 0 P-f:s.
(Sprechweise: 1P fast sicher), oder X = 0 PP-f.ii. (Sprechweise: I fast iiberall). Fir P(X =
o0) = 0 schreiben wir auch X' € R, P-fs.. Falls P aus dem Kontext klar ist, wird dies hiufig
auch einfach weggelassen. O

$20.16 Lemma von Fatou. Fiir jede Folge (X, )nen aus M., gilt

E(lim inf X,,) < lim inf E(X,,).

n—oo n—oo

§20.17 Beweis von Lemma §20.16. In der Vorlesung. O
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$20.18 Beispiel. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (R, %, U,,,) betrachte fiir n € IN die reelle Zu-
fallsvariable X,, := nl,,,,; € M(#). Fiir jedes n € N gilt dann U, ,(X,,) = nU,,((0,2]) =1

und somit lim inf,, . Uy, (X,)

‘n

1. Andererseits, fiir jedes w € R ist lim,, o, X,,(w) = 0,
]

sodass Uy, (lim inf, o X)) = 0 < 1 = lim inf,,, U, (X,,) gilt.

$0.19 Lemma. Fiir jede Folge (X, )ncn aus M., gilt Y nen Xn € M., und

]E(EXQ — Y E(X).

nelN nelN

§20.20 Beweis von Lemma §20.19. Ubungsaufgabe unter Verwendung von Satz §20.01 (i) (linear) und
(i1) (monotone Konvergenz). O

2021 Lemma. Eine Familie (<7;);c7 von Teil-o-Algebren aus <f mit beliebiger nicht-leerer Index-
menge I ist unabhdngig, also ;.7 <, genau dann, wenn fiir jede Familie (X;);c1 positiver
numerischer Zufallsvariablen mit X; € M (), © € I, und jede endliche nicht-leere Teilmenge
J C 1 gilt E(Hjej Xj) = Hjej E(XJ)

$2022 Beweis von Lemma §20.21. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Beweisstrategie §09.06. 0

§21 Integrierbare Zufallsvariablen

$2101 Vorbemerkung. Sei (€2, .7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € M(«) eine numerische
Zufallsvariable. Dann definieren wir den Erwartungswert von X mit Hilfe der Zerlegung von
X = XT — X~ in die positiven numerischen Zufallsvariablen X* = X v 0 € M_, () und
X~ = (=X) V0 & M,(). Zur Erinnerung, es gilt: 0 < X, 0 < X, | X| = X+ + X~ sowie
XTX—=0. m

$21.02 Definition. Seien (€2, <) ein messbarer Raum, P € W(«) ein Wahrscheinlichkeitsmal} und
X € M(«) eine numerische Zufallsvariable.

(a)

(b)

Ist hochstens einer der beiden Erwartungswerte I (X ) und IE(X ) nicht endlich, das heift,
E(XT)AE(X™) € R.,, so definiert Q@GN := (X ) — E(X ) den Erwartungswert von
X mit den iiblichen Rechenregeln oo + £ = oo und —oo + x = —oo fiir alle z € R.

In diesem Fall wird X IP-quasiintegrierbar genannt. Der Erwartungswert von X ist nicht
definiert, wenn E(X 1) = E(X ™) = oo gilt.

Falls E(|X|) € R.,, also falls E(X") € R., und E(X~) € R.,, gilt, dann heifit X P-
integrierbar. Die Menge aller P-integrierbaren numerischen Zufallsvariablen bezeichnen
wir mit ol := = L2, P) := {X € M(#): E(X|) € Ru, }. O

Sei id, : Q@ — Q mit w — idy(w) := w. Das WahrscheinlichkeitsmaBl P besitzt ein endliches
erstes Moment, wenn id, € L,(Q, <, P) gilt. In diesem Fall wird E(id,) = P(id,) der Erwar-
tungswert des Wahrscheinlichkeitsmafles IP genannt. Wir bezeichnen mit W,(«/) die Menge aller
Wahrscheinlichkeitsmafe auf (€2, 7), die ein endliches erstes Moment besitzen. O

$21.03 Bemerkung. Sei X € L,(P). Auf Grund der Endlichkeit in Lemma §20.13 (ii) gilt somit auch
P(]X| € R.,,) = P(X € R) = 1, das heiit, X ist fast sicher gleich der reellen Zufallsva-
riablen X1y (X) € M(#) (mit der Konvention oo x 0 = 0 = —oo x 0). Wie in Schreibwei-
se §20.12 schreiben wir den Erwartungswert von X auch als Lebesgue-Integral von X bzgl. des
WahrscheinlichkeitsmaBes P, das heift, E(X) = [, X(w)P(dw). In der MaBtheorie werden
weiterhin die folgenden zwei Darstellungen gezeigt:
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(i) Sei P ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaf auf R™ mit Dichte f. Dann gilt X € £,(R", 2", P)
genau dann, wenn |, [ X (w)|f (w)dw € R, gilt. In diesem Fall ist

E(X)=P(X)= | X(w)f(w)dw.

J R

(i1) Sei IP ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmall mit Zdhldichte p. Dann gilt X € £,(Q, 4, P)
genau dann wenn ), | X (w)|p(w) € R, gilt. In diesem Fall ist

E(X)=P(X)=) X(wp)

we .
521.04 Proposition. £, ist ein Vektorraum. Fiir das Funktional £ : £, — R mit X — E(X) gilt:
(i) Fiiralle XY € L, und a,b € R gilt E(aX +0Y) = aE(X) + bE(Y); (linear)
(i) Fiiralle X € L, mit X > 0 gilt E(X) > 0; (positiv)
(i) Fiiralle X € L, gilt |E(X)| < E(|X]),
(iv) Fiiralle XY € L,mit X <Y gilt E(X) < E(Y); (monoton)

(v) Fiir alle X € M mit sup,,.q | X (w)| € R., gilt X € L,. In diesem Fall heifst X beschrinkt.
(vi) Seien X € LyundY € M mit P(X =Y) =1, dann gilt Y € L, und B(X) = E(Y).
(vii) Falls X,Y € L, unabhdingig sind, so gilt XY € L, und E(XY) = E(X)E(Y).

$21.05 Beweis von Proposition §21.04. In der Vorlesung sowie (ii)-(vi) Ubungsaufgabe, wobei fiir (vi)
zuerst gezeigt werden sollte, dass E(|.X — Y|) = 0 gilt. O

§21.06 Beispiel.
(a) Betrachte (Z.,,2%,Poi,) mit A € R., und Zahldichte [E’iog<k) = Ak—’;e"‘, k € Z., (vgl
Beispiel §04.08 (f)). Dann ist id,, € £,(Poi,) mit

Poiid,) = 3 kg, ()= Y2 ke =AY a5t =2 Y g, (9=

kE€Z, keZ., kelN kEZ.,

(b) Betrachte ein Bernoulli-Schema ({0, 1}",2{%1" B}) mitn € IN und p € [0, 1]. Fiir jedes
i € [n] ist die Koordinatenprojektion II, : {0,1}" — {0, 1} B,-verteilt, also II, ~ B, mit
B,(II, = 1) = pund By(I, = 0) = 1 — p, so dass II, € £,(B;) mit B,(IL,) = p gilt.
Offensichtlich, folgt somit 3, .+ T1, € £,(B) und By (32,1, L) = 3y B (L) = np.

(c) Auf Grund der symmetrischen Dichte und f, (z) = —af, () gilt

Ny (idD) = N, (idi) = /}R o, (2)de = /R 6 (@)de = -,

>0 >0

also idy, € £,(R.#.N,,) und N, (idy) = 0. -

§21|01 Weitere Eigenschaften
107 Lemma. Fiir X € M(«) gilt P(X = 0) = 1 genau dann, wenn E(X1,) = 0 fiir alle A € <.

$21.08 Beweis von Lemma §21.07. In der Vorlesung. O
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$21.09 Lemma (Stetigkeit). Sei X € L,. Dann gilt
VeeR., : 36. €R.,, : VAe & : P(A) <. = E(X]|1,) <e.
Insbesondere, fiir alle (A,)nen aus &7 mit lim,,_,, P(A,,) = 0 gilt lim,,_,, E(| X|1,,) = 0.

wn
[\

21.10 Beweis von Lemma §21.09. In der Vorlesung. O

wn
[\

i21.11 Erinnerung. Eine Funktion ¢ : R — R heiit konvex, wenn

P(Aa + (1= Ny) < A(x) + (1= N)e(y)
fir alle x,y € R und fiir alle A € [0, 1] gilt. O

wn
[\

21.12 Ungleichung von Jensen. Seien X € L, reell und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit
¢(X) € L. Dann gilt ¢(E(X)) < E(o(X)).

wn
[\

i21.13 Beweis von Satz §21.12. In der Vorlesung. O

114 Beispiel. Fiirp € R.,und ¢ € R., seien | X|P,|X|? € £,. Da ¢(z) = |x|7/? konvex ist, folgt aus

Satz §21.12 die Ungleichung von Lyapounov (]E(]X|p))Q/p < E(|X|?). In Korollar §23.07 zeigen
wir, dass | X |7 € £, auch | X |? € £, impliziert. O

wn
[\

§21|02 Konvergenzsatze

wn
[\

121.15 Satz von der monotonen Konvergenz. Sei (X,,),cn eine Folge aus L,, derart dass:

(mK1) (X,))new ist monoton wachsend (fallend), also X,, T X (bzw. X,, | X) fiir ein X € M;
(mK2) (JE(X,)|)nen ist beschrankt, das heifst, sup, o |E(X,)| € R.,.

Dann gilt X € L, und (X)) T E(X) (bzw. E(X,,) | E(X)).

§21.16 Beweis von Satz §21.15. In der Vorlesung. O

521.17 Satz von der dominierten Konvergenz. Sei (X,,),cn eine Folge aus L, derart, dass gelten:
(K1) (X,)nen ist (punktweise) konvergent, also lim,,_,. X,, = X fiir ein X € M;
(dK2) Es existiert Y € L, mit sup,c | Xn| <Y, also sup, o | Xn| € L.
Dann gilt X € £, lim,, . E(|X — X,,|) = 0 und lim,, ., E(X,,) = E(X).

P
o

21.18 Beweis von Satz §21.17. In der Vorlesung. O

P
[\

21.19 Satz von der konvergenten Reihe. Sei (X,,),cn eine Folge aus £, mit ) E(]X,]) € R...
Dann gilt:

(i) Die Reihe >, .\ Xn konvergiert absolut fast sicher, also P (Y, . | X.| € Roo) = 1;
(i) > ,en Xn € L, und
(i) B(X,enXn) = Xnen E(Xn).

52120 Beweis von Satz §21.19. Ubungsaufgabe. Hinweis: Benutzen Sie Lemma $20.19 und die End-
lichkeitsaussage aus Lemma §20.13 (ii) um zu zeigen, dass Y := Znem | X,| € R, P-f:s., und
dass Y € L,. Anschlieend wenden Sie den Beweis §21.18 von der dominierten Konvergenz auf
die Folge der Partialsummen an. O

2121 Bemerkung. Die Reihe ) X, bleibt nicht definiert auf dem Ereignis {) [ Xn| = oo}.
Da die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses Null ist, hat es keinen Einfluss auf den Wert von
E ( Y oneN Xn) (vgl. Proposition §21.04 (vi)). O
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§22 Variablentransformation

2201 Satz. Sei X eine (X, 2")-wertige Zufallsvariable auf (0, o/ | P), sei P* = P o X! die Vertei-
lung von X auf (X, Z") und sei h € M(2) eine numerische Zufallsvariable auf (X, Z").

() Fiir h >0, also h € M.,(2), gilt

E(h(X)) :/Qh(X)d]P = P(h(X)) =P"(h) :/xhd]PX. (22.01)

(i) h(X) € L,(Q o, P) gilt genau dann, wenn h € L,(X, 2 ,P"). In diesem Fall ist (22.01)
ebenfalls erfiillt.

§22.02 Skizze. (Q, ) X (X, 2)

h € L,(PY)
h(X) em {

(R, )
§22.03 Bemerkung. Analog zu Bemerkung §21.03 werden in der MaBtheorie weiterhin die folgenden
zwei Darstellungen gezeigt:

(i) Sei X ein stetig-verteilter Zufallsvektor im R" mit Dichte f* und sei h : R* — R Borel-
messbar. Dann gilt b € £,(R', %", P*) genau dann, wenn ... |/(x)|f" (2)dz € R .. In diesem
Fall ist

E(h(X)) = | /B h(z)F (z)dz = P~ (h).

|

(ii) Seien X eine diskret-verteilte X := X (§2)-wertige Zufallsvariable mit Zihldichte p* und
h:X — R,sogilt h € £,(X,2%,P*) genau dann, wenn > .. |/1(x)|p*(2) < oo. In diesem
Fall ist

Nach Satz §22.01 gilt fiir reelle X € £,(Q,4,P) genau dann, wenn idz € L,(R,%,P"), und
somit [5(X) = P(X) = [, X(w)P(dw) = [ P (dz)= " (id..). In anderen Worten IE(X) ist
gerade der Erwartungswert der durch X induzierten Verteilung P~ O

§22.04 Beispiel.
(a) Sei X = |[W; — Wy und Y = W; + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Sum-
me der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (17, 1W5) ~ Lap, (vgl. Bei-
spiel §11.12 (a)). Dann gilt

BE(Wi—Wal)= Y fi—jlgs=>_ > li—il =%

(i.5)€[6]? ic[6] je[6]

oder alternativ E(X) = 03 + 132 + 22 + 3% + 45 + 52 = 33, Weiterhin erhalten wir

18"
E(Y)=7EXY)=22 E(X?) =2 udE(Y? = %L

(b) Sei X := (X;)ic[n) ~ B, mitn € Nund p € [0, 1], in anderen Worten der von X induzierte
Wabhrscheinlichkeitsraum ist das Bernoulli-Schema ({0, 1}, 2001 BL") . Unter Verwendung
von Beispiel §21.06 (b) fiir h := ) I1, € M@, 2lm) oilt h € £,(B;) und Bj(h) = np.

i€[n]
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Nach Satz §22.01 fiir h(X) = >_,cq,; Xi folgt also E(h(X)) = B,(h) = np. Andererseits,
da (Xi)iefn) ~ B, gilt auch A(X) = >, X; ~ Bin,, (vgl. Beispiel §17.09 (a)) und

somit besitzt eine Bin,, - Verteilung den Erwartungswert Bin, ,, (idy.;) = E(h(X)) = np.

n.,p)

(c) Sei X ~ Poi, mit A € R., und Zihldichte [Fl’%oh(k) = }\C—Te_A, k € 7., (vgl. Beispiel §21.06
(a)). Dann gilt

E(X(X—1)= > k(k—Dp, (k) =X g5me =X > p (k)=N

k)EZ?O keZ;z k€Z>0
und somit E(X?) = BE(X(X — 1)) + E(X) = A\ + A

(d) Fiir Z ~ N(01 mit partieller Integration unter Benutzung von ﬂ,m(z) = —zf (2) sowie

0= = [g 28, (2)dz (vgl. Beispiel §21.06 (c)) gilt

E(ZQ) = / zzfmu(z)dz = —/ zfl;w(z)dz = / fy, (2)dz= 1.
R ' R ” R
Alternativ, da Y = Z2 ~ x* gilt auch E(Z?) = [* y(2my) "/ 2e ¥/ 2dy = 1.

(e) Betrachten wir wie in Beispiel §10.12 (d) einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor (77, Z5)
mit Parametern yy = 0 = pg, 09 = 1 = o und p € (—1,1), dann gilt Zl ~ N(01) und

Zay ~ N, (vgl. Beispiel §11.12 (b)). Weiterhin fiir Z ~ N, ist V' = /1 — No.o_p)
(vgl. Beispiel §10.12 (a)) mit Dichte £ (v) = ﬁ exp(— m) und
m(1=p

\4 ) v2

Somit gilt, unter Verwendung der gemeinsamem Dichte “2) yon (Z1, Z5) und der Substi-
tution von zy — pz; durch v,

E(Z1(Zy — pZy)) = / / 21(29 — pzl)f(zhzz)(zl, 29)dz1dzo
RJR
= ZL ex (—(17p2)'z%) (z2—p21)  oypy(— (22— pzl )dz dz
R NoT p 2(1,;;2) R \/27T(1—p2) p 2(1— 2 1

_ / 27 () / of¥ (v)dvdz = B(Z)E(V) = 0.
R R

Folglich gilt £(Z, Z,) = B(Z,(Zy — pZy)) + pE(Z}) = p, da E(Z?) = 1 nach (c). O
$22.05 Proposition. Sei X € M., dann gilt I5(X fR (X > y)dy.
§22.06 Beweis von Proposition §22.05. Ubungsaufgabe. O

§23 L.-integrierbare Zufallsvariablen

$2301 Definition. Seien (€2, <) ein messbarer Raum, P € W(«) ein Wahrscheinlichkeitsmal} und
X € M(«) eine numerische Zufallsvariable.

(a) Fiir s € R., definiere

X||, - (E(|1X]%)"" , fiirs € R.,,
£ £,(P) inf {x ER.:P(X|>2)= O} , fir s = co.

X heiBt L.-integrierbar, wenn || X ||, € R.,. Die Menge aller £,-integrierbaren Zufallsva-
riablen bezeichnen wir mit = L,P) = L,Q,4,P) = {X € Mo ): |1 X1l ey € ]R>o}
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(b) Fir X € £, und s € IN heiit I£(X*®) das s-te Moment von X; fiir X € £, und s € R., heifit
E(]X|*) das s-te absolute Moment von X .

Das Wahrscheinlichkeitsmal} IP besitzt ein endliches s-tes Moment, wenn id,, € £,(Q, <, P) gilt.
In diesem Fall wird E(id,) = P(id;) das s-te Moment des Wahrscheinlichkeitsmafies P ge-
nannt. Wir bezeichnen mit W,(«”) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (£2, <), die ein
endliches s-tes Moment besitzen. O

§23.02 Bemerkung.
(i) Fir s = 1 stimmt die letzte Definition mit Definition §21.02 (b) iiberein.
(ii) Furs € R, gilt X € £, genau dann, wenn | X |* € £, gilt.
(i) Fiir s = oo gilt P(|X| > [|X]|, ) = 0, da die Funktion 2 — P (|X| > z) rechtsstetig

1st. O

$23.03 Lemma. Seien X € M(«) und s € R.,.
(i) | X, = 0 gilt genau dann, wenn P (X = 0) = 1 gilt;
(ii) Fiira € R gilt [|[aX||, = |a][| X]|
(i) 1, =1,
(iv) Fiir X € £, git P(|1X] € R.,) =1;
(v) FiirY € M) mit P(X =Y) = Lgilt | X||, = [|Y],.

Lo

$23.04 Beweis von Lemma §23.03. Ubungsaufgabe. O
23,05 Holder Ungleichung. Seien X,Y € M(<) und s, € R., mit £ + 1 = 1. Dann gilt:

E(XY]) < X[ Y],
$23.06 Beweis von Satz §23.05. In der Vorlesung. O
23,07 Korollar. Fiirs € R.,, r € R, und X € L, gilt | X ||, < || X/, und somit £, C L.
§23.08 Beweis von Korollar §23.07. In der Vorlesung. O
$23.09 Cauchy-Schwarz Ungleichung. Fiir X,Y € 0, gilt XY € £, und

[EXY)* < [IXI IIYIE = E(XPEY).
§23.10 Beweis von Satz §23.09. Die Aussage folgt direkt aus Satz §23.05. O
$23.11 Minkowski Ungleichung. Fiir X,Y € £, mits € R., gilt X +Y € £, und

1X + Yl < XN, + IV,
$23.12 Beweis von Satz §23.11. In der Vorlesung. O

$23.13 Bemerkung. Fiir s € R., ist ||-|| , eine Pseudonorm auf £,, das heiBt fiir X, Y € £, unda € R
gilt:
(i) [laX||, = lall| X]||, (Lemma §23.03 (ii));
(i) [[X + Y|, <[|X], + [[Y]], (Minkowski-Ungleichung §23.11);

(iii) ||X|, € Rsound X = 0 P-f.s.. impliziert || X||, = 0 (Lemma §23.03 (i)). O
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§24 Varianz, Kovarianz und Korrelation
$24.01 Erinnerung.. Fir XY € L, folgt aus Satz §23.05, dass X, Y, XY € £, gilt. 0
$24.02 Definition. Fiir Zufallsvariablen X, Y € £, bezeichnet
Cov(X,Y) IS ]E((X —EX))(Y — ]E(Y))) =E(XY)-EX)E®Y)
die Kovarianz zwischen X und Y.
\WVES] — Cov(X, X) = BE(|X-E(X)P) = E(X?)—|E(X)[> und = /Var(X)
heiBt Varianz bzw. Standardabweichung (standard deviation) von X (und P). O

$24.03 Lemma. Seien X,Y,Z € L, und a,b € R.

(i) Es gilt Var(X) = 0 genau dann, wenn P(X = E(X)) = 1, also wenn eine Konstante
c € R mit X = c P-f.s. existiert;

(i) Cov : L, x L, — R ist eine positiv semi-definite, symmetrische Bilinearform, das heif3t

(ii-a) Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (symmetrisch)
(ii-b) Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z) (linear)
(ii-c) Cov(X, X) € R., (positiv semi-definit)

und es gilt weiterhin Cov(a, X) = 0.

(i) Var : L, — R., ist die von Cov induzierte quadratische Form, sodass
(ili-a) Var(aX + b) = a*Var(X) und
(iii-b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) gelten.

$24.04 Beweis von Lemma §24.03. Ubung O

$24.05 Beispiel (Beispiel §22.04 fortgesetzt.).
(a) Sei X ~ Poi, mit A € R.,. Dann gilt E(X) = X und E(X?) = A\? + X (vgl. Beispiel §22.04
(¢)), sodass Var(X) = E(X?) — (E(X))?= A2+ X — \2 = )\ gilt.

(b) Fiir Z ~ N, gilt E(Z) = 0 und E(Z?) = 1 (vgl. Beispiel §22.04 (d)), so dass Var(Z) =
E(Z?) — (E(Z))*> = 1gilt. Firp € Rund o € R, ist X = p+0Z ~ N, . (vgl
Beispiel §10.12 (a)), sodass E(X) = cE(Z) + p = pund Var(X) = o?Var(Z) = o2 gilt.

(c) Betrachten wir wie in Beispiel §10.12 (d) einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor (X, Y")

mit Parametern py, 0 € R, 01,00 € R, und p € (—1,1), dann gilt X ~ N, . und
Y ~ N, (vgl. Beispiel §11.12 (b)), sowie Z; := 07 ' (X — 1) ~ N, und Z :=
05 (Y — p2) ~ N, (vgl. Beispiel §10.12 (a)). Der Zufallsvektor (Z;, Z) ist ebenfalls biva-
riat normalverteilt mit Parametern 1y = 0 = g, 07 = 1 = og und E(Z12,) = p € (—1,1)
(vgl. Beispiel §22.04 (e)). Insbesondere, gilt damit Cov(X,Y) = E((X — p1)(Y — p2)) =
]E((alZl)(ang)) = 0102p. O

524.06 Beste konstante Vorhersage. Fiir Y € L, und a € R heifit E(Y — a) Bias und es gilt die
Bias®-Varianz-Zerlegung

E(]Y —al?) = |E(Y) — a* + Var(Y).
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Die Abbildung a — E(|Y — a|*) nimmt ihr Minimum auf R genau bei o* = E(Y') an, sodass
minE(]Y —af’) =Var(Y) wund {E(Y)} =arg minE(]Y —al?)
acR

acR

gilt und a* = E(Y') beste konstante Vorhersage von'Y genannt wird. O

52407 Markov Ungleichung. Fiir Y € M., («) und s,c € R., gilt ey~ < Y, sodass Propositi-
on §21.04 (iv) impliziert P(Y > ¢) < e "E(Y?). O

$24.08 Tschebischeff Ungleichung. Fiir X € £, und ¢ € R., impliziert das Anwenden von Satz §24.07
auf Y = |X — E(X)|, dass P(|X — E(X)| > ¢) < e ?Var(X). O

$24.09 Bemerkung. Der Erwartungswert y := IE(X) und die Varianz 02 := Var(X) sind KenngréBen
der von X induzierten Verteilung P*, insbesondere hiingen diese nicht direkt von X sondern nur
von P* ab. Dies erklirt auch, warum in der Statistik der Wahrscheinlichkeitsraum (2, .27, P)
hiufig nicht angegeben wird, da die Beobachtung von X nur Riickschliisse auf die Verteilung
P* von X erlaubt. Betrachten wir die Varianz, so ist diese ein MaB der Streuung von X um
seinen Erwartungswert, da nach Satz $24.08 P(|X — p| > ko) < k2 fiir alle & € IN gilt. Damit
erhalten wir zum Beispiel P(|X — p| > 0) < 1, P(|X — u| > 20) < 0,25 sowie P(| X — u| >
30) < 0,12. Die Abschitzung Satz §24.08 ist sehr grob, da sie fiir alle Zufallsvariablen in £, gilt.
Kennt man die Verteilung von X, so kann man die Wahrscheinlichkeit genau ausrechnen. Zum
Beispiel fir X ~ N ., gilt P(| X —pu| < ko) = ®(k)—P(—k) = 2®(k)—1 (vgl. Beispiel §10.12
(a)), sodass P(|X — u| > ko) = 2 — 2®(k) und insbesondere P(|X — u| > o) = 0,32,
P(]X — p| = 20) =~ 0,04 sowie P(|X — p| > 30) ~ 0,0026. O

524.10 Erinnerung.. Fir XY € £, gilt| Cov(X,Y)| < std(X) std(Y") durch Anwenden der Cauchy-
Schwarz Ungleichung §23.09. O

s24.11 Definition. Fir XY € £, mit std(X),std(Y) € R., bezeichnet

e Cov(X,Y)
PLX. V) Elwrgaymri

die Korrelation zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y') = 0 gilt, heiBen X und Y unkorreliert.

€ [-1,1]

§24.12 Korollar.
(i) Fiir unkorrellierte Zufallsvariablen X,Y € L, gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

(11) Unabhiingige Zufallsvariablen X,Y € L, sind unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht.

§24.13 Beweis von Korollar §24.12. Die Aussage (i) folgt aus Lemma §24.03 (iii-b) und die Aussage (i1)
direkt aus Proposition §21.04 (vii) und Beispiel §24.14. O

§24.14 Beispiel.
(a) Sei (X;)iepn) ~ By, n € N, p € [0, 1], ein Bernoulli-Schema. Fiir jedes i € [n] ist X; ~ B,
mit P(X; = 1) = pund P(X; = 0) = 1 — p, sodass X; € £, mit E(X?) = p und
Var(X;) = p(1 —p) gilt. Da X = >, ., X; ~ Bin,, (vgl. Beispiel §22.04 (b)) und
Aliegn X istauch X € £, mit Var(X) = >, Var(X;) = np(1 —p). Im Fall p € {0, 1}
gilt also Var(X) = 0 sowie fiir beliebige p € [0, 1] stets Var(X) < n/4. Die relative
Hiufigkeit von Erfolgen p := X/n erfiillt IE(p) = p und Var(p) = z@ < £
(b) Sei X = |W; — Wy|und Y = W; + W, der Absolutbetrag der Differenz bzw. die Sum-
me der Augenzahlen von zwei unabhingigen fairen Wiirfeln (W;, W3) ~ Lapj,; (vgl. Bei-
spiel §11.12 (a)). Dann sind X und Y nicht unabhingig (vgl. Beispiel §16.09 (b)), aber X
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und Y sind unkorreliert, da Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 22 — 2.7 = 0 (vgl.
Beispiel §22.04 (a)).

(c) Sei (X,Y) bivariat normalverteilt wie in Beispiel §10.12 (d) mit Parametern 1, us € R,
01,092 € Ryund p € (—1,1). Dann gilt std(X) = o7 und std(Y) = o5 sowie Cov(X,Y) =
o109p (vgl. Beispiel §24.05 (b) bzw. (¢)) und somit 2(X,Y) = p. Da X und Y genau dann
unabhingig sind, wenn p = 0 gilt (vgl. Beispiel §16.09 (e)), sind also X und Y genau dann
unabhéngig, wenn sie unkorreliert sind. Achtung, es ist natiirlich moglich, dass X ~ N, .,
und Y ~ N, . unkorreliert sind, aber der Vektor (X,Y’) nicht bivariat normalverteilt ist.
Betrachte dazu zwei unabhingige Zufallsvariablen X und V', wobei X ~ N, und V" ist
eine Rademacher-Zufallsvariable, d.h. V € {—1,1} mit P(V = —-1) = 1/2 = P(V = 1).
Es ist nun leicht zu zeigen, dass die Zufallsvariablen Y := V' X und X unkorreliert sind und
dass Y ~ N, (Ubung!). Die Zufallsvariablen X und Y sind somit standardnormalverteilt
und unkorreliert, aber ihre gemeinsame Verteilung ist keine Normalverteilung (warum?).
Die nichsten Graphiken zeigen 5000 Realisierungen von (X,Y") (in griin) und zum Ver-
gleich 5000 Realisierungen einer bivariaten Standardnormalverteilung.

|

$24.15 Vorbemerkung.. Seien X, Y € £, Zufallsvariablen. Welche affine Funktion a X + b mit a,b €
R von X sagt Y am Besten vorher, im Sinne, dass der mittlere quadratische Vorhersagefehler
(Mean Squared Prediction Error, kurz MSPE) E(]Y — (aX + b)|?) minimal ist? Ist Var(X) = 0,
so befinden wir uns im Fall der besten konstanten Vorhersage $524.06, sodass wir im Folgenden
Var(X) € R., annehmen und mit

Ly :={aX +babeR} CL,
die Menge der Zufallsvariablen, die affine Funktionen von X sind, bezeichnen. O

s24.16 Beste lineare Vorhersage. Seien X,Y € L, mit Var(X) € R.,. Fiir jedes Z = aX +b € Lx
gilt die Bias®+Varianz-Zerlegung

E(Y — Z|*) = |E(Y)-E(Z2)]?+Var(Y — 2) = |E(Y) — al5(X) — b|* + Var(Y —aX).

Da fiir a* := 25 gijt Cov(Y — a*X, X) = Cov(Y, X) — a* Var(X) = 0, folgt

Var(X)

Var(Y — aX) = Var (Y —a*X + (a* — a)X) = Var(Y — a*X) + (a* — a)* Var(X);
Var(Y —a*X) = Var(Y) + (a*)* Var(X) — 2Cov(Y,a*X)
| Cov(X,Y)?

= VarlY) - =5 )

= Var(Y)(1 — P*(X,Y)).
Fiirb* == E(Y) — «*E(X) und Z* = a* X + b* gilt somit

E(Y — Z]*) = Var(Y —aX) > Var(Y — a*X) = E(]Y — Z*])
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wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn a = a* und b = b* gilt. Zusammenfassend nimmt die
Abbildung Z — E(|Y — Z|?) damit ihr Minimum auf Lx genau bei Z* an, sodass

min E(Y = Z1) = E()Y = 2'F) = Var(Y)(1 = (X, Y))

und  {E(Y) + (X~ B(X)) = 2"} = arg min B(|Y ~ Z[?)
X

gilt. 7* = a* X + b* wird beste lineare Vorhersage von'Y durch X genannt. O

§24.17 Bemerkung. Damingc;, E(]Y —Z|?) = Var(Y)(1—p?(X,Y)) gilt, interpretiert man p(X,Y))
auch als MaB fiir die Stirke der /inearen Abhédngigkeit zwischen X und Y. Zur Erinnerung
p(X,Y) € [-1,1] und im Extremfall | o(X,Y")| = 1 gilt somit E(|Y — Z*|?) = 0 fiir die beste
lineare Vorhersage Z* = a*X + b* von Y, also Y = a*X + 0" PP-f.s. nach Lemma §20.13 (i),
sodass bis auf einer Nullmenge Y gerade gleich einer affinen Funktion von X ist. O.

§25 Hauptkomponentenanalyse

2501 Erinnerung. Im Folgenden fassen wir wieder Vektoren als Spaltenvektoren auf, das heifit a =
(ay---a,)" € R'. Wir bezeichnen mit ||-|| die vom Standardskalarprodukt (-, -) auf R" induzierte
Norm, das heiBt, [la|| = /{a,a) = Vala = (3, a?)'/? fiir alle a € R". Weiterhin setzen

wir [af := 37, lasl. O

§25.02 Definition. Sei X = (X7 --- X,,)" ein Zufallsvektor (aufgefasst als Spaltenvektor).
() Falls [X| =3",,; [ Xi| € L1, also X; € £,,7 € [n], kurz X € £, dann heiBt

i€n

E(Xy)
E<X>=<E<X1>---E<Xn>>t=< s )ER’"‘
E(Xn)

Erwartungswertvektor von X.

(b) Falls || X|> = >l | X;i|? € £,,also X; € L,,i € [n], kurz X € £L,, dann heiBit

Cov(X) = (Cov(Xs, X)), jepuy = (]E({Xi —EX)HX, - ]E(Xj)})) .
— E((X — E(X))(X — E(X))") = E(XX") — E(X)(E(X))' € R™"
Kovarianzmatrix von X. O

$2503 Bemerkung. Fiir die Kovarianzmatrix ¥ := Cov(X) eines R"-wertigen Zufallsvektors X, falls
sie existiert, gilt Cov({a, X), (X, b)) = > icpuy 2 jefn) @ibj Cov(Xy, Xj) = b'Ea = (Za,b)
fir alle a,b € R". Insbesondere ist X symmetrisch, da Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;) fiir alle
i, € [n], und positiv semidefinit, da fir alle ¢ € R" gilt (Xc, ¢) = Var({(X,c)) > 0. O

2504 Lemma. Sei X ein R"-wertiger Zufallsvektor in L,. Fiir alle b € R" und A € R"™ ist dann
Y = AX +b ein R'-wertiger Zufallsvektor in L,. Bezeichnen wir weiterhin mit i := E(X) € R"

und %3 := Cov(X) € R den Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix von X, dann
gilt E(Y) = A+ bund Cov(Y) = AX AL

§25.05 Beweis von Lemma §25.04. In der Vorlesung. O
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$25.06 Bemerkung. Ist X ein R"-wertiger Zufallsvektor in £, mit p == E(X) € R" und ¥ :=
Cov(X) € R™™. Dann gilt E((X,a)) = (i, a) und Cov({a, X), (X,b))) = (Sa,b) fiir al-
lea,b e R O

52507 Beispiel. Fir X ~ N ist 4 = E(X) € R" der Erwartungswertvektor und ¥ = Cov(X) €
R™" die Kovarianzmatrix von X. O

§25.08 Erinnerung. Sei X eine positiv semidefinite Matrix. Da > symmetrisch ist, ist 2 insbesondere
diagonalisierbar, also, dhnlich zu einer Diagonalmatrix Diag(\) mit reellen Diagonaleintrigen
A= ()\i)ie[[n]], genannt Eigenwerte von Y. Es existiert also eine orthogonale Matrix U, also
U'U = E,, = UU?, deren Spalten (ui)ie[[n]], genannt Eigenvektoren, eine Orthonormalbasis des
R™ bilden, derart dass U'XU = Diag(\) gilt. Da ¥ positiv semidefinit ist, sind alle Eigenwerte
positiv, also \; € R.,, i € [n]. Im Folgenden nehmen wir an, dass die orthogonale Matrix U so
gewihlt ist, dass die Eigenwerte der Grofe nach angeordnet sind, dasheiSt Ay > Ao > ...\, > 0
gilt. O

$25.09 Definition. Sei X ein R"-wertiger Zufallsvektor in £, mit positiv semidefiniter Kovarianzmatrix
Cov(X)=3X € R"". Weiterhin seien A; > Ay > -+ > A, > 0 die der GroBe nach geordneten
Eigenwerte der Matrix ¥ und u; € R', i € [n] die zugehorigen Eigenvektoren. Dann heiflen
(ui)ic[n) Hauptachsen von ¥ und die reellen Zufallsvariablen ((X, w;) );c[,) Hauptkomponenten
von X. O

$25.10 Lemma. Seien u; € R', i € [n] Hauptachsen zu den der Gréfe nach angeordneten Eigen-
werte \y = Ny = -+ = N\, = 0 der Kovarianzmatrix > = Cov(X) eines Rn-wertigen
Zufallsvektors X in L,. Dann sind die Hauptkomponenten ((X,u;))ic[n) unkorreliert. Es gilt
Cov({X,wi), (X, u;)) = (Bu;,u;j) = )\i]l{i:j}, also insbesondere Var((X,w;)) = N, fiir alle
i,7 € [n], und somit Var({X,u;)) = Var({X,ug)) = --- = Var({X, uy,)).

§25.11 Beweis von Lemma §25.10. Direktes Anwenden der Definition. O

$25.12 Beispiel. Seien X ~ N ., A = (\;)ic[n) die Eigenwerte von X und die Hauptachsen (u;)ic[n]
von ¥ die Spalten der orthogonaler Matrix U. Dann gilt U*X ~ N, ..., und die Hauptkom-
ponenten ((X, u;) )ic[n sind somit unabhingig. O

§25.13 Definition. Seien X und Y ein Rk—wertiger bzw. R"-wertiger Zufallsvektor in £,. Fiir A* €
R"™" und b* € R" heift Z* = A*X + b* eine lineare Vorhersage von Y durch X. Z* wird

beste lineare Vorhersage von Y durch X genannt, wenn fiir alle A € R™ und b € R" gilt
By — 2|2 < B||Y - (AX + b)|2. 5

Die folgenden Ausfiihrungen in §25.14-§25.19 erlauben das zentrale Resultat der Hauptkom-
ponentenanalyse im Satz §25.20 zu beweisen, sind fiir diese Vorlesung aber nur weiterfiihrendes
Material.

§25.14 Bemerkung. Fiir eine Matrix A € R"" heiBt eine Matrix e R™" Moore-Penrose Inverse
von A, wenn AATA = A, ATAAT = AT und AA' sowie ATA symmetrisch sind. Die Moore-
Penrose Inverse ist eindeutig festgelegt. Sei B € R"" positiv semidefinit, so dass U'BU =
Diag(\) fiir eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix Diag(\) mit reellen Diagonal-
eintriigen A = (\;);efy- Setzen wir AT = (Aj)iem mit A\l = A7, (\;), das heit fiir \; € R.,
ist Al = A\! und ansonsten A = 0. Dann ist Bf = U Diag(\')U* die Moore-Penrose Inverse
von B. Allgemein ist AT = (A'A)TA' € R*" die Moore-Penrose Inverse von A € R™". O
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$25.15 Lemma. Seien X und Y ein Rk—wertiger bzw. R"-wertiger Zufallsvektor in L,. Setzten wir
Cov(Y,X) =E(Y —EY))(X — E(X))") dann ist

7* =E(Y) + Cov(Y, X) Cov(X) (X — E(X))

eine beste lineare Vorhersage von'Y durch X. Der Fehler ¢ :=Y — Z* und AX fiir beliebiges
A € R™ sind unkorreliert, also Cov(e, AX) = 0. Es gilt

Cov(e) = Cov(Y) — Cov(Y, X) Cov(X)! Cov(X,Y)
und E(e) = 0.

$25.16 Beweis von Lemma §25.15. Sei Z* = A*X + b%, also A* = Cov(Y, X)Cov(X)' und b* =
E(Y) — Cov(Y, X) Cov(X)'E(X). Dann gilt

—~

Cov(Y — Z*, AX) = B((Y — Z*)X*") At
—E((Y — E(Y))X)A! — Cov(Y, X) Cov(X)TE((X — E(X))X")A!

= Cov(Y, X)(E, — Cov(X)" Cov(X))A" = 0.

~—

Die letzte Gleichheit ist klar, falls Cov(X) regulir ist, ansonsten ist diese aufwendiger zu zei-
gen. (Wir nutzen aus, dass E,, — Cov(X )" Cov(X) eine Projektionsmatrix auf das orthogonale
Komplement des Bildes von Cov(.X) ist, und zeigen dass fiir jedes darin enthaltene Elemente v
gilt v' X = v'E(X) und somit Cov (Y, X )v = 0.) Fiir jede lineare Vorhersage Z = AX + b von
Y durch X gilt dann Cov(Y — Z*, Z* — Z) = Cov(Y — Z*,(A* — A)X) = 0 und somit

Cov(Y —Z2) = Cov(Y —Z*)+Cov(Z* — Z)+Cov(Y — Z*, Z* = Z)+Cov(Z*— Z,Y — Z*)
= Cov(Y — Z*) + (A* — A) Cov(X)(A* — A)

damit ist die Matrix Cov(Y — Z) — Cov(Y — Z*) positiv semidefinit, und wir schreiben kurz
Cov(Y — Z) > Cov(Y — Z*) und halten fest, dass Spur(Cov(Y — Z)) > Spur(Cov(Y —
Z*)). Wir benutzen weiterhin E||Y — Z||* = Spur(Cov(Y — Z)) und schlieBen E||Y — Z||? =
Spur(Cov(Y — Z)) = Spur(Cov(Y — Z*)) = E||Y — Z*||?, was zu zeigen war. O

s25.17 Korollar. Sei Y ein R"-wertiger Zufallsvektor in £, und X = AY fiir ein A € R“". Dann ist
7* = E(Y) + Cov(Y)A'(ACov(Y)A) (X — E(X))

eine beste lineare Vorhersage von' Y durch X = AY. Der Fehler ¢ := Y — Z* und Z* sind
unkorreliert. Es gilt

Cov(e) = Cov(Y) — Cov(Y)A'(ACov(Y)A")TACov(Y)
und E(e) = 0.
§25.18 Beweis von Korollar §25.17. Folgt direkt aus Lemma §25.15. O
$25.19 Bemerkung. Seien die Spalten u; € R', i € [n], der orthogonalen Matrix U Hauptachsen der
Kovarianzmatrix Y := Cov(Y') eines R'-wertigen Zufallsvektors Y. Fiir 1 := E(Y)) gilt dann

Y —p=UUY — p) = 3 icqmlY — i ui)u;. Bezeichnet (v)) e[, eine beliebige Orthonor-
malbasis des R, so gilt

EIY —pl? = 3 BQY — ) = 30 Var(Vo) = 3 (Svy0)
j€ln] j€ln] j€ln]

= Spur($) = > A

J€[n]
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(n.k

Im Folgenden nehmen wir an, dass Y zentriert ist, das heiit, = 0. Fur k € [n] sei U, ® €R )
die Matrix mit den Spalten (u;) jeqx. Fir Zp) == UnyUjy Y = > 2icpq(Ys wi) s gilt dann

E[lY - Zwl*= Y E(Yuw)’)= Y X

ic(k,n] i€(k,n]

Weiterhin sei £* := Rang(X) € [n] und k£ € (k*,n], so gilt A\, = 0 fiir jedes [ € (k*, k] und
somit (Y, u;) = 0 P-f.s. (da Var((Y,w;)) = ), so dass in diesem Fall

k) = Z<Y7 u)u; = Z (Yuipyu; = Zg=y P-fs.
ie[k] ie[k*]

gilt. Sei also k € [k*], so dass \; € R, fiir jedes [ € [k] gilt. Betrachten wir den Zufallsvektor
Xy = U(tk)Y der ersten £ Hauptkomponenten von Y, so gilt Ufk)ZU(k) = Diag(A)) mit
)\(k) = ()\i)ieﬂk]]’ also (U(tk)EU(k))T = Diag()\aj)) und

Ziy = XUy (U ZUwy) Xy = BUyy Diag(AG)) Ul Y = Uy Uly)Y = Zwy

ist eine beste lineare Vorhersage von Y durch X ;). O

$2520 Satz. SeiY ein zentrierter R'-wertiger Zufallsvektor in £, mit Hauptachsen (u;);ef, von Cov(Y').
Fiir k € [Rang(Cov(Y))] sei Uy, € R™" die Matrix mit den Spalten (s)ice) und sei X () =
U (tk)Y der R -wertige Zufallsvektor der ersten k Hauptkomponenten ((Y,u;) )icpe) von Y. Be-
zeichne mit Zjy = Uy UE‘/,C)Y = Zieﬂk}](Y, u;)u; eine beste lineare Vorhersage von'Y durch

X (). Fiir jedes A € R"" bezeichne 7% eine beste lineare Vorhersage von'Y durch AY, dann
gitBIY — Z, 1 = minyegen E||Y — Z3]|%. Damit ist Z,, eine beste lineare Vorhersage von
Y unter allen linearen Vorhersagen von'Y durch AY mit A € R%*m),

$25.21 Beweis von Satz §25.20. (i) Nach Korollar §25.17 ist Z% = A (ALA")TAY eine beste lineare
Vorhersage von Y durch AY fiir A € R"“" mit mittlerem quadratischen Vorhersagefehler

E|Y — Z4|? = Spur(X — LA (AXAN)TAY)

Wir bestimmen fiir

]R(km)

min E|Y — Z3||* = Spur(¥) — max Spur(SA/(AXAY)TAY)
AcR*™ Ae

eine untere Schranke.

(ii) Fir B = XY/2A! ist B(B'B) B! = i) die Darstellungsmatrix der orthogonalen Pro-
jektion auf V := Bild(B) und es gilt

Spur(S A (AT ANTAY) = Spur(XY/2B(B'B)' B'%'/?)
= Spur(EB(BtB)TBt) = Spur(HBﬂd(B)EHBﬂd(B)).

(iii) Da Rang(B) < kist Bild(B) € ¥ := {V: V Unterraum von R™ mit dim (V) < k}, so dass
min E|Y — Z4|]* = Spur(X) — max Spur(Igya ) X1siacs))
AcR®™ AeRr*™

> Spur(X) — max Spur(IlyXIly)
Ve
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(iv) Fiir beliebige ONB (v;);cpy von V € 7, gilt Spur(IlyXIly) = Zieﬂlﬂ(Evi,vi), somit ent-
spricht dem Maximieren iiber alle Unterrdume mit Dimension hochstens & gerade dem Ma-
ximieren iiber alle Orthonormalsysteme mit maximal & Elementen. Wir konnen nun per
Induktion iiber k zeigen, dass

%naXSpur(HVZHV) Z Yui, ) = Z)\
% i€[k] i€[k]

(v) Insgesamt also

min E|Y — Z3||* = Spur(X) — Z i = Z i
AeR™"

i€[k] 1€(k,n]

(vi) Die Behauptung folgt dann aus E||Y — Z )H2 D icten E(Y, ug)?) = D icn] Niv O

2522 Bemerkung. Das letzte Resultat ist die Grundlage fiir eine Vielzahl an Methoden zur Analy-
se von sehr groen Datensédtzen. Betrachten wir die beste lineare Vorhersage 7, () VOn Y durch
die ersten £ Hauptkomponenten ((Y,u;));cpx) von Y, so ist der mittlere Vorhersagefehler gera-
de > icqnny Var((Y, u;)). Wahlen wir also die ersten & Hauptkomponenten, so kdnnen wir nur
> ic(en Var((Y,u;)) der gesamten Variabilitdt 3 7, Var((Y, ;) ) nicht erkldren. Der erkldrte

Zie[[k]] Var((Y,u;))

2icng Var((Youq))

dungen geniigen nur wenige (zwei oder drei) Hauptkomponenten, um relativ 90% oder mehr der

gesamten Variabilitédt zu erklédren. m

Anteil wird typischerweise relativ angegeben, also € [0,1]. In vielen Anwen-

§26 Statistische Inferenz: endliche Stichproben Eigenschaften

Seien 2 eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf einem messbaren Raum (X, 2") und
v © — ' € R ein identifizierbarer abgeleiteter Parameter. Fiir n € IN betrachten wir im
Folgenden unabhingige und identisch-verteilte X-wertige Zufallsvariablen X;, ¢ € [n], mit
identischer Verteilung aus . Mit anderen Worten, die Zufallsvariable X' := (X,-),-Eﬂ,ﬂ ist ad-
dquat durch das statistische Produktexperiment (X", 2™, ') beschrieben. Wir schreiben kurz
X @ I Fir jedes 6 € © bezeichnet im Folgenden [ stets die Erwartung bzgl. B".

§26|01 GleichmaBig bester unverfalschter Test

526,01 Definition. Sei {7, 7 1} eine Partition der interessierenden Parameter und ¢ : X" — {0, 1}
ein Test, also © € M(2"), der Nullhypothese H, : 5#° gegen die Alternative H; : J#!. Die
Abbildung 6} : © — [0, 1] mit 0 — [(0) := Iy (p) heibt Giitefunktion und ihre Werte (5(6)
werden unter der Alternative, also § € © mit () € 1, kurz § € v~ 1 (), Macht von ¢
genannt. Der Test ¢ heiit unverfilscht zum Niveau « € [0, 1], kurz unverfilschter a-Test, wenn
¢ das Niveau « einhilt und seine Macht nicht kleiner als « ist, also 5(0) > « fiir alle § €
v~ H(A#) gilt. Bin Test ¢ heibBt gleichmdifig bester unverfiilschter Test zum Niveau o € [0, 1],
falls er ein unverfilschter a-Test ist und fiir jedes § € v~ (') die Macht ,(6) eines jeden
anderen unverfilschten a-Tests ¢ nicht groBer ist, das heifit, 5,(0) > £.(0) gilt. O

52602 Bemerkung. Ein Test o der Nullhypothese Hy : 57 gegen die Alternative H; : 5" hilt somit

das Signifikanzniveau o € [0, 1] ein, falls fiir die assoziierte Giitefunktion 5(0) < « fiir alle
0 € v () gilt. 0
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$26.03 Beispiel (Normalverteilungsmodell $512.12). Im stetigen statistischen Modell X © (N, ,)),.cr be-

Hs1)
trachte fiir beliebiges 1, € R das einseitige Testproblem der Nullhypothese H : 1 < i, also
f%’jg = R.,., gegen die Alternative H, : 1 > p,, also %’j}o = R.,.. Zur Erinnerung, da die
Verteilungsfamilie (N[, ) .cr einen monotonen Likelihood-Quotienten besitzt (Beispiel §12.12),
ist fiir jedes ¢ € R der Neyman-Pearson-Test o, mit Ablehnbereich {goc = 1} ={X, > ¢}
ein gleichmiBig bester Test zum Niveau 8, (11,) = N[, (X, > ¢) fiir das Testproblem der ein-
fachen Nullhypothese H, : |1 = 11, gegen die zusammengesetzte Alternative Hy : 1 > p,. Da
X ~ N, fir X ~ N | (vgl. Beispiel §17.13) erhalten wir 8, (11,) = ®(v/n(—c+ po)) (vgl.
Beispiel §10.12 (a)). Fiir & € (0,1) und kritischen Wert ¢, = Lo + 21_o/+/n mit a-Quantil z,
einer Standardnormalverteilung gilt dann 3, (1,) = cvund 3, (u) < a fiir alle p < p, (vgl.
Beispiel §05.07 (¢)). Somit ist fiir jedes o € ({b, 1) der Neyman-Pearson-Test mit Ablehnbereich
{V/n(Xn— o) = 21_4} €in gleichmdifig bester Test zum Niveau « des einseitigen Testproblems
der Nullhypothese H : 1 < p, gegen die Alternative /1 : ;o > pi,. In der folgenden Graphik
sind fir n = 1, g, = 100 und o = 0.05 die Giitefunktionen des Test , fiir die verschieden

Werte ¢ = 1 (blau), c = 1.69 =~ 2;_,, (rot), ¢ = 2.33 (griin) und ¢ = 3 (griin) dargestellt.

1.0

0.8

G(m)

0.0

Fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : i = 1, gegen die Alternative H : p #
11, ist jeder Test ¢, mit Ablehnbereich {¢, = 1} = {\/n|X, — | = ¢} mitc > z;_o» €in
a-Test. In der folgenden Graphik sind fiir n = 1, u, = 100 und @ = 0.05 die Giitefunktionen
des Test o, fiir die verschieden Werte ¢ = 1 (blau), ¢ = 1.96 = z_,/3 (rot), ¢ = 2.58 (griin) und
¢ = 3 (griin) dargestellt.

G(m)
06

04

0.2

0.0

Fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : © = p, gegen die Alternative H; :
1 F o ist der zweiseitige Test ¢ = Ty zix—p, >+, . .y Kein gleichmidBig bester o Test, da der Test
© = 1 mx_p)>= .y fr das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1 < i, gegen die
Alternative Hy : ;1 > i, auch ein a-Test fiir das zweiseitige Testproblem ist und fiir alle p > p,
eine grolere Macht besitzt. In der folgenden Graphik sind fiir n = 1, p, = 100 und o = 0.05
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die Giitefunktionen des zweiseitigen Tests ¢ (rot) und des einseitigen Tests ¢ (blau) dargestellt.

G(m)
04 06

0.2

0.0

Offensichtlich ist die Macht des einseitigen Tests ¢ fiir alle Parameterwerte 1 < i, kleiner als «,
so dass ¢ kein unverfilschter Test fiir das zweiseitige Testproblem ist. In der Vorlesung Statistik
I zeigen wir, dass der zweiseitige Test ¢ optimal in der Klasse aller unverféalschten a-Test fiir
das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : © = u, gegen die Alternative Hy : p # pi,
ist. O

§26|02 GleichmaBig bester unverfalschter Konfidenzbereich

$26.04 Definition. Seien ({R.,J}).<r eine Familie von Partitionen in richtige und falsche interessie-
rende Parameterwerte und B eine Bereichsschitzfunktion auf (X", 2™"), also {y € B} € 2"
fiir alle v € I'. Die Bereichsschitzfunktion B heilt unverfdilscht zum Niveau 1-«, kurz unver-
falschter 1-a-Konfidenzbereich, wenn B das Niveau 1-« einhédlt und B" (7 € B) < 1 — « fiir alle
v € %, und fiir alle § € O gilt. O

$26.05 Erinnerung.

(1) Fir v € I' sei R, und J, eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameter-
werte, dann bezeichnen 70 = {7 € Iy ¢ R, } und 7' = {7 € I':y € 5.} die assoziierte
Nullhypothese bzw. Alternative der interessierende Parameter.

(ii) Zu einer Bereichsschitzfunktion B bezeichnet (¢, ) er die assoziierte Familie von Tests mit
Ablehnbereich {c,o,‘ = 1} = {7 ¢ B}.

(iii) Zu einer (¢, ),er Familie von Tests bezeichnet B die assoziierte Bereichsschiitzfunktion mit
B(z) = {yeTl:ip@ =0}, ze X" 0

52606 Lemma. Seien ({R,,J,}),er eine Familie von richtigen und falschen interessierenden Para-
meterwerte und ({ ), /' })\er die assoziierte Familie von Nullhypothesen und Alternati-
ven. Dann ist . ein (gleichmdfsig bester) unverfilschter a-Test der Nullhypothese H, : %’fyo
gegen die Alternative H, %”71 fiir jedes v € T, genau dann wenn die zu (¢ ) cr assozi-
ierte Bereichsschdtzfunktion B fiir ({R,,J,}) er ein (gleichmdfiig bester) unverfilschter 1-c-
Konfidenzbereich ist.

§26.07 Beweis von Lemma §26.06. In der Vorlesung. O

$26.08 Beispiel (Normalverteilungsmodell $$26.03). Im stetigen statistischen Modell X © (N, ) .cr sind
fiir beliebiges 1, € R und a-Quantil z, der Standardnormalverteilung der rechtsseitige Test

©. = 1 m, p)>- .. der linksseitige Test 0. = 1 s, )< ., und der beidseitige Test
@b, = Lo o = gpr + 901 fiir das entsprechende Testproblem gleichmiBig be-
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ste unverfilschte o-Tests. Damit sind fiir die Familie ({RR,, J,}),er der richtigen und falschen
Parameter

(a) mit R, = R., und &, = R., der rechtsseitige KB (X, — 2;_,/+/1, 00);

(b) mit R, = R., und &, = R., der linksseitige KB (—oo7 X+ 21-a/V/N);

(¢) mit R, = {u} und &, = R, der beidseitige KB (X, + 21_,/2//1)

gleichmiBig beste unverfilschte 1-a-Konfidenzbereiche. m

§26|03 Beste erwartungstreue Schatzfunktion

$26.09 Definition. Sei 7 eine Schitzfunktion, also ¥ € M(2™") fiir den Parameter . Ist 7 € L,(E")
fiir jedes 6 € O, so wird :: Iy (7 — v(0)) Verzerrung oder Bias von 7 genannt. Der
Schitzer heiBt erwartungstreu oder unverfilscht, wenn Biasy(y) = 0 fiir alle § € © gilt. ¥
iiberschditzt (bzw. unterschditzt) im Mittel , wenn Biasy(y) € R., (bzw. Biasg(7) € R.,) fiir
alle 0 € O gilt.

$26.10 Erinnerung. Fiir & € IN bezeichnet W, := W,(#) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmal3e
auf (R, %) mit endlichem k-ten Moment, also fiir alle P € W,(#) gilt idx € L,(R,%,P) oder
dquivalent dazu E(]ide|*) = P(fids|*) = [ [2[*P(dz) € R., (vgl. Definition §23.01). O

$26.11 Definition. Fir n € IN sei W' := W/'(#) = {]P" = ®z6[[n]] P:PcwW( } die Menge aller
ProduktwahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, %") mit identischer Randverteilung aus W,(%). Fiir
jedes | € [k] heiien die abgeleiteten Parameter :W(2) — Rmit P — m"(P) := P(idy)

und YR : W,(#) — R mit P — M"(P) := P ((idx — m"(P))") das I-te Moment bzw. das [-te

zentrierte Moment. Fiir jedes P € W,(#%) sind u(P) := m"(P) und oi(P) := M(P) gerade der
Erwartungswert und die Varianz von P. O

$26.12 Bemerkung. Die (zentrierten) Momente sind identifizierbare abgeleitete Parameter und damit
zum Beispiel auch (m");cpy : W, — R', wobei die Abbildung (m");cps; auf W, offensichtlich
nicht injektiv ist. Betrachten wir zum Beispiel ihre Einschrinkung auf die Menge N,
{Nwz): (u,0) € R x IR>U} von Normalverteilungen, so ist m"’ = 1 und M® = ¢2. Der abgeleitete
Parameter (m(l), M® ) istauf N, somit injektiv, aber m" oder M® allein sind nicht injektiv. O

$26.13 Definition. Fiir [ € IN werden fsdl € M(#") mit x — m(z) = 1 ZZeM x und M‘,,I e M(&#
mit 2 — M) = 1 v Diepn) (@i — m'")! empirisches Moment bzw. zentriertes empirisches Mo-
ment der Ordnung l genannt. 0

$26.14 Bemerkung. Die Statistik M" verwendet den abgeleiteten Parameter m"” und ist somit nur un-
ter der unrealistischen Annahme, dass m"" bekannt 1st, ein Schétzer fiir M". Betrachten wir das
statistische Produktexperiment (R", %", W,") so sind auf Grund der Linearitiit der Erwartung .
und 1\A/I§f> erwartungvtreue Schéitzer f'Lir m® bzw. M. Fiir jedes i 6 [n] erfiillt die Koordinaten-
projektion IT, € M(#") in der Tat m"“(P) = P"(IT"), so dass aus m’ = 1 w Dicpny i folgt
Biasp (i) = P" (i) — m"(P) = L 3~ (P"(IT)) — m"(P)) = 0.

i€n]

Wei}:erhin folgt aus M"(P) = P"((IT, — m™(®))!), i € [n], und M) = £57, o (I, —m")!
auc

i€n]

Biasp (M) = P" (M) - M"(P)) = L 3~ (P"((IL, - m"())!) — M"(P)) = 0.
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Ist m" nicht bekannt, und somit 1\7[ als Schéitzfunktion nicht mehr verwendbar, so betrach-

tet man iiblicherweise die Statistik V. € M(#") mit = — V" (z) = LY ey (i — WY @)
Die Statistik V' = %Zie[[n]] (I, — m\"”)" erhalten wir durch das Ersetzen des Erwartungs-
wertes m"(P) = p(P) durch das empirische erste Moment 11, := %Eiem I, = m”, diese

Vorgehensweise wird hidufig Momentenmethode genannt. Im Spezialfall [ = 2 ist MP(P) =
P (\id]R — ,u(]P)|2) = 0*P) gerade die Varianz von IP. Mit Hilfe elementarer Umformungen gilt

i€n]

Da (Hi)ie[[n]] unabhingig und identisch verteilt sind, sind die Zufallsvariablen Y; := %(H —u(P)),
i € [n], zentriert und unabhéngig, sodass aus Lemma §24.03 (iii) folgt

P'(ITL, — u(P)) = Var(Y_ Vi) = Y~ Var(¥y) = & Y P'(ITL — u(P)*) = Lo*(P).

i€n] i€n] i€[n]
Damit erhalten wir Biasp (i\/;(g)) = ——0 %(P), da

P (V) = P"(MY) — P"(|TL, — u(P)?) = o*(P) — Lo?

H
=
Il

s

|

AR
Q
S
=

sodass der Schitzer V% im Mittel die Varianz ¢ unterschitzt und ein erwartungstreuer Schitzer
fiir o® die Statistik V. = A 57 2 e M) ist.

O

$26.15 Definition. Fiir X © W,'(%) heifen @ = m"(X) und = Lo Z e[ (X — X,)? empiri-
scher Mittelwert bzw. empirische Varianz. Wir schreiben abkiirzend =14/S ( O

Fiir jedes # € O und jede Statistik S € L,(E") bezeichnet Var, (S (
Folgenden stets die Varianz von S bzgl. B".

s26.16 Definition. Seien 7,7 € L,(E") fiir jedes § € O zwei erwartungstreue Schitzfunktionen fiir ~.
7 heiBt (relativ) effizienter als 75, wenn Var,(7) < Var,(7) fiir alle 6 € O gilt und ein § € © mit
Var,(7) < Var,(7) existiert. 4 wird (absolut) effizient genannt, falls es keinen erwartungstreuen
Schitzer gibt, der (relativ) effizienter als 7 ist. O

$26.17 Beispiel (§79.03 (d) forigesetzt). Sei X @ (Ujy)oer.,» so gilt Ugy(Il,) = wu(Us,) = 6/2 und
Var,(I1,) = 0*(U,,) = 6%/12 fiir jede Koordinatenabbildung IT,, € [n] (nachrechnen!). Wen-
den wir die Momentenmethode an, so erhalten wir den Schitzer 91 = 2X, fiir 6. Andererseits
haben wir in Beispiel §12.23 (c) gezeigt, dass 0, = max;e[n) X; der MLS fiir ¢ ist. Offensicht-
lich ist 91 ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0 Andererselts nach Beispiel §19.03 (d) ist 02 eine
stetig-verteilte Statistik mit Dichte f,(z) = 22" —1,,,(z), z € R, sodass U}, (6,) = 50 und
B1a89(02) = —0/(n + 1) gilt. Damit unterschatzt der MLS 6, im Mittel 6. Der korrigierte MLS
(93 = Bl maxze[[nﬂ X ist folglich erwartungstreu Firn € IN., 1st der korrigierter MLS 93 ef-

ﬁz1enter als der Momentenschitzer §; = 2X,,, da Var,(63) = e +2 =07 < 07 = Var, (6;) fiir

n > 1 gilt (nachrechnen!). Fir n = 1 ist 51 = 2X; = /9\3. In der Vorlesung Statistik I wird
gezeigt, dass 05 (absolut) effizient ist. ]

$26.18 Definition. Fiir jedes # € © und jede Statistik S € L,(R) wird

MSE(S) ()
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mittlerer quadmtischer Fehler (Mean Squared Error) von S genannt. Seien 7,7 € L,(R") fiir
jedes 6 € ©. 7 heibt besser bzgl. des MSE als 7, wenn MSEy(7) < MSEy(7) fiir alle 6 € © gilt
und ein 0 € © mit MSEy(7) < MSEy(7) existiert. O

§26.19 Beispiel.
(a) Fur X @ (Upy, )geR und n € N, ist bzgl. des MSE der korrlglerter Maximum-Likelihood-

>0

Schitzer (MLS) 93 = "“ max;c[n] X; besser als der MLS 92 = maX;e[,) X;. In der Tat es
gilt

MSEy(f3) = 2~ < 202 — MSE,(6,).

(n+2) (n+2)(n+1)

Weiterhin ist der MLS 79\2 = maX;e[,] X; besser bzgl. des MSE als der Momentenschitzer
é\l = 2777,9 da

MSEy(6,) = % = MSEy(6:)

gilt (nachrechnen!).

(b) Fiir X @ (N, ) (u,0>)erxr., und n € IN., ist die empirische Varianz §i2) ein (absolut) effizi-
enter Schitzer fiir o> (Vorlesung Statistik 1) aber bzgl. des MSE gilt

N (V= 0717) =MSE(00 (V) = 2580 < ;270" = MSE(,(S.),

n

sodass der Schitzer V? fiir o2 besser als S'” bzgl. des MSE ist. m

§26|04 Lokations-Skalen-Modell

$26.20 Definition. Fiir einen R'-wertigen Zufallsvektor X ist ein Lokations-Skalen-Modell adiquat,
wenn X © W,'(%) gilt, also die Koordinaten von X = (X;);c[,] sind unabhéngige und iden-
tisch verteilte (u.i.v.) reelle Zufallsvariablen mit identischer Randverteilung P € W,(%). Wir
betrachten die identifizierbaren Parameter ;o : W, — R mit

P — uP) = m"(P) = P(idy) = / zP (dz)
R
und ¢? : W, — R., mit
P — o*(P) = MP(P) = P (Jidy — pu( /\x— P)|?P(dz),

und schreiben abkiirzend X ® (E}..)) (1.07) CBx R,

tungswert 1, € R als bekannt vorausgesetzt, so schreiben wir abkiirzend X @ ( ot )MGR bzw.

X (P:[,))UQER}O. O

Wird die Varianz ¢? € R., bzw. der Erwar-

2 o alle P € W(£) mit u = p(P) und 0 = o(P) zusammen und
die abkiirzende Schreibweise X © E, ., meint X ~ P firein P € E, .. O

$26.21 Bemerkung. Wir fassen unter P

§26.22 Beispiel.
(a) Bernoulli-Schema: X @ (B;L)pe[o,l}’ ane
X ( A ) pelo]’ Der MLS und Momentenschitzer p = X, fiir p ist erwartungstreu und
(absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

dann gilt (B,) = p und 0*B,) = p — p? also auch
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(b) Binomialverteilungsmodell: X (Bin’fmp))pe[o i
50p(1 — p) also auch X ® (E;Epm(l_mp))pe[o - Der MLS und Momentenschitzer p = X, /50
fiir p ist erwartungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

(c) Poissonverteilungsmodell: X @ (Poi:)

auch X ® (Br,) rer_ - Der MLS und Momentenschiitzer X = X, fiir \ ist erwartungstreu
und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I).

dann gilt y(Bin,,) = 50p und ¢*(Bin,,,) =

A+ dann gilt p(Poi) = A und o*(Poi) = A also

(d) Exponentialverteilungsmodell: X @ (Exp})aer.,, dann gilt pu(Exp,) = A~ und *(Exp,) =
A2 also auch X @ (B ), - Der MLS und Momentenschiitzer X = (X,)"! iiber-

schitzt im Mittel A mit BiasA(X) = A\/(n — 1), der korrigierter MLS X = (20 X,) 7! st
erwartungstreu und (absolut) effizient (Vorlesung Statistik I). O

$26.23 Erinnerung. Ineinem Lokations-Skalen-Modell X & ist das empirische Mit-

(EIZUQ)) (1,02)ERXR,,

tel X, ein erwartungstreuer Schitzer fiir ;2 und die empirische Varianz S ein erwartungstreuer
(n-1) G

2 n
g

Schiitzer fiir 2. Die folgenden Tests basieren nun auf den Statistiken g (X, — 1) bzw.

deren Verteilung wir unter einer zusdtzlichen Normalverteilungsannahme in Abschnitt §26/05
herleiten. -

52624 Testen des Erwartungswert. Fiir einen R"-wertigen Zufallsvektor X sei ein Lokations-Skalen-

Modell, also X @ (E/) (o) crxr, Adaquat. Fiir 4, € R und ¢ € R., betrachten wir

(a) denrechtsseitigen Test o) := 1, 5 )., flr das einseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : ppo < i, gegen die Alternativhypothese H : o — p, > 0;

(b) den linksseitigen Test ! := 1 % _,. <., fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : > i, gegen die Alternativhypothese Hy @y — p, < 0;

(c) den beidseitigen Test ¢ := L, i 155, fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : 1 = p, gegen die Alternativhypothese Hy : 1 — p, # 0. O

52625 Testen der Varianz. Fiir einen R'-wertigen Zufallsvektor X sei ein Lokations-Skalen-Modell,
also X ® (R’ZGZ)) (1.0°)RXR., addquat. Fiir 62 € R., und ¢°, ¢, € R., betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test ¢ = 1y, )52/, fUr das einseitige Testproblem der Nullhypo-
these Hy : 0 < 0, gegen die Alternativhypothese H; : 0 /0, > 1;

(b) den linksseitigen Test ', := 1y,,_1)5.2/0<.; fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : 0 > o, gegen die Alternativhypothese H; : 0 /0, < 1;

(c) den beidseitigen Test 902’07% = 1 180c0ry T Ly 18,0500y fUr das zweiseitige Testproblem
der Nullhypothese Hy : 0 = o, gegen die Alternativhypothese H; : 0 /0, # 1. m

$26.26 Bemerkung. Mochten wir sicher stellen, dass die in Definition §26.24 (bzw. Definition §26.25)
angegebenen Tests ein vorgegebenes Signifikanz-Niveau o € (0, 1) einhalten, so miissen wir
den kritischen Wert ¢ € R., (bzw. ¢, ¢, € R.,) entsprechend wéhlen. Dies ist aber nur mog-

lich, wenn die Verteilung der standardisierten Statistik ‘é—ﬁ(y — 1,) (bzw. %gﬁm) unter der

Nullhypothese bekannt ist, wie es zum Beispiel im normalen Lokations-Skalen-Modell (Ab-
schnitt §26105) der Fall ist. Die angegebenen Tests konnen wir direkt benutzen (vgl. Satz §12.33),
um einseitige bzw. zweiseitige Konfidenzbereiche fiir den Erwartungswert p (bzw. die Varianz
0?) anzugeben. Zum Beispiel ist (X, & cgn/ Vvn) (bzw. ((n — l)gf?) [Cu, (n — 1)§S> /co)) der
assoziierte zweiseitige Konfidenzbereich. In Kapitel 6 untersuchen wir das asymptotische Ver-
halten der Verteilung von X, sowie §(2 ), also wenn n — oco. Diese Resultate erlauben dann, den
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kritischen Wert c so zu wihlen, dass zu mindesten asymptotisch, also fiir n — oo, das Signifi-
kanzniveau eingehalten wird. O

Zwei-Stichproben-Modell

$26.27 Vorbemerkung. Die zufilligen Messwerte der beiden Segmente des Fiirsten G. Ometry in Bei-

spiel VI im Kapitel 1 Prolog kénnen wir als Stichproben von X @ (.., )(u o)erxr., Und

Y (leg >) (10.02)CRXR.. auffassen, das heil3t, sie konnen separat addquat durch ein Lokations-

Skalen-Modell beschrieben werden. Fiir 1, = 1@ und p, = ﬁ ist damit die zu iiberpriifende
Nullhypothese Hy : iy = i, der interessierende Parameter ist also p, — 1. Es erscheint reali-
stisch, dass X und Y unabhingig sind. In diesem Fall sprechen wir von einem Zwei-Stichproben-
Modell mit unverbundenen Stichproben. Im Folgenden nehmen wir an, dass X und Y unabhingig
sind, aber dieselbe Varianz besitzen, das heifit, der Zufallsvektor (X, Y) ist addquat durch das
statistische Modell (R"™", "™, (P ., @ P ) (s oyeri . ,) Deschrieben. Die Situation ver-
schiedener Varianzen wird Behrens-Fischer Problem genannt, welches noch immer ungelost ist.
Fiir die interessierenden Parameter /i, und s, sind dann X, bzw. Y, erwartungstreue Momenten-
schitzer (Beispiel §26.22). Betrachten wir die Varianz 02, so sind S® .= nil > ie[n] (X — X,)?

und gu) = the[[m]] (Y; — ?,,1)2 unabhingige erwartungstreue Momentenschitzer fiir 0%, und

somit ist der Schitzer = ﬁ[(n —1)S” + (m — 1)S"”] ebenfalls erwartungstreu. Es

ist nun nahe liegend basierend auf der Statistik X, — Y,, fiir den interessierenden Parameter
VnrmQ .
%Sn,m] mit

— [y Zum Be1sp1el einen zweiseitigen Konfidenzbereich der Form [X, —Y, +¢

— 1/S” anzugeben und somit {0 # [X, - Y, +c V\;Lnirzn Sn,m]} als Ablehnbereich des asso-
zuerten zweiseitigen Tests der Nullhypothese Hj : py — i, = 0 gegen die Alternativhypothese

Hy : py — iy # 0 zu betrachten. O

§26.28 Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte. Fiir zwei Zufallsvektoren X und Y mit identischer
Varianz der Randverteilungen, sei ein Zwei-Stichproben-Modell mit unverbunden Stichproben,

also (X,Y)® (B!, ® PL”(,))(# o oeE xR, Addquat. Fir ¢ € R.., betrachten wir

(a) den rechtsseitigen Test ! := ]l{X s mg

these Hy : py < 1y gegen die Alternatlvhypothese Hy o pye — iy >0

fiir das einseitige Testproblem der Nullhypo-

T

j

(b) den linksseitigen Test ', := ]l{X v c‘/ﬁé 5 fiir das einseitige Testproblem der Nullhypo-
these H : p1c > 11, gegen die Alternativhypothese — 1y < 0;

(c) den beidseitigen Test " := ]I{W,ﬁ?n,@c“%@w fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhy-
pothese Hy : p, = 1, gegen die Alternativhypothese Hy : py — 1 # 0. m

§26.29 Vorbemerkung. Analog beschreiben wir die zufélligen Messwerte der abgefiillten Volumen
in den 33cl bzw. 75cl Bierflaschen der Abbaye de Rochefort in Beispiel VI im Kapitel 1 Pro-
log als Zwei-Stichproben-Modell mit unverbundenen Stichproben, also (R"™", 2", (B! ., ®

Die Varianz o3 bzw. o7 kann als Maf3 der Genauigkeit der Abfiillanlage

“ZL"’”)NX,MY GR,U)%,UEJ&O)'
interpretiert werden, so dass die Nullhypothese H : oy = o7 abzulehnen ist, wenn die Abfiillan-
lage nicht dieselbe Genauigkeit fiir die kleinen und grof3en Bierflaschen besitzt. Es ist nun nahe
liegend, mit Hilfe der Statistik /S\f?) / §(2) fiir den interessierenden Parameter o3 /o7 Konfidenzbe-
reiche bzw. Tests zu konstruieren. 0

$26.30 Tests auf Gleichheit der Varianzen. Fiir X und Y sei ein Zwei-Stichproben-Modell mit un-
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verbunden Stichproben, also (X,Y)® (B! .., @ B, addquat. Fiir ¢°, ¢, € R.,

(0 )NX7MYER7O-)2(7UY2]R‘>O’

betrachten wir

(a) den rechtsseltlgen Test o, = lgo 5., fr das einseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : 0% < oy gegen die Alternatlvhypothese Hy:o0ifo} > 1;

(b) den linksseitigen Test ', := Tgo 5oy flir das einseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : 0% > o} gegen die Alternativhypothese H; : o3 /o7 < 1;

(c) den beidseitigen Test (pl;(,’cu = lge g0y + Ligo o, fir das zweiseitige Testproblem der
Nullhypothese Hy : o3 = oy gegen die Alternativhypothese H; : o3 /o7 # 1. 0

Anmerkung. Betrachten wir zum Beispiel den Verbrauch verschiedener Motorrdder vor und
nach einem Motortuning, so werden immer zwei Ergebnisse an einem Objekt gemessen. Be-
schreiben wir diese Situation durch ein Zwei-Stichproben-Modell mit X & (E: o)

(Verbrauch vor dem Tuning) und Y @® ( (M))”YE]R SR,
es unrealistisch anzunehmen, dass die Stichproben unabhingig sind. Ist der interessierende Pa-
rameter die Differenz des mittleren Verbrauchs u, — p,, so betrachten wir die Differenz der
Beobachtungen X — Y := (X, — Y;)ie[[n]], die dann adiquat durch ein Lokations-Skalen-Modell
X-YE (B:"”)MER,JZERN. beschrieben wird. Mochten wir Gleichheit y, = 1, der Erwartungs-
werte testen, also gleicher mittlerer Verbrauch vor und nach dem Tuning, so kdnnen wir nun fiir
die Differenz X — Y direkt die Nullhypothese H, : 1 = 0 mit Hilfe der Definition §26.24 testen.

O

)H‘ €R UX]R‘>U
(Verbrauch nach dem Tuning) so ist

§26/05 Normales Lokations-Skalen-Modell

Im Folgenden sind (Zz')ie[[o m+x] unabhéingige und identisch standardnormalverteilte Zufallsva-

riablen, also (Z;)ic[o,m+x] ~ Not;nﬂc

§26.32 x’-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

:ZZE

ic[k] 10

heiBt (zentrale) x’-Verteilung mit k Freiheitsgraden (vgl. Bei- -
spiel §17.12 (c)), kurz . Fir o € (0, 1) bezeichnen wir [ e
weiterhin den Wert Xi . € R, als @-Quantil einer (zentralen) X-

Verteilung mit & Freiheitsgraden, falls N}, (Q < X ) = agilt |
Fiir § € R heiBt die Verteilung der Zufallsvariable

0.0 T
0 2 4 6 8

W .= (2, + 5 Z Z; 2 X_-Dichtefunktionen
1€[2,k]

nicht-zentrale x*-Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichtzentralitiitsparameter 62, kurz
sowie x* (6?) € R., fiir das a-Quantil einer nicht-zentralen x*-Verteilung mit &

Freiheitsgraden und Nichtzentralitdtsparameter 62, d.h. Ny, (W < Xia<52)) = . O

2033 Korollar. Es gilt u(x’) = k, 0°(x’) = 2k und p(x’#) = 62 + k. Fiir 7 ~ No., v € R" und

A€ R™ mit Rang(A) = p gelten aufierdem: (i) | Wy ZI? ~ \ und (id) || Z-+0]2 ~ (o]

§26.34 Beweis von Korollar §26.33. In der Vorlesung. O
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$26.35 (Student-) t-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

heillt (Student-) t-Verteilung mit k Freiheitsgraden, kurz , ;
und t, . € R bezeichnet das a-Quantil einer Student-t-Verteilung — *;= =0
mit k-Freiheitsgraden, d.h. Not (T < t,.,) = o t,-Dichtefunktionen

$26.36 Bemerkung. Die Student-t,-Verteilung mit einem (£ = 1) Freiheitsgrad entspricht gerade der
Cauchy-Verteilung. Fiir jedes £ € IN besitzt die t, - Verteilung endliche Momente nur der Ordnung

s € [k]) (sie ist heavy-tailed). Insbesondere, ist T' ~ t, so gilt u(t,) = 0 fir & € IN.,, sowie

’(t,) = k/(k — 2) fur k € N.,. O

$26.37 Korollar. Fiir X ~ N|. . sind \/TE(YH — p) ~ N, und UISENN X°_, unabhdngig, so dass

T = (X, — p) ~ t,, mit S, = \/S? gilt

§26.38 Beweis von Korollar §26.37. In der Vorlesung. O

$26.39 t-Tests fiir den Erwartungswert.. Fiir einen R -wertigen Zufallsvektor X sei ein normales
Lokations-Skalen-Modell addquat, also X @ ( . Uz)) (11.0?)CRXR. . Dann hdlt der rechtsseitige

Test ! mit ¢ = t,_, ,_,, der linksseitige Test gpc mit ¢ = t,_, ., und der beidseitige go mit
€ = Y1) (1o 2 dem entsprechenden Testproblem in Deﬁnition §26.24 das Signifikanz-Niveau
€ (0,1) ein.

2640 Bemerkung. In der Vorlesung Statistik I zeigen wir, dass diese Tests auch gleichmifig beste
unverfilschte Test sind. O

$26.41 *-Tests fiir die Varianz.. Fiir einen R -wertigen Zufallsvektor X sei ein normales Lokations-
Skalen-Modell addiquat, also X © ( .0 ) (107 ERXR., Dann hdlt der rechtsseitige Test  mit

_ 2 . o 2 . o b .
Cy = men,ufay der lmkssez{ttge Test o7, mit ¢® = Xty und der beidseitige Test p/, ., mit
0 = in s und ¢, = ani])w zu dem entsprechenden Testproblem in Definition §26.25 das

Signifikanz-Niveau o € (0, 1) ein.

Zweistichproben Problem

2042 Korollar. Fiir (X,Y) ~ N @ NI sind Y2 (X, =Y, — (ux — i) ~ N,,, und

(i ovntm
(n+m—2)Q _ n—l)A(Q) (m— 1) 2 N - _ V ~
—S,L m —— O, Sis. X.,, , unabhingig, so dass T, ,, = W= \/M(X
Y, — (py — i) ~ t,.,,. , mit S = S<2) gilt.
2643 Beweis von Korollar §26.42. In der Vorlesung. O

$26.44 t-Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte. Fiir zwei Zufallsvektoren X und Y mit identi-
scher Varianz der Randverteilungen sei ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit unverbun-

den Stichproben, also (X,Y)® (N ., @N ) (e f, 02)ER R addiquat. Dann hdilt der rechts-
seitige Test ! mitc =+t ., , ., der linksseitige Test ol mit c = biim_n).0_w) und der beidseitige
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@b mit c = ¢ (rim-2).(1-02 24 dem entsprechenden Testproblem in Definition §26.28 das Signifikanz-
Niveau o € (O 1) ein.

$26.45 Beispiel. Betrachten wir die zufilligen Messwerte der beiden Segmente des Fiirsten G. Ometry
in Beispiel VI im Kapitel 1 Prolog. Dann erhalten wir die Schitzwerte 73, ~ 9.51, y5; ~
10.49, S () ~ 0.42, S (y) ~ 1.05, sodass S\ (z,y) ~ 0.74, G311 = 1/ Swrai(z,y) ~ 0.86

und damit ggl‘/f 7 |T31 — Us1| =~ 4.5. Unter der Annahme, dass ein normales Zwei-Stichproben-

Modell mit unverbunden Stichproben, und gleichen Varianzen vorliegt, hilt der beidseitige ¢”
mit ¢ = t,,,_,,, das Niveau « ein. Fir o = 0.05 erhalten wir t;, , ,, = 2.00. Da 4.5 > 2 kdnnen
wir die Hypothese der Gleichheit zum Niveau o = 0.05 ablehnen. m

$26.46 (Fisher-) F'-Verteilung.. Die Verteilung der Zufallsvariable

Loy 72

Fo— zeﬂnﬂ
z: 1n+4 2 7
2€ﬂkﬂ
heilt zentrale (Fisher-) ¥-Verteilung mit m und k Freiheitsgra- o — di1=1, d2=1
den, kurz ¥ und bezeichnen mit F, , . das a-Quantil einer ~ © | - g o
zentralen Fisher- F - Verteilung mit m und k Freiheitsgraden, d.h. d1=100, d2=1
m 9 d1=100, d2=100
NotH(F < F,,.) = a. ° 1IN
Fiir 6 € R hei3t die Verteilung der Zufallsvariable o | e ,
° T T T T T T
H(Z 40P+ X 7 SRR R
W .= ze[[Q,m]] F,, ,,-Dichtefunktionen
EE: n1+1

zeﬂkﬂ

nicht-zentrale (Fisher-) ¥ -Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralitiitsparame-
ter 6%, kurz QUARMMERY sowic F,, (5°) € R fiir das a-Quantil einer nicht-zentralen Fisher-

m,k,o
F, ,(0®)-Verteilung mit m und k Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter 42, das heift

N(:;’“(W <E,,.0) =a O

52647 Bemerkung. Sei F' ~ F,, mit & € IN.,, dann ist F~! eine F,  -verteilte Zufallsvariable. Fiir
T ~ t, ist T? eine F, ,-verteilte Zufallsvariable. O

$20.48 F'-Tests auf Gleichheit der Varianzen. Fiir X und Y sei ein normales Zwei-Stichproben-
Modell mit unverbunden Stichproben, also (X,Y)® (N[, ., @ N[\ . )) e CRuo? GPCR addiquat.

Dann hiilt der rechtsseitige Test ¢ mit ¢, = ¥, . ., der lznkssemge Test ¢, mit ¢° =
. o, b . 0 __ ) o
F, und der beidseitige t-Test pJo , mit ¢ =¥, .oundc, =¥ .,zudem

(n—1),(m—1),a

entsprechenden Testproblem in Definition §26.30 das Signifikanz-Niveau o € (0, 1) ein.

$26.49 Beispiel. Betrachten wir die zufilligen Messwerte der abgefiillten Volumen in den 33cl bzw.
75cl Bierflaschen der Abbaye de Rochefort in Belsi)lel VI im Kapltel | Prolog. Dann erhalten
wir die Schitzwerte Ty ~ 32.94, Ty, &~ 74.98, SU(x) ~ 0.74, Se (y) ~ 0.81, und damit
SP(2) /§f§) (y) =~ 0.91. Unter der Annahme, dass ein normales Zwei-Stichproben-Modell mit
unverbunden Stichproben vorliegt, hilt der beidseitige F-Test ¢?, e, mit ¢ = F, ., und
¢, = F, ., das Niveau « ein. Fir o = 0.05 erhalten wir I, ,, ,,,, = 1.86 und I, ,,, ~ 0.54.

Da 0.91 € (0.54,1.86) konnen wir die Hypothese der Gleichheit der Varianzen zum Niveau
o = (.05 nicht ablehnen. m
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Kapitel 6

Grenzwertsatze

§27 Konvergente Folgen von Zufallsvariablen

Im Folgenden sei stets (§2, .7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und £, = £,(2.#.P) ,p € R.,.

52701 Erinnerung. Fiir eine Folge reeller Zahlen (z,,),cn existiert der Grenzwert

r = lim x, = lim inf z,, = lim supz,, € R
Nn—00 n—00 n—00

genau dann, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
(i) 3z € R :lim sup,_,, |zt — z,| = 0;
(i) VeeR,y:An. e N:VEmeNN.,, |z — 2z, <&

(i) Vee Ry:dn. e N: sup |z —ap| =sup {\:vk — T kym € ]N%} <g
k,meN,,

(iv) im sup |zx — 2| =0,also sup |zp — x| | 0;
n—00 k,meN., k,meNlN.,

(V) infne]N sup |Ik - xm| =05
k,melN,,

(vi) inf,eny sup |z, — x| = 0.

melN,,
Eine Eigenschaft oder Beziehung wird IP-fast sicher (IP-f.s.) oder IP-fast iiberall (IP-f.i.) ge-
nannt, wenn sie bis auf einer P-Nullmenge iiberall gilt. Eine reelle Zufallsvariable X € M(«)
auf (2, o7, P) besitzt den Wertebereich R, und ist insbesondere auch eine numerische Zufalls-
variable, kurz X € M(« ), mit Wertebereich R. O

$27.02 Definition. Eine Folge numerischer Zufallsvariablen (X, ),cn aus M() konvergiert P-fast si-
cher, wenn gilt

X, =liminf X,, = lim sup X,, = X* P-fs.,, dassheifit, P(X,=X")=1.

n—oo n—oo

Wir sagen, eine Folge (X, ), aus M (<) konvergiert P-f.s. gegen X € M(«), kurz ,
wenn X = X, = X* P-f.s. gilt. O
$27.03 Bemerkung. Konvergiert P-f.s. eine Folge numerischer oder reeller Zufallsvariablen (X,,),en

und setzen wir X := X,, dann gilt offensichtlich X, P15 X Dabei legt fast sichere Konver-
genz den Grenzwert bis auf Gleichheit fast iiberall eindeutig fest. Achtung, ist (X,,),en insbe-
sondere eine Folge reeller Zufallsvariablen, kurz aus (<), dann garantiert im Gegensatz zur
nichsten Definition §27.04 die letzte Definition §27.02 nicht, dass X, € R P-f.s. gilt. O

$27.04 Definition. Eine Folge (X,,),cn reeller Zufallsvariablen aus M(«) konvergiert P-fast sicher
gegen die numerische Zufallsvariable X € M (<), kurz , wenn
lim sup|X,, — X| =0 P-fs., dasheift P(limsup|X, —X|=0)=1.

n—oo n—oo
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527.05 Cauchy-Kriterium. Eine Folge (X,,),cn reeller Zufallsvariablen aus M () konvergiert IP-fast
sicher genau dann, wenn

lim sup |[Xy— X, =inf sup |Xi—X,,|=0 P-Afs, (27.01)

n—=00 k. meN,, neN g meN,,

da (supy e, | Xx — Xom|)new eine monoton fallende Folge von Zufallsvariablen ist. Weiterhin

gilt (27.01) genau dann, wenn inf,,cy sup,,cy | X — Xon| = 0 P-fs.. O
706 Lemma. Eine Folge (X,)nen aus M(«) konvergiert P-fast sicher gegen X € M(«), kurz
X, s, X, genau dann, wenn fiir alle ¢ € R., gilt lim,,_,, IP( sup | X, — X| > 5) =0.
melN,,
§27.07 Beweis von Lemma §27.06. In der Vorlesung. O

$27.08 Lemma. Eine Folge (X,,)nen aus M(«) konvergiert P-fast sicher genau dann, wenn fiir alle
g€ R, giltlimnﬁoolP( sup | X, — X,| > 5) =0.

m€>

§27.09 Beweis von Lemma §27.06. In der Vorlesung. O

$27.10 Definition. Eine Folge (X, ),cn reeller Zufallsvariablen aus M (<) konvergiert P-fast vollstiin-

dig (P-f.v.) gegen die numerische Zufallsvariable X € M (), kurz , wenn fiir alle
ecRogilty, P (X, — X[ >¢) € R O

527.11 Korollar. Konvergiert eine Folge (X, )nen aus M(«) P-fast vollstindig gegen X € M(«), also

X, &) X, dann konvergiert sie auch P-fast sicher gegen X, also X, —> X.

§27.12 Beweis von Korollar §27.11. In der Vorlesung. O

$27.13 Lemma. Seien (X,,),cn eine Folge aus M(<) und (£,,)nen eine Folge aus R., derart, dass die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(a) ZnelN en € Reos

(b) ZTLE]N ]P(‘Xn‘Fl - Xn| > En) € R)@
Dann konvergiert die Folge (X, )new P-fast sicher und es gilt ), | Xny1 — Xy| € R.y P-fis..

§27.14 Beweis von Lemma §27.13. In der Vorlesung. O

527.15 Definition. Eine Folge (X, ), reeller Zufallsvariablen aus M(«) konvergiert stochastisch (oder
auch in IP-Wahrscheinlichkeit), wenn fiir alle € € R., gilt

lim P(|X, - X,,| >¢) =0.

,Mm—00
Die Folge (X, )new konvergiert stochastisch gegen die numerische Zufallsvariable X € M (%),

kurz , wenn fiir alle ¢ € R, gilt lim,, ,,, P (|Xn - X| > 5) =0. 0

527.16 Bemerkung. Definitionsgemil konvergiert eine Folge (X,,),cn stochastisch gegen X genau
dann, wenn die Folge (X — X,,),cn stochastisch gegen 0 konvergiert. Dabei legt stochastische

Konvergenz den Grenzwert eindeutig fest bis auf Gleichheit fast tiberall. In der Tat: Sei X, 5x
und X,, — Y, dann gilt (wegen | X — Y| < | X — X, |+ |Y — X,,|) fiir jedes € € R,

P(IX —Y|>e) <P(X — X,,| >¢/2) + P(|Y — X,,| > ¢/2) 2= 0.
Alsoist P(|X — Y| > ¢) =0 fiir jedes ¢ € R., und somit P(|.X — Y| =0) = 1. O
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§27.17 Vorbemerkung.. Nach Lemma §27.06 sind X, T X und SUp,en.. | Xm — X| 2o aqui-
valente Aussagen. Genauso konvergiert nach Lemma §27.08 (X,,),en P-f.s. genau dann, wenn

SUP e, | Xm — X Ly 0. Damit konvergiert (X, ),en stochastisch (gegen X), sodass aus IP-
fast sicherer Konvergenz auch stochastische Konvergenz folgt. Die Umkehrung gilt nicht, aber
der niichste Satz gibt eine teilweise Umkehrung. O

§27.18 Satz. Fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz, aber nicht umgekehrt. Jede
stochastisch konvergente Folge (X,,)new enthdlt eine fast sicher konvergente Teilfolge (X, )ken-

Fiir X, E> X giltdann X, &) X.
$27.19 Beweis von Satz §27.18. In der Vorlesung. O

$27.20 Satz von der stetigen Abbildung. Sei i : R — R eine stetige Funktion und sei (X,,)nen eine
Folge aus M(«), die P-f.s. (bzw. stochastisch) gegen eine reelle Zufallsvariable X € M(«)
konvergiert. Dann konvergiert (h(X,,))new auch gegen h(X) P-f.s. (bzw. stochastisch).

§27.21 Beweis von Satz §27.20. In der Vorlesung. 0
$27.22 Definition. Eine Folge (X,,),ew aus £, fiir ein p € R., konvergiert in £,, wenn gilt

lim | X, — X, = 0.

7,M—00

Die Folge (X,,)nen konvergiert in £, gegen X € L,, kurz , wenn gilt:

lim || X, — X
n—o0

. =0. ]

$27.23 Bemerkung. DefinitionsgemiB konvergiert eine Folge (X,,),cn in £, gegen X genau dann,
wenn die Folge (X — X, ),.en gegen 0 in £, konvergiert. Dabei legt £, Konvergenz den Grenzwert

eindeutig fest bis auf Gleichheit fast tiberall (Satz §27.26). Weiterhin gilt X, Lx , so gilt fiir
p € R., insbesondere [|.X,,|| R X1, - O

s27.24 Korollar. Fiir ein p € R., sei (X, )nen eine in L, konvergente Folge. Dann ist auch fiir jedes
q € (0,p] die Folge (X,,)nen in L, konvergent.

§27.25 Beweis von Korollar §27.24. Die Behauptung folgt direkt aus Korollar §23.07. O

§27.26 Satz.
(i) Fiir jedes p € R., ist eine L,-konvergente Folge (X,,)nen auch stochastisch konvergent mit
P-f.s. konvergenter Teilfolge, wobei der gemeinsame Grenzwert in G, ist. Fiir X,, Ly x gilt
also X,, E> X.
(ii) Eine L.-konvergente Folge (X,,)nen konvergiert auch P-f.v., wobei der gemeinsame Grenz-

. . .. Lo . P-fv.
wert in L, ist. Fiir X,, — X gilt also X, —N X,
§27.27 Beweis von Satz §27.26. In der Vorlesung. O

§27.28 Beispiel.

(a) Betrachten wir wie in Beispiel §16.17 (b) eine Folge (X,,),cn unabhingiger und identisch-
verteilter (u.i.v.) reeller Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Setzen

wir Sy 1= 35 g Xag» 50 gilt B(S,) = 0 und Var(S,,) = > 4, 32 Dafirallen € N
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and m € IN., gilt Var(S,, — S,) < X pew &, und D kel & 1 0, bildet (S,),en eine

L,
konvergente Folge in £,. Nach Satz §27.26 (i) existiert also S, € £, mit S,, — S, und
damit auch S,, i Seo-

(b) Sei (X,)nen eine Folge in £, paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen mit beschrinkter
Varianz also Cov(X,,, X,;,) = 0 furalle n € N, m € N, sowie sup,,.n Var(X,) € R.,.
Setzen wir X° := X,, — E(X,,) und X¢ := n~! Y ic[n) Xi» 1 € N. Dann gilt E(X2) =0
und ||X_T°L||i < n7tsup,cn Var(X,,), sodass HX_gHE — 0. Betrachte Teilfoge (X°,)men,

m

dann gilt fiir jedes

Vee R, : Z P(|X2.| > ¢) < e ?supVar(X,) Z m~? € R.,,
eN

meN n meN
_O IP—f.V. N _o ]P'f.s. .o
so dass X, — 0 und damit X>, —— 0 fiir m — oo. O

$27.29 Vorbemerkung.. Unter Verwendung der Markov-Ungleichung $24.07 folgt aus der £,-Konver-
genz die stochastische Konvergenz, wobei die Umkehrung nicht gilt. Unter der zusitzlichen
Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeit gilt dann auch die Umkehrung. 0

$27.30 Definition. Eine Familie (X;);c7 numerischer Zufallsvariablen aus M(«) mit beliebiger nicht-
leerer Indexmenge Z heil3t gleichgradig integrierbar, wenn gilt

n—00 ;cT |

$27.31 Bemerkung. Eine integrierbare Zufallsvariable X € £,, das bedeutet also [E(|X|) € R., und
somit IP (\X | = oo) = 0 (Lemma §20.13 (ii)), ist als Familie (X') gleichgradig integrierbar, da mit
Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz lim,, ., IE (|X |1 an}) =K (|X 11 X‘:m}) =0
gilt. O

$27.32 Satz. Eine Familie (X;);cz numerischer Zufallsvariablen aus M () mit beliebiger nicht-leerer
Indexmenge 1T ist gleichgradig integrierbar genau dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen
gelten:

(@) (Xi)iez ist beschrinkt in L,, dass heifit, sup;c7 E(|X;|) € R.o;
(b) (X,)iez ist gleichgradig stetig, dass heifit,

VeeR.,:360. € Ry :VAEF mit P(A) <. :supE(|X;[1,) <e.

i€
§27.33 Beweis von Satz §27.32. In der Vorlesung. O
$27.34 Bemerkung. Die Bedingung Satz §27.32 (b) ist eine Verallgemeinerung von Lemma §21.09. o

$27.35 Proposition.
i) Eine Familie (X;);er aus L, mit endlicher Indexmenge T ist gleichgradig integrierbar:

(i) Eine Familie (X L, mit endlicher Ind 7 ist gleichgradig i jerb

(ii) Sind die Familien (X;);cz und (Y;) e in £, gleichgradig integrierbar, dann sind auch (X;+
Y)iezjeq, (Xi —Y;)iez jeg sowie (|X;|)iez gleichgradig integrierbar.

iil) Ist (X;)ier gleichgradig integrierbar und existiert zu jedem'Y;, j € J eini € T mit |Y;| <

(i) Ist (X leicheradie i orb d existi edem Y, j € T eini € Tmit Y] <
| X|, so ist auch (Y;) e gleichgradig integrierbar.

(iv) Ist (X;)ier eine Familie identisch-verteilter Zufallsvariablen aus in L,, dann ist (X;)icz

gleichgradig integrierbar. Im Fall T = N ist (X ,,)new gleichgradig integrierbar.
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§27.36 Beweis von Proposition §27.35. In der Vorlesung. O

2737 Proposition. Fiirp € R., sei (X;)icz eine in L, beschrinkte Familie, also sup,c7|| X;||. € R.,,
dann ist (X;);er gleichgradig integrierbar.

§27.38 Beweis von Proposition §27.37. In der Vorlesung. 0

L
$27.39 Lemma. Sei (X,,) e eine Folge in L,. Dann gilt X,, — 0 genau dann, wenn (X,,)ncn gleich-

.o . . P
gradig integrierbar ist und X,, — 0.
$27.40 Beweis von Lemma §27.39. In der Vorlesung. 0

$2741 Satz. Fiir ein p € R., sei (X,,)nen eine Folge in £, und X sei eine numerische Zufallsvariable
— L, . — . .
in M(«). Dann gilt X,, — X genau dann, wenn (| X,,|P),en gleichgradig integrierbar ist und
P
X, — X.

§27.42 Beweis von Satz §27.41. In der Vorlesung. O

§27.43 Beispiele. Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der direkten Im-
plikationen (in rot) in Skizze §27.44 nicht gelten. Dazu betrachten wir Folgen (.X,,),en von re-
ellen Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], %, Uy1)), sowie p € R., und
qg€R.,.

(a) Sei X,, := 1,1, dann gilt

(X, £ 0), da [|X,]|, = inf{e: P(|X,| > &) =0} = 1;

L 1.

(X, = 0), da HXHHZ =n"1;

(X, 7ﬂzf—v—> 0), da {|X,| > ¢} = [0,n71] fire € (0,1) und {|X,,| > ¢} = 0 fiire € R.,,
also P(|X,| > ¢) = n!fire € (0,1) und P(|X,,| > €) = 0 fiir e € R.,, so dass
Sonen P Xy >e) =3, cnn !t = ocfirallee € (0,1);

P-fs.

(X,, — 0), da {lim sup,,_,, | X,,| = 0} = (0, 1], also P(lim sup,,_,. | Xn| =0) = 1;
(b) Sei X,, := 2"/P1y,-, dann gilt

(X, £ 0), da | X[l =1;

(X, 2% 0), da {|Xo| > €} = [0,27"] fire € (0,2"/%) und {|X,.| > ¢} = 0 fire €

R._,.,, also P(|X,| > ¢) = 27" fiire € (0,2"/?) und P(|X,| > ¢) = 0 fire € R.,.,,
sodass Y nP(| X, >e) <Y, cn2"=1<oofiiralles € R.;

nelN

() Sei Xy 1= 2810 jpn (jryppy mit n = 2% + j fiir j € [0,2" — 1], k € No, dann gilt
(X 7 0), da || X, |2 = 29/127F = 1;

L _ —1)k.

(Xn =2 0), da]|X,|? =2®/k

(X, A5 0), da {|X,| > e} = (j2°F, (j + 1)27¥] fiir £ € (0,2%/9) und {|X,,| > e} = 0
fir e € R.,.., also P(|X,,| > ¢) = 27% fir e € (0,2%4) und P(|X,,| > ) = 0 fiir
e € Ry, sodass 30, P(1Xn] > ) = D ien, Djeoar—1127" = Dpen, | = oo fiir
alle e € (0,1);
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P-fs.

(X, /4~ 0), da{lim sup,,_,.. |X,| =0} = {0}, also P(lim sup,,_,.. | X,| =0) = 0;
(X, 5 0), daP(|X,| >¢) <2 " firalle e € Re,. g

2744 Skizze. Die Gegenbeispiele in Beispiele §27.43 zeigen, dass die Umkehrungen (in griin) der fol-
genden direkten Implikationen (in rot) nicht gelten.

n— 0o

inf{e >0:P(|X, — X| >¢) =0} 22, ¢

Ve E€R., : Y P(|Xn — X[ >e) €Ry,
neN

Ve € R,y ¢ nl;mwp(|xn - X|>e)=0

Vhe€Eeg : "li_)mooIB(h(Xn)) =P (h(X))

Beispiel §29.1 l% Korollar §29.09

§28 Gesetze der groBen Zahlen

In diesem Abschnitt seien stets (€2, o7, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, ) e eine Folge
reeller Zufallsvariablen in £, = £,(,«,P). Wir definieren fiir jedes n € IN die Partialsumme
und das arithmetische Mittel

S, = Z X, und X, =n"1S,.

i€n]

Wir setzen Sy := 0. Da X; € £, fiir jedes ¢ € IN gilt, konnen wir die zentrierte Folge

(Yn - E(Yn))nelN = (n_l{Sn — E(S) nen

betrachten, das heift, fiir jedes n € IN gilt E(X,, — E(X,,)) = 0. Wir sagen, die Folge (X,,)nen
erfiillt das schwache bwz. starke Gesetz der grofien Zahlen, wenn die zentrierte Folge in IP-
Wahrscheinlichkeit bzw. P-fast sicher gegen 0 konvergiert. Damit beschiftigen wir uns in diesem
Abschnitt hauptsichlich mit den asymptotischen Eigenschaften der Folge (S,,),en. Wir halten
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fest, dass die zentrierte Folge (n™'{S,, — E(S,)})nen genau dann konvergiert, wenn fiir jedes
feste m € Z., auch die Folge (n™1{S,, — E(S,)} — n7{S,, — E(S,)})nen gegen denselben
Grenzwert konvergiert. Da offensichtlich

Sy —E(S)) = S+ E(Sn)} =1 > (X — E(Xy))
ke(m,n]
gilt, ist das Ereignis

{Die Folge (n '{S, — E(S,)})nen ist konvergent}

asymptotisch bzgl. (X,,)ncn, dass heifit wie in Definition §16.13 eingefiihrt, ein Element der
asymptotischen o-Algebra. Falls (X,,),cn eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen ist, folgt
aus dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov §16.15, dass entweder mit Wahrscheinlichkeit 1 oder 0 die
Folge (n~'{S,, — E(S,)})nen konvergiert.

Gesetz der groBen Zahlen in £,

52801 Satz. Sei (X,,)new eine Folge in L, paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen mit beschrénkter
Varianz, das heifst Cov(X,,, X,,) = 0 fiir alle n € IN, m € IN,, sowie sup, . Var(X,,) € R.,,

dann gilt
- E
lim Sn—(Sn) =0 P-fs.undinL,.
n—oo n
$28.02 Beweis von Satz §28.01. In der Vorlesung. O

$28.03 Korollar. Sei (X,,)ncn eine Folge unabhdngiger und identisch-verteilter reeller Zufallsvaria-
blen mit X, € L,, dann gilt

lim X,, = lim & =E(X;) P-fs.undinl,.

n—o00 n—oo M

§28.04 Beweis von Korollar §28.03. Die Aussage folgt direkt aus Satz §28.01. O

§28.05 Bemerkung. Wir werden zeigen, dass fiir fast-sichere Konvergenz Integrierbarkeit ausreicht. ©

Gesetz der groBen Zahlen in £,

52806 Lemma. Seien (X, )new und (Y,)new zwei Folge reeller Zufallsvariablen derart, dass
Y onen P(Xn # Y5) € Rey gilt, dann gilt auch | X, — Y| € R., P-f.s. und somit

% Yox- Y v TS

ken] ken]
§28.07 Beweis von Lemma §28.06. In der Vorlesung. O

528,08 Bemerkung. Betrachten wir Folgen (X,,)nen und (Y),)nenw wie in Lemma §28.06, so erfiillt
(Xn)new das starke Gesetz der grofien Zahlen, wenn wir es fiir die Folge (Y}, ), zeigen konnen.
O

52809 Lemma. Sei (X,,),en eine Folge identisch-verteilter reeller Zufallsvariablen mit X, € L. Fiir
P-f.s.

die Folge (Y, )new mit Y,, := Xn]]'{\XnKn} giltdann X,, — Y, —= 0.
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§28.10 Beweis von Lemma §28.09. In der Vorlesung. O

s28.11 Lemma. Sei (X,,),en eine Folge unabhdngiger und identisch-verteilter positiver reeller Zu-
fallsvariablen mit E(X,) € R.,. Fiir die Folge (X,,)nen gilt dann X, RN E(X)).

$28.12 Beweis von Lemma §28.11. In der Vorlesung. O

s28.13 Starkes Gesetz der groBen Zahlen. Sei (X,,),cn eine Folge unabhingiger und identisch-

verteilter reeller Zufallsvariablen. Falls X, € L, ist, dann gilt
lim X, = E(X,) P-fs.undinZ,.

n—oo

§28.14 Beweis von Satz §28.13. In der Vorlesung. O

s28.15 Satz. Sei (X,,)new eine Folge unabhingiger und identisch-verteilter reeller Zufallsvariablen.
(i) Falls B(X;) = oo ist, also E(X7) € Ry, gilt auch X, — oo,
(ii) Falls B(X,) = —oc ist, also B(X]") € R.,, gilt auch X, LN
(iii) Falls E(|X,|) = oo ist, so gilt auch lim sup,,_, . |X,| = oo P-fs..

§28.16 Beweis von Satz §28.15. In der Vorlesung. O

s28.17 Bemerkung. Ist (X,,),en eine Folge unabhingiger und identisch-verteilter reeller Zufallsvaria-

blen, so konvergiert also die Folge (X ,),e P-f.s. gegen eine endlichen Grenzwert genau dann,
wenn X integrierbar ist. O

Unabhéngigkeit und Konvergenz in £,
Sei (X, )new eine Folge in £,. Wir suchen Bedingungen, sodass die zentrierte Folge (S;,),en mit
So=8,—B(S,)=> (X;i—E(X)=> X7, neN,
i€[n] i€[n]
in £, und P-f.s. konvergiert. Die Konvergenz in £, ist einfach.
s28.18 Satz. Sei (X,,)nen eine Folge in L, paarweise unkorrelierter reeller Zufallsvariablen mit sum-
mierbaren Varianzen, dass heifst Cov(X,, X,,) = 0fiirallen € N, m € IN,, sowie )\« Var(X,,) €
L,
R.,, dann existiert S, € L, mit S,, — E(S,) — 5.
§28.19 Beweis von Satz §28.18. In der Vorlesung. O

52820 Ungleichung von Kolmogorov. Sei (X,,),cn eine Folge in L, unabhdingiger reeller Zufallsva-
riablen. Fiir alle € € R., und fiir alle n € IN gilt dann:

P (max [Sy — E(Sy)| > ¢) < 6—12\/ar(5n).

ken]
§28.21 Beweis von Lemma §28.20. In der Vorlesung. O
§28.22 Bemerkung. Fiir n = 1 erhalten wir die Tschebischeff Ungleichung §24.08. O

$28.23 Satz. Sei (X,,)nen eine Folge in L, unabhiingiger reeller Zufallsvariablen mit summierbaren
Varianzen, also ), . Var(X,) € R.,, dann existiert S, € L, mit

lim {S, —E(S,)} =S, P-fs.undinXL,.
n—oo

o0

Weiterhin gilt S, = > (X, — E(X,)) P-fs.

nelN
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§28.24 Beweis von Satz §28.23. In der Vorlesung. O

$28.25 Beispiel (Beispiel §27.28 fortgesetzt.). Sei (Yy,)nen eine Folge unabhingiger reeller Zufallsvaria-
blen mit P(Y,, = 1/n) = P(Y,, = —1/n) = 1/2. Fiir jedes n € NN gilt dann E(Y},) = 0 und
Var(Y,) = = und somit > Var(Y;,) € R... Nach Satz §28.23 konvergiert S,, = > ken) Ve
in £, (wie in Beispiel §27.28 schon gezeigt) und auch P-f.s.. O

$25.26 Ungleichung von Lévy-Ottaviani. Fiir n € IN seien (X;);c[n) unabhingige reelle Zufallsva-
riablen. Fiir alle a,b € R., gilt dann:

P (|S,| > b)
P(max|Sk| = a+0b) < .
(ke[[n]]| | > )\1—maX]P(|Sn—Sk|>a)
ken]
§28.27 Beweis von Lemma §28.26. In der Vorlesung. O

2528 Lévy’s Aquivalenzsatz. Sei (X,,),cn eine Folge unabhingiger reeller Zufallsvariablen. Dann
sind dquivalent:

(i) (Sn)new konvergiert fast sicher;
(i1) (Sp)new konvergiert stochastisch.
Andernfalls ist (S,)nen divergent mit Wahrscheinlichkeit Eins.

§28.29 Beweis von Satz §28.28. In der Vorlesung. O

$28.30 Dreireihensatz von Kolmogorov. Sei (X,,),cn eine Folge unabhdngiger reeller Zufallsvaria-
blen. Dann konvergiert die Folge der Partialsummen (S, )n,en P-f.s. genau dann, wenn die fol-
genden drei Bedingungen (fiir irgendein € € R., und damit fiir alle) gelten:

(a) ZHEIN IP(’XH| > 5) S R)O;
(b) ZTLE]N E(Xn]l{‘xn\ga}) kOnVergiert;
$28.31 Beweis von Satz §28.30. Klenke [2012], Satz 15.50, S. 332. O

$28.32 Beispiel (Beispiel §28.25 fortgesetzt.). Sei (Yy,)nen eine Folge unabhingiger reeller Zufallsvaria-
blen mit P(Y,, = 1/n) = 1 - P(Y, = —1/n) = p € [0,1]. Fir jedes k¥ € IN gilt dann
E(Ykﬂ{m\gl}) = 22=1 und somit konvergiert > ken] E(Yk]l{\yk.|<1}) = (2p — 1) Xkep < genau
dann, wenn p = 1/2 gilt. Nach Satz §28.30 konvergiert S,, = > keln] Y, P-f.s. also genau dann,
wenn p = 1/2 gilt. O

§29 Konvergenz in Verteilung

2001 Vorbemerkung. Fiir Zufallsvektoren X, X, X5, X3,... auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, 7, IP) mit Werten in (R', 2") versehen wie bisher mit dem euklidischen Abstand d(z, y) =
|z — y]| fiir 2,y € R, kurz X und (X, )new aus M (@) = M(/.%"), sagen wir (X, )new kon-
vergiert gegen X stochastisch bzw. IP-fast sicher, wenn die Folge (|| X,, — X||),ew der Abstinde
stochastisch bzw. P-fast sicher gegen Null konvergiert. Wir schreiben dann ebenfalls X, Tox

bzw. X, —— X. Wir halten fest, dass diese Konvergenzbegriffe direkt die Differenz X,, — X
verwenden. Hiufig interessieren wir uns nur fiir die von X,, bzw. X induzierten Verteilungen auf
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(R*, %*). Bemerkenswert hier bei ist, dass es fiir die folgende Konvergenz in Verteilung mog-
lich ist, dass die Zufallsvariablen X,, und X nicht auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum
definiert sind, da diese nicht direkt die Differenz X,, — X verwendet.

Im Folgenden bezeichnen wir mit €, := Gb(IRk) die Menge aller beschrinkten, stetigen, reel-
len Funktionen auf R'. Fiir b € @, ist somit 1Al = sup, g+ [h(x)] € Ry, so dass fiir jedes

WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R', 2"), kurz P € W(#"), gilt €, C L (R, %", P). O

§29.02 Definition.

(a) Eine Folge (P),cw von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R', ") konvergiert schwach gegen
ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R', "), wenn lim,,_., P(h) = P(h) fiir alle h € €,

gilt. Wir schreiben kurz oder P = w-limP.

n—oo

(b) Fiir jedes n € N sei (€, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitraum und X,, € M" () ein Zufalls-
vektor mit Werten in (Rk, %"). Die Folge (Xn)new konvergiert in Verteilung gegen einen
R'-wertigen Zufallsvektor X € M"(«) auf einem Wahrscheinlichkeitraum (Q, o, P), kurz

, wenn lim P (h(X,)) = P(h(X)) fiiralle h € Gy, also P* = w-lim B, gilt.
n—o0

n—oo
Fiir eine Folge (X,,),en definieren wir Konvergenz in Verteilung unter P mit einem Wahrschein-

lichkeitsmaf} IP als Grenzwert, kurz X, 2> P unter B, allgemein durch P 5 P. O

$20.03 Beispiel. Seien (ay,)nen und (by,),en konvergente Folgen in R bzw. R’ mit Grenzwerten a € R
und b € R, also a,, =% a und b, =% b. Fiir jeden Rk:—wertigen Zufallsvektor X gilt dann

ap,X + b, 2>aX—|—b.
In der Tat fiir h € C;, impliziert die Stetigkeit von h, dass
hanX (W) + by) =225 h(aX (w) +b) VYw € Q.

Da ||h||, € R., eine integrierbare Majorante ist, folgt mit dem Satz von der dominierten Kon-
vergenz

E(h(a,X +b,)) == E(h(aX +b)).

Achtung: P % P impliziert nicht P(B) =% P(B) fiir alle B € #". In der Tat: setzen
wir a, = a = 0, so gilt ,, =@ P P := &, wihrend fiir b, # b fiir alle n € IN gilt

E({b}) =0#1=P({}). 0

§29.04 Anmerkung. Es folgen Charakterisierungen der schwachen Konvergenz. Wir erinnern daran,
dass wir kurz h € M(#") := M(#", %) fiir eine Borel-messbare Funktion i : R* — R schreiben.
Mit U= {x € R": hist nicht stetig in x} bezeichnen wir die Borel-messbare Menge aller Unste-

tigkeitsstellen von h. Weiterhin heifit eine Funktion f : R" - R Lipschitz-stetig, wenn ein
L € R., existiert mit | f(z) — f(y)| < L|lz — y|| firalle z,y € ]R_k Ist B € %", so bezeichnen
wir mit B den Abschluss von B, mit B° das Innere und mit 0 B= B \ B° den Rand von B. O

$29.05 Lemma (Portmanteau). Fiir Wahrscheinlichkeitmafe P, € W(#"), n € N, sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) B =P,
(ii) Fiir jede beschrinkte Lipschitz-stetige Funktion h : R® — R gilt lim,,_,, P(h) = P(h).
(iii) Fiir jede beschrinkte Funktion h € M(#') mit P(U),) = 0 gilt lim,,_,o B.(h) = P(h).
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(iv) Fiir jedes abgeschlossene Ereignis A € %" gilt lim sup, ___P(A) < P(A).
(v) Fiir jedes offene Ereignis O € 74 gilt lim inf,, .. R(O) > P(0).
(vi) Fiir jedes Ereignis B € 2" mit P(OB) = 0 gilt lim,,_,, P(B) = P(B).

§29.06 Beweis von Lemma §29.05. In der Vorlesung. O

$20.07 Satz von Slutzky. Seien X, X,, und Y,, n € IN, Zufallsvektoren. Konvergiert (Y,,)nen in Ver-
teilung gegen X, also Y, DX , und konvergiert (X,, — Yy, )nen stochastisch gegen Null, also
| X — Y| i 0, dann konvergiert (X,,)new in Verteilung auch gegen X, also X, END'e

§29.08 Beweis von Satz §29.07. In der Vorlesung. O

$20.09 Korollar. Konvergiert eine Folge (X,,)new von Zufallsvektoren gegen einen Zufallsvektor X

stochastisch, also X, LiND'S , so auch in Verteilung, also X, DX , aber die Umkehrung gilt
nicht.

$29.10 Beweis von Korollar §29.09. Die Aussage folgt (mit Y,, := X)) direkt aus Satz §29.07. 0

$20.11 Beispiel. Sei Z ~ N, . Setzen wir X,, := Z firn € Nund X := —Z, dann gilt X, D, X,
wihrend fiir alle ¢ € R., die Wahrscheinlichkeit

P(|X, — X|>¢)=P(2|Z] > ¢) =2P(—¢/2) € R.,
fiir n — oo nicht gegen Null konvergiert. 0

520.12 Korollar. Eine Folge (X, )new von Zufallsvektoren konvergiert in Verteilung gegen eine Kon-
stante a € R', also X,, = a, genau dann, wenn lim,,_, P(|| X, —al|l >¢)=0/fiirallec € R.,
gilt.

§29.13 Beweis von Korollar §29.12. In der Vorlesung. O

§20.14 Bemerkung. In der Situation von Korollar §29.12, sagen wir, dass (X,,) e gegen a stochastisch

konvergiert und wir schreiben auch kurz X, E) a, selbst wenn die Zufallsvariablen nicht iiber
dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. 0

§29.15 Satz von der stetigen Abbildung. Sei h € M (%', #") mit Unstetigkeitsmenge Uy, € B
(i) Seien P, € W(#"), n € IN, Wahrscheinlichkeitmaf3e mit P () = 0 und P = P. Dann
gitPoh™' =P" S5 P"=Poh L.
(i1) Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvektoren, die in Verteilung gegen einen Zufallsvektor X
konvergiert, also X, 2 X. Ist P(X € U,) = 0 so konvergiert (h(X,))nen auch gegen
h(X) in Verteilung, also h(X,,) EN h(X).

§29.16 Beweis von Satz §29.15. Der Beweis von (i) ist eine Ubungsaufgabe, und (ii) ist nur eine Um-
formulierung von (i). m

52017 Korollar. Sei ((X,,Y,))nen eine Folge von R -wertigen Zufallsvektoren, X ein R'-wertiger
Zufallsvektor und a € R" eine Konstante. Falls X, Do x (in R Jund Y, i a (in R"), so gilt
(X0, Y) D (X, a), im Fall k = m, X, + Y, 2 X + a sowie im Fallm =1, Y, X,, 2 aX.

$29.18 Beweis von Korollar §29.17. In der Vorlesung. O
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§20.19 Satz (Delta Methode). Seien (X,,)nen eine Folge reeller Zufallsvariablen, Y eine reelle Zufalls-
variable, x € R eine Konstante und (a,)nen eine Folge in R., mit a,, 7% o0, derart dass

an (X, — ) 2. Y. Dann gilt X, B & Ist weiterhin f € M=) differenzierbar in x, so gilt

an(f(X,) = f(2)) = an(X, — ) f'(x) = 0

und somit auch

D
an(f(Xn) = f(2)) = [(2)Y.
$29.20 Beweis von Satz §29.19. In der Vorlesung. O

$20.21 Definition. Eine Folge (F),cn von Verteilungsfunktionen auf R konvergiert schwach gegen
eine Verteilungsfunktion F auf R, kurz , falls fiir alle x € R \ U an denen F also stetig

n—o0

ist (Stetigkeitspunkte von F) gilt F (z) —— F(z). O

2922 Satz. Fiir reelle Zufallsvariablen sind dquivalent:
(i) X, = X;
(ii) Die Verteilungsfunktionen erfiillen F*" = F*.

§29.23 Beweis von Satz §29.22. In der Vorlesung. O

§29.24 Beispiel.
(a) Sei (0y)nen eine Folge in R., mit o, I 0. Firn € N sei X,, ~ N2, dann gilt
D
X, = 50 = N(o,o)'

(b) Seien X und X,,, n € IN, diskrete Z-wertige Zufallsvariablen, so gilt X, DX genau
dann, wenn fiir die Zahldichten p*-(z) 2% p*(2) fiir alle z € Z gilt. Somit besagt der

n—oo

Poissonsche Grenzwertsatz $04.09 Bin,,, , — Poi, fiir np, —— \ € Ro,.

(c) Sei (U;)ien eine Folge unabhingiger und identisch U, -verteilter Zufallsvariablen. Fiir je-
des n € NN besitzt dann X,, := nmincp,p U; die Verteilungsfunktion F*"(z) = 1 — {(1 —
z/n) vV O} fiir z > 0. Damit folgt nminep,y Ui = Exp,. Da 1 — Uy ~ U, gilt auch

D
n(1 — max;epny U;) — Exp,.

(d) Fir 6 € R., sei (X;);en eine Folge unabhingiger und identisch U, ,-verteilter Zufallsvaria-

blen. DaU; := 1 — 1X; ~ Uy, gilt 2(0 — max;epy X;) = Exp,. D

$20.25 Auswahlsatz von Helly. Sei (P),cw eine Folge von Verteilungen auf (R, %) mit entsprechen-
den Verteilungsfunktionen (F,),cw. Dann existiert eine Teilfolge (F, )rew und eine monoton wach-

k

sende und rechtsstetige Funktion F : R — [0, 1] mit [, LN F(z) fiir alle x € R\ Ug.

§29.26 Beweis von Satz §29.25. In der Vorlesung. O

§29.27 Beispiel.
(a) Sind (B),en WahrscheinlichkeitsmafBe auf (R, %) mit Verteilungsfunktionen (F),cw, S0
folgt aus P P nach Satz 2922, dass [ (x) — F(x) an den Stetigkeitspunkten x von F
gerade fiir die Verteilungsfunktion F von P gilt.

(b) Firn € Nsei B = U,,., mit Verteilungsfunktion F, so gilt F(z) 7% ) fidr alle 7 € R.

n—oo

Fir B = N, gilt F(r) —— 1/2 fiir alle # € R. Die Funktion F im Auswahlsatz von
Helly ist hier jeweils keine Verteilungsfunktion. O
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§20.28 Definition. Eine Familie P von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, £) heilt gleichgradig straff,
wenn fiir jedes ¢ € R., ein K. € R., existiert mit suppp P([— K, K.]|°) < e. O

§29.29 Bemerkung.

(i) Eine Familie P von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, %) mit entsprechender Familie &
von Verteilungsfunktionen ist gleichgradig straff genau dann, wenn

lim supF(z) =0 und lim infF(z)=1

T——00 FcF r—oo FeF
gilt. In der Tat, es geniigt zu bemerken, dass fiir z € R.,, y € R., gilt

F(—y) +1 - F(x) < P([~2,2]") <F(~2) + 1 - F(a).

(ii) Jede endliche Familie P von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, %) ist gleichgradig straff.

O

$20.30 Beispiel. Sei (P), e eine schwach konvergente Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, %),
etwa P % P, und bezeichne F die Verteilungsfunktion von PP. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R.,
ein x € R.,, derart dass F(—z) < ¢/4, F(z) > 1 —¢/4 und F ist stetig in  und —z. Dann folgt

P([—z,2]) == F(z) — F(—z) > 1 —¢/2.

Damit existiert ein N € N mit P([—x,z]) > 1 — ¢ fiir alle n > N. Weiterhin existiert auf
Grund der o-Stetigkeit ein y € R., mit P([—y,y]) > 1 — ¢ fir alle n € [1, N)). Somit gilt
P([—y,y]°) < efuralle n € N und (E),cn ist also straff. O

52031 Korollar. Sei (P),cn eine gleichgradig straffe Folge von WahrscheinlichkeitsmafSen auf (R, A).
Dann existiert eine Teilfolge (ny,)rew und ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R, ) derart, dass
P 5 P gilt.

§29.32 Beweis von Korollar §29.31. In der Vorlesung. O

52933 Korollar. Fiir Wahrscheinlichkleitsmafe P, P € W(%), n € N gilt B 5 P genau dann, wenn
jede Teilfolge (I, ke eine schwach gegen P konvergierende Teilfolge (I, )jen, also I, =P,
enthdilt.

§29.34 Beweis von Korollar §29.33. In der Vorlesung. O

§30 Charakteristische Funktionen

$30.01 Vorbemerkung.. Im Folgenden bezeichnet C = {x 41y | =,y € R} den Korper der komplexen
Zahlen. Fiir eine komplexe Zahl z = z + 1y € C bezeichnen Re(z) = z und Im(2) = y
den Realteil bzw. den Imaginirteil von z, Z = x — 1y die zu z komplex konjugierte Zahl,
und |z| = /2% + y? den Betrag von z. Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C
ist definiert durch exp(z) = exp(z)(cos(y) + ¢sin(y)) oder dquivalent durch die Potenzreihe
exp(2) = D, #"/n!. Wir bezeichnen mit %, die Borel-o-Algebra iiber C, wobei wir wie
tiblich jede komplexe Zahl z = x + 1y mit (z,y) € R? identifizieren. Sei (2, %, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Abbildung Z : 2 — C heiit komplexe Zufallsvariable, wenn sie
o - % messbar ist. Eine notwendige und hinreichende Bedingung ist, dass X = Re(Z) und
Y = Im(Z) reelle Zufallsvariablen sind. Wir sagen Z = X +:Y € £L,, wenn X, Y € £,
gilt. In diesem Fall definieren wir E(Z) := E(X) 4 «E(Y"). Offensichtlich gilt Z € £, genau
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dann, wenn fiir die reelle Zufallsvariable | Z| gilt |Z| € £, und insbesondere |E(Z)| < E(|Z]).
Die Erwartung E : £, — C ist linear. Weiterhin, gilt fiir die komplex konjugierte Z von
7Z € C,dass Z € £, genau dann, wenn Z € £,, und in diesem Fall E(Z) = E(Z). Wenn
weiterhin 7, Z5 unabhingige komplexe Zufallsvariablen in £, sind, dann gilt 7,7, € £, und

E(Z,2:) = E(Z)E(Zs). o

$30.02 Definition.
(a) Fiir eine reelle Zufallsvariable X bezeichnet R — C mit

u s @ (u) == E(e™Y) = E(cos(uX)) + 1E(sin(uX))

die charakteristische Funktion von X .
(b) Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R, %) bezeichnet ol : R — C mit

u @ (u) = / P (dr) = / cos(uX)P(dx) —1—2/ sin(uX)P(dx)
R R R
die charakteristische Funktion von P. O

§30.03 Lemma. Eine charakteristische Funktion o, ist gleichmdfig stetig auf R und erfiillt:
(i) [ (u)] <1 fiir jedes u € R und o (0) = 1;

(i) ¢, (u) = e (au) fiir alle u,a,b € R;
(i) ¢ (u) = ¢ (u) fiir alle u € R, sodass P* = P~ genau dann gilt, wenn @ reell ist.
$30.04 Beweis von Lemma §30.03. In der Vorlesung. 0

3005 Lemma. Es gilt ¢ _(u) = ¢ (u)g,(u) fiir alle u € R, somit fiir unabhdngige reelle Zufallsva-
riablen X, Y also p__ (u) = ¢ _(u)g,(u) fiir alle u € R.

§30.06 Beweis von Lemma §30.05. In der Vorlesung. O

$30.07 Beispiel.
@) @, (u) = (pe™ +1—p)sowie g (u) = (pe™ +1—p)™;
(b) ¢, (u) =exp(A(e™ —1));
© ¢, () =sin(u)/u;

(d) ¢ (u)= e~**/2 und @, (u)= erme=o /2 O
$30.08 Lemma. Fiirallet € R undn € N gilt
1t (Zt)k |t|n
D Dl TR
ke[o,n)
$30.09 Beweis von Lemma §30.08. In der Vorlesung. O

§30.10 Lemma. Sei X eine reelle Zufallsvariable in L,, fiir ein m € IN. Dann ist ©_m-mal stetig
differenzierbar und fiir alle k € [0,m] und u € R gilt o (u) = E((2.X)"e™X).

$30.11 Beweis von Lemma §30.10. In der Vorlesung. O
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530.12 Eindeutigkeitssatz. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (R, ). Fiir a € R mitb € R., gilt
die Inversionsformel

P((0.8) + $P({a}) + JP((0)) = 2 Jim [ g )

Insbesondere sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafse mit derselben charakteristischen Funktion iden-
tisch.

§30.13 Beweis von Satz §30.12. In der Vorlesung. O

$30.14 Bemerkung. Seien X und (X,,),cn reelle Zufallsvariablen mit entsprechenden charakteristi-
schen Funktion ¢ und (¢, )nen. Da fiir jedes u € R die Abbildung z +— €™* stetig und

beschrinkt ist, folgt aus X,, = X auch o, (u) = E(e"*) 5 E(e™X) = o (u) fiir alle
u € R. O

$30.15 Stetigkeitssatz von Lévy. Sei (P),cn eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, %)

mit entsprechenden charakteristischen Funktionen (@n)new Existiert eine Funktion ¢ : R — C,
n—oo

die stetig in Null ist derart, dass gpn(u) —— (u) fiir alle u € R (punktweise) gilt, dann ist
Y = ¢, die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf (R, #), und es

git P 5 P.
§30.16 Beweis von Satz §30.15. In der Vorlesung. O
$30.17 Beispiel.

(a) Sei (p,)nen eine Folge in [0, 1] mit np, 27%% )\ e R.,. Mit Beispiel §30.07 (a) und (b) gilt

,,,,,,

Poissonschen Grenzwertsatz $04.09 Bin,,, , — Poi,.
(b) Fiirn € IN sei S, ~ Bin,,, mitp € (0,1). Dann ist S} := —22="2_ standardisiert, dass

4/ np(1—p)

hei3t, zentriert mit Varianz Eins. Fiir ¢ := 1 — p gilt

@, (u) = (pe’“q/m + qe”“p/\/”T’q)n = (1 —u?/(2n) + rn/n)n,

) . . D
mit 7, —— 0, sodass punktweise ®. Limia ¢, - Mit Satz §30.15 folgt so S, — N .

(c) Sei (X, )nen eine Folge unabhingiger und identisch U _, ,-verteilter Zufallsvariablen. Dann

gilt E(X;) = 0 und Var(X;) = 1/3. Die standardisierte Summe S = \/%Zke[[n]} X, hat
die charakteristische Funktion

ot = (23D

\/§u—/\/ﬁ) = (1 —4*/(2n) +ro/n)

. 1 D
mit r,, =% 0. Es folgt wiederum S;; — N ;. .

§31 Zentrale Grenzwertsatze

$31.01 Erinnerung. Wie in Beispiel §04.08 (c) bezeichnet ® die Verteilungsfunktion einer Standarnor-
malverteilung N, . O
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§31.02 Zentraler Grenzwertsatz. Sei (X,,),cn eine Folge unabhéiingiger und identisch verteilter (u.i.v.)
reeller Zufallsvariablen in L, mit p := (X)) und 0® := Var(X,) € R.,. Dann erfiillt die stan-
dardisierte Summe

* Xi—/L D
Sy = \/Lﬁ Z — Ny

i€n]
Insbesondere gilt fiir a € R mitb € R., also P(a < S < b) =2 &(b) — ®(a).
§31.03 Beweis von Satz §31.02. In der Vorlesung. O

$31.04 Bemerkung. Mit Hilfe von Korollar §29.17 gilt unter den Voraussetzungen des zentralen Grenz-
wertsatz \/n(X, — 1) = A\ O

§31.05 Definition.

(a) Fiir jedes n € IN seien (X, ;);c[y reelle Zufallsvariablen in £,. Wir nennen die Familie
(Xn.j)je[n]nen €in standardisiertes Dreiecksschema, wenn folgende Bedingungen fiir jedes
n € IN erfiillt sind:

(i) Die Familie (X, ;);c[n ist unabhingig;

(ii) E(X,, ;) =0 furjedes j € [n] und > Var(X, ;) = 1.

JE€[n]

(b) Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) jc[n] nen erfiillt die Lindeberg-Bedingung, wenn
fiir jedes 0 € R., gilt, dass

i Y BT ) =0

J€n]

(c) Ein standardisiertes Dreiecksschema (X, ;) je[n] nen erfiillt die Lyapunov-Bedingung, wenn
fiir ein 6 € R, gilt, dass

: 1240 _
lim » E(|X,,*) = 0.

J€[n]

$31.06 Beispiel.
(a) Sei (Y},)new eine Folge unabhingiger und identisch verteilter (u.i.v.) reeller Zufallsvariablen
in £,. Setzen wir p1 := E(Y7), 0® := Var(Y;) € R und X, ; := (Y;—u)/(o/n) firn € N
und j € [n], soist (X, ;)jen]nen €in standardisiertes Dreiecksschema, das der Lindeberg-
Bedingung geniigt, da fiir alle ) € R.,

Z E(Xij]l{\xn,j\%}) = 0_2]E((Y1 - M)Q]I{D’rubam/ﬁ}) == 0.

J€[n]

(b) Sei (Y,,)nen eine Folge unabhingiger und standardisierter reeller Zufallsvariablen, die fiir
ein § € R., in £,,, beschrinkt ist, dass heiBt, sup,,cy E(|Y,,[*™°) € R.,. Setzen wir X, ; :=
Y;/yv/nfirn € Nund j € [n], soist (X, ;)jc[n]nen ein standardisiertes Dreiecksschema,
das der Lyapunov-Bedingung geniigt, da

D B(1Xa ) =017 3 T B(G ) < a7 sup B(Y; ) 225 0
J

Jjelnl Jjeln]
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(c) Wie in Beispiel §28.25 sei (Y,,)nen ein Folge unabhingiger reeller Zufallsvariablen mit
P(Y, =-1/n)=1/2=P(Y, = 1/n)firallen € N. Setzen wir o := 3, ., Var(Y}) =
S ke B2 > 02 = 72/6und X,, ; := Y/, fir j € [n] undn € N, 50 ist (X, ;) jepn.nen
ein standardisiertes Dreiecksschema, dass der Lindeberg-Bedingung nicht geniigt, da fiir al-
le 6 € (0,0."),also do, < 0,/0., < 1, gilt:

1 11
2 JR—
Z E(Xn,]]l{‘xndgg}) — Z W]l{l?jﬂiL&} 2 ; 2 0_2 > 0
]EIITL]] JG[[n] n n o _
$31.07 Lemma. Ein standardisiertes Dreiecksschema, das der Lyapunov-Bedingung geniigt, erfiillt

auch die Lindeberg-Bedingung.

§31.08 Beweis von Lemma §31.07. In der Vorlesung. O

$31.09 Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg (1922). Sei (X, ;) c[n]nen ein standardisiertes
Dreiecksschema, das der Lindeberg-Bedingung geniigt, so gilt fiir (die Zeilensumme)

. D
Sn = Zjeﬂnﬂ an — N(OJ)'
§31.10 Beweis von Satz §31.09. In der Vorlesung. O

s31.11 Definition. Sei (X,,),cn eine Folge unabhingiger und identisch verteilter reeller Zufallsvaria-
blen. Fiir jedes n € IN heit das Wahrscheinlichkeitsmalf} = 2 Zie[[n]] dx, empirische Ver-

T on

teilung oder empirisches Wahrscheinlichkeitsmaf3, sowie die entsprechende Verteilungsfunktion
=2 > icpn) In.(Xi), @ € R, empirische Verteilungsfunktion. O

)

A~
n

s31.12 Satz. Fiir alle x € R gilt lim,, . F(2) = F(z) P-f.s. mit F(z) = P(X, < z). Fiirallex € R
mit F(x) € (0,1) gilt

~ D
\/ﬁ([ﬁ(z) —F(2)) = Nocwarwn-

$31.13 Beweis von Satz §31.12. Ubungsaufgabe. O

$31.14 Satz von Glivenko-Cantelli. Die empirische Verteilungsfunktion konvergiert gleichmdpfig fast
sicher gegen die wahre Verteilungsfunktion:

lim sup|F(z) — F(z)] =0 P-fs..
n—00 xR
§31.15 Beweis von Satz §31.14. In der Vorlesung. O

§32 Statistische Inferenz: asymptotische Eigenschaften

Sei B eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaen auf einem messbaren Raum (X, .27). Im
Folgenden betrachten wir eine Folge (X;);c unabhingiger und identisch-verteilter X-wertiger
Zufallsvariablen mit identischer Randverteilung aus IR. Fiir jedes n € IN ist die Zufallsvariable
XM = (X;) ic1n] also addquat durch das statistische Produktexperiment (X", 27", ") beschrie-
ben. Wir schreiben kurz (X);-n & 2", Fiir jedes 6 € © bezeichnet im Folgenden [, stets die
Erwartung bzgl. B". Weiterhin sei v : © — [' C IR ein identifizierbarer abgeleiteter Parameter
und fiir jedes n € N sei 7, : X" — [ ein Schiitzer fiir ~, also 7,, € M(2").
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§32|01 Konsistenz und asymptotische Verteilung eines Schatzers

$32.01 Definition. Die Folge von Schitzern (7,,),en fiir v heiBt

(a) (schwach) konsistent, wenn 7, & v(0) fiir jedes 6 € O gilt;
(b) stark konsistent, wenn 7, By v(0) fur jedes 0 € © gilt;

L, , .
(c) Lyi-konsistent, wenn 7, ﬂ v(8) fiir jedes 0 € O gilt.
Ist 7, € L,(B") fir alle @ € © und n € N, so heit 7,, asymptotisch erwartungstreu (unver-

’VL—}OO

falscht) wenn Biasy(7,) = B"(7,,) — v(6) —— 0 fiir jedes 6 € O gilt. O

§32.02 Sprechweise. Zum Beispiel meint ,,7,, is7 konsistent “ stets, dass die Folge von Schitzern (7, ),en
konsistent ist. O

$32.03 Beispiel. Sei (X;);ew eine Folge unabhingiger und identisch verteilter reeller Zufallsvariablen
mit endlichem k-ten Moment, also (X;);ew @ W (%). Fiir | € [k] sind dann das empirische [-te

Moment il — % Ziem X! und das zentrierte empirische I-te Moment = % Zie[[n]](

m(‘))l, unter der unrealistischen Anahme, dass m'"’ bekannt ist, stark konsistente Schditzer fiir
das [-te Moment m" bzw. das zentrierte {-te Moment M . In der Tat, fiir (X;);eny ~ P" mit
P € W,(2) sind (X!);en und (Y})sew mit ¥; := X; — m"”(P) Folgen unabhingiger und identisch
verteilter reeller Zufallsvariablen in £,(P), so dass mit dem starken Gesetz der grofien Zahlen

PN —7 P — P .
92811 gilt m” = XL — m"(P) bzw. MY = ¥ —> MP). Ist m™ nicht bekannt, so
ist der Momentenschditzer |\ . =1 Zze[[n]]( — m\")! ein stark konsistenter Schiitzer fiir das

zentrierte [-te Moment M". In der Tat, fiir (X;);eny ~ P" mit P € W,(2) gilt VO = MY +
> ien (;) (m"(P) — @m”)’L Elem Y/, wobei fiir jedes j € [I] gilt (m"'(P) — ")’ T

und % Zie[[n]] Yil_j LNV (s A(P). Mit dem Sarz von der Stetigen Abbildung $27.20 folgt damit
auch V' 2% A0, 0

§32.04 Beispiel. Sei (X;);en @ ( 0. ) bcR,,- Der MLS @L = maX;e[,] X; unterschitzt im Mittel & mit

Biasa(gn) = —0/(n + 1) (vgl. Beispiel §26.17). Da Biasa(@\n) 22 0 st B, asymptotisch

erwartungstreu. Da fiir den mittleren quadratischen Fehler MSEg(H ) = @ HZf(Qn 5y %0

fiir jedes # € © (vgl. Beispiel §26.19 (a)) gilt, ist der MLS 0,, L,-konsistent und somit auch
(schwach) konsistent ist. O

§32.05 Bemerkung. Fiir eine Folge von Schiitzern (7,),en fiir v in £,(R) gilt mit Hilfe der Bias?-
Varianz-Zerlegung (vgl. Satz §24.06) MSEy(7,, )= E; (7, — 7(0))? =Vary(7,) + (Biasg(7,))*
Danmit ist ,, genau dann £,-konsistent, wenn Vary(7,,) ~——— 0 gilt und 7,, asymptotisch unver-
falscht ist. O

Zur Erinnerung, fir jedes n € N und 6 € O ist 7, € M(2") eine reelle Zufallsvariable
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X", 2™, B"). Eine Konsistenzaussage fiir einen Schétzer 7,
quantifiziert nicht, wie schnell der Schitzer konvergiert. In der nichsten Definition wird dies mit
Hilfe von Definition §29.02 formalisiert.

$32.06 Definition. Sei (d,,),en in R., mit d,, T oco. Die Folge von Schitzern (7, ),en fiir v heiit d,,-
konsistent, wenn fiir jedes § € © die Folge (d,,(7,, — 7(0)))nen in Verteilung unter B" kon-
vergiert. Existiert weiterhin ein Wahrscheinlichkeitsma3 P € 'W(#) und ein identifizierbarer
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abgeleiteter Parameter 7 : © — R,,, genannt Storparameter, derart, dass fiir jedes 0 € O gilt

%(% —v(0)) 2 P unter B", so nennen wir P asymptotische Verteilung von (Vn)nen- O

$32.07 Bemerkung. Ist 7, ein d,,-konsistenter Schétzer fiir -, dann gilt fiir jede Folge (¢, )nen in R,

mit ¢, /d,, == 0, dass ¢, (3, — () L, 0 und nach Korollar §29.12 somit cn(n —(0)) oo
Insbesondere ist 7,, somit schwach konsistent fiir ~. O

$32.08 Beispiel. Sei (X;)ien © (Upy), cr- Der MLS 0, — max;en) X; ist n-konsistent mit Stérpara-

meter ¢ und asymptotischer Exp,-Verteilung, da fiir jedes 6 € R., gilt 5 (0 — @n) 2, Exp, unter

Ups (vgl. Beispiel §29.24). O
$32.00 Beispiel. Sei (X;);en @ W, (2). Fiirl € [[k:]] ist unter Verwendung des zentralen Grenzwertsat-
zes §31.02 das empmsche I-te Moment oSl = Tll Zzew X lein \/n-konsistenter Schitzer fiir das
I-te Moment m" mit Stérparameter o; ;== \/m® — (m”)2 und asymptotischer Standardnormal-

verteilung. Ist m""” bekannt, so folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass das zentrierte empiri-
sche l-te Moment : =D e (X —m'")! ein \/n-konsistenter Schitzer fiir das I-te zentrierte
Moment M" mit Stérparameter o, := /M® — (M®)2 und asymptotischer Standardnormalver-
teilung. Im realistischen Fall ist m"” unbekannt und wir betrachten * o>y (Xi — )L,
Im Spezialfall [ = 2 gilt \A/,52> = I\A/I(2 ) _ (r?f ) Da \/n ( ) in Vertellung kon-
vergiert, folgt mit dem Sarz von der stetigen Abblldung §29.15, dass f (! m")? = 20
und somit auch stochastisch gegen Null konverglert (vgl. Korollar §29.12). M1t Hilfe des Satzes
von Slutzky §29.07 schlieen wir, dass \/; , wie Mi), ein /n-konsistenter Schitzer fiir das 2-te

zentrierte Moment M, die Varianz, mit Storparameter g, := /M® — (M®)2 und asymptoti-
scher Standardnormalverteilung ist. Abschliessend halten wir fest, dass damit auch die empiri-

sche Varianz = "IV,L ein \/n-konsistenter Schitzer fiir die Varianz, mit Storparameter

g = /M"¥ — (M®)2 und asymptotischer Standardnormalverteilung ist. O

§32|02 Asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich

§32.10 Definition. Seien ({R,,J,}) er eine Familie von Partitionen der Menge der interessierenden
Parameterwerte und B" eine Bereichsschitzfunktion auf (X", 2™") fiir jedes n € IN. Die Folge
von Bereichsfunktionen (B"),,c hilt fur ({R,, J,})er das Niveau 1-a asymptotisch ein, wenn
lim inf, o B"(7 € B") 2 1 — afiiralle ¥ € R, und fiir alle § € O gilt. O

s32.11 Bemerkung. Ist B" fiir jedes n € IN ein 1-a-Konfidenzbereich, so hilt die Folge (B"),,ew auch
asymptotisch das Niveau 1-a ein. Wir sagen B" ist ein asympiotischer 1-o-Konfidenzbereich,
wenn die Folge (B"),c asymptotisch das Niveau 1-« einhilt. O

§32.12 Beispiel (Beispiel §32.08 fortgesetzt). Fir (X;);eny @ ( ist der MLS (9\” = MmaX;e[n] X;

)pen.,
n-konsistent mit Storparameter ¢ und stetiger asymptotischer Verteilung Exp,. Da 6,, schwach
konsistent fiir 6 ist, gilt mit dem Sarz von Slutzky §29.07 auch - (0—06,) D, Exp, unter Up,,. Sei

G« das a-Quantil der stetigen Verteilung Exp,. Fiir jedes 0 e R.,, also 0—0¢ R.,, gilt dann

Uso (6 € [0, + 22q0,00)) = Upy (6 — 6 — L2q, > 6, — 6)
> Uin( = go 2 2(6, — 0)) = Exp,(R.,) = 1—q,
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so dass [9 —|— %4, 00) ein asymptotischer 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen
Parameter R, = ]R>9 und der falschen Parameter &; = (0, #) ist. Analog zeigen wir, dass (0, 5 +

—q1 o) und [9 + ¢ a2, 9 + ¢ “q1_a/2) asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die Mengen
der richtigen Parameter R, = (0 0] bzw. R, = {0} mit 6 € R_, sind. O

$32.13 Lemma. Sei (3,,)nen eine d,-konsistente Folge von Schiitzern fiir den abgeleiteten Parameter
v : © — R mit Storparameter T : © — R, und stetiger asymptotischer Verteilung P, das
heifst, 9) (V. — 7(0)) Ly P unter B". Fiir o € (0,1) bezeichne mit q, das o-Quantil der
stetigen Verteilung P. Ist 7,, ein schwach konsister Schiitzer fiir T, dann sind [, — c%%—w 00),
(—00, A — %qa] und [, — %%—a /2, — C%qa /2] asymptotische 1-o-Konfidenzbereiche fiir die
Mengen der richtigen Parameter R, = R.,, R, = R, bzw. R, = {7y} mit vy € T..

y

§32.14 Beweis von Lemma §32.13. In der Vorlesung. O

$32.15 Beispiel (Beispiel §32.09 fortgesetzt). Sei (X;)iew @ W, (%) und die Varianz o* : W(%Z) — R.,
mit P — o%P) = M”(P) der interessierende Parameter. Dann ist die empirische Varianz §ff) ein
\/n-konsistenter Schitzer fiir 0®> mit Stérparameter 7 := /M® — (M®)2 und asymptotischer
Standardnormalverteilung (vgl. Beispiel §32.09). In Beispiel §32.03 haben wir gezeigt, dass Sw
und V® stark konsistenter Schitzer fiir M® und M® sind, sodass mit Hilfe des Satzes von

der Stetigen Abbildung 2720 7 = /V® — (S?)2 ein (stark) konsistenter Schitzer fiir den

Storparameter 7 ist. Nach Lemma §32.13 sind {gm \T}zl_& 00), (—o0, S,, +\T} 21_q| und [§(2 '+

j"ﬁzl,a /2| somit asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die Mengen der richtigen Parameter
Raz - ]R,>gz, Rgz - ]R,ggz bZW. Rgz - {02} mlt 0-2 € ]R,;(). O

§32|03 Asymptotischer o-Test

532,16 Definition. Sei {#°, 71} eine Partition der Menge der interessierenden Parameterwerte T,
und " : X — {0,1} fiir jedes n € IN ein Test mit Giitefunktion 3. (0) := B"(¢"), 0 € ©.
Fiir das Testproblem der Nullhypothese H, : #° gegen die Alternativhypothese H; : 7!
hilt die Folge von Tests (¢")n,en asymptotisch das Signifikanz-Niveau o € (0,1) ein, wenn
lim sup,,_,, B,(0) < afiiralle € © mit () € #° gilt. 0

§32.17 Bemerkung. Ist " fiir jedes n € IN ein a-Test, so hilt die Folge von Test (¢"),en auch asym-
ptotisch das Signifikanz-Niveau « ein. Wir sagen " ist ein asymptotischer «-Test, wenn die
Folge (¢")nen asymptotisch das Niveau « einhilt. O

§32.18 Erinnerung.

(i) Fir~y € I'"sei R, und J, eine Partition in richtige und falsche interessierende Parameterwer-
te, dann bezeichnen /77" = {7 € I' |y € R.}und 7' = {7 € T' | v € .} die assozierte
Null- bzw. Alternatzvhypothe se der interessierende Parameter

(i) Fir n € IN sei B" eine Bereichsschitzfunktion, dann bezeichnet (¢! ),cr die assoziierte
Familie von Tests mit Ablehnbereich {¢" = 1} = { ¢ B"(X"))}.

(iii) Firn € N sei (90:)7@ einer Familie von Tests dann bezeichnet B" die assoziierte Bereichs-
schdtzfunktion mit B"(z) := {y € I' | ¢ =0}. O

§32.19 Lemma. Seien ({R,, 3, }) er eine Familie von richtigen und falschen interessierenden Parame-
terwerte und ({%@0, %”f})vep die assozierte Familie von Null- und Alternativhypothesen. Dann
gilt fiir eine Familie ((¢") jew)~er von Testfolgen, dass . ein ein asymptotischer o-Test der Null-
hypothese Hy : %{YO gegen die Alternativhypothese H; : ji’fyl fiir jedes v € T ist, genau dann
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wenn die assozierte Folge von Bereichsfunktionen (B"),cw fiir ({R., &, })~er) ein asymptotischer
1-a-Konfidenzbereich ist.

§32.20 Beweis von Lemma §32.19. In der Vorlesung. O

$32.21 Beispiel (Beispiel §32.12 fortgesetzt). Sei (X;)ienw © (Uﬂg]) . Dann sind [é\n + ‘%"qa,oo),

0cR..,

(0, §n + %"ql_a] und [gn + %"qa /25 é\n + %"ql_a /2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereiche fiir die

Mengen der richtigen Parameter R, = R.,, R, = (0,6] bzw. R, = {0} mitd € R.,. Fird, € R.,

mit 77" 1= é(—"(e(, — 0,,) sind damit

(a) der rechtsseitigen Test 1,7, , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese [ : 6 < 0,
gegen die Alternativhypothese H; : 6, — 0 < 0;

(b) der linksseitigen Test 1,7..,, , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H, : 0 > 0,
gegen die Alternativhypothese H; : 6, — 6 > 0;

(c) der beidseitige Test 17, ., + L7, . ., fr das zweiseitige Tesiproblem der Nullhypothese
Hy : 0 = 0, gegen die Alternativhypothese H; : 0y — 6 # 0
asymptotische a-Tests. m

§32.22 Lemma. Sei (V,)nen eine d,-konsistente Folge von Schdtzern fiir den abgeleiteten Parameter
v : © = R mit Storparameter T : © — R, und stetiger asymptotischer Verteilung P, das heif}t,

%(%—7(9)) 2o P unter B". Fiir o € (0, 1) bezeichne q,, das a-Quantil der stetigen Verteilung

P. Ist 7, ein schwach konsister Schiitzer fiir T, dann sind fiir v, € R mit T := ”Tl—z (Fn — Vo)

(i) der rechtsseitigen Test 1,z...,, , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese H : vy <
Yo gegen die Alternativhypothese Hy : v — 7y, > 0;

(i) der linksseitigen Test 17._, , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : v = 7,
gegen die Alternativhypothese Hy : v — v, < 0;

(i) der beidseitige Test 1,5.., .+ L., ., fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese
Hy : v =, gegen die Alternativhypothese Hy : v — 7, # 0

asymptotische a-Tests.

§32.23 Beweis von Lemma §32.22. In der Vorlesung. O

$32.24 Beispiel (Beispiel §32.15 fortgesetzt). Sei (X;)iew @ W, (%) und die Varianz o* : W(%Z) — R.,

mit P — o*P) = M®(P) der interessierende Parameter. Fiir 0> € R., mit ﬁj = g(@@ —

0?) und «a-Quantil z, der Standardnormalverteilung sind der rechtsseitige Test ]l{fp;m}, der
linksseitige Test 17._. , und der beidseitige Test 1;7. .., ., fiir das entsprechnende Testproblem

asymptotische a-Tests. 0

§32|04 Lokations-Skalen-Modell

$32.25 Korollar. Fiir eine Folge (X;);c unabhdngiger und identisch verteilter reeller Zufallsvaria-

blen sei ein Lokations-Skalen-Modell addiquat, also (X;);en © (P(’:N L,2>) (.0)ERXR.," Dann sind

der empirische Mittelwert X ,, und die empirische Varianz S? stark konsistente Schéitzer fiir die
abgeleiteten Parameter |, bzw. o°.

§32.26 Beweis von Korollar §32.25. Folgt aus Beispiel §32.03 mit X, = 7/7\153) und /S\,(?) = #\7@) O

§32.27 Beispiel.
(a) Sei (X;)iew ® (BLN)pE[O,l]' Der MLS p,, = X, fiir p ist stark konsistent.
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(b) Sei (X;)ien ® (PoiT) ACR, . Der MLS )\ » ist stark konsistent fiir \.

(c) Sei (X;)iew @ (Exp))rer_,. Der MLS Xn = (X,)"! und der korrigierter MLS ), =

(-2 X,,)~" fiir A sind stark konsistent. O

§32.28 Korollar. Sei (X;)ien © ( W)) (1.0)CRXEL," Dann ist der empirische Mittelwert X,, ein \/n-
konsistenter Schditzer fiir . mit Storparameter o und asymptotischer Standardnormalverteilung.

§32.29 Beweis von Korollar §32.28. Die Behauptung folgt direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz
§31.02. O

§32.30 Beispiel.
(a) Sei (X;)ien @ ( ) pel0.1]" Der MLS p = X, fiir p ist v/n-konsistent, mit Storparameter

p(1 — p) und asymptotischer Standardnormalverteilung.
(b) Sei (X;)ien ® (Poif) \er- Der MLS X = X, ist y/n-konsistent fiir \, mit Stérparameter

v/ und asymptotischer Standardnormalverteilung. O

$32.31 Ausblick. Wir haben in verschiedenen statistischen Modellen die asymptotische Verteilung des
Maximum-Likelihood-Schitzers hergeleitet. In der Vorlesung Statistik I bestimmen wir Bedin-
gungen an das statistische Modell, sodass der MLS asymptotisch normalverteilt ist. 0

$32.32 Korollar. Sez( X)ien ® (B ) . Dann sind [Yn—j—lzl_a, 0), (—oo,yn—l—\g/—izl_a]

(1,0)ERXR.,
und [ X, £ le a/2) asymptotische 1-o-Konfidenzbereiche fiir das o-Quantil z,, der Standard-

normalverteilung und die Mengen der richtigen Parameter R, = [j1,0), R, = (—o0, ] bzw.
R, ={p} mitpeR.

$32.33 Beweis von Korollar §32.32. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma §32.13. O
§32.34 Beispiel.

(a) Fiir (X;);en © (B) pejo.y) Sind (X, — 7%,,\(/17{?“)217% 1), (0, X, + 7\(/17 X")zl,a} und

(X, & & 21_a/2| asymptotische 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen

Parameter [p, 1), (0, p] bzw. {p} mitp € (0,1).

(b) Fiir (X;)ien @ (Pol}),_, sind [X, — ¥ jﬁ Ay 00), (0, X, + VX 2] und [X, +

;T‘ Z1—a /2] asymptotische 1-a-Konfidenzbereich fiir die Mengen der richtigen Parameter
[A, 00), (0, A] bzw. {A} mit A € R.,. O

$32.35 Asymptotische Tests fiir den Erwartungswert. Sei (X;);en © (Bl ) . Fiir i, € R

(p,0)ERX R,

mit T\;{ = ‘é—ﬁ(yn — 1) und a-Quantil z,, der Standardnormalverteilung sind

(i) der rechtsseitige Test 1,7..., , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : |1 <
ko gegen die Alternativhypothese Hy : pn — i, > 0

(ii) der linksseitige Test 1._. , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1 = i,
gegen die Alternativhypothese Hy : 1 — p, < 0;

(iii) der beidseitige Test 1. .., ., fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : p =
(L, gegen die Alternativhypothese Hy : j1 — i, # 0

asymptotische a-Tests.
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§32.36 Beweis von Korollar §32.35. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma §32.22. O

32.37 Beispiel.
(a) Bernoulli-Schema: Fir p, € (0,1) mit f;{ = ¢(7n — o) sind der rechtsseiti-

- \/ yn(l_y'n)

ge Test 1z..., ), der linksseitige Test 1;7._. , und der beidseitige Test 1;7... _, fur das
entsprechnende Testproblem asymptotische a-Tests.

(b) Poissonverteilungsmodell: Fir \, € R., und ﬁ’{ = \/\/%(X” — \,) sind der rechtsseiti-
ge Test 17..., ,, der linksseitige Test 1;7._. , und der beidseitige Test 1,7... , fir das
entsprechnende Testproblem asymptotische a-Tests. m

Zwei-Stichproben-Modell

$32.38 Vorbemerkung. Die zufilligen Geschlechter der Konsumierenden der beiden Erhebungen kon-

nen wir als Stichproben X @ (B, ”X>))pxe(0,1) und Y ® (B;f?f)y(],py)))p c(0.) Auffassen, dass
heif}t, sie konnen separat adidquat durch ein Lokations-Skalen-Modell beschrieben werden. Da
px und py der Anteil der Konsumentinnen in der ersten bzw. zweiten Erhebung ist, ist da-
mit die zu iiberpriifende Nullhypothese Hy : px = py, der interessierende Parameter ist also
px — py. Es erscheint realistisch, dass X und Y unabhiingig sind, sodass X und Y einem Zwei-

Stichproben-Modell mit unverbundenen Sichproben folgt. Im Folgenden nehmen wir an, dass
(Xi)iewn ® (B m) (e onrercr., Wnd (Vi)ien © ( (M)) (4, o )R, Unabhangig sind. Fiir die in-
teressierenden Parameter ;i und 4, sind dann X, und Y, \/n-konsistente Schitzer mit Storpa-

rameter o, bzw. o, und asymptotischer Standardnormalverteilung. Aufgrund der Unabhéngig-
keit ist X,, — Y, ein \/n-konsistenter Schitzer fiir j, — j, mit Stérparameter 7 = /02 + o2

und asymptotischer Standardnormalverteilung. Betrachten wir die Varianzen, so sind /S\(nz))( :
L3 (X — X,)% und S .= L3 (Y; — Y,)? konsistente Momentenschiitzer fiir o3

bzw. o2, und somit ist 7,, := Sf))( Siy ein konsistenter Schétzer fiir den Storparameter 7. 0
p

S|

$32.39 Asymptotische Tests auf Gleichheit der Erwartungswerte.

Seien (X;)ien © (BN ) (.0 ERXEL, und (Y;)iew ® (R "Y>)(uy o cRx R, Unabhingig. Fiir T :=

L/—E(X n— Yn) und a-Quantil z,, der Standardnormalverteilung sind

(i) der rechtsseitige Test 1,5, , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : 1, <
Iy gegen die Alternativhypothese H, — y > 0;

(i1) der linksseitige Test 1,7-_. , fiir das einseitige Testproblem der Nullhypothese Hy : i, = 1,
gegen die Alternativhypothese Hy : jiy — b, < 0;

(iii) der beidseitige Test 1yz. .. ., fiir das zweiseitige Testproblem der Nullhypothese H, :
[y = py gegen die Alternativhypothese Hy : piy — p, # 0

asymptotische o-Tests.
§32.40 Beweis von Korollar §32.39. In der Vorlesung. m

3241 Beispiel. Fasse die zufilligen Gesschlechter der Konsumierenden in Beispiel I im Kapitel |
Prolog als zwei unabhingige Bernoulli-Schema auf. Dann gilt \/TE(Y,L -Y,) D, N, mit 7 =
Vox(T=px) + py(1 = py). Fiir T i= ¥4(X,,—Y,) mit 7, = \/7n<1 ~X,)+Y,(1-Y,)
sind der rechtsseitige Test 1;7..., ,, der linksseitige Test 1;5._. ,, der beidseitige Test 1;7...,

asymptotische a-Test fiir die entprechenden Testprobleme in Korollar §32.39. Dann erhalten wir
die Schitzwerte T1000 = 0.699 und 7,00 = 0.389, und damit 7 ~ 0.669, so dass %, ~ 14.64.
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Fiir o = 0.05 erhalten wir 2;_,/ = 1.96. Da 14.64 > 1.96 konnen wir die Hypothese der
Gleichheit der Erwartungswerte zum asymptotischen Niveau o« = 0.05 ablehnen. m
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Anhang A
Anhang

A.1 Normalverteilung

Figure 1: Normal Curve Areas. Standard normal Area
probability in right-hand tail. For negative
values of z, areas are found by symmetry. 2
Second decimal place of z

z 0 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 4761 .4721 .4681 .4641
0.1 .4602 4562 .4522 .4483 .4443 .4404 4364 4325 .4286 .4247
0.2 4207 .4168 .4129 .4090 .4052 4013 .3974 .3936 .3897 .3859
0.3 3821 3783 3745 3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4 3446 .3409 3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121
0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 2877 .2843 .2810 .2776
0.6 .2743 2709 .2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 .2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148
0.8 .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1867
0.9 .1841 1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 1357 .1335 .1314 .1292 1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 .1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985
1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
1.4 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681
1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
3.0 .00135
3.5 .000 233
4.0 .0000317
4.5 .000 003 40
5.0 .000 000 287
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